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GRUPLAR ve GEOMETRILER
OZET

Grup teoride, sonlu gruplar iizerinde birgok calisma yapilmistir. Onemli
calismalardan birisi de biitiin sonlu ve basit gruplarin geometrik incelenmesidir. Bu

tezde de sonlu gruplar ve geometriler iizerine ¢calismalar yapilmistir.

Bu tez alti boliimden olusmaktadir. Birinci bolimde, soyut cebirde yapilan
caligmalara yer verilmistir. Bu tezde kullanilan bazi temel bilgiler ikinci bolimde
verilmektedir. Ugiincii boliimde, projektif 6zel lineer gruplar tanimlanmakta ve bunlarla
ilgili 6zellikler verilmektedir. Dordiincti boliimde, iliski ve koset geometrinin tanim ve
onermeleri verilmektedir. Besinci bolimde, bilinen bir sonlu geometriden yeni bir
geometri elde etmek igin kullanilan iki yontem verilmektedir. Son boliimde ise bu

yontemlerden biri kullanilarak M, grubunun rank-5 geometrisinden yeni bir geometri

elde edilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Projektif Ozel Lineer Grup, Iliski Geometri, Koset Geometri,

Sonlu Gruplar



GROUPS and GEOMETRIES
ABSTRACT

In group theory, there have been many studies on finite groups. One of important
studies is geometric examination of all finite and simple groups. In this thesis, finite
groups and geometries are studied.

This thesis consists of six chapters. In the first part, studies of abstract algebra are
given. Some basic information used in this thesis is presented in the second part. In the
third part, projective special linear groups are defined and properties related to them are
given. In the fourth chapter, definations and propositions of incidence and coset
geometries are given. In the fifth section, two methods are given that are used to obtain
a new geometry of a finite known geometry. In the last section, using one of these

methods, a new geomety is obtained from rank-5 geometry of the group M.,

Key Words: Projective Special Linear Group, Incidence Geometry, Coset Geometry,

Finite Groups
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SONLU GRUPLAR
1. GIRIS

Sonlu grup teorisinde geometrik izahla ilgili birgok ¢alisma yapilmustir. ilk defa
gruplar geometrisi kavramini Tits ortaya atmis ve daha sonra Tits, Lie-Chevalley tipteki
sonlu basit gruplari geometrileri tizerinde ¢calismistir. Buekenhout 1979°da geometri ve
gruplar i¢in diyagramlar olusturmus ve Buekenhout 1985°te sporadik gruplar igin
diyagramlar sunmustur. Dehon ve Leemans 2002°de koset geometrilerinin insasini
yapmistir. Ik once Cayley paket programu ile gruplarn uygulamali geometri
hesaplamalarin1 yapmis ve daha sonra bu programin gelismis sekli olan Magma

bilgisayar programini kullanarak ¢alismiglardir.

PSL(2,q) gruplar1 1830’lu yillarda Galois tarafindan insa edildi. PSL(n,q)
gruplar1 Camille Jordan tarafindan 1870’te olusturuldu. Leemans, PSL(3,4) grubunun

geometrilerini incelemistir.

C. Lefevre-Percsy, N. Percsy ve D.Leemans 1993’te sonlu gruplar i¢in yeni
geometrilerin nasil elde edilebilecegi konusunda calismiglardir. Oberwolfach’in Mayis
1989°da sundugu “Sonlu Gruplar”, besinci boliimde yer alan ana teoremler arasinda
verilmektedir (baslik: “Sonlu gruplar igin yeni geometriler”). Leemans sonlu grup
geometrileri iizerinde yaptig1 son arastirmalarda bu sonucglarin ayrintili ispatlariyla ve

onlarin uygulamalar1 ile daha detayl ilgilenmistir.

Ayrica Leemans 2001°de bilinen sonlu geometri olan M,, Mathieu grubunun

rank-5 geometrisinden yeni geometri elde etme iizerine ¢aligmistir.

Nayil Kilig¢ 2006 yilinda M, igin ranki 3 olan rezidiilii baglantili geometriler,
yine 2006 yilinda M,; i¢in bazi rank-3 rezidiilii baglantili geometriler, 2010 yilinda

M,, ve M,, Mathieu gruplarinin rank-2 geometrileri, 2014 yilimnda M,;, Mathieu

grubunun tiim rank-2 primitif geometrileri lizerine ¢aligmalar yapmustir. Nayil Kili¢ ve

Rowley 1997 yilinda M,, ve M, i¢in sonlu grup geometrileri, 2002 yilinda M,, igin
rezidilii baglantili geometriler, 2003 yilinda M,, i¢in rank-2 ve rank-3 rezidiilii

baglantili geometriler, 2010 yilinda M., i¢gin rezidiili primitif baglantili geometrilerin

maksimal ranklar1 lizerine ¢aligmalar yapmuslardir.



Bu tezin amaci, sonlu gruplardan nasil yeni geometriler elde edilebilecegidir.
Ucgiincii bdliimde, son bdliimde verilen drnekte adi gegen projektif dzel lineer gruplar
aciklanmistir. Dordiincti bolimde, iliski ve koset geometrinin tanimlar1 ayrintili bir
sekilde verilmistir. Besinci boliimde, yeni geometrilerin nasil iretilebilecegi konusunda
ayrintili bir sekilde ¢aligilmistir. Son boliimde ise besinci boliimde verilen bir teorem

icin bir 0rnek verilmistir.



2. BAZI TANIM ve KAVRAMLAR

Tanmmm 2.1. Sonlu sayida elemana sahip olan gruplara sonlu gruplar denir
(Humpreys J.F., 1996).

Tanm 2.2. ne€Z" olmak lizere, n elemanl bir kiimenin tim permiitasyonlari

grubuna, n elemanh simetrik grup denir ve S(n) veya S seklinde gosterilir. n

elemanli simetrik grubun eleman sayis1 n!’dir (Humpreys J.F., 1996).

Tanim 2.3. n>2 olmak {izere, bir S(n) grubunun ¢ift permiitasyonlarinin

olusturdugu alt gruba alterne grup denir ve A(n) veya A ile gosterilir. Bir alterne

I
grubun eleman sayist % “dir (Humpreys J.F., 1996).

Tamm 2.4. Bir grubun birim ve kendisinden baska normal alt grubu yoksa bu

gruba simple (basit) grup denir (Humpreys J.F., 1996).

Tammm 2.5. G bir grup ve aeG olsun. Bu durumda C(a):{xax‘l:XEG}

kiimesi G i¢inde a elemaninin conjugacy classi (eslenik sinift) olarak adlandirilir

(Humpreys J.F., 1996).

Tamm 2.6. G sonlu abelyen bir p -grup olsun. G grubunun her bir elemaninin
order1 p ile boliniiyorsa G grubunun elementery abelyen oldugu séylenir. Ayrica bir

elementery abelyen p -grubunun formu C_ x---xC  seklindedir (Humpreys J.F., 1996).

Onerme 2.7. F sonlu bir cisim olsun. Bir p asali ve bir n pozitif tamsayis1 var

oyle ki F cisminin p" elemani vardir. F cisminin toplamsal grubu elementery abelyen

p -gruptur (Humpreys J.F., 1996).
Onerme 2.8. Bir sonlu cismin ¢arpimsal grubu cyclictir (Humpreys J.F., 1996).

Onerme 2.9. G order1 n olan sonlu cyclic bir grup olsun. n’nin herhangi d
bdleni igin G, tam olarak d elemanh bir G, alt grubuna sahiptir. x* =1 denklemini
saglayan X grup elemanlarinin sayist d ’dir ve bunlar tam olarak G, alt grubunun

elemanlaridir (Humpreys J.F., 1996).



Tanmim 2.10. H ve N bir grup olsun. H ile N ’'nin cyclic genislemesi H ’nin bir

cyclic grup olmasi durumunda meydana gelir (Humpreys J.F., 1996).

Onerme 2.11. “Cayley Teoremi” Her grup simetrik grubun bir alt grubuna
izomorftur (Humpreys J.F., 1996).

Tamm 2.12. G bir grup ve a<G olsun. N(a)={xeG:xax" =a} kiimesi G

icinde a elemaninin normalizer1 (normalleyeni) olarak adlandirilir (Humpreys J.F.,
1996).

Tammm 2.13. Bir G grubu igin bir composition serisi bir subnormal seri olup,

tekrarlanmalar icermez. Yalnizca tekrarlanan terimlerde inceltilebilir (Humpreys J.F.,
1996).

Teorem 2.14. “Jordan-Hoélder Teoremi” Eger bir grup composition serisine

sahipse herhangi iki composition serileri izomorf olur (Humpreys J.F., 1996).

Tanmm 2.15. “Afin Uzay” V vektér uzay olmak {lizere, bir afin uzay bir
I:'VxA— A, (v,a) elemanlarmi v+a’ya gotiren doniisim ile asagidaki sartlari

saglayan bir A nokta kiimesidir (Anonim, 2015).

1. Vae A i¢gin O+a=a’dm.
2. Yv,weV, VaeA i¢in v+(w+a)=(v+w)+a ’dir.

3. VaeA i¢in V — A:v —v+a bir birebir-6rten doniisiimdiir.

Tanim 2.16. “Graph” Kenarlar olarak adlandirilan farkli  koselerin
(sralanmamus) ¢iftlerinin bir ailesi ile kdselerinin bir kiimesidir. Eger {X, y} bir kenar
ise X ve Yy koseleri komsudur denir. Ayrica Yy, X’in komsulugudur denir. Bir graph
(V,E) ikilisi ile tanimlanir ki burada V koselerin kiimesi, E kenarlarin kiimesidir.
Ayrica (V,~) ile de tamimlanabilir, burada ~ komsuluk bagmtisidir. X~y ile

{X, y} € E ayni anlamdadir (Anonim, 2015).



Tanim 2.17. “Petersen Graphi1” Graph teoride 10 kdseye ve 15 kenara sahip
dogrusal olmayan bir graphtir (Anonim, 2015).

Sekil 2.1. Petersen graph

Tamim 2.18. Bir complete graph basitge dogrusal olmayan bir graph olup, bu
graph i¢inde farkli koselerin her bir ¢ifti bir tek kenar ile birlestirilir. Burada N pozitif

tamsay1 olmak tizere K, ile gosterilir (Anonim, 2015).

Sekil 2.2. Complete graph ornekleri

Tanm 2.19. (G,») ve (H,*) iki grup ve f:G —H bir fonksiyon olsun.
Va,beG igin f(ash)=f(@)*f(b) ise f’ye G’den H’ye bir homomorfizma

denir.

Tanim 2.20. G ve H ikigrupve f :G — H bir doniisiim olsun. Eger,
i) f birebir ve orten,
iy f homomorfizma

kosullar1 saglaniyorsa f ’ye G ile H arasinda bir izomorfizma denir. Eger G ve H

gruplar1 arasinda bir izomorfizma varsa bu gruplara izomorf gruplar denir ve G = H ile

gosterilir.



3. PROJEKTIF OZEL LINEER GRUPLAR

Onerme 3.1. F sonlu bir cisim olsun. F’nin karakteristigi olan bir p asal
tamsayis1 var Oyle ki [F toplama islemi altinda bir elementery abelyen p -grup olsun.
Buradan hareketle bazi pozitif k tamsayisi i¢gin [F ’nin (= p* elemani vardir. F order:
q-1 olan carpimsal cyclic gruptur ve FF’nin sifirdan farkli herhangi bir elemaninin
order1 q—1’i boler. Ayrica, q—1’in herhangi bir d boéleni i¢in [F ’nin i¢inde order1 d
olan bir eleman: vardir. [F’de A" =1 denkleminin ¢dziimlerinin sayis1 N ve q-—1’in

ortak bolenlerinin en biiytigiidiir.

Ispat: Onerme 2.7 ve Onerme 2.8’den I ’nin toplamsal grubu bir elementery
abelyen p -grup ve carpim grubunun order1 q—1 olan cyclic gruptur. Ayrica, Onerme
2.9’dan order1 n olan bir cyclic grubun n’nin her d bdleni igin order1 d olan

elemanin var oldugu biliniyor. [F’de A" =1 denkleminin ¢6ziimlerinin sayis1 bulunsun:

Once, t’nin q-1 ile ortak bdleni olmayan bir tamsay1 oldugu farz edilsin. Yani, t

ve -1 aralarinda asal iki say1 olsun. (t,q—21)=1"dir. r ve S tamsayilar1 vardir dyle ki
r+s(q-1=1 (1.1)

yazilabilir. Eger ueF igin ' =1 sart1 saglaniyor ise ve ayrica grup cyclic olup,

15" =1 oldugundan

,U — /Jl — lurns(q—l) — (lut)r(luq—l)s :1rls :1 (12)

esitligi elde edilir. Buradan, eger t, gq—1 ile aralarinda asal ise A' =1 denkleminin tek

¢Oziimii vardir ve bu ¢oziim F’de A =1 ¢6ziimiidur.

Simdi d, n ve g-1’in ortak bdlenlerinin en bilyiigii olsun. Buradan, herhangi d
tamsayist icin (n,q—1)=d Yyazilabilir. En biiyiikk ortak bdlen 6zelliginden n=md

yazilabilir, burada m tamsayidir. N ve q—1 bu iki saymin en biiyiik ortak bdleni olan

d ’ye boliindiigiinde elde edilen m ve qT_l ‘nin 1’den bagka ortak béleni yoktur. Yani,

bu iki say1 aralarmnda asal olur. Onceki tartiyjmada aralarinda asal olan sayilarin tek

¢oziimiiniin oldugu gosterilmisti. [F’de A" =1 denkleminin ¢oziimleri (A" =1



denkleminin ¢oziimleridir. Bu durum icin bu ¢6ziim A° =1 denkleminin ¢oziimleridir.

Onerme 2.9°dan 1° =1 denkleminin ¢dziimlerinin sayis1 d ’dir.

Tamm 3.2. Herhangi pozitif k tamsayis1 ve herhangi p asal tamsayisi i¢in [F

order1 = p* olan sonlu bir cisim olsun. Herhangi pozitif n tamsayisi i¢in genel lineer

grup, elemanlar1 [ ’den alinan nxn tipindeki terslenebilir matrislerin kiimesi olup,

matrislerdeki ¢arpma iglemi ile bir grup olusturur. Bu grup GL(n,q) ile gosterilir.

Onerme 3.3. GL(n,q) grubunun order:

@ -(@"-a)q"-9*)....(a" —q"") “dir. (1.3)

Ispat: GL(n,q) grubunun elemanlar1 terslenebilir matrisler oldugundan

determinant1 sifirdan farkli nxn tipindeki matrisler dikkate almmalidir. Bu ispat
yapilirken matrisin biitiin siitunlar1 ele alnarak yapilacaktir. Ik olarak, eger A

matrisinin determinanti sifirdan farkli ise A matrisinin ilk stitunu sifir vektorii olamaz.
Bu nedenle, ilk siitun i¢in q" —1 tane farkli hal mevcuttur. Eger ikinci siitun ilkinin bir
kat1 ise ikinci siitundan bu ilkinin kat1 ¢ikarilirsa determinanti sifir olan bir matris elde
edilir. Bu nedenle, ikinci siitun icin Q" —q tane farkli hal mevcuttur. Bu yolla devam

edilirse goriilebilir ki A’nin I. siitunu 6nceki i—1 siitunun bir lineer kombinasyonu

olmayacak sekilde q" — qif1 yolla se¢ilebilir. Bu yolla ispat tamamlanir.

Ornek 3.4. GL(2,2) grubu 6 elemana sahip ve simetrik grup olan S, grubuna
izomorftur. GL(2,3) grubunun 48, GL(2,4) grubunun 180 elemani vardir.

IGL(2,2)| = (22 -1)(2* -2) =6
IGL(2,3)|= (32 ~1)(3* -3) = 48
IGL(2,4)| = (42 —1)(4* —4) =180

Tanim 3.5. Determinant1 1 olan matrislerden olusan ve SL(n,q) ile gosterilen

ozel lineer grup, GL(n,q) grubunun bir alt grubudur.



Aciklama 3.6. Herhangi sonlu bir cisim q orderma sahip olsun, burada q= p"

seklinde bir asalin kuvvetidir. Eleman sayilar1 ayni olan herhangi iki cisim izomorftur

(Fraleigh B., 1967). Bu cisim genellikle GF(q) olarak gosterilir ve GF(q) grubunun
sifirdan farkli elemanlar1 ile olusan bir ¢carpimsal grup GF(q)* ile gosterilir. Ayrica,
SL(n,q), A-—>detA ile tanimlanan GL(n,q) >GF(q)* homomorfizmasmin
¢ekirdegidir. Determinantlart sifirdan farkli olan g-1 tane matris ihtimali mevcut
oldugundan homomorfizma teoremi GL(n,q) iginde SL(n,q) grubunun indexinin q-1

oldugunu soyler ve SL(n,q), GL(n,q) grubunun bir normal alt grubudur. Ayrica,
GF(g)* carpim grubu GL(”’C%L(n a0 bolim grubuna izomorftur. Yani, SL(n,q)

grubunun ordert;

ISL(n, ) SR (1.4)
g-1

Ornek 3.7. 3 elemanl cisim icinde 2 tane sifirdan farkli eleman vardir. Béylece

SL(2,3)’tin GL(2,3) grubunun i¢indeki indexi 2 ve orderit 24’tiir. 4 elemanli cisim

icinde 3 tane sifirdan farkl eleman var ve SL(2,4), 60 elemanhdur.

SL(2,3)| = [GL2.3) _38_o
3-1 2

SL2.8) = GL(2.4)| 180 _ 60
4-1 3

Tamim 3.8. Herhangi n pozitif tamsayisi i¢in nxn tipindeki skaler matrisler, bazi

A eGF(q)* igin Al formunda olup, SL(n,q) grubu i¢indedir.

Aciklama 3.9. Skaler matrisler her bir matris ile degismelidir ve skaler

matrislerden olusan herhangi alt grup, GL(n,q) grubunun herhangi alt grubunun bir

normal alt grubudur.

Tamim 3.10. Projektif 6zel lineer grup, SL(n’q% boliim grubudur ki burada Z ,

SL(n,q) icinde skaler matrislerin alt grubudur. PSL(n,q) ile gosterilir.



Eger Al matrisinin determinant1 1 ise, Onerme 3.1°den (A" =1) Z alt grubunun

elemanlarmin sayismin N ve gq-1’in en biiyiik ortak boleni olan d oldugu biliniyor.

Boylece PSL(n,q) grubunun orderi

(a"=1)(a"-q )(a" =) (a"—0"")
|PSL(n,q)| = Q-Dd (1.5)

olur. Ozellikle n=2 ve bir g tek sayis1 icin,
2 —
IPSL(n,q)| = w (L.6)

olur.

3-(3%-1) 3-8

Ornek 3.11. PSL(2,3) grubunun order1 |PSL(2,3)|= 5 > =12"dir. Bu

grup A, alterne grubuna izomorftur. Bunu gormek igin Z, {izerinde determinanti 1 olan

St

Buradan A’=B”=—1 ve BAB™*=A" esitlikleri vardir. Bu matrisler order1 8

iki matris alinsin.

>
I

olan Quaternion gruplarin sartlarini saglar. Yani, order1 8 olan Quaternion grubunu

11
dretir. Simdi X :(O J almsm, burada X°=1dir. Buradan XAX =B ve
XBX " = AB denklemlerinin saglandig1 da goriilebilir.

(A,B, X), SL(2,3) grubunun bir alt grubudur ki order1 8 olan bir grup ile order1 3
olan bir grubun cyclic genislemesidir. (A, B, X), SL(2,3) grubuna esittir.

Simdi Z, SL(2,3) grubu igerisinde skaler matrislerin kiimesini belirtsin oyle ki

burada Z ={1,—1} dir. PSL(2,3), $:PSL(2,3) > A, bir déniisiim olmak iizere;
S(AZ) = (12)(34) , 9(BZ)=(14)(23) ve K(XZ)=(123)

dontigtimleri ile A, alterne grubuna izomorftur. Bunlar asagida gosterilmistir:



HAZ) = 9((2 éj Z)— (12)(34)

I(BZ) = 1 ; Z) — (14)(23)

11
9X2)=9( ; |]2)—>123)

0 2\(1 1 21
H(ABZ) = 19([ j[ jZ) = 9((1 J Z) — (12)(34)(14)(23) = (13)(24)

=
o
=
N

0 1 jZ) — (123)(123) = (132)

'_\
[EEN
N—
7\
o K
=
N
N
Il
)
Py
7\
o
=N

9(X?Z) :,9((

Y(AXZ) = I (1)

o N
77— X\
o B
= 2
N
~
I
L
~
R
= O
= N

jZ) 5 (12)(34)(123) = (243)

11
9(BXZ)=9( | j

o K
=
N
N
Il
V)
P
7\
=
o N

jZ) — (14)(23)(123) = (134)

11 10
3(XAXZ)=.9(( J ]Z)z&((l 1}2)%(123)(243)4124)

I(XAXBZ) = 9({ (1 1} Z) = 19(@ ;J Z) - (124)(14)(23) = (234)

1 2

1 1)1 1 2 0
S(XBZ):S([O 1)(1 2}2):9((1 2}2)—)(123)(14)(23)=(142)

, 0 2)\(1 2 0 2
I(AX Z)=.9([1 oj[o 1}2):9((1 2}2)—)(12)(34)(132):(143)

9(A22)=9(0 )0 2 Z)= 2 0 Z) - (12)(34)(12)(34) =1
1 0)l1 0 0 2

Buradan {1,(123),(132), (124), (142), (134), (143), (234), (243), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

elemanlarinin olusturdugu grup A, grubu olur.
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Ornek 3.12. 2°=1 denklemini 4 elemanl cisim igerisindeki sifirdan farkli
elemanlarin her biri saglar. Determinant1 1 olan 2x2 tipindeki skaler matris sadece |
olsun. Buradan PSL(2,4)=SL(2,4) olur.

Onerme 3.13. PSL(2,5) grubu degismeli olmayan basit gruptur.

i t 112 1Ze SL(2,5) ici
spat: , P ,5) icin
P 0 1 4 (2,5) i

11 01 4 0 01 11 01
VA Z= Z ve yA Z= VA
01 4 4 4 4 4 4 01 4 3
bulunur. Bu ¢arpimlar esit olmadigmmdan PSL(2,5) grubunun degismeli degildir.

Bu ispatta G =SL(2,5) grubunun normal alt gruplarinin sadece; G grubunun
kendisi, {—I,1} ve {I} kiimelerinin oldugu gésterilecektir. Sonra, PSL(2,5) bdlim

grubunun degismeli olmayan basit grup oldugu s6ylenecektir.
[Ik adim, G grubunun conjugacy classlarin1 hesaplamak olsun.

| ve —I elemanlarmin her ikisi merkezde ve her biri kendi conjugacy classini

olusturur.

0 4
Simdi order1 4 olan T :[l Oj elemanmin merkezleyicisini belirleyerek T

; . . a b
elemaninin conjugacy classi hesaplansin. G ’de bu merkezleyici matrisler g
C

matrisi formundadir 6yle ki merkez tanimmdan

ol ae ali o

4c 4dj

b 4a
ise bu matrisler ¢arpilirsa ( b :( 4 j esitligi elde edilir. Matris esitliginden
a C

d

4c=b, a=d , 4d=4a ve b=4c 1.7)

11



. ... (a
esitlikleri elde edilir. Boylece, T matrisinin merkezleyicisi (

4c
j formundadir.
cC a

a®+c? =1 denklemini saglar. Bu merkezleyiciler,

.. (0 4
a=0ve c=1 gin =T,
10

.. (10
a=1vec=0 i¢cin l,
0 1

o

=T? ve

4
a=4ve c=0 i¢cin
0 4
.. (01 3 L
a=0ve c=4 i¢cin 40 T° matrisleridir.

Boylece, T matrisi %:30 conjugate sahiptir.

Benzer sekilde order1 3 olan S = (4 4) elemaninin merkezleyicileri hesaplansin:

P P ) P

4d c+4d

c d
ise bu matrisler carpilirsa =
4a+4c 4b+4d

J esitligi elde edilir.
Matris esitliginden

c=4b,d=a+4b,a+c=d ve db=c (1.8)

L ... [ a
esitlikleri elde edilir. Boylece, S matrisinin merkezleyicisi (

formundadir.
4 a+ 4bJ

a’+4ab+b* =1 denklemini saglar. Bu merkezleyiciler,

.. (01
a=0ve b=1icm =S,
4 4

12



a=1ve b=0 igin =1,

a=4 ve b=0 igin =-1,

4
a=0ve b=4 i¢in =-S5,

(11 )
a=1ve b=1 i¢in =-S° ve
4 0
. . 4 4 2 - - -
a=4ve b=4 i¢in 10 =S* matrisleridir.

Boylece, S matrisi % =20 conjugate sahiptir.

—S ve S matrislerinin orderlar1 farkli oldugundan —S, S ’nin conjugacy

classinin i¢inde olmaz ama —S ile S ’nin merkezleyicilerinin ayni oldugu goriiliir:

O4ab_ab04
1 1)lc d) \l¢c dl1 1
4c 4d ) (b 4a+b
a+c b+d) |d 4c+d

ise bu matrisler g¢arpilirsa [ j esitligi elde edilir. Matris
esitliginden

4c=b ,4d =4a+b,a+c=d ve b=4c (1.9)

L ... (a 4c
esitlikleri elde edilir. Boylece, —S matrisinin merkezleyicisi [
C a+c

j formundadir.

a®+ac+c” =1 denklemini saglar. Bu merkezleyiciler,

.. (0 4
a=0vec=1icm =-S5,
11

.. (10
a=1vec=0 i¢cin =1,
0 1

13



a=4 ve c=0 igin

o

OJz"

4
0
.. (0O
a=0ve c=4 i¢cin =S,
4 4

[EY

[EEN

1
a=1ve c=4 igin -S% ve
4 0

4
! =S? matrisleridir.

4
a=4vec=1 igin[ Oj

Boylece, —S matrisi de % =20 conjugate sahiptir.

11
Simdi de order1 5 olan R :(0 J matrisinin merkezleyicileri hesaplansin:

oo oo allo )

, , a+c b+d a a+b . . ,
ise bu matrisler carpilirsa q = g esitligi elde edilir. Matris
c c
esitliginden
a+c=a,a=d,c=cvec=0 (1.10)

_— .. (a b
esitlikleri elde edilir. Boylece, R matrisinin merkezleyicisi (O ] formundadir.
a

a’ =1 denklemini saglar. Bu merkezleyiciler,

(1 0)Y(1 1
a=1ve b=0,1,234 igin , ,
0 1)\0 1

1 2)(1 3\(1 4
0 1)10 1)0 1
.. (4 0)(4 1\(4 2)\(4 3)(4 4
a=4ve b=01234 icin , , , ,
o o oo 2o o o
PO, .. 120 : .
matrisleridir. Boylece, R matrisi 5:12 conjugate sahiptir.
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R ve R? matrislerinin orderlar: farkli oldugundan R, R ’nin conjugacy classmin

icinde olmaz ama R” ile R matrislerinin merkezleyicilerinin ayni oldugu gériilebilir:

o ifle o allo s

(a 2a+b

j esitligi elde edilir. Matris

a+2c b+2d
c 2c+d

ise bu matrisler carpilirsa ( g
C

esitliginden

a+2c=a,b+2d=2a+b,c=c ve d=2c+d (1.11)

L ... (a b
esitlikleri elde edilir. Boylece, R® matrisinin merkezleyicisi (O ] formundadir.
a

a’ =1 denklemini saglar. Bu merkezleyiciler,
1 2)(1 3)\(1 4
0 1)10 1)0 1
.. (4 0)(4 1\(4 2\(4 3)\(4 4

a=4ve b=0,1234 icin , , ,
0 4,0 4,{0 4){0 4)(0 4

matrisleridir. Boylece, R* matrisi %:12 conjugate sahiptir.

. (1 0\ (1 1
a=1ve b=0,1234 igin : ,
0 1)\0 1

Benzer sekilde R ile —R ’nin orderlar1 farklidir fakat merkezleyicilerinin ayni

Y (Y o) P

, . —4a—4c —4b-4d —4a —4a-4b) . -
ise bu matrisleri ¢arpilirsa = esitligi elde edilir.
—4c —4d —4c  —4c—-4d

olduklar1 goriilebilir:

Matris esitliginden

4da+4c=4a , 4da+4b=4b+4d , 4c=4c ve 4d =4c+4d (1.12)

15



a b
esitlikleri elde edilir. Boylece, —R matrisinin merkezleyicisi (O ] formundadir.
a

a’® =1 denklemini saglar. Bu merkezleyiciler,

a=1ve b=0,1234 igin [

0

4

4
a=4ve b=01234 icin [0

o 1}lo 1)

1

4 1

N

|

4 2
0 4

o )
0 4N

4 3
0 4

i

1 3
0 1)

1 4
01

o 4

.. 12 . -
matrisleridir. Boylece, —R matrisi 1—00212 conjugate sahiptir.

Yine benzer sekilde R ile —R?’nin orderlar1 farklidir ama merkezleyicilerinin

o of oo als 4

4a+3c 4b+3dj (4a 3a+4b

4c 4d 4c 3c+4d
4a+3c=4a, 4b+3d =3a+4b , 4c=4c ve 4d =3c+4d

ayni olduklar1 goriilebilir:

4 3
0 4

a b
c d

a b

ise bu matrisler carpilirsa [ = j esitligi elde edilir.

Matris esitliginden

(1.13)

_— .. (a b
esitlikleri elde edilir. Boylece —R? matrisinin merkezleyicisi [O ] formundadir.
a

a® =1 denklemini saglar. Bu merkezleyiciler,

o iJlo 2)Go )
o oo oo ¥l

matrisleridir. Boylece, —R® matrisi %:12 conjugate sahiptir.

1 2
01

1 4
01

|

... (10
a=1ve b=0,1234 igcin
0 1

|

4 3\(4 4
0 4

0 4

a=4ve b=0,1234 i¢in [

Elde edilen bu siniflar alt alta yazilirsa,
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C,={ order13 olan S elemanmnin 20 conjugate }

C. :{ order1 6 olan —S elemaninin 20 conjugate }

Cs :{ order1 5 olan R elemaninin 12 conjugate }

C, ={ ReC; i¢in order1 5 olan R? elemanmnin 12 conjugate }

Cq

{ R eC, i¢in order1 10 olan —R elemaninin 12 conjugate }

C,={ ReC; i¢in order1 10 olan —R* elemaninm 12 conjugate }

Boylece, bu classlar toplamda 120 matris igerir ve bunlar G ’nin conjugacy

classlarinin listesini tamamlar.

N, G ’nin {I ,—I}’yl iceren bir normal alt grubu olsun ve N ;t{l ,—I} oldugu
farz edilsin. N, order1 5 olan bir eleman: igerdigi kabul edilsin. N, conjugacy
classlarin bir birlesimini ve —I y1 igerdiginden N ¢arpma islemine gére kapali olur. Bu
alt grup C;, C,, C; ve C,’un her birini igermelidir. Béylece, N en az 2+4-12=50
eleman igerir. 10 elemanli bir conjugacy class olmadigindan ve G ’nin bir alt grubu

icindeki elemanlarm sayis1 120’yi bolmesi gerektiginden N icin tek olanak G ’nin

kendisidir.

Simdi de N ’nin order1 5 olan eleman: olmadig: ve |N ‘nin 24’10 boldigi farz

edilsin. N, | ve —I y1 i¢erdiginden ve conjugacy classlarin bir birlesimi oldugundan

N i¢in tek olanagin {I ,—I} kiimesi oldugu gortilebilir.

Sonug olarak, G ’nin Z ={I,—I}’y1 iceren normal alt gruplar1 sadece Z ve

G ’dir. Boylece % boliim grubu basittir.
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Aciklama 3.14. PSL(2,4)=SL(2,4) oldugundan Onerme 3.13 kullanilarak
PSL(2,4) grubunun basitligi kolayca gosterilebilir. W, 0 ve 1°den farkli ve 4 elemanl
cismin bir eleman1 olsun ki burada w? =1’dir. Boylece, G order1 60 olan SL(2,4)

grubunu belirtirse, G ’nin conjugacy classlari
C = { I }

01
C, :{ hepsi (1 Oj matrisine conjugate 2 orderl 15 eleman }
(w0 . :
C, :{ hepsi (O sz matrisine conjugate 3 orderli 20 eleman }

1
C, :{ hepsi R= (W Wj matrisine conjugate 5 orderli 12 eleman }

C. ={ hepsi R® matrisine conjugate 5 orderli 12 eleman }

Bu classlar 60 elemanin tamammi icerdiginden G ’nin conjugacy classlarmin
listesi tamamlanir. C,’i igeren ve 60 sayisimi bdlen {I} ve G alt gruplar1 disimda G

grubunun conjugacy classlarinin kiimesinin alt kiimesi olmadigindan bu grup basittir.

Aciklama 3.15. 60 elemanl: ii¢ basit grup A, PSL(2,4) ve PSL(2,5) gruplaridir.

Bu {i¢ grup izomorftur.

Onerme 3.16. PSL(2,4) ve PSL(2,5) gruplarinmn her ikisi A; alterne grubuna

izomorftur.

Ispat: PSL(2,4) ve PSL(2,5) gruplarmin her biri order1 2 olan 15 elemanli bir
conjugacy classa sahiptir ve order1 4 olan elemanlar1 yoktur. Bir sylow-2 alt grubunun
order1 4 oldugundan bu 4, sylow-2 alt grupla alakali normalizerin ordermni bolmeli ve bu
normalizerin order1 da grubun order1 olan 60’1 bdlmelidir. Buna gore normalizerin
order1 ya 12 ya da 20 olabilir. Grup i¢indeki 5 orderl herhangi bir eleman order1 4 olan
sylow-2 alt grubunu normallemediginden bu normalizerin order1 5’in kat1 olamaz yani
20 olamaz. Bu nedenle, normalizerin order1 12°dir. Buradan, herhangi sylow-2 alt

grubunun normalizerinin indexi 5’tir sonucuna variriz. PSL(2,4) ve PSL(2,5) gruplari

18



asikar olmayan normal alt gruplari olmadigindan basit grup olduklar1 biliniyor. Bu

gruplar Cayley Teoreminden S, grubunun bir alt grubuna izomorftur. S;’in order1 60
olan A alt grubunun indexi 2 oldugundan bu alt grup normaldir. A grubu da simple
oldugundan G =PSL(2,4) veya G =PSL(2,5) olmak iizere, 1<G <SS, ve 1< A <§,
composition serileri Jordan-Holder Teoremine gore birbirine izomorf olup, G grubu A

alterne grubuna izomorf olur.

Ag¢iklama 3.17. Onerme 3.16’nin sonucu, herhangi 60 elemanli bir grubun basit
olmasina dayanir. Ispat yontemi kanit icin sadece 15 sylow-2 alt gruplu bir gruba

ithtiya¢ oldugunu gosterir.

Bu kismm ana sonucu, tim (= p* asal kuvvetleri i¢in q<4 olmas: disinda
PSL(2,q) grubunun basit olmasidir. q<4 oldugunda PSL(2,2) ve PSL(2,3) gruplari
icin bu sonug istisnadir ve ayrica, gercekten PSL(2,4) ve PSL(2,5) basittir.

Tamm 3.18. Eger B ;(4)=1+E (1) formunda ise GL(n,q) grubunun bir
elemant transvectiondir, burada |, nxn tipinde birim matris ve E ;(4) bir elementery

matristir. ((i, j) konumunda A ’ya esit ama diger konumlar1 sifira esit olan matris).

Herhangi transvectionun determinanti 1°dir, ¢iinkii SL(n,q) i¢indedir.

Matrislerin bu 6zel tiplerinin 6nemi sudur: Herhangi A matrisi i¢in B, ;(1)A

carpimi A matrisinin j. satirini i. satrma A kez eklemekle elde edilir. Ornegin A

matrisi
1 2 3
A=/1 0 1|olsun. B,;(2) transvection1 bu matrise uygulansmn:
2 10
1 0 0)y1 2 3 1 2 3
B,,(A=|0 1 2{[1 0 1|=5 2 1
0 0 1){l2 1 0 2 10

Burada, A matrisinde 3. satir 2. satra 2 defa eklendi ya da A matrisi

B,:(2) =1 +E,;(2) transvectionu tarafindan soldan ¢arpildi.
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Onerme 3.19. GL(2,gq)’nun her A elemam TD carpmmu olarak yazilabilir,

0
J matrisidir.

burada T transvectionlarin ¢garpimi ve D ise
0 detA

Ozellikle, SL(2,q) 'nun her bir eleman transvectionlarm bir ¢arpmmudir.

Ispat: Bu ispattaki amag, GL(2,q) i¢indeki herhangi A matrisini transvectionlar

ile garparak D matrisini elde etmektir. Once, A’min a, girisinin sifir oldugu farz

0
edilsin. Yani, Az(

b
. dj formunda olsun. Burada, det(A)=—bc’dir. A terslenebilir

oldugundan a,, girisi sifir olamaz. Bu durumda, ilk satira ikinci satir1 eklemek a,, girisi

c b+d

j matrisini Uretir. Burada, det(B)=—bc ’dir. Simdi
C

sifir olamayan bir B =(

A’nm a,, girisi sifirdan farkli olan A matrisine benzer bir A matrisi tanimlansin. Eger

A’nin a,, girisinde sifir varsa A, A =B =B ,(1)A olarak tanimlanir. Buradan, her iKi
a b
durumda da det(A)=det(A) dir. Simdi A, Ai:(c dj formunda olsun ki burada

a=0’drr. Burada, det(A)=ad —bc ’dir. A matrisinin ilk satirmm uygun bir kat1 onun

ikinci satirma eklenirse a, girisi sifir olan bir matris elde edilir. Burada,

a b
A= Bz,l(_g)Ai’ a ’stsifirdan farkli olan A, = 0 ad —bc |= [z 'gj formundaki bir
a
. _ ad —bc
matris olur. Burada, det(A)=ad-bc ve a=a, b=p ve =0 olur.

det(A,) = det(A) e esit oldugundan & sifirdan farkhidir. Simdi ikinci satirm uygun bir

a 0

- . 0 o
kat1 ilkine eklenirse A, = 0 ad —bc =[g 5]:81'2(—§)A2 formundaki  bir

a

kosegen matrisi elde edilir ki burada, det(A)=ao=ad-bc=det(A) ve
p ab

_EZ_ o ’dir. Sonug olarak satir islemlerinin bir serisi tarafindan D matrisine
aa —Dpbc

doniistiiriilebilir (Transvectionlar tarafindan soldan carpilarak). Bu satir islemleri

sunlardir:
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a 0
Q) { 5} matrisini elde etmek i¢in ikinci satira birinci satir1 eklemek
a

1 6
(2) baz1 @ igin ( 5J matrisini elde etmek i¢in ilk satira ikinci satir1
o a

kez eklemek (burada 6 = 1_—a5 ’dir.)
(24

1 0
(3) o =det(A)=a5 olmak iizere (O j matrisini elde etmek igin ikinci
o

satirdan ilk satir1 & kez ¢ikarmak
1 0 L L L 0
4 matrisini elde etmek i¢in ilk satirdan ikinci satir1 — kez
0 detA o

¢ikarmak

A matrisi SL(2,q) 'nun i¢inde oldugunda o =det(A)=1"dir. Buradan, A

transvectionlarin bir ¢arpimidir.

Onerme 3.20. q asal tek say1 olsun. SL(2,q) igerisindeki merkez elemanlari

sadece | ve —| matrisleridir.

. a b
Ispat: W:(c dj matrisinin  SL(2,q) grubunun merkezinde oldugu farz

edilsin. W matrisi B,,(1) ve B,,(1) transvectionlar: ile degismelidir. Bu transvectionlar

B,M=1+E,Q, E,® :[8 ;) olur ki Blvz(l):[(l) (1))+[8 ;J=(é ﬂ

ve

B,, () =1 +E,,(), E2,1(1)=(2 gj olur ki 32,1(1):(; ‘1)]{2 g]zc 2]

dir.

Buradan, transvectionlar ile W degismeli olduklarindan,

) P ) Y B ) U Y )

yazilabilir. Bu matrisler ¢arpilirsa,
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a a+b) (a+c b+d ve atb b) ( a b
c c+/d) L c d c+d d) la+c b+d
esitlikleri elde edilir. Matris esitliginden,

a=a+cC, a+b=b+d,c=c,c+d=d ve a+b=a,b=b,c+d=a+c,d=b+d

esitlikleri yazilabilir. Bu esitliklerden,

c=0,a=d veb=0

. L a o0
bulunur. Yani, W matrisimiz W = (0 j formundadir. det(W) =1 oldugundan a* =1
a

yazilabilir. SL(2,q) i¢inde bu a degerleri 1 ve -1 olarak bulunur.

10 -1 0
Sonug olarak, W = =| yadaW = =—| olur.
01 0 1

Teorem 3.21. q >3 ise PSL(2,q) grubu basittir.

Ispat: A Course in Group Theory (Humpreys, J.F., 1996) kitabinda ispati

bulunabilir.

Aciklama 3.22. Bu boliimdeki sonuglar keyfi boyutlu matrislere genellenebilir.
Bu durumda, herhangi n>2 ve herhangi q asal kuvveti igin PSL(n,q):SL(n’q%

grubu abelyen olmayan basit gruptur ki burada, Z determinant1 1 olan skaler

matrislerin kiimesidir.

22



4. TLISKi GEOMETRI ve KOSET GEOMETRI

Bu boliimde, bu tezde sonradan ihtiyag duyulacak olan kavramlar tanitilmaktadir.
Bu kavramlar 6rneklerle agiklanmakta ve onlarin nasil daha faydali ve dogal olduklari
goriilmeye ¢alisiimistir. Ayrica, iliski geometride bu kavramlarin rollerini anlamak i¢in
okuyucuya yardimei olacak bazi temel sonuglar ve bu sonuglart kontrol etmek igin

gerek ve yeter sartlar verilmektedir. Bu sonuglarm ¢ogu bir ispat ile tamamlanmuistir.

Bu tezde graph kavrami sik sik kullanilmistir. Okuyucunun graph notasyonlart ile
birlikte graph i¢indeki yol, kenar, kose, vb. gibi kavramlar1 bildigi farz edilmektedir.

Graph teorinin bazi temel terimleri burada tanimlanmamistir (Diestel, 2000).
4.1. Grup Teori Notasyonlar

Grup teorideki notasyonlar ve bilinen gergekler kullanilmistir, 6rnegin onlar
(ATLAS, 1985) icerisinde verilmistir. Ancak, anlam belirsizligini dnlemek amaciyla

burada bazi notasyonlari sabitlemek uygun goriilmiistiir.

G =A-B yazildiginda A’nin G iginde bir normal alt grup oldugu sdylenir ve
burada %; B’dir. A ve B gibi iki grubun direk ¢arpimini gostermek i¢cin AxB
kullanilir. A: B ile bir yar1 direk ¢arpim gosterilir.

Order1 p olan bir cyclic grup C, ile veya karisiklik olmadig1 durumda basitge p

ile gosterilir. p* notasyonu elementery abelyen grup i¢in kullanilir, yani a, C, cyclic

gruplarm bir direk carpimidir. pE’Hb notasyonunun anlami p° - pb ’dir.

D,, ile ordert 2n olan dihedral grup gosterilir. Ayrica D, ile Klein
Vierergruppe adi ile bilinen grup gosterilir. Bu grup bir digonun simetri grubuna

benzerdir. Bir G grubunun bir sylow- p alt grubu Syl (G) ile gosterilir.
Ayrica, asagidaki gosterim sekli kabul edilir.

e PSL(n,q) i¢in L,(q) kullamlir.
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4.2. Tliski Sistemleri ve Geometriler

Pregeometrinin tanimi ile baslansin, ayrica pregeometri bazi kaynaklarda iliski
sistemi veya iligski yapisi olarak da adlandirilir (Buekenhout, 1995; Buekenhout ve
Cohen, 2009; Pasini, 1994).

Tanim 4.2.1. “Pregeometri” I bir (X,*t,1) dortlisii olsun.

e X, elemanlar1 I" 'nin elemanlar1 olarak adlandirilan bir kiimedir.

e |, elemanlar1 I" "nin tipleri olarak adlandirilan bir kiimedir.

e t, tip fonksiyonlar1 olarak adlandirilan X ’ten | ya bir doniistimdiir.

e * I'’nin iliski bagintis1 olarak adlandirilan X x X iizerinde simetri ve

yansima bagmtisidir.

I=(X,*t1) dortlisi icinde X tiim X, =t7(i)’lerin ayrik birlesimidir ve
burada iel’dir. ' dortlisii asagidaki kosulu sagliyor ise | iizerinde bir iligki sistemi
veya bir pregeometri olarak adlandirilir: t tip fonksiyonunun I' geometrisinin herhangi
bir bayragina kisitlamasi bir birebir doniisiimdiir. Bu 6nemli durum ayni tipin herhangi
iki elemanmin iliskili olamayacagmi belirtir. Yani, bir bayrakta her tipten sadece bir

eleman olmak zorundadir.

Eger Ac X ise A kiimesinin tipi t(A) olup, rank: t(A) tipinin eleman sayisina
esit oldugu sdylenir. A kiimesinin cotipi | —t(A) olarak tanimlanir. | tip kiimesinin
eleman sayis1 I geometrisinin ranki olarak adlandirilir. A kiimesinin coranki | —t(A)

kiimesinin eleman sayisidir.

" geometrisinin bayragi I geometrisinin elemanlarinin herhangi bir kiimesi
olup, ciftleri iligkilidir. Cotipi i1 olan bir bayrak bir panel olarak adlandirilir. T’

geometrisinin bir chamber1 tipi | olan bir bayraktir.

" geometrisinin herhangi X ve y elemanmimn iligkili oldugunu géstermek igin
x*y kullanilir. Bu boliimdeki graph yapist Tanim 2.19°da agiklanmustir. Bu boliimde

bu graph 6zel olarak (X,*) ile gosterilecektir.
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Tanim 4.2.2. “Geometri” | iizerindeki bir geometri, herhangi maksimal bayragi
bir chamber olan T" pregeometrisidir. Bunun anlami, herhangi maksimal olmayan
bayrak en az bir chambera genisletilebilir ifadesine denktir. Eger coranki 1 olan
herhangi bir bayrak I" geometrisinin en az iki farkli chamber: tarafindan igeriliyorsa bu
geometri firm olarak adlandirilir. Eger coranki 1 olan herhangi bir bayrak I’
geometrisinin tam olarak iki farkli chamber: tarafindan igeriliyorsa bu geometri thin
geometri olarak adlandirilir. Ayrica, eger coranki 1 olan herhangi bir bayrak I’
geometrisinin en az ii¢ farkli chamber1 tarafindan igeriliyorsa bu geometri thick

geometri olarak adlandirilir.
Asagidaki tanim (Pasini, 1994)’den alimmustur.

Tammm 4.2.3. “Chamber (Odacik) Sistemi” I" bir geometri olsun. T’

geometrisinin C(I') chamber sistemi bir graph olup, I" geometrisinin chamberlar1 bu

graphin koseleri olmaktadir. Ayrica chamber sistemi su sart1 saglamalidir: C ve D gibi
iki farkli chamber verilsin. C D bir panel oldugunda iligkili koseler bir kenar ile

birlestirilir. ilaveten, kenarlarm bir renklendirilmesidir: Verilen iki farklh C ve D

komsu chamberlar1 i¢in (Cw D)—(C m D) ’nin iki elemani ayni tipe aittir. Bu, C ~; D
seklinde yazilir. Bu yazihs C ve D ’nin i-komsu oldugunu soyler. Ayrica, C~, C

oldugu kabul edilir. ~; ifadesinin bir denklik bagntis1 oldugu agiktir. (~;), denklik

bagintisinin sistemi C(I') graphmin her bir kenarina i=1,2,...,n onun uygun renkleri

verilerek elde edilen bir renk graphi olarak goriilebilir.

C(I") chamber sistemi igindeki bir C =C, chamberindan bir D=C_, chamberine

bir y=(C,,C,...,C,) yolu C’den D’ye uzunlugu M olan bir gallery olarak

adlandirilir.

Pasini, C(I') chamber sisteminin baglantili oldugunu ispatladi. ((Pasini, 1994),
Teorem 1.9)
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Sekil 4.1. Kiipiin chamber sistemi

Ornek 4.24. T, |={k6§e,kenar, yiizey} iizerinde kiiplin rank-3 geometrisi

olsun. Bu geometride 8 kdse, 12 kenar ve 6 yiizey vardir. Iliski bagmntis1 simetri

kapsamasi ile meydana gelir.

Bir bayrak, bos, herhangi tek elemanli ve herhangi tiplerin giftleri iliskili olan
elemanlarmin ikilisi veya tigliisti olur. Bir chamber bir ii¢lii olup bir kose, bir kenar ve
bir yiizeyden olusup bunlar ikiser ikiser iligkili olur. Coranki 1 olan herhangi bayragin

tam olarak 2 chamber i¢inde igerildigi kolayca goriilebilir. Bu nedenle, I" thindir.

Buradaki C(I") chamber sistemi, koseleri I geometrisinin chamberlart olan kesik

cuboctahedron oldugu kolayca goriilebilir (bakiniz Sekil 4.1). Kenarlarm 3 farkli tipini
belirleyelim. Onlar kare-altigen tip, kare-sekizgen tip ve altigen-sekizgen tip olsun. Her

kose her bir tipin bir kenart ile tamamen iligkidir. I" thindir.

I geometrisinin iligski graphint gérmek amaciyla, bir kesik cuboctahedron alinir,
her bir yiizeyin ortasinda bir nokta ¢izilir ve komsu olan es yiizeylerden herhangi ikisi

birlestirilir.
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4.3. Alt Geometriler ve Kesmeler

Bu boliimde bir alt geometrinin tanimi ifade edilmistir. Ashinda, verilen bir
geometriden elde edilen bir alt yapinin iki kavrami tanimlanmustir: Alt geometriler ve
kesmeler (Buekenhout ve Cohen, 2009).

Tanim 4.3.1. “Altgeometri” I =(X,*,t,1) bir pregeometri ve I''=(X",*"t",1")
ikinci bir pregeometri olsun dyle ki X'c X, *' iliski bagmtis1 * iligki bagintisinin
X'x X" kiimesine kisitlamasidir. Ayrica, |'cl ve t' tip fonksiyonu t tip
fonksiyonunun X' kiimesine kisitlamasidr. T, T[" geometrisinin bir alt
pregeometrisidir. Eger T'' bir geometri ise I" geometrisinin bir alt geometrisi oldugu

sOylenir.

Onerme 4.3.2. Verilen bir T' geometrisinin herhangi X alt geometrisi bir

geometridir.

Tamm 4.3.3. “Kesme” I bir geometri ve J < | olsun. " geometrisinin bir
J -kesmesi iliski bagintisini ve tip fonksiyonlarini igeren tfl(J) tarafindan igerilen alt

geometridir. Genellikle T ile gosterilir.

Ornek 4.3.4. Kiipiin rank-3 geometrisi tekrar ele alinsm. Bir yiizey secilsin ve
yizeye komsu 4 kenar ve 4 kose ele alinsin. O, I' geometrisinin bir rank-3 alt
geometrisini saglar: Onun i¢ yiizeyi ile birlikte bir kare olusturulur. Simdi yiizey ihmal

edilirse kiipiin bir alt geometrisi olan karenin iyi bilinen rank-2 geometrisi olur.

Simdi I geometrisini ve tip kiimesinin |'= {k(ive, kenar} alt kiimesi ele alinsn.

I geometrisinin | '-kesmesi aslinda kiipiin 1-iskeleti olan bir rank-2 geometrisidir.
4.4. Morfizmalar

Bu boliimde geometriler arasinda bir morfizma kavrami verilmistir (Buekenhout,

1995).

=(X,*t1) ve I''=(X"*t'1") iki geometri olsun. Bir «:I" — "' morfizmasi

a: X — X' donligiimiidiir oyle ki

1. t(x) =t(y) olmasi igin gerek ve yeter sart t'(a(X)) =t'(a(y))
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2. Eger x*y ise a(x)*'a(y)
3. Eger a(x)*'a(y) ise %X,¥ € X vardir dyle ki a(X)=a(x), a(¥)=a(y)

ve X*§ sartlarini saglamalidir.

" geometrisinden T'' geometrisi lizerine bir ¢ izomorfizmasi bir a: X — X'
birebir-6rten dontisimiidiir 6yle ki t(x) =t(y) olmasi igin gerek ve yeter sart

t'(a(x)) =t'(x(y)) ve x*y olmasi i¢in gerek ve yeter sart a(X)*'a(y) olmasidir.

I’ geometrisinin bir otomorfizmas1 I" geometrisinden I geometrisi lizerine bir
izomorfizmadir. Bir I' geometrisinin otomorfizmalar kiimesi agik¢a bir grup

formundadir ve Aut(I") ile gosterilir. Aut(") otomorfizmasinin bir normal alt grubunu

kolayca belirleyebiliriz: Tipleri koruyan otomorfizmalarin alt grubu I geometrisinin

bir elemanmi I geometrisinin ayni tipteki bir elemanma gonderen tiim
otomorfizmalarin grubu olarak tamimlanir. Bu alt grup Aut, (') ile belirtilir. Tarih
boyunca Aut(I') grubu I' geometrisinin korelasyonlar1 grubu olarak adlandirilirdi ve
Cor(I') ile gosterilirdi. Aut(I'), I" geometrisinin tipi koruyan otomorfizmalar1 grubunu

gostertir.
4.5. Rezidiiler

Burada geometri kavramlari i¢indeki bir rezidiiniin temel kavrami tanimlanmustir.
Bu kavram daha genel olarak pregeometri i¢inde tanimlanabilir ama bu tezin daha
sonraki boliimlerinde sadece geometriler ele alinmistir (Buekenhout, 1995; Buekenhout
ve Cohen, 2009; Pasini, 1994).

Tamm 4.5.1. “Rezidii” ' =(X,*,t,1) bir geometri ve F ise I geometrisinin
bir bayragi olsun. I' i¢indeki F bayraginin rezidiisii asagidaki sartlar1 saglayan

e =(Xg, %t 1) dortlisiidiir:

e X, F bayraginin her bir elemani ile iliskili olan X —F ’in elemanlarinin
kiimesidir.
o * ve t. sirast ile * ve t tip fonksiyonunun X/ xX_. ve X_.’e

kisitlamasidir.

o 1_=I-t(F)
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Eger xe X i¢in F={x} ise Xp *.,t, 1. ve I yerine X, * ,t 1 veT,

X! X?PTX 1 oX

yazilabilir.

Onerme 4.5.2. ' =(X,*,t,1) herhangi bir geometri ve I" geometrisinin herhangi

F bayragi i¢in asagidaki 3 6nerme saglanir:

1. I'; rezidiisii I' geometrisinin bir alt geometrisidir.

2. Ac X kimesi I'; rezidisiiniin bir bayragi olmasi i¢in gerek ve yeter sart
F U A kiimesi I geometrisinin bir bayragi olmasidir.

3. A, I'; rezidiisiiniin bir bayragi ise (I'z), =Tz, olur.
Ispat:

1. I icinde bir A maksimal bayragi ele alinsin ve bu bayragmn I'; icinde

bir chamber olmadigi farz edilsin. Onerme 4.5.2-2’den FUA, T' geometrisinin
bayragi olur. A chamber olmadigindan F U A bayragi da bir chamber olmaz. " bir

geometri oldugundan F U A bir chamber olmadigindan uygun bir B bayrag: ile

FUOUAUB chamberina genisletilebilir. Tekrar 2’den AUB, [I'; rezidisiniin
bayragidir. AUB, I'; icinde hem A bayragmni hem de B bayragimni i¢eren bir bayrak
oldugundan A’nin I'; i¢inde maksimal bayrak olmasi ile geligir. O halde, kabuliimiiz
yanlis hilkkmiimiiz dogrudur.

2. (=): AcXg, It rezidisiiniin bir bayragi olsun. Rezidii tanimmdan
F U A’nin elemanlarmin ¢iftleri iligkili ve bu ¢iftler farkli tiptendir. Buradan, F U A
I' geometrisinin bir bayragidir.

(<): Farz edelim ki FUA, T' geometrisinin bir bayragi olsun. Ac X ’tir
clinkii A’nin her elemant F ’nin her bir elemani ile iliskilidir. Diger taraftan, A ’nin

elemanlar1 hipotezden ¢iftleri iligkilidir. Buradan A, I'; rezidiistiniin bir bayragidir.

3. A, I'; rezidiisiiniin bayragi olsun. Burada

(FF)A:{XQXF;x*a,VaeA} ve FFqu{XeX:X*f,‘v’feFUA} kiimeleridir.

Buradan, (I'c), =T, oldugu agiktir.
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Simdi Xxel'r , olsun. x=*f,vf e FUA oldugundan o6zellikle x*f,vf eF,

yani Xe X ve x=*a,Vae A olur. Bu yiizden, (I':), 2T, dir.

Boylece, (I'z), =, olur.

Ispatlar tamamlanur.

Ornek 4.5.3. Kiipiin rank-3 geometrisinde sadece bir yiizeyi olusturan ranki 1
olan bir bayrak ele alinsin. Onun rezidiisii karedir ve aslinda karenin rank-2
geometrisidir. Bir kenarin rezidiisii bir digondur, yani ¢iftleri iliskili olan iki yiizey ve

iki kosedir ve kdsenin rezidiisii bir iggendir.
4.6. Temel Ozellikler

Simdi Briiksel Universitesi'nde gelistirilen aksiyomun iki temel &zelligini
tanitilmistir. Onlar, dogal diizenlilik 6zellikleridir ve Buekenhout tarafindan baslatilan

programin baglangic evresinde aksiyomun temeli olmustur.
4.6.1. Baglantihk
(Buekenhout, 1995; Buekenhout ve Cohen, 2009; Pasini, 1994).

Tanim 4.6.1.1. “Baglantihik, Rezidiilii Baglantihk ” T"=(X,*,t,1) bir geometri

olsun. Eger (X,#) iliski graphi baglantili ise I baglantilidir denir. I" geometrisinin

coranki en az 2 olan herhangi F bayragi i¢in (Xq,*;) baglantih ise T rezidiilii

baglantilidir.

Eger I' geometrisinin ranki 2 ise I" geometrisi bos bayragin rezidiisiidiir denir.

Bu nedenle, I' geometrisinin rezidiilii baglantiligi onun baglantiligini ima eder.

Tamim 4.6.1.2. “Kuvvetli Baglantihk” i ve j, | i¢inde farkl tipte iki eleman

olsun ve IT" geometrisinin herhangi F bayragi ne i ne de j tipinde eleman igermesin.
I rezidistiniin {i, j} -kesmesi bostan farkli ve baglantili ise T"=(X,*,t,1) geometrisi

kuvvetli baglantili olur.

Onerme 4.6.1.3 (Buekenhout ve Schwartz, 1984)’tandir. Sonlu rankli

geometrilerde kuvvetli baglantilik ve rezidiilii baglantilik ifadelerinin denkligini belirtir.
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Onerme 4.6.1.3. T = (X,*,t,1) sonlu rankli bir geometri olsun. I" 'nin rezidiili

baglantili olmasi igin gerek ve yeter sart I" *nin kuvvetli baglantili olmasidir.

Ispat: (<): T kuvvetli baglantili olsun. F, T’ geometrisinin coranki en az 2
olan bir bayragi olsun ve F bayragmmm ne i ne de j tipinde elemani olmadig: farz
edilsin. Hipotezden, T rezidiisiiniin {i, j}-kesmesi herhangi i, i¢in baglantil
oldugundan X  baglantili olur. Bu, herhangi F bayrag: i¢in dogrudur, bu yiizden T’

rezidiilii baglantili olur.

(=): ' geometrisinin rezidiilii baglantili oldugu farz edilsin. Eger F corank1 2
olan bir bayrak ise X baglantili olur ve ispatlanacak bir sey yoktur. F bayragmm
corankmin en az 3 oldugu farz edilsin. i, j e | iki tip olsun dyle ki F, i ve j tipinden
elemana sahip olmasin. I'; iginde i ve j tipinin sirasiyla herhangi a ve b iki elemani

arasinda bir yol dikkate alinsin (I" geometrisinin rezidiilii baglantili olmasindan dolay1

bir yol vardir). Bu yolun i ve j tiplerinden farkli k tipini igerdigi farz edilsin. Yol

icinde y ilk eleman olsun. X, bu tipten once olan bir i-eleman olsun. z, y
elemanindan sonra gelen | denilen tipin elemani olsun. Simdi, I'; i¢inde y bayragmnm
R, rezidiisii ele almsm. I' rezidiilii baglantili oldugundan R, rezidiisii baglantili olur.
Boylece, (I'z), iginde k tipinin herhangi elemanini kullanmadan X ve z arasinda bir
yol bulunabilir. Simdi tiimevarimdan devam edilirse hipotezden, | sonlu oldugundan i
ve | tiplerinin koselerini kullanarak a ve b arasinda bir yol bulunabilir. Bu, I';
rezidiisiiniin {i, j} -kesmesinin baglantili oldugunu ispatlar. Bu, yukaridaki herhangi i

ve j i¢in dogru oldugundan I" kuvvetli baglantili olur.

Ornek 4.6.1.4. Kiipiin rank-3 geometrisi almsm. Ornek 4.2.4’de onun iligki
graphinin baglantili oldugu tanimlanmisti. Boylece, I" baglantili olur. Coranki 2 veya 3
olan herhangi rezidii alinsin ve bu rezidiilerden bir kiip, bir kare, bir {iggen veya bir

digon elde edilir. Bu dordii baglantili olur. Bu nedenle, I' rezidiilii baglantili olur.
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4.6.2. Bayrak Gegislilik

Tipi koruyan Aut, (") otomorfizmalar grubu " geometrisinin chamberlarinda
gecisli olmay1 sagliyor ise I'=(X,*,t,1) geometrisinin bayrak ge¢isli (flag transitive)
oldugu soylenir. Bu, verilen bir tipten bayraklar tizerinde gegisli oldugunu soyler.
Bayrak gecisli bir geometri i¢inde verilen bir tipin rezidiisii hakkinda konugmak
miimkiindiir. Ciinkii verilen bir tipin tiim bayraklar1 Aut,(I') otomorfizmasinin ayni
orbitinin i¢indedir.

Burada bu Onemli Ozellikten bahsedilmesine ragmen bu kavram {izerinde

durulmamustir. Ciinkii koset geometriler igin gruplarin tanitimi bu kavramin gelismesi

icin daha 1yi bir zemin saglar.
4.7. Bir Geometrinin Buekenhout Diyagram

Burada firm, rezidiili baglantii ve bayrak gecisli oldugu farz edilen bir
geometriye bir diyagram iliskilendirilmeye ¢alisilmistir. Boyle bir kavramin 6nemi, bir
geometrinin diyagrammin bu geometrinin rank-2 rezidiileri hakkinda birgok bilgiyi
kapsamasidir. Onun diyagramini basit¢e inceleyerek geometrilerin yapilarinin ¢ogunu

anlamak miimkiindiir. (Pasini, 1994) sunu soyler:

“Kimyadan bir 6rnek alinirsa, ranki 2 olan geometriler atomlara benzer. Ama ben
molekiillerle ilgileniyorum ki bunlar1 atomlarin iki veya daha fazlasmi birlestirerek

olusturabiliriz.”

Okuyucu bu konulara daha detayli ¢alismak i¢in (Buekenhout ve Cohen, 2009)
veya (Pasini, 1994)’i tercih edebilir.

Tanmim 4.7.1. “Diyagram” T =(X,%t,1) firm, bayrak gecisli ve rezidiilii

baglantili bir geometri olsun. I' ile iliskili diyagramin koseleri, | 'nin elemanlar

tarafindan isimlendirilir ve || ‘nin bir yonlendirilmemis graphindan olusur. i, j el

elemanlar: ile iligkili iki kose asagidaki 2 sart1 sagliyorsa graph iginde bir kenar ile

birlestirilir:

1. T iginde | —{i, j} tipinden bir F bayrag: vardir.

2. I'¢ iginde iligkili olmayan i ve j tipinden iki eleman var.
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4.7.1. Ranki 2 Olan Geometriler i¢cin Parametreler

I’ geometrisinin bayraklarmi ve rezidiilerini karakterize etmek icin bazi

parametrelerle ranki 2 olan I" geometrisinin diyagramini incelemek miimkiindiir.

Tanim 4.7.1.1. “Diyametre, Gonality, Orderlar” I"=(X,*,t,1) firm ve ranki 2
olan baglantili geometri olsun. Eger X,y e X elemanlar1 (X,*) iliski graphinda k
mesafede ise bu elemanlarin k mesafede oldugu soylenir. jel i¢in I" geometrisinin
d,, j-diyametresi (X,=) iliski graphmm bir diyametresi olup, tipi j olan bir

elemandan baslayan ve herhangi elemana olan en biiyiik mesafe olmaktadir. I

geometrisinin diyametresi d = max{di e I} olarak tanimlanir. Gonality g >0 olan en
kiigiik sayidir dyle ki (X,*) graphi uzunlugu 2g olan bir devire sahiptir. Tipi j olan bir

X elemaninin order1 S, :|FX|—1’dir.

O O

[ ]

S
n

[ d g d j
S. .
n, j

Sekil 4.2. Bir geometrinin Buekenhout diyagrami

Sekil 4.2°nin diyagraminda N, sayisi, k tipinden elemanlarin sayisini sdyler.

Tamm 4.7.1.2. “Buekenhout Diyagramm” Bir geometrinin Buekenhout
diyagrami Sekil 4.2°de verilen parametreler ile birlikte Tanim 4.7.1.1°deki gibi
diyagramdir.

Bir I" geometrisinin Coxeter diyagrami, kenar1 sadece ¢ ile numaralandirilarak

elde edilir ve Cox(I") ile gosterilir.

Onerme 4.7.1.3 diyametre ve gonality arasmdaki genel bagmntilar1 verir. Bu sonug
(Buekenhout, 1983)’ten almmistir. Ama onun formiile edilmesi ve ispati (Pasini,

1994)’ten alimmustir.
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Onerme 4.7.1.3. T, | ={p,l} iizerinde bir rank-2 geometrisi olsun. Burada
g<min(d,,d,) ve d<1l+min(d d) esitsizlikleri vardir. Ayrica, eger d bir tek

tamsay1 veya d =co ise d =d _=d, olur.

Ispat: Eger g=oo ise I' bir treedir, yani iliski graphi sonsuza kadar uzar. Bu
nedenle, g=d,=d =0 olur. g<oo olsun. Once @< min(d,d,) esitsizligi
ispatlansin. (Vg,Vy,...,Voq =V;), I' geometrisinin maksimal uzunlugu 2g olan bir devri
olsun. Eger gerekirse p ve |’nin rollerinin yer degistirilir, daima d  <d, oldugu farz
edilebilir ve v, € P olur. g>d, oldugunda bir (v,,V,"...,v,"=V,) yolu bulunabilir
oyle ki burada k<d ’dir. Bu, uzunlugu 2g’den daha kiiciik olan bir

(Vg vy, Vg Vg e Yy "V,) kapali yolunu verir, bu bir ¢eligkidir.

d <1+min(d ,d,) esitsizligine bakilsin. Bir x el dogrusu ve X ’ten maksimal d,
uzakliktaki bir V elemam verilsin. (X=V,,V,,..,V,) X’ten V’ye uzunlugu minimum
m=d, olan bir yol olsun. (V,,V,,...,V,,), V, noktasindan V’ye minimum uzaklkta bir
yol olsun. Bu nedenle, d, >d, —1 olur. Benzer sekilde p ve |’ nin yerleri degistirilirse
d, >d, —1 olur. Bu nedenle, d <1+min(d ,d,) olur. Ozellikle d =d =d, = ise d,

veya d, *nin biri sonsuzdur.

Son olarak, d bir tek tamsayi, X ve y I geometrisinin d mesafedeki

elemanlar1 olsun. " bipartite graph oldugundan I" geometrisinin elemanlar1 tek

uzaklikta farkl tiplere aittir. Bu nedenle X ve Y ’nin biri nokta digeri ise dogrudur.

Bundan dolay1, d = dp =d, olur.

Ispat tamamlanur.
4.7.2. Ranki n >3 Olan Geometriler Icin Genelleme

Ranki n>3 olan geometriler icin Bolim 4.7.1’de tanitilan notasyonlar

genellestirilmistir (Buekenhout ve Cohen, 2009; Leemans, 2008).
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Tamm 4.7.2.1. “Diyagram” | tiplerinin bir kiimesi iizerinde D diyagramu,

{i, j} tizerinde rank-2 geometrisinin bir D (i, j) =D (j,i) smufidir. Bu diyagram | ‘nin
| .. .
farkli elemanlarmin herhangi {i, j} c¢ifti i¢cin belirlenen [ZJ ={{I, j} cl:ii j}

tizerinde tanimlanan bir D uygulamasinda igerilir.

Eger ' geometrisinin herhangi F bayragi ve | *nin farkli elemanlarinin herhangi
{i, j} ¢ifti i¢in I'g, {i, j} tipinde ise bir I geometrisi | iizerinde D diyagramina aittir.

Buradan I'; €D (i, j) vardir. Bu durumda, I' geometrisinin D tipinde oldugu sdylenir.

J, | tip kiimesinin bir alt kiimesi olsun. | iizerindeki bir " geometrisi bir
(S;)jc; J-orderma sahiptir ve burada s; bir tamsayidir. Herhangi jeJ ve I’
geometrisinin tipi 1 —{j} olan herhangi F bayrag: i¢in X kiimesinin biiyiikligii

S; +1°dir.

Herhangi i, jel igin bir kenarin numaralandirmast d,=g=d;=n oldugunda

kenar iizerine sadece N yazilir. dy=g=d,=n ile bir rank-2 geometrisi olan

genellestirilmis bir N-gon veya daha genel olarak genellestirilmis bir poligon
tanimlanir. n=2 oldugu durumda herhangi bir kenar ¢izilmez. n=3 ise herhangi

numaralandirma yapmadan bir kenar ¢izilir ve n=4 ise herhangi numaralandirma

yapmadan iki paralel kenar ¢izilir. Eger numaralandirmalar d; =3,9=3 ve d; =4 ise
L yazilir. Ciinkii ilgili rezidii bir lineer uzaydir, yani bir nokta-dogru geometrisidir.
Burada iki nokta en ¢ok bir ortak dogru i¢indedir. Bir | dogrusu verilsin ve p noktasi |
ile iligkili olmasimn, | i¢in iliskili bir 1' dogrusu ve p' noktast var dyle ki p ve p'
noktalarmin ikisi de 1" ile iligkilidir. Diger taraftan S, =$;—1 ise L’nin yerine Af
yazariz. Clinkii rezidii bir affine uzaya izomorftur. Son olarak S; =1 ise s, ’nin degeri ne
olursa olsun L yerine ¢ yazariz. Ciinkii rezidii bir complete grapha izomorftur.
g;;=d,;=d;;,-1=5 ve 5, =5,-1=1 ise bu 3 saymmn yerine P yazariz ¢linkii ilgili

rezidii Peterson graphi olarak adlandirilan grapha izomorftur.
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Ornek 4.7.2.2. Kiipiin rank-3 I geometrisi tekrar ele alnsm. O, asagidaki
diyagrama sahiptir.

0 1 2
O O O
1 1 1
8 12 6

Sekil 4.3. Kiipiin rank-3 iligki geometrisinin diyagrami

Simdi kiiplin {kdse,kenar}-kesmesi ele almsin. Bu geometriden asagidaki

diyagram elde edilir.

0
O
1
8

SESIONS

Sekil 4.4. Kiipiin rank-2 {kdse, kenar }-kesimininin iligki diyagrami

Ornek 4.7.2.3. lyi bilinen Petersen graphi 15 kenar ve 10 nokta ile bir rank-2

geometrisidir ve asagidaki diyagrama sahiptir.

0 P 1
O O
1 2
10 15

Sekil 4.5. Petersen graphinin diyagrami

Bu geometri karsilikli noktalarin ¢iftleri belirlenerek 12 yiizliiden elde edilebilir.

4.8. Koset Geometriler ve Tits Algoritmasi
(Tits, 1961), bir grup ve onun alt gruplarmm bir ailesinden bir geometri

tanimlamak i¢in standart bir yolun var oldugunu sdylemistir.
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I'=(X,*t,1) bir geometri olsun ve G chamberlarda gegismeli olan T
geometrisinin otomorfizmalarmin bir grubu olsun. Herhangi F bayragi icin G icinde
G; stabilizer1 bir parabolik alt grup olarak adlandirilir. Bir elemanimn stabilizer1 bir

maksimal parabolik alt grup olarak adlandirilir. Bir panelin stabilizert bir minimal
parabolik alt grup olarak adlandirilir. Bir chamberin stabilizer1 bir Borel alt grup olarak

adlandirilir ve genellikle B ile gdsterilir.

F bir bayrak ve I'; rezidiisiniin ranki j olsun. G; parabolik alt grubu ele

alinsin. I'; rezidiisiiniin elemanmi eleman olarak sabitleyen G in alt grubu P(G;) ile

gosterilir. Tezin asagidaki boliimlerinde o parantezler arasma yerlestirerek

gosterilecektir:

G =PG5 s

Sabit bir F={x :iel,t(x)=i} chamber: alinsmn. P =G, olsun. I' icinde i
tipinden her bir Y, elemani igin g(X;) =Y, olacak sekilde baz1 g € G var ve Y, elemani
PQ koseti ile belirlenebilir. §imdi y; eleman1 P.g koseti ile z; elemam P,h koseti ile
belirlensin. Bu durumda, Y; *Z; olmast igin gerek ve yeter sart G iginde Bgn Pjh 3%
olmasidir. Diger taraftan, ae G ise @ eleman1 Y, = Pg’yi Pga ’ya doniistiiriir. Bundan
dolayi, T" geometrisi tamamen P, iel alt gruplarimin ve G grubunun verileri ile
tanimlanir.

Tersine, bir G grubu ve (G;),., alt gruplarinin bir ailesi verilsin. | tizerinde bir
F:F(G,{Gi e I}) pregeometrisi asagidaki gibi tanimlanabilir: i<l i¢in i tipinin
elemanlar1 G;g sag kosetleri olsun. G,;g ve G J-h elemanlar1 iliskili olmasi i¢in gerek ve

yeter sart GgNGh=J. G grubu T iizerine sol taraftan bir otomorfizmalar grubu

olarak etki eder. G grubunun etkisi verilen bir tipin eleman sayis1 2 olan tiim

bayraklarinda gecislidir ama bayrak ge¢isli olmasina gerek yoktur.

Onerme 4.8.1. (Tits, 1961) G bir grup ve (G,),_, ‘lar G grubunun alt gruplarinin

iel
bir ailesi olsun. X ={Gig:ie I, 9 eG}, *={(Gig,Gjh):GigmGjh¢®} ve t: X — 1
tip fonksiyonu G,g elemanim i’ye gétiirsiin. Bu durumda, " bir chambera sahip bir

pregeometri olur. Diger taraftan, G grubu I" geometrisinin bir otomorfizma grubu
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olarak sagdan etki etsin. G grubu ranki 2’ye esit veya daha az olan bayraklarda gecisli
olur.

G grubunun etkisinin bayrak gecisli olmasi i¢in gerek ve yeter sart J < | igin
(%G,);_; ’lerin ciftlerinin bostan farkli bir kesisime sahip olmasidir. Yani, kosetlerin her
ailesi baz1 ortak elemanlara sahiptir.

Simdi bir G grubu ve onun {Gi e I} alt gruplarinin bir ailesi verilsin. Yukarida

tanimlanan pregeometri F(G,{Gi:i el }) ile gosterilecektir. Bundan sonra bu
pregeometri basitce [ ile temsil edilecektir. Eger I' bir geometri ise o bir koset
geometri olarak adlandirilacaktir.

Yapilar1 bayrak gecisli olan geometrilere ¢alismak igin Tits algoritmasi gii¢lii bir
kavramdir.

Bu boliim boyunca asagidaki gosterimler kullanilacaktir.

1—‘(G’(G|)

iel

) bir koset geometri olsun. {i,...,.i.} <1 i¢in i,...,i, ifadesi & ile

gosterilir ise G, ; i¢in G, yazilabilir. Aslinda buradaki G; ; ifadesi G, N..NG; ’ya

esittir. Bu G{ ) i¢in kendi iginde bir kisaltmadir. " geometrisinin minimal parabolik

alt gruplarinin kiimesi olan {Glf{i} e I} i¢in kisaca {Gl—i e I} yazilabilir.

4.9. Bir Koset Geometrinin Ozellikleri

Bu boliimde koset geometrilere ait bazi 6zellikler tanitilmakta ve ¢alisilmaktadir
(Buekenhout, 1995; Buekenhout ve ark., 1998; Buekenhout ve ark., 2003; Buekenhout

ve Cohen, 2009; Pasini, 1994).
4.9.1. Bayrak Gegislilik

G bir grup, {Gi :iel} kiimesi G grubunun alt gruplarinin bir ailesi ve
I'(G,{G;:iel}) bir koset geometri olsun. ' geometrisi i¢inde J tipinden bir bayrak
F, ile gosterilir. Asagidaki sonug, I' geometrisinin bayrak gegisli geometri olup

olmadigini kontrol etmek i¢in verilmistir.

Lemma 4.9.1.1. (Buekenhout ve Hermand, 1991) P(l), | tip kiimesinin tim
alt kiimelerinin bir kiimesi olsun ve a: P(1)—{&}—| bir fonksiyon olsun &yle ki
her Jc1,J O icin «(J)eJ ’dir. I'’'nin bayrak gecisli olmasi i¢in gerek ve yeter

sart her J < | i¢in Oyle ki burada |J| >3 olmak lizere
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m (GjGa(J)):( ﬂ Gj)Ga(J)

jed-a(d) jed-a(Jd)
Ayrica (Pasini, 1994), geometrinin baglantiliolmas: durumunda bayrak gegisliligi
kontrol etmek i¢in gerek ve yeter sart vermistir. Bu, Lemma 4.9.1.2°dir (Pasini, 1994).

Lemma 4.9.1.2. G grubunun bayrak gecisli olmasi igin gerek ve yeter sart her
iel icin G, ; alt grubunun F, ; panelini iceren chamberlarin kiimesi tizerinde gegisli
olmasidir.

Ispat: Soldan saga igerme asikardir. Diger igerme ispatlansmn. Her ie | igin G,

alt grubu F

,_i panelini igeren chamberlarin kiimesi lizerinde gegisli olsun. Bir C
chamber1 verilsin. C;,C,...,C =C, C;’dan C’ye bir gallery olsun. C;’1 C’ye
gotiiren bir g € G ’nin var oldugu M iizerinden tiimevarimla ispatlanacaktir. m=0 ise
ispatlanacak bir sey yoktur. m>1 olsun. Timevarim hipotezinden C,’1 C_ ;’e gotiiren
bir g,€G elemani vardir. i, C_,NC_ panelinin cotipi olsun. C,=g,"(C_,) ve

9,'(C.) chamberlar: i-komsudur. Bu nedenle, varsayimdan C,’1 g;*(C,)’e gétiiren

bir g, €G, ; elemani vardir. Bundan dolay1 9,0,, C,’1 C, e gétiiriir. Ispat tamamlanur.

(Tits, 1974) kolay bir 6rnek vermisti. Birgok matematik¢i bu 6rnegi ¢6zmeye
calisti ama bu Ornegin goriindiigii kadar kolay olmadigmi anladilar. O, Lemma
4.9.1.3’te verildi. Bu lemma, bayrak gecislilik kavramina iliskin son derece kullanislt
bir sonugtur. Ornegin (Dehon, 1994) Lemma 4.9.1.1°e dayandirilan bir algoritma
uygulamasindan sonra olusturulan hesaplamay1 basitlestirmek i¢in Lemma 4.9.1.3’i

kulland1. Lemma 4.9.1.3’{in ispat1 Horn’dan alinmustir.

Lemma 4.9.1.3. (Tits, 1974) G,, G,, G; bir G grubunun ii¢ alt grubu olsun.
Asagidaki durumlar denktir.

1. G,G, NGG, =(G,NnG,)G,
2. (G,NG,)(G,NG,)=(G,G;)NG,
3. Eger XG,, YG, ve zG; kosetlerinin ikiser ikiser kesisimi bogtan farkli ise

XG, NYyG, NzG; = olur.
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Ispat: (1)=(2): Gergekten, (2)'nin sol tarafi agik¢a sag tarafi iginde igerilir. Bu
yiizden, keyfi bir h=g,9, =0, € (G,G;) "G, secilsin. Simdi g, =g,'9,, G,G, icinde
igerilir ama aynmi zamanda G,G, i¢inde igerilir ve bundan dolayi, (1)’den h elemani
(G,nG,)G, i¢indedir. Ayrica, 0,€G,NG, ve §, €G var oyle ki
9, = 0,0, = 0,0, *dir. Béylece 0,0,,=0,0," €G, NG, ve g,,9, =0, €G, NG, olur. Bu

nedenle, h=g,9, = (92923)(9;3193) €(G,NG,)(G,NG;) olur.

(2)=(@(3): Genelligi bozmadan x=1 farz edilsin. G NYG, #J dan
y € GG, dir ve benzer sekilde z € GG; bulunabilir. Boylece, §,,0, €G;, 0,€G,, 0,€G,
uygun elemanlari i¢in Y= 0,9, ve zZ= 0,0, olur.

YyG,N2G, #’tan y'ze€G,G, yazilabilir. Bundan dolay:, ¢,'0;'d,d; €G,G,
ise 9,0, € (G,G,) "G, olur. Ama (2) kullanilarak, genelligi bozmadan g, € G, NG, ve
0, €G, NG, oldugu farz edilebilir. Boylece yeG, ve ze€G; olur. Bu yiizden,

XG,NYG, N2G, =G, NG, NG, #J olur.

(3)=(1): (1)’in sag tarafi agik¢a sol tarafinda igerilir. Bu ylizden, igermenin ters

tarafi ispatlanacakti. heG,G,NG,G, oldugu farz edilsin. Uygun Y,Z2€G, igin
heG,ynG;z olur. Boylece YeG NYG, ve zeG NZG, olur. Boylece, (3)’ten
9, €G NG,yNG,z vardrr ve 1€G,yg," nG,zg,* olur. Bu durum, yg,"€G, ve
20,' €G, oldugunu ima eder. Bundan dolayi, hg,* €G,yg," "G,z9;' =G,NG, ve
boylece istenilen h € (G, NG;)G, bulunur.

Boylece lemma’nin ispat1 tamamlanmis olur.

Lemma 4.9.1.3%{in (1) ifadesi Lemma 4.9.1.1’in 6zel bir durumu oldugunu agiklar.
(MAGMA, 1997) yaziliminda Leemans, Lemma 4.9.1.4 ve Teorem 4.9.1.5te
bayrak gecisliligi kontrol etmek i¢in bir algoritma yapti. Lemma 4.9.1.3, Lemma 4.9.1.4

ve Teorem 4.9.1.5’1 ispatlamak i¢in kullanilacaktir (Leemans, 1994; Leemans, 2003).
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Lemma 4.9.1.4. F(G,{A, B,C}) rank1 3 olan bayrak gecisli bir koset geometri ve
H, G grubunun bir alt grubu olsun. T,(G,{AB,H}), T'x(G{AH,C}) ve
I'c (G,{H, B, C}) pregeometrilerinin bayrak gegisli geometriler olmasi i¢in gerek ve
yeter sart ['"(G, {A, B,C,H }) pregeometrisinin bir bayrak ge¢isli geometri olmasidir.
Ispat: Sagdan sola icerme, T'" pregeometrisi bayrak gecisli ve I',, ['; ve T
kesmeleri I'" geometrisinin kesmeleri oldugundan bu kesmeler de bayrak gegislidir.
Tersine, T'(H,{AnH,BNH,CNH}) olsun ve bu geometrinin bayrak gegisli
oldugu gozlemlensin. Sonucu gérmek amaciyla asagidaki (4.1) ifadesinin saglandigi
gorilsiin:
AC ~BC AHC c (AnBAH)C (4.1)
Simdi buradan
(AnBNH)C=(AnH)N(BNH))(CH)C
=(AnH)(CH)N(BNH)(CnH))C
—(HNACABC)C
olur ki bu esitlikler saglanir. Ctinkii I'', T',, I'; ve T'. bayrak gecislidir. Bu yiizden,
(4.1) asagidaki gibi ifade edilebilir.
AC ABC AHC c (H NAC ~BC)C (4.2)

te ACNBCNHC olsun. Baz1 heH, ceC icin acik¢a t =hc olur. Ozellikle t € AC
ve t € BC dir. Bundan dolay1, tc™ =hcc™ =h olur. Sonug olarak he AC ve he BC
olur. O halde, AC~BC "HC < (H nAC nBC)C oldugu goriiliir ve ispat biter.

Teorem 4.9.1.5. Fz(G,{Gl,Gz,...,Gn}) ranki N olan bayrak gecisli bir koset
geometri, H grubu G grubunun bir alt grubu ve F'(H,{GlmH,...,Gan}) bayrak
gecisli bir geometri olsun. F(ij)(G,{Gi,Gj,H}) pregeometrisinin her i, jel, i# j i¢in
bayrak gecisli geometri olmast igin gerek ve yeter sart F"(G,{Gl,...,Gn,H})

pregeometrisinin bir bayrak gecisli geometri olmasidir.
Ispat: Sagdan sola icerme bayrak gecisli bir geometrinin kesmesinin bayrak
gecisli olmasindan dolayr agiktir. Tersi i¢in tiimevarim ile devam edilsin. Lemma

4.9.1.4’ten n=2 i¢in saglanir. Sonu¢ n—1 i¢in dogru ise

(A AL AH)A DAA N..AA LA NHA (4.3
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ifadesinin saglandigmi gorelim:

(4.3) esitliginin sol kism1
(ANn..nALNH)A =(AnH)N..A(ALNH)(A NH)A, (4.4)
seklinde yazilabilir. Ciinkii (A, NH)A = A ’dir. Varsayimdan T' bayrak gegisli

oldugundan (4.4) esitliginin sag tarafi

(ANH)(A,NH) .. (A NH)(A NH)A, (4.5)
ifadesine esittir. Simdi I';, ’ler bayrak gecislidir, bu ytizden (4.5) ifadesi
(HNAA N0 A LA)A (4.6)

ifadesine esittir. Burada (4.3)’iin sag tarafinin (4.6)’da igerildigi goriilmek isteniyor. t,

(4.3) esitliginin sag tarafinin bir elemanmi olsun. Yani, te AA N..NA A NHA,
olsun. Bazi @ € A,, he H igin t = ha vardir. Diger taraftan, h=ta ™ ki ate A, olur
ve bu yiizden, he AA, olur ki burada ie{l,...,n—l} ’dir. Bu, t’nin (4.6)’ya ait
oldugunu soyler.

4.9.2. Firmness

['(G,{G, :i e I}) bir koset geometri olsun. Her je1 igin bir F, ={Gi el —{j}}
bayraginm G igindeki stabilizer1 H; =ﬂi6,_{j}Gi alt grubudur ve H; iginde G, nin
stabilizer1 B Borel alt grubudur. Bu yiizden, F;’yi igeren chamberlarm sayis1 H,

icinde B ’nin indexine esittir. Bundan dolay1,

Hj\

I' *nin firm olmasi i¢in gerek ve yeter sart her je | igin H > 2 olmasidir.

4.9.3. Rezidiilii Baglantihk

Boliim 4.6.1°deki rezidiilii baglantilik kavrami tanitilmaktadir. Asagidaki sonug
ranki1 N olan bir koset geometrinin rezidiilii baglantili olmasi i¢in gerek ve yeter sarti
vermektedir. Diger taraftan, kuvvetli baglantilik ve rezidiili baglantilik sonlu rankli

geometrilerde birbirini gerektirir (bakmiz Onerme 4.6.1.3).

Lemma 4.9.3.1. (Buekenhout, Hermand, 1991) 1“(G,{Gi e I}) rank1 2’ye esit

veya daha biiylik olan sonlu rankli bayrak geg¢isli bir geometri olsun.

1. I"’nin baglantili olmasi igin gerek ve yeter sart G grubunun G, ’ler

tarafindan tretilmesidir.
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2. I' ’nin rezidiilii baglantili olmasi i¢in gerek ve yeter sart her J — | i¢in dyle

ki burada [J|<n-2, N,,G, alt grubunun | J ( () G,) tarafindan

kel-J  jeduik}
uretilmesidir.

Ispat: 1.T" baglantili ve geG olsun. x=G, ve y =G;0 elemanlari ele alinsin.
Bir x=G, *Gx *G,X, *---*G X, *G;g =Y yolu vardir. Komsuluk tanimindan G,G,
icinde X, G,GG, icinde X,,G,G,GG, iginde X, ..., G, ;..GG; i¢cinde X, ve G,..GG,
icinde g segilebilir. Sonug olarak, G, ’ler G ’yi tiretir. Tersine, G ’ler G, ler tarafindan
iiretiliyorsa ve Vke{l..,n} icin 9=0,..9,0;, 9,€G, ise x=G ve y=G,g,
x*Gg, *G,0,0;, *---*G,0,,...0,0; *Y yolu tarafindan baglanir.

I' geometrisi bayrak ge¢isli oldugundan herhangi iki eleman bir yol ile baglanir.

Ikincisi i¢in her rezidiiye ilk durumu uygulamak yeterlidir.

4.9.4. Primitivity

Permiitasyon gruplarinda primitivity kavrami i¢in (Cameron, 1999) referans

alinabilir. Geometriler ¢ercevesinde primitivity (Buekenhout ve ark., 1999)’da
calisilabilir.

Eger G permiitasyon grubu X kiimesi iizerine ge¢ismeli olarak etki ediyorsa ve
G, X ’in asikar olmayan bir pargasini korumuyorsa bir X kiimesi iizerine etki eden bir
G grubu primitive olarak adlandirilir. Aksi halde, G gegismeli ve G, X ’in agikar
olmayan bir parcasini koruyorsa G imprimitive olarak adlandirilir.

I'(G,{G;:iel}) rank1 n>2 olan bir koset geometri olsun. G, geometri iginde

verilen her bir tipin elemanlarinda primitive olarak etki ediyorsa I" geometrisinin
primitive oldugu soylenir ve (PRI) ile gosterilir. Lemma 4.9.4.1 bir geometrinin
primitive olup olmadigini kontrol etmek i¢in gerek ve yeter sart1 vermektedir (Wielandt,
1964; (Cameron, 1999, Teorem 1.7)).

Lemma 4.9.4.1. G grubunun verilen bir G, alt grubunun kosetleri iizerinde
primitive olarak etki etmesi i¢in gerek ve yeter sart G, ’nin G i¢inde maksimal

olmasidir.

Ispat: G icinde G, alt grubunun maksimal olmadigi farz edilsin. Yani, G
grubunun H alt grubu var 6yle ki G, <H <G olur. Simdi H ={Gih ‘he H} vardir.
Boylece, g eG igin Hg :{Gihg:he H} olur. Bunun anlami, G asikar olmayan bir
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pargay1 korur. Sonug olarak, G grubunun etkisi G, alt grubunun kosetleri {izerinde
imprimitive olur. Dolayisiyla, kabuliimiiz yanlis hiikmiimiiz dogrudur.

Tersine, G grubunun etkisinin G, alt grubunun kosetleri {izerinde imprimitive
oldugu farz edilsin. A asikdr olmayan bir eslenik sinifi olsun. A’nin G, stabilizer: ele
almsin. G,, agik¢a G, ve G arasmnda icerilen bir gruptur. Dolayisiyla, kabuliimiiz
yanlis hiikkmiimiiz dogrudur. Ispat tamamlanur.

Sonug olarak, ispat1 asikér olan Sonug 4.9.4.2 elde edilir.

Sonu¢ 4.9.4.2. Bir Iﬁ(G,{Gi e I}) koset geometrisinin primitive olmasi igin
gerek ve yeter sart her bir G, 'nin G i¢inde maksimal olmasidur.

4.9.5. (RPri), (WPri) ve (RWPri) Ozellikleri

(Buekenhout ve ark., 1999; Leemans, 2009).

Bir F bayragmm her bir I'; rezidisiine, G iginde F ’nin G; stabilizer: primitive
olarak etki ediyorsa 1"(G,{Gi e I}) geometrisi rezidiilii primitive olarak adlandirilir

ve (RPRI) ile gosterilir.

Bazi iel var oyle ki G, I'’nin i-elemanlarinin kiimesi iizerinde primitive
olarak etki ediyorsa I" geometrisi weakly primitive olarak adlandirilir ve (WPRI) ile
gosterilir.

Herhangi < J <l igin ez az bir iel—-J var Oyle ki GJU{i}, G, iginde
maksimaldir sartin1 saglayan bir I'(G, {Gi :iel}) geometrisi rezidiilii weakly primitive
olarak adlandirilir ve (RWPRI) ile gosterilir. Eger I' bayrak gegisli ise bu su sekilde de

yorumlanabilir: Bir F bayragmm G stabilizer1 her bir 'z rezidiisine G iginde

weakly primitive olarak etki ediyordur.

(RWPRI) sart1 alt grup orgiisiiniin tiim alt gruplarinin ikiser ikiser ayrik ve tiim

iel i¢in M, G; kesisiminin (1, _;G; nin bir maksimal alt grubu oldugunu soyler.

.....

n.

Jed..
Simdi yukarida tanimlanan primitivelik kavramlar1 arasindaki farkli igermeler

Lemma 4.9.5.1 altinda 6zetlenebilir.
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Lemma 4.9.5.1. Asagidaki icermeler saglanir.
1. (RPRI)=(PRI)
2. (RPRI)= (RWPRI) = (WPRI)

4.9.6. (IP), Kesisim Ozelligi

I, elemanlar1 noktalar ve dogrular olarak adlandirilan bir rank iki geometrisi
olsun. iki farkli nokta en fazla bir ortak dogru ile iliskili oluyorsa I ’nm bir partial
linear space oldugu soylenir.

I" ’nin her rank iki rezidiisii bir genellestirilmis digon veya partial linear spaceden
herhangi biri ise T" tiim rank iki rezidiileri lizerinde kesisim 6zelligini sagladigi sdylenir
ve (IP); ile gosterilir.

Kesisim ozellikleri daha detayli olarak (Pasini, 1994)’te c¢alisilabilir. Ayrica,
(Buekenhout, 1979) ve (Buekenhout, 1982) referans alinabilir.
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5. SONLU GRUPLAR ICIiN YENI GEOMETRILER

Bu bolimde, geometrilerin siniflarindan yeni geometriler elde etmek icin iki
yontem tanimlanacaktir. Bu yontemler sonlu gruplar i¢in yeni geometrilerin ¢ogunda,
ozellikle sporadic gruplar i¢in gegerlidir. Ayrica bu yontemler, politoplarla ilgili yeni

thin (ince) geometriler iiretir.
5.1. Giris

Baz1 6zel geometrilerden baslansin. Bu bdliimde tanimmlanmis iki genel yapi
kullanilarak yeni geometriler elde edilebilir. Ayrica, bu yapilar bazi geometrilerin

kuvvetle digerleri ile ilgili oldugunu gosterir.
Bu boliimde ispatlanan sonuglar iki yonden 6nemlidir:

Birincisi, yontemler bilinen geometrilerden yeni geometriler iiretir. Ozellikle
sporadic gruplar igin politoplarla ve yeni geometrilerle ilgili yeni thin geometriler elde

edilir.

Ikincisi, hangi geometrilerin hangilerinden tiiretildigini gostererek siniflandirma
islemi basitlestirilebilir. Aksiyomlar1 saglayan tim geometrileri listelemek yerine
sadece temel olanlar1 listelemek yeterlidir. Ciinkii digerleri temel olanlardan

tiiretilmistir. Ornegin, tiim diizenli thin geometriler iizerine bayrak gegcisli olarak etki
eden A grubuna bakilirsa (Leemans, 1999) izomorfizmaya uygun dort tane rank-3

geometrisi elde edilir. Eger bu boliimde tanimlanan yapi1 kullanilarak baskalarindan elde
edilemeyen bu geometriler sayilirsa aslinda sadece iki tane rank-3 geometrisi vardir.

PSL(2,8) i¢in 24 geometri yerine 16 geometri olur.

Amaci orneklemek i¢in icosahedron ve 2xA. grubu ile ilgili basit bir drnek
almsm. I'} icosahedronun kose, kenar ve ylizeylerini igeren bir rank-3 geometrisi olsun.

I, genellikle H, olarak da adlandirilan asagidaki iyi bilinen diyagrama sahiptir:

5
O O O
1 1 1
12 30 20
koseler kenarlar ylizeyler

Sekil 5.1. Icosahedronun diyagrami
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Sekil 5.2. Icosahedron

Yukaridaki icosahedrondan yeni bir f“l geometrisi insa edilebilir. Bu geometri su

sekilde insa edilecektir: lcosahedronun kenarlar1 ¢ikarilacak ve kdselerinin bir kopyasi
kenarlarin yerine koyulacaktir. Farkli tiplerin iki kdsesinin iligkili olmasi igin gerek ve

yeter sart onlarm, icosahedronun kenarlarmin biri tizerinde bulunan farkli késelerinin
kopyalar1 olmasidir. Koselerin iki kopyasmi ve yiizeyleri iceren fl ‘nin diyagrami

asagidaki gibidir:

1, 20, ylizeyler

1 1
12 12
koseler koseler

Sekil 5.3. Icosahedronun kenarlarinin ¢ikarilmast ile olusan yeni geometrinin diyagrami

fl’nm giizel bir temsili olarak “great dodecahedron” gosterilebilir. Bu yildiz
polihedron, icosahedron gibi ayni kdselere ve kenarlara sahiptir ve yiizeyleri, bes kdsesi
ortak bir koseye komsu olan konveks pentagonlardir. fl asagidaki gibi tanimlanabilir:
Tipi 0 olan elemanlar great dodecahedronun koseleridir, tipi 1 olan elemanlar onun
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besgen seklindeki ylizeyleridir ve tipi 2 olan elemanlar icosahedron ile iligkili bir

yiizeye smirlandirilan ii¢ besgen ylizeyi iceren hiicredir ve iligski kapsamadir.

Sekil 5.4. Great Dodecahedron

I, *nin bagka bir temsilcisi de small stellated dodecahedron olarak gésterilebilir.

Sekil 5.5. Small Stellated Dodecahedron
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Benzer sekilde bir dodecahedronun koselerini, kenarlarint ve yilizeylerini igeren

I', geometrisi ele alinsin.

Sekil 5.6. Dodecahedron

5
O O O
1 1 1
20 30 12
koseler kenarlar yiizeyler

Sekil 5.7. Dodecahedronun diyagrami

I', geometrisinin diyagrami asagidaki gibi olur:

1, 12, yiizeyler

5
1 1
20 20
koseler koseler

Sekil 5.8. Dodecahedronun kenarlarinin ¢ikarilmast ile olusan yeni geometrinin diyagrami
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2x A, grubu T, T, ve [, geometrileri iizerine bayrak gegisli olarak etki eder: Bu
iic geometri bu grup i¢in geometrilerin bir denklik sinifi olarak diisiiniilebilir. Benzer
sekilde I}, fl ve fz ’ya karsilik gelen 2x A, grubunun karsilikli kdselerinin ¢iftlerini
permiite eden otomorfizma ile bolimleri A i¢in geometrilerin bir denklik sinifin1 saglar
(yani A igin (Leemans, 1999)’da listelenen dort geometrinin ti¢ii). Bu diyagramlar,

yukaridaki I', 1:1 ve fz geometrilerinin diyagramlari ile aynidir.

Mevcut bolimiin ikinci gorisii, Neumaier tarafindan yapilan (bakiniz (Neumaier,
1982), Teorem 4) oOnceki yapiyr daha Oncekine eklemektir. Gergekten, Neumaier
teoreminin bir genislemesine ihtiyag vardr ve bu genisleme Bolim 5.6°da
ispatlanacaktir. Bu genisleme, politoplar ve gruplar i¢in daha fazla geometri insa etmeyi

saglayacaktir.

Ikinci goriis, yukarida elde edilen fl ve fz geometrileri ile drneklensin. Insa su
sekilde yapilacaktir: Koselerin iki ¢esidi O-eleman gibi bir araya getirilecek, iliskili
koselerin giftleri 1-eleman olarak eklenecek (fl ve f“z icinde tipi {0,1} olan bayraklar)

ve yiizeyler 2-eleman gibi tutulacaktir; iliski kapsamadir. Geometriler sirasi ile

6 5
L O O O
1 1 1
2.12 230 20

koseler iliskili koselerin ¢iftleri yiizeyler

Sekil 5.9. Icosahedronun Neumaier teoremine gore diyagrami

10
P O O O
1 1 1
2.20 230 12

koseler iligkili koselerin ¢iftleri  ylizeyler

Sekil 5.10. Dodecahedronun Neumaier teoremine gore diyagrami

2x S, grubu bu geometriler iizerine chamber gegisli olarak etki eder.
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5.2. Terimler ve Notasyonlar

Geometriler hakkindaki temel tamimlar bu bolimde (Tits, 1981) veya
(Buekenhout, 1981) i¢inde tanitildigi gibi alinmistir (iliski, tip, rank, bayrak, rezidi,
shadow,...). Aksi belirtilmedik¢e (Buekenhout, 1983) ile birlikte (Buekenhout, 1985)
veya (Tits, 1980) i¢inde kullanilan notasyonlar kullanilmistir. Konuya genel bir giris
icin (Buekenhout, 1995) tercih edilmistir.

A tiplerinin bir kiimesi iizerinde bir iliski yapist I"= (X, I,t) ugliistidiir. Burada;

e X, varyete olarak adlandirilan elemanlarm bir kiimesidir.

e t:X —>A tip fonksiyonlar1 olarak adlandirilan bir doniistimdiir 6yle ki
vxe X i¢in t(x)=ieA X elemaninm tipidir. Tipi 1 olan eleman bir
i -eleman olarak adlandirilir.

e | bir iliski bagintisidir. Elemanlarin kiimesi iizerinde simetri ve yansima

sartin saglar ve vx,y e X igin t(x) =t(y) ve xly ise x=y ’dir.
I" nin her bayragi bir chamber i¢inde igerildiginde I" *ya bir geometri denir.

I" nin her bayragi i¢in F "nin J -shadowu veya J iizerinde F ’nin shadowu F

ile iligkili olan J tipinden tiim bayraklarin Sh,(F) kiimesidir. Herhangi i € A igin i

tipinin elemanlari iizerinde bir F bayraginin shadowu o, (F) ile gosterilir.

F "nin rezidiisii Res(F) ile gosterilir. Farkli i, je A verilsin. {i, j} tipi i¢in T

geometrisinin tiim rezidiilerinin sinifi I',

j ile gosterilir.

J, A’nm herhangi alt kiimesi olsun. I'’nin J -kesmesi t™(J) kiimesinde J
tzerinde I ’nin alt sistemidir. Bu bolimde, I ’nin {i, J} -kesmesi kullanilacaktir ki bu

kesme, farkli i, jeA igin I 'nin iligki bagntisin1 saglayan I geometrisinin tim

i -elemanlar1 ve j-elemanlarinin olusturdugu alt sistemdir.

(Tits, 1981)’e gore, eger I 'nin ranki en az 2 olan her rezidisii bir baglantili

geometri ise I' geometrisi rezidiilii baglantilidir.
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Eger I' 'nin rank1 en az 2 olan her kesmesi bir baglantili geometri ise ve eger ayni
Ozellik ranki en az 2 olan her rezidii i¢in saglanirsa I" geometrisi kuvvetli baglantilidir

(Buekenhout, 1981).
5.3. Bir Graphin Komsu Geometrisi

Bu bolim boyunca, yonsiiz ve ¢oklu kenarsiz her graphin dogrusal olmadig: farz
edilecektir. Onun kose kiimesi bos degildir ve her kdsesi en az bir kenar1 lizerindedir.
Graph tek bir kenara indirgenemez.

G bir graph olsun. Onun késelerinin kiimesi G, ve kenarlarmin kiimesi G, ile
gosterilsin. Farkli p,qeG, i¢in {p,q} €G, oldugunda p ve (’nun komsu oldugu
soylenir ve p~(q ile gosterilir. G ’nin M uzunlugundaki bir devri, farkli koselerin
giftlerinin bir Py, P,,..., P, dizisidir 6yle ki i=1,...,m (modm) igin p, ~ p,,, olur. {0,1}
kiimesi iizerinde G, bir (G, UG t,1) rank-2 geometrisi olarak diisiiniilebilir. Burada t

i=0,1 i¢in t(G))=1 olarak tammlanan tip fonksiyonudur ve |, kdseler ve kenarlar

arasinda dogal iligki bagintisidir. G graphi ile ilgili rank-2 geometrisi asagida

tanimlanmustir.

Tamm 5.3.1. Herhangi G=(G,UG,t,1) graphina G ’nin komsuluk geometrisi

olarak adlandirilan yeni bir G rank-2 geometrisi iliskilendirilir. Onun elemanlart

koseler ve  G’nin  koselerinin  komsuluklaridir.  Daha  ag¢ik  olarak,

G =(G, x {0} UG, x{1}.f, I) asagidaki gibi tanimlanabilir:

1. i=0,1i¢in £(G, x{i}) =i

2. p,qeG, igin p~q olmasi igin gerek ve yeter sart (p,0) 1(9,2) saglanir.
Eger g graphlarin bir sinifi ise G~, G e g i¢in tiim G ’larmn smifin1 gosterir.

G ’nin baz1 faydali 6zellikleri asagida listelenmistir.

Lemma 5.3.2. G bir self-dual geometri olup, peG, ve i=0,1 igin

IT:(p,i) > (p,i+1(mod2)) polaritisini saglar.
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Lemma 5.3.3. G ’nin baglantili olmas: i¢in gerek ve yeter sart G nin baglantil

ve uzunlugu tek say1 olan bir devir olmasidir.

Lemma 5.3.4. G ’nin tekrarlayan blogu yoktur, yani 0-elemanlarin ayni kiimesi

ile iliskili G ’nm iki farkli 1-elemanmin olmamasi i¢in gerek ve yeter sart G ’nin
indirgenemez olmasidir, yani iki farkli kdse bulunamaz ki her ikisi bu koselerin ayni

kiimesine komsu olsun.

Lemma 5.35. G kesisim ozelligini saglar, yani (asikir olmayan rank-2
geometrileri i¢in) iki farkli 1-elemanin her ikisiyle iligkili olan iki farkli 0-elemanin

olmamasi i¢in gerek ve yeter sart G ’nin uzunlugu 4 olan bir devire sahip olmamasidir.

Lemma 5.3.6. G ’nin herhangi « otomorfizmasi peG, ve ie{0,1} igin

a(p,i)=(a(p),i) olarak tanimlanan G~’n1n bir & A-otomorfizmasma neden olur.
Tersine, G ’nin herhangi A -otomorfizmasi G ’nin 0-elemanlar1 iizerine kisitlamasi

G ’nin bir otomorfizmasma neden olur. Lemma 5.3.2°den Aut(G) = Aut(G):2 elde

edilir.

Tiim G ’ler i¢in Lemma 5.3.2°nin IT polaritisi Z(Aut(G)) i¢inde olmadig1 igin

genel olarak Aut(G) = Aut(G)x2 olur.

G 'nin parametreleri (Buekenhout, 1983), G ’nin parametrelerinden genel bir

formiil ile hesaplanamaz. Yine de, asagidaki lemma gonality hakkinda bir seyler sdyler.

Lemma 5.3.7. Eger G geometrisinin g gonalitisi ¢ift say1 ise G *nin § gonalitisi
%’dir. Eger G geometrisinin g gonalitisi tek say1 ise iki durum vardir. Ik durumda,
G graphi 2g ’den kiigiik ¢ift uzunlukta bir devire sahip olmadiginda § = g olur. Ikinci
durumda ise, G graphi k <2g ¢ift uzunlukta bir devir oldugunda § =g’dir ve k bu

ozellik i¢in minimaldir (g <k ).

G ve G graphlarmin rank-2 diyagramlarinin bazi 6rnekleri Tablo 5.1°de

listelenmistir.
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G G
n>1icin (2n+1)-gon (2n+1)-gon
2n+1
O 2n+1 O O n+ O
1 1 1 1

q=3 i¢in K, ,complete graphi
(9o =3=dy;,dy =4)

O < O
1 q-1

Tim ( -alt kiimelerini saglayan q+1
noktalarinin bir kiimesinin asikar yapisi

(90 :2’d01 :le =3)

q-1 q-1

Petersen graphi

(g, =9=0g;,dy, =6)

O P O
1 2

Desergues yapilandirmasinin kenarlar1 ve
noktalar1
( S; grubu chamber-gegisli olarak etki
eder.)
(9o, =3,dy; =dyy =5)

A%

3 3

J, grubu ile iligkili (Buekenhout,
1985)’teki (34) diyagrami
(901 =50y, =7,d,y =8)

O?SSO
1 11

J, grubu ile iligkili (Buekenhout,
1985)’teki (35) diyagrami
(9o, =3,dy; =dyy =5)

5 3 5
O O
11 11

PG(2,7) de bir konige 28 nokta diginda

diklik bagntisinin graphi ((Coxeter, 1983,;
Buekenhout, 1985)’te (99) grubuna
bakiniz))

(901 :71d01 :9’d10 =10)

O = e
1 2

PG(2,7) ’de bir konige 28 nokta diginda

projektif uzay tarafindan icerilen nokta-
kenar geometrisi

(PGL,(7) grubu chamber-gegisli olarak
etki eder)
(9o =4,dyy =0y =7)

O747O
2 2

Tablo 5.1. G graphlarinin ve onlarmn G geometrileri ile iligkili baz1 6rnekler. -T’yi saglayan- tiimi

kesisim 6zelligini saglar ve tekrarlanan bloklar olmaksizin tiim G ’lar baglantilidir
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5.4. Ana Sonu¢

Ana teorem, asagida verilen sartlar1 saglayan geometriler i¢in de gecerlidir. Bu

sartlar birbirine denktir ve bu sartlarin denkligini gosteren ispat verilmistir.

Lemma5.4.1. T bir A kiimesi iizerinde ranki n >3 olan (sonsuz da olabilir) bir
geometri ve {0,1} = A olsun. (A1), (A2) ve (As) sartlar1 asagida verilen (By) ve (Bo)

sartlarina denktir.

(A1) Tipi {0,1} olan tiim rezidilerin T’y smufi graphlarm (rank-2)

geometrilerinin bir g smifidir (Boliim 5.3’tin ifadesinde).

(A2) e bir 1-eleman ve x ise i€ A—{0,1} olan bir i-eleman olsun. Eger e ve

x ’in her ikisi ile iligkili olan farkli iki p ve g O-elemanlar1 varsa elx ’tir.

(As) e bir 1-eleman ve x ise ieA—{0,1} olan bir i-eleman olsun. Bu

durumda elx ima eder ki o,(€), o,(X) i¢inde igerilir.
(B1) I ’nin {0,1} -kesmesi bir graphin geometrisidir.

(B2) e bir 1-eleman ve x ise ieA—{0,1} olan bir i-eleman olsun. Bu

durumda, elx olmas igin gerek ve yeter sart 0,(€), 0,(X) iginde olmasidir.
Ispat: (By) ve (B2)’nin (A1), (A2) ve (A3)’ii ima ettigi agiktir. Tersi ispatlansin.

(B1)’in ispati: e bir 1-eleman olsun. I" bir geometri oldugundan e ’yi igeren bir C

chamber1 vardir. (As)’ten e ile iliskili herhangi 0-eleman x ile de iliskilidir, burada
xeC ve t(x)=01°dir. C i¢inde cotipi {0,1} olan bayrak ele almsin ve onun
rezidiisiine (A1) uygulansin. o0,(€) 'nin iki elemana sahip oldugu sonucu g¢ikarilabilir.

Eger 0,(e)=0,(e") ise e'=e oldugu gosterilmelidir. (Az) ve (As) sartlar1 kullamlarak
e' ve e’nin her ikisinin aym1 x i-elemanlar ile iliskili oldugu séylenir, burada
i #0,1°dir. Bundan dolay1 eger F, e ile iliskili cotipi {0,1} olan bir bayrak ise bu F

bayragi e' ile de iliskilidir. (Aj)’den e'=e olur. Her kdse boyunca koselerin ve

kenarlarm varligi I' 'nin bir geometri olmasi gergegindendir.
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(B2)’nin ispati: 0,(€) 'nin iki elemanli oldugu goriildiiginden (B;), (Az) ve

(Asz)’tin bir sonucudur.
Lemma 5.4.2. T, Lemma 5.4.1°deki gibi olsun. (As) sarti ieA—{0,1} igin tim
I'; "lerin genellestirilmis digonlarm simiflar1 oldugunu sdyler.

Ispat: (As) sarti, tipi 1 olan herhangi e elemanmin rezidiisiinde bulunan tipi i

olan her x elemanmimn tiim 0-elemanlarla iligkili oldugunu s6yler. Buradan, tipi {0,i}
olan herhangi rank-2 rezidiisii bir genellestirilmis digondur.
Lemma 5.4.2°nin ¢ift tarafli versiyonu Lemma 5.4.5’te ispatlanacaktir. Onceki

lemmanin ifadesindeki (A;), (A2) ve (A3)’ii saglayan bir geometrinin diyagrami

asagidaki gibi cizilebilir:

)
G K, _|— 2
® —e 3
0 1K A-{0,1)
K.
i \. i
—

burada K;’ler rank-2 geometrisinin keyfi smiflar1 ve  A—{0,1} iizerinde diyagram
keyfidir.

(B1)’den I' ’nin herhangi e 1-eleman: e ile iliskili 0-elemanlarin {p,q} cifti ile
tanimlanabilir. (Bz)’den {p,e} ve {q,e} bayraklarmmn rezidiilerinin ¢akismas: gerekir.
Ayrica, {0,1} tipini iceren herhangi rezidii agik¢a (B1) ve (B2)’yi saglar (bundan dolay1
(A1), (A2) ve (As)’ti de).

Teorem 5.4.3. T' bir A kiimesi tizerinde ranki n > 3(sonsuz da olabilir) olan bir
geometri olsun. Eger bazi {0,1} c A i¢in T', (A1), (A2) ve (As)’ii veya denkleri olan

(B1) ve (By)’yi sagliyorsa ve I' ’nin diyagramimi yukaridaki gibi belirtiyorsa
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K

(P — 2

i P
e

k")

A-{01)

diyagramina sahip bir I'(0,1) geometrisi vardir. Burada §, @ ’nin iiyelerinin komsuluk

geometrilerinin smifidir (bakiniz Tanim 5.3.1) ve A—{O,l} tizerinde diyagram

'(0,1)’in T ’ya kisitlamasidir. Ayrica asagidaki ana dzellikler saglanir:

(i) T(0,1) *nin rezidiilii (veya kuvvetli) baglantil olmasi i¢in gerek ve yeter sart
asagidakiler saglanmalidir:
G baglantili geometrilerin bir siifidir ve ' rezidilii (veya kuvvetli)

baglantilidir.

(i) Eger X T" geometrisinin A -otomorfizmalarinmn bir grubu olup chamberler
tizerinde gecismeli olarak etki ediyorsa X f(O,l) geometrisinin de

A -otomorfizmalarinin chamber-gegisli bir grubu olur.

(iii) Eger I iginde (B1) ve (B2) sartlarini saglayan bazi {k,I} c A—{0,1} ¢ifti

varsa 1'(0,1) de bu ¢ift icin (B1) Ve (B,)’yi saglar.
I'(0,1)’in yapist ve Teorem 5.4.3’iin ispatt Boliim 5.5°te verildi.

(Az) sart1 kesisim ozelliginin ¢ok 6zel bir durumu olarak belirtilir (6rnek i¢in
(Buekenhout, 1981)’de tamimlandi). (A;) sarti kesisim oOzelliginin asagidaki zayif
versiyonu kullanilarak ispatlanacaktir.

(1) e bir 1-eleman ve x bir i-eleman olup ieA—{O,l} olsun. Bu durumda,
ya 0,(X)No,(e) =D tur yada e ve x ile iliskili bir F bayragi var 6yle ki

o,(x)no,(e) =0, (F) olur.
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Lemma 5.4.4. T', Lemma 5.4.1°deki gibi olsun. Eger T", (A1) ve (1)1 sagliyorsa
I', (A2)’yi saglar.

Ispat: e bir 1-eleman ve x bir i-eleman olup, ieA—{O,l} olsun oyle ki

|0'0(X) No, (e)| >2; elx oldugu ispatlanmalidir. Karsiti farz edilsin; ( |,,)’de bahsedilen
ozellikle e ve x ile iligkili bir F bayragi e’yi igermeyebilir. " bir geometri
oldugundan, F ayrica e ile iliskili cotipi {0,1} olan bazi F' bayraginda igerilir.
(1,,)den o,(F) c o,(e) oldugundan Res(F") i¢indeki tiim 0-elemanlar e ile iligkilidir.
Fakat Boliim 5.3°te farz edildigi gibi, bir graph tek bir kenara indirgenemez ve ¢oklu
kenar olmaz ifadesi ve (A;)’den Res(F") bir graphtir, bu bir celiskidir. Ispat

tamamlanir.

Ozellikle sonlu rankli rezidiilii baglantili bir I' geometrisinin dzel bir durumu
olarak (Az) sart1 ieA—{O,l} icin {O,i} tipinin tim rank iki rezidiilerinin

genellestirilmis digon olmasina denktir.

Lemma 5.4.5. I" sonlu rankli bir A kiimesi iizerinde rezidiilii baglantili bir

geometri olsun. (As)’iin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart ieA—{0,1} i¢in tim

I'y; ’lerin genellestirilmis digonlarmn siniflari olmasidir.

Ispat: Lemma 5.4.2°den soldan saga icerme kolaylikla sdylenebilir. Tersine, tim
I';;’ler digonlarin siniflar1 oldugu farz edilsin. ' sonlu ranki ile rezidiilii baglantili

oldugundan Tits’in bir teoremi (bakiniz (Buekenhout, 1981), Lemma 7.2) herhangi e

1-elemani i¢in Res(e) ’ye uygulamasi (Az)’ii ispatlar.

Kesisim 0zelligini saglayan sonlu rankli rezidiili baglantili geometrilere
odaklanilsin. Bu durumda, yukaridaki 5.4.4 ve 5.4.5 lemmalar1 sayesinde ana teorem

asagidaki gibi ifade edilebilir.

Sonu¢ 5.4.6. T’ kesisim Ozelligini saglayan (veya belirtilen (1,,) zayif versiyon)

n>3 sonlu rankl rezidiili baglantili bir geometri olsun. I' 'nin diyagrami asagidaki

gibi farz edilsin.
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K, | e 2
° J X —e 3
0 1 3
Kiv e n-1
—

burada g graphlarm bir sinifidir(Bélim 3’te oldugu gibi). Bu durumda, asagidaki

diyagrama sahip bir I'(0,1) geometrisi vardir.

burada §, G ’nin komsu geometrilerinin bir sinifidir (bak. Tanim 5.3.2) ve burada
{2,3,...,n—1} iizerinde diyagram f(O,l) 'nin I'’ya kisitlamasidir. Ayrica, Teorem

5.4.3’ln (1), (11), (ii1)’s1 saglanir.
5.5. I'(0,1) ’in Ozellikleri ve insasi: Teorem 5.4.3’iin ispat1

Insa 5.5.1. T', Teorem 5.4.3’iin hipotezini saglayan bir geometri olsun ve

=(U5S,,t,1) almsm, burada tim ieA igin S, =t (i) dir. Teorem 5.4.3’te varhg1

iddia edilen A iizerindeki I'(0,1) geometrisi agagidaki gibi tanimlanir:
[(0,1) = (US,.£, 1) burada,
1. i#0ligin S, =S, ve i=0,1 igin Syx{i}
2. £(S,) =i
3. i#jicin xe§ ve yeS,; verilsin.

a. Eger i, j{0,1} ise XeS; ve yeS, dir. xly olmast i¢in gerek ve yeter

sart xly olmasidir.
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b. Eger i e{0,1} ve j#{0,1} ise baz1 pe S, icin x=(p,i) dir. XIy olmas
icin gerek ve yeter sart ply oOlmasidir.

c. Eger i,je{0,1} ise baz1 p,qeS, i¢in x=(p,i) ve y=(q, j) dir. xly
olmas: i¢in gerek ve yeter sart I'’nmn {0,1}-kesmesi icinde p~q

olmasidir.

(1) T(0,2)’in Bayraklan

Burada, I' ’nin bayraklar1 ve f(O,l) ’in bayraklar1 arasinda bir iliski kurulacaktir.

F, "‘nn ve F T1(0,1)’in bayraklari olmak tizere H (srasiyla H) tipi
{0,1} *den farkli olan F ’nin (sirasiyla F ) maksimal alt bayragi olsun. Bu durumda, H
(sirastyla H) cotipi {0,1} *i igeren '(0,1) ’in (sirastyla T') bir bayragidir.

fnsa 5.5.2. T’nin her bir F bayragma 1(0,1)’in aym tipli bir F bayrag
asagidaki gibi iliskilendirilir.

1. Eger F=H ise F=H ’tir.

2. Baz1 peS;i¢in F={p}UH ise F

{(p,0)} UH tammlanur.
3. Baz1 €€, i¢in F={e}UH ise = ={(p,))} WH tammlanir burada ple;

(As)’ten F bir bayraktir.
4. Bazi peS, ve e€S i¢cin F={pejuH ise F={(p,0),(q1}UH

tanimlanir ki burada e ={p,q} "dur (bakiniz (By)).
insa 5.5.3. Tersine, T(0,1)’in her bir F bayragma I'’nin bir F bayrag
asagidaki gibi iligkilendirilir:
1. F=H ise F=H" dr.
2. Bazt peS; igin F={(p,i)}uH ve ie{0,1} ise agtk¢a I "nin bir bayrag

olan F={p}UH tammlanr.
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3. p,geS, i¢in F={(p,0),(q,)} wH ise p ve q’lar farklidir ve baz1 ortak
ecS, ile iliskilidir. (Az)’den F={p,e}UH, T’nm bir bayragidir

sonucuna varilir.
Son insa, I'(0,1) ’in bir ilk dzelligini ispatlamaya izin verir.
Onerme 5.5.4. 1'(0,1) bir geometridir.

ispat: T(0,)’in herhangi F bayraginm bir chamber iginde igerildigi
gosterilmelidir. F, insa 5.5.3ten F ile iliskili T *min bayragi olsun. T’ bir geometri

oldugundan F bayragmi igeren I' 'nin bir C chamber1 vardir. p'eS,, '€ S, i¢in
C={p'e'}UH yazilsm, burada H cotipi {0,1} olan bir bayraktir. (By)’den bazi
q'eS, i¢in oy(e)={p.q}’dir, {(p,0).(@ . D}uH ve {(q.0),(p 1)}wH
birlesimleri f(O,l) ’in chamberlaridir. Onlardan en az bir tanesi F ’y1 igerir, ¢iinkii Insa

5.5.3-(2) (veya (3))’deki F ’dan sonuca varilirsa p=p'(veya p'=p, q'=q)dir.

Boylece, ispat tamamlanir.
(2) T'(0,1)’in Rezidiileri

I''nin bir F bayrag: verilsin. I' i¢inde F ’in rezidiisii Res(F) ile gosterilir.

Benzer sekilde R&S(F), 1'(0,1)’in bir F bayraginin 1'(0,1) icindeki rezidiisiidiir.

Lemma 5.5.5. peS, ve ie{0,1} i¢in x=(p,i)eS, olsun. A—{i} iizerindeki
Rés(x) geometrisinden A—{0} iizerindeki Res(p) geometrisine bir « izomorfizmasi

vardir. o, A—{0,1} iizerinde birim doniisimde ve i+1(mod 2) ‘yi 1 iizerine gotiiriir.

Ispat: y e R&s(x) olsun. Eger £(y) 0 ve 1’°den farkli ise a(y)=y tanimlanabilir.
Eger t(y)=i+1(mod?2) ise y=(q,i+1(mod2)) olup burada p~q ve bazi qeS, dir.
(B1)’den bir tek €€ S, var dyle ki o,(e)={p,q} ve a(y)=eeRes(p) tanimlanabilir.
a fonksiyonu birebir ve ortendir ¢linkii, verilen e'eS, Res(p) iginde igerilir, (B1)
sarti ('€S,’m tekligini ima eder oOyle ki e'={p,q'}’dir. Bdylece, bir tek
z=(q',i+1(mod 2)) € R&s(x) var dyle ki a(z)=e"' olur. Ayrica, « iliski koruyan bir
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déniisiimdiir. Bu, tipi {0,1} 'den farkhi olan bir iligki ¢ifti i¢in asikardir. Simdi, eger
z e R&s(x) olup £(z) £{0,1} i¢in y=(q,i+1(mod2)) e RES(x) ise Insa 5.5.1 (3)-b’den

yfz olmasi igin gerek ve yeter sart qlz olmasidir. Son iliski, a(y)la(z) ye denktir.

Lemma 5.5.6. E I(0,1)in cotipi {0,1} olan bir bayrag1 olsun. Bu durumda, F
ayrica I icinde bir F bayragidir ve Rés(F) Res(F)’nin Rés(F) komsuluk
geometrisidir.

fspat: T(0,)’in tammmdan R&s(F) ={(p,0),(0,1): p,geS, "Res(F)} ve
(p,0)I(g,1) olmasi igin gerek ve yeter sart p~q olmasidir. Bu gosterir ki R&s(F)

Tamim 5.3.1°de bahsedildigi tizere Res(F)’in komsuluk geometrisidir.

Onerme 5.5.7. T'(0,1) geometrisi Teorem 5.4.3’te bahsedilen diyagrama sahiptir.
Ispat: Lemma 5.5.5 ve 5.5.6’dan agiktir.

Lemma 5.5.8. p~q, P.qeS, icin F={(p,0),(q,)} T(0,1) iginde tipi {0,1}
olan bir bayrak olsun. Eger F, {p,e} bayrag: ise, burada e={p,q} ise A—{0,1}

iizerinde birim déniisiimii igeren R&s(F)’den Res(F) e bir izomorfizma vardir.

Ispat: Bu, Lemma 5.5.5’in dogrudan bir sonucudur. Boliim 4 i¢inde ifade edildigi

iizere Res({p,e}) = Res({q,e}) ‘dir.

Lemma5.5.9. F T icinde cotipi tam olarak {0,1} ’1 igeren bir bayrak olsun. Bu

durumda, RéS(If) (Boliim 5.4’te bahsedildigi gibi (B;) ve (B2)’yi saglasin) Lemma
5.5.5°deki Res(F)’den elde edilen Rés(F)(0,1) geometrisidir.

Ispat: Ispat: Lemma 5.5.6’nin ispatma benzerdir.

Lemma 5.5.10. €€ S, ve p,qe S, i¢in e={p,q} olsun. F, p ve q ile iliskili
cotipi {0,1} i igeren I'’nin bir bayragi olsun. Bu durumda, i€{0,1} i¢in FuU{(p,i)}

bayragmm  1(0,1)  icindeki rezidiileri  Res(F u{p})’ye izomorftur ve
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Fu{(p.i),(q,i+1mod2)} 'nin  T(0,1) icindeki rezidileri Res(F U{p,e})’ye

izomorftur.

Ispat: Lemma 5.5.5’in dogrudan bir sonucudur.
(3) I'(0,1) ’in Baglantihg

'(0,1)’in baglantiligm calismak amactyla, 1'(0,1)’in yollar1 ve I ’nm yollari
arasinda bir iligki bulunmalidir. Bir geometrinin yolu m>2 igin (X,...,X,) farkh
elemanlarm ¢iftlerinin bir dizisidir 6yle ki X, ve X, tim le{l,.., m-1} icin iligkilidir.
Farkli iki i, j € A igin eger tim X ’ler i veya j tipinde ise boyle bir yol {i, j} -yolu

olarak adlandirilir. Eger X, X ile iliskili ise bu yol bir devir olarak adlandirilir.

insa 5.5.11. T’nin herhangi P yoluna I'(0,1)’in bir P yolu asagidaki gibi
iliskilendirilebilir.

1. P igindeki tipi 0 ve 1’den farkli olan her bir eleman degismez.
2. P i¢indeki iki 0-eleman arasindaki her bir 1-eleman silinir.
3. P igindeki her bir e l-elemani I'’nin bir p 0O-elemani ile yer degistirir

Oyle ki burada ple’dir. p P iginde e yaninda olmaz.

4. 1, 2 ve 3 kurallar1 I" ’nin elemanlarmin bir dizisini olusturur. Bu, I" nin her
bir p 0-elemam I'(0,1)’in bir (p,i)’si ile yer degistirerek 1(0,1) iginde
bir dizi i¢ine donistiiriilen dyle bir doniistiirme islemidir ki ayn1 i tipine
sahip iki ardigik (p,i) yoktur.

5. Son olarak, eger ayni bir (p,i) elemam I'(0,1)’in bu dizisinde iki kez
meydana gelirse, iki (p,i) arasindaki tim elemanlar ve bir (p,i) silinerek
dizi kisaltilir. Diger taraftan, eger iki (p,i) dizinin smirlariysa son (p,i)
silinir.

Bu yolla elde edilen P dizisi I'(0,1)’in bir yolu oldugu iddia edilir. 5’ten ve

‘5‘ > 2olmasmndan P ’nin elemanlar1 farklidir. P ’min herhangi iki ardisik X Ve X,

elemanlarmimn 1'(0,1) i¢inde iliskili oldugu kontrol edilmelidir:
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Eger X, ve X, in her ikisinin tipleri O ve 1’den farkli ise bu 1’den elde edilir.
Eger X, ve X, elemanlarmnin tam olarak biri 0 veya 1 tipinde ise X, =(p,i) denilen X,
P i¢cinde, p O-elemanma veya p ile iligkili bir e 1-elemanmdan biri ile iligkilidir; ilk
durumda, X, ve X, arasindaki iliski p ve X, arasindaki iligskiden elde edilir; ikinci
durumda, (As)’ten X, ile e’nin iliskili olmasiy, X, ile p’nin iligkili olmasini ve
boylece de X, ile X, ’in iliskisini ima eder. Son olarak, eger X, ve X, ’in her ikisi 0

veya 1 tipinde ise iliski 4, 2 ve 3’ten elde edilir.
insa 5.5.12. T'(0,1) ’in her bir P yoluna T ’nin bir P yolu iliskilendirilsin:

1. P i¢inde 0 ve 1°den farkh tipli elemanlar degismez.

2. P’ni herhangi (p,i) elemani I ’nin p O-elemant ile yer degisir.

3. Eger (p,i) Ve (q,j) P iginde ardisik iki elemani ise p ve q ile iliskili e
1- eleman1 P iginde p ve ( arasina sokulur (f(O,l) icinde iliski tanimui ile
p ~ g ’dan boyle bir eleman var).

4. Eger bazi 0O-eleman veya 1l-eleman iki kez ortaya ¢ikmigsa onlarin

arasindaki elemanlar ve meydana gelenlerden biri silinerek dizi kisaltilir.

Onerme 5.5.13. T(0,1) geometrisinin baglantili olmas! icin gerek ve yeter sart

I" ’nin baglantili olmasidir.

ispat: I'’nin baglantili oldugu farz edilsin. Onerme 5.5.4’ten I ’nin her bir
eleman, tipi isé{O,l} olan bazi elemanla iliskilidir. Bu yiizden, T 'nin baglantihigimni
ispatlamak igin herhangi iki I-elemani birlestirecek I ’nin bir yolunu géstermek
yeterlidir, burada i=0,1°dir. T iginde bdyle bir P yolu vardir; gerekli olan yol Insa
5.5.11’den T'’nin P yolu ile iligkilidir. Tersine, eger f(O,l) ’in baglantili oldugu farz

edilirse Insa 5.5.12 ile tanimlanan iliski kullanilarak benzer yolla I' da baglantili olur.

Onerme 5.5.14. 1(0,1) geometrisinin rezidiilii baglantili olmast igin gerek ve

yeter sart asagidakiler saglanmalidir:

Komsuluk geometrilerin G smifi baglantili geometrilerin bir sinifidir ve I’

rezidiilii baglantilidir.
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Ispat: Onerme 5.5.13’ten f(O,l) ‘nin baglantili olmasi i¢in gerek ve yeter sart
I"’nin baglantili olmasidir. Ayni esitlik coranki>2 olan bostan farkli bayraklarin

rezidiileri i¢in ispatlanmalidir. Bu, O tipini i¢eren [ ’nin bayraklar1 ve tipi {0,1} “de

kesisen 1'(0,1)’in bayraklari i¢in 5.5.5, 5.5.8 ve 5.5.10 lemmalarindan dogrudan elde
edilir. Ayrica, Lemma 5.5.6 ile veya Onerme 5.5.13 ile birlikte Lemma 5.5.9’dan cotipi

{0,1} olan " ve I 'nin bayraklar1 icin de aciktir. Son olarak, 0 tipini icermeyen ve 1

tipini iceren bayraklarin I igindeki rezidiileri i¢in 6zellik (A3) sartindan oldugu agiktir.

Onerme 5.5.15. T(0,1) geometrisinin kuvvetli baglantili olmasi igin gerek ve

yeter sart asagidakiler saglanmalidir:

é baglantili geometrilerin bir sinifidir ve I' kuvvetli baglantilidir.

Ispat: Eger T kuvvetli baglantih ve G~ baglantili geometrilerin bir smifi (ya da
[(0,1) kuvvetli baglantill) ise I(0,1)’in (ya da T') herhangi {i, j} -kesmesinin
baglantili oldugunu ispatlamak yeterlidir. Rezidiiler icin iligkili 6zellik, 5.5.5’ten
5.5.10’a kadar olan lemmalar1 ve (A3) sartin1 kullanarak Onerme 5.5.14’{in ispatindaki
gibi elde edilir.

(0,1 ve I ’nm {i, j} -kesmeleri i, j #{0,1} oldugunda ¢akisur. 1(0,1) ile T,
i=0 ve j=1 igin izomorftur. Ayrica, herhangi j&{0,1} igin f(O,l) ’in

{1, j} -kesmesi T "nm {0, j} -kesmesine izomorftur.

1(0,1)’in {0,1} -kesmesine bakilsin. Eger I nin {0,1} -kesmesi baglantili ise Insa
5.5.11’in 2 ve 4 6zelliklerinden goriiliir ki f(O,l) ’in herhangi (p,0) O-elemani I' 'nin
herhangi q elemam i¢in (g,0) veya (g,1)’in herhangi birine bir {0,1} yolu ile
birlestirilir. Simdi, I' i¢inde q ile iligkili cotipi {0,1} olan bir F bayrag: g6z oniine
almsmn: 1'(0,1) iginde F *nin Rés(F) rezidiisii (g,0) Ve (g,1)’i igerir; bundan dolayi,
eger é baglantili geometrilerin bir smifi oldugu farz edilirse Rés(F) baglantilidir ve
(0,0) ve (g,) elemanlart bir {0,1} yolu ile birlestirilir. Boylece 1(0,2)in
{0,1} -kesmesi baglantilidir sonucuna varilir. Buradan f(O,l) ’in (ve onun rezidiilerinin)
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her {i, j} -kesmesi baglantilidir ve bu yiizden, '(0,2) ’in kuvvetli baglantiligi § icinde

komsu geometrilerin baglantihigindan ve I' 'nin baglantiligindan elde edilir.

Tersine, f(O,l) ’in kuvvetli baglantili olsun. Buradan, I'’nmn {0,1}-kesmesi
baglantilidir; I'’'nin p ve g gibi iki 0-eleman: verilsin. (p,0)’dan (q,0)’a 1(0,1)
geometrisinin bir {0,1} yolu vardir; bu yol p’den ¢’ya I' 'nin bir {0,1} yoluna neden
olur (Insa 5.5.12’nin 2 ve 3). p’den ¢’ya bu yolun varhg {0,1}-kesmesinin
baglantiligini garantiye almak i¢in yeterlidir. Bu, I'’nin geometri olmasi
gercegindendir.

Yalnizea, tim j{0,1} i¢in I'’mmn {1, j} -kesmesinin baglantiligma bakmak
kaldi. e ve f I ’nm iki 1-eleman1 olsun. ilk olarak, e ve f bazi p O-elemani igin
Res(p) ’ye ait oldugu farz edilsin. Hipotezden, Res(p,0)’m {1, j} -kesmesi baglantili
oldugundan Insa 5.5.12, Lemma 5.5.5 ve (A,) sarti1 kullanarak ' iginde e’yi f ’ye
birlestiren bir {1, j} elde etmek kolaydir. Simdi, eger e ve f aym bir 0-elemanla
iliskili degilse T iginde bir (&, P,&, Py,€,,..., Py, f) {0,1} yolu vardir. Ciinkii T'’nin
kesmesi yukaridaki ispattaki gibi baglantilidir. Onceki ¢ikarimdan {e.e}, {e.e},...,
{e,, f} ciftlerinin her biri uygun bir yol ile birlestirilir ve bu yiizden T ’nin kuvvetli

baglantilig1 ispatlanir.
(4) T'(0,1)’in Otomorfizma Grubu

Onerme 5.5.16. ig{01} ile xeS icin a(x)=x ve =01 icin

a(p,i)=(p,i+1(mod2)) ile T(0,1)’in elemanlarnin iizerinde tammlanan «

fonksiyonu I'(0,1) geometrisinin dualitisidir.

o, I'’nin herhangi A -otomorfizmasi olsun. Bu durumda o, f(O,l)’in uzerinde
asagidaki gibi bir & fonksiyonuna neden olur: Eger XES~i olup i¢{0,1} ise XeS,; ve
&F(x)=o(x) ve eger xeS, olup ie{0,1} ise &(p,i)=(c(p),i) olur. & fonksiyonu

'(0,1) geometrisinin bir A -otomorfizmast olur.
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Onerme 5.5.17. Y chamberlar iizerinde gecismeli olarak etki eden I’

geometrisinin A -otomorfizmalarinin  bir grubu olsun. Bu durumda %, T(0,1)

geometrisinin de A -otomorfizmalariin chamber gegisli bir grubudur.

ispat: T(0,1) iizerinde yukaridaki gibi tammlanan ¥ ’nmn etkisi ele alinsm. C
['(0,1)’in bir chamberi olsun. C bir {(p,0),(9,2), X5, X;,...} kiimesi olsun, burada
P.geS,, i¢{0,1} icin xe$ =S, ve i,je{01} ve i=j icin e={p,q}eS,, xlp,
%19, xIx; dir. 1(0,2)’in bir C chamber1 i¢in T'’nm bir C chamber: iliskilendirilir:
C={p,& %, Xk ((A2) sarti). C'={(p'0),(q"D),...x"..; T(0,1) geometrisinin
bagka bir chamberi olsun ve C'={p".e"X,"...x ...} ' iginde bununla iligkili olan bir

chamber olsun. X, I" ’nin chamberlar1 {izerinde gecismeli olarak etki ettiginden; C ’den

C' lzerine doniisen bir o otomorfizmast var Oyle ki o(p)=p', o(e)=e' ve
o(x)=x" olur. (B1) sartindan bu o(q)=q' oldugunu ima eder ve bdylece o

otomorfizmas: C *dan C' iizerine doniisen bir 6 otomorfizmasima neden olur.
(5) T'(0,2) bazm k,1 ¢{0,1} icin (By) ve (B)’yi saglar m?

[ baz1 k,1¢{0,1}i¢in (B1) ve (B»)’yi sagladigi farz edilsin. Aynilarmnin 1(0,2)
icin de saglandig1 gosterilmelidir.

Onerme 5.5.18. I', {0,1} cA(Lemma 5.4.1°deki gibi) i¢in ve ayrica bazi
{k,I} =A—{0,1} ifti i¢in (B1) ve (By) sartlarini sagladigi farz edilsin. Bu durumda

['(0,), {k,1} cifti igin (Bs) ve (B)’yi saglar.

Ispat: Eger (B1) sarti I' i¢inde saglanrsa bu geometrilerin {k,1} -kesmeleri
cakistigindan f(O,l) icin de bu sart asikar olarak saglanir. (B,) ispatlansin. e,
'(0,1)’in bir I-elemant olsun. Eger i{0,Lk,1} igin x bir i-eleman ise e ve x ’ler de
I ’nin elemanlaridir ve iddia " ve f(O,l) ’in ikisi i¢in de saglanir. Simdi eger i€ {0,1}

icin x bir i-eleman ise baz1 p €S, i¢in x=(p,i) dir ve elx elp ’ye denktir; T i¢inde

67



(B,) saglandigindan bu, T i¢inde o, (€) o, (p) anlamma gelir. T'(0,1) igindeki iliski
tanimindan bu, o, (€) < 6, (X) e neden olur ve dnerme ispatlanir.

Teorem 5.4.3’{in ispat1 tamamlanir.

5.6. Neumaier Teoreminin Bir Genellemesi

1982°de ((Neumaier, 1982), Teorem 4)

0
K
) N 2 ]
o b A—{012]

geometrilerin smifinin diyagramu ile

2n K
®

.
1 2

Ce

T
—

)

A-{0,1,2}

geometrilerin smifinin diyagrami arasinda bir denklik kurdu, burada K rank-2

geometrilerin keyfi bir sinifi, 2n-gon bir graph olup A—{0,1,2} *de diyagram keyfidir.

Teorem 5.4.3’lin uygulamasi, diyagrami (1) veya bir sekilde daha genel olan yeni
geometrilere neden olur. Neumaier teoreminin bir benzer sonucuyla burada
ilgilenilecektir: Teorem 5.4.3’¢ onun uygulanmas ile diyagram (2)’ye benzeyen yeni
geometriler tekrar elde edilir. Ayrica, eger bir chamber gegisli otomorfizma grubu
bastaki geometri iizerinde etki ederse, o sonuncu iizerine de etki eder. Gergekten,
Teorem 5.4.3’lin uygulanmasi ile elde edilen tiim olas1 diyagramlari liretmek igin
asagida ispatlanan (bakiniz 5.6.1) Neumaier’in sonucunun bir genisletilmis versiyonuna
ihtiyag vardir. Bu genisleme, shadowlar iizerindeki ((Buekenhout, 1981) ve (Pasini,
1994), Boliim 5) genel sonuglardan elde edilebilir. Onu, Teorem 5.4.3 ile birlestirmek
amaciyla Teorem 5.6.1°de verilen bazi ek 6zelliklere ihtiya¢ vardir. Bundan dolayi, tim

teoremin temel bir ispati verilebilir.
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Son olarak, dikkat edilmeli ki (2) diyagrami ile geometrilerin rank-2 kesmeleri
(veya daha genel olarak diyagram (4), asagida) graphlarin geometrileridir: Teorem 5.4.3
veya sonu¢ 5.4.6 onlara tekrar uygulanabilir. Muhtemelen, Lemma 5.3.3 ve Teorem

5.4.3 1’den (bakiniz Lemma 5.6.2) reziidiili baglantili olmayan geometriler elde edilir.

Tamm 5.6.1. R=(R, UR,,t,1) herhangi rank-2 geometrisi olsun. R, kdselerinin
kiimesi R, UR, ve kenarlar1 Xe R, ve yeR, i¢in (x,y) iliski ¢iftleri olup, onun iligki
graphi ile tamimlanwr. Sonuncu graph R geometrisinin bayrak geometrisi olarak
adlandirilan ve F(R) ile gosterilen yeni bir rank iki geometrisi olarak diisiiniilebilir:
Onun O-elemanlar1 kiimesi R,UR, ’dir, onun I-elemanlar1 R ’nin chamberlaridir ve

iligki igermedir.

Tersine, herhangi ‘F bipartite graphi bir R rank iki geometrisi tanimlar:

Koselerin 1ki kiimesi elemanlarin iki tipidir ve kenarlar chamberlardir. Agikea,

F=F(R) dir.
Bazi yararli 6zellikler asagida listelenmistir.

Lemma 5.6.2. Herhangi R rank iki geometrisi i¢in (tek chambera

indirgenmemis) 7F(R) bayrak geometrisi bir bipartite graphtur.
Lemma 5.6.3. F(R) kesisim 6zelligini saglar.

Lemma 5.6.4. F(R)’nin baglantili olmasi i¢in gerek ve yeter sart R ’nin

baglantili olmasidir.

Lemma 5.6.5. R’nin Aut(R) otomorfizma grubu A -otomorfizmalarmmn bir
grubu olarak F(R) iizerine etki eder. Ilaveten, eger Q, R igin bir chamber-gegisli

A -otomorfizma grubunu ve R bir dualityi saglarsa (tipleri permiite eden otomorfizma)

bu durumda €:2, F(R) lizerine bir chamber-gegisli A -otomorfizma grubu olarak etki
eder. Ozellikle, eger chamber-gecisli Q A -otomorfizma grubu bir T graphina etki eder
ise bu durumda Q:2 grubu da F(T) iizerine benzer sekilde etki eder. Burada I, T ’nin

komsuluk geometrileridir.
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Lemma 5.6.6. Eger R

dy, g dy

[ °
S t

diyagramina sahip ise, J (R)

2m 29 o

1
diyagramina sahiptir burada m=max{d,,,d,,} ve & €{2m,2m-1}dir. Bundan dolay1,
dy #d, olmasi §=2m-1 olmasm ve d,=d,=0 olmasi §=2m olmasini

gerektirir.

Tablo 5.2°de genelde uygulamalarda kullanilan ve onlarin bayrak geometrileri ile
birlikte baz1 rank-2 geometrileri listelendi. Lemma 5.6.6’nin yardima ile ispatlar agiktir.
IIk ornek iyi bilinen bir geometridir. Diyagramin altinda parametre olarak goriinen

sayilar, 0 tipteki elemanlarin toplam sayilaridir.
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R F(R)
Nn>2 igin genellestirilmis N -gon Genellestirilmis 2n -gon
n
ozellikle n -gon 1
n 2n -gon
O O ) n
: 1 O O
1 1
q=3 i¢in K,,; complete graphin (9,,=6,d,,=8,d,, =7)
geometrisi
(90, =g, =3,dyy =4)
C 8 6 7
O O O
1 q-1 1 {La-1}

q=3 i¢in, K,,, complete grafigin komsu
geometrisi (bakiniz tablo 1)
(9, =2,y =d;; =3)

T
O O
g-1 g-1
g+1 g+1

Bir (q+1)x(g+1) gridinin dual
geometrisi, dogrusal olmayan nokta
ciftlerinin bir maksimal kiimesi atilmigtir.

(901 =4, d01 = le =6)

O 6 4 6 O

1 g-1
2(q+1) a(g+1)

Desergues yapilandirmasmin kenarlar1 ve
noktalar1 (bakiniz tablo 1). Sy grubu
chamber-gegisli olarak etki eder.

(901 =3, d01 = le = 5)
\Y
O O
2 2
10 10

2-S, grubu chamber-gegisli olarak etki
eder.

(901 =3, d01 = le =10)

10 6 10

O O
1 2
20 30

J; ile iliskili (Buekenhout, 1985) i¢indeki
diyagram (35) (bakiniz tablo 1)

5 3 5
O O
11 11
266 266

2-J, grubu chamber-gecisli olarak etki
eder.

10 6 10

O O
1 11
532 3192

Tablo 5.2. R ’nin geometrilerinin ve onun f(R) bayrak geometrilerinin bazi 6rnekleri. Tiim f(R)

’ler baglantili ve kesisim d6zelligini saglar
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Teorem 5.6.7. (Neumaier’in Genislemesi ((Neumair, 1982), Teorem 4)) T
asagidaki diyagrama sahip, ranki n >3 (sonsuz da olabilir) olan bir geometri olsun.
)
2
2
N,

i \ /

A-{01}

burada R ve K; rank iki geometrilerin keyfi smiflaridir ve A—{0,1} iizerinde diyagram

keyfidir. Bu durumda,

)
K, e 2
R
AL 1.
0 1 A-{0,1)
K,
e/

diyagranu ile {0,1} ¢ifti i¢in Lemma 5.4.2’nin (By) Ve (B2) sartin1 saglayan bir T"'(0,1)

geometrisi vardir, burada F(R) R ’nin liyelerinin bayrak geometrilerinin smifidir.

Ayrica, asagidaki ozellikler saglanir:

1. T(0,1) ’in baglantili (rezidiilii veya kuvvetli baglantili) olmasi i¢in gerek ve
yeter sart I "nin baglantili olmasidir.

2. T'(0,1) baz1 {k,1} = A—{0,1} cifti i¢in (B1) ve (B2) sartlarini saglamast igin
gerek ve yeter sart I 'nin da baz1 {k,1} c A—{0,1} cifti i¢in (B1) ve (B2)
sartlarin1 saglamasidir.

3. Eger ¥ chamberlar iizerinde gecismeli olarak etki eden I geometrisinin

A -otomorfizmalarnm bir grubu ise ve A—{0,1} noktasal olarak sabitleyen,
0 ve 1 tiplerini permiite eden I 'nin bir o otomorfizmas: var ise <2,0'>

I''(0,2)’in bir chamber-gecisli A-otomorfizma grubu olarak etki eder.
Tersine, eger 2 I''(0,1)’in bir chamber-gegisli A-otomorfizma grubu ise

bu durumda, Q=X:2 baz1 ¥ i¢in I' geometrisinin bir chamber-ge¢isli
A -otomorfizma grubu olarak etki eder.

Bu teoremin ispatin1 vermeden 6nce I''(0,1) ’in insas1 yapilacaktir.
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Insa 5.6.8. T', Teorem 5.6.7’nin hipotezlerini saglayan bir geometri olsun.

['=U5S, t,1) ifade edilsin. Bir T''(0,)=(U]2S,"t' 1) geometrisi asagidaki gibi

tanimlanir:
S, , 10,1
@ S,'=1S,UsS, L i=0
I" geometrisinin tipi {0,1} olan tim bayraklarimn kiimesi, i=1
(b) t(S,) =i

(c) i#]icin XeS;"ve yeS," verilsin.
- Eger1e{i, j} ise xI'y olmasi i¢in gerek ve yeter sart xly
- X, I'’nm bir {x,,x} bayragi olsun. Eger i=1(ve benzer olarak eger
j=1)ise ve xlI'y olmasi i¢in gerek ve yeter sart X,ly ve X1y nin her

ikisi saglanmalidir (bunun anlam1 j=0 iken y e {x,,x}).

Teorem 5.6.7 nin ispati: T'(0,1) kisaca "' olarak tanimlanmustur.

(1) T' Geometrisinin Bayraklari.

F, I'’nn bir bayragi ve tipi {0,1}’den ayrik olan F, F ’nin maksimal alt

bayragi olsun, burada p €S, ve qeS, igin plq ’dur. Asagidaki durumlarin biri olusur:

(@) Eger F =F ise F ayrica I'' iizerinde ayn tipten bir bayraktur.
(b) Eger F=Fu{x}, burada xe{p,q} ve ayrica F, I'"" geometrisinin

t(F)uw{0} tipli bir bayragidir.
() Eger F=Fu{pa} ise Fu{p{p.a}} ve Ifu{q,{p,q}} r
geometrisinin ayni tipli bayraklaridir; ayrica Fu{{p,q}} T geometrisinin
t(F)/{0} tipli bir bayragidur.
Acikga, I'' geometrisinin herhangi bayragi (a), (b) ve (c)’yi kabul ederek I 'nin
tek bir F bayragindan elde edilebilir. Bundan baska, I' nin herhangi chamber1 (c¢)’den

I'' geometrisinin iki chamberma neden olur. Bundan dolayi, I'' geometrisinin herhangi

bayrag1 bir chamber i¢inde igerilir ve I'' iddia edildigi gibi bir geometridir.
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Bundan baska, Insa 5.6.8’den I'' geometrisinin herhangi 1-elemani tam olarak iki
0-eleman ile iligkilidir: (By) sarti dogrudan elde edilir ve {0,1} ¢ifti igin Insa 5.6.8-(c)

sikk1 (B,)’yi ima eder. Insa 5.6.8”in goriiniimiinde 2 dzelliginin ispat1 agiktir.
(2) ' Geometrisinin Rezidiileri.

Eger p, I'' geometrisinin bir 0-eleman ise insa 5.6.8’den p ’nin rezidiisii agik¢a
I' icinde p’nin rezidiisiine izomorftur. Sonug¢ olarak, bir 0-eleman: iceren I

geometrisinin herhangi bayragmin rezidiisii I 'nin bir rezidiisiine izomorftur. Ayrica,
bir 0 veya 1-elemant igeren bir bayragin I' igindeki herhangi rezidiisii bu tiptendir.

Eger f = { p,q} "' geometrisinin bir 1-elemani ise insa 5.6.8’den f ’nin rezidiisii
[ iginde {p,q} bayragmm rezidiisiiniin ve {p,q} kiimesinin direk toplanudir. Sonug
olarak, bir l-elemani iceren ve O-elemani igermeyen I'' geometrisinin herhangi
bayragmin rezidiisii bir benzer direk toplamdir.

Son olarak eger D, A—{0,1} tipinin bir bayrag: ise insa 5.6.8’den T'* i¢inde D
bayraginin rezidiisi I' iginde D’nin R rezidiisiinin F(R) bayrak geometrisidir.
Ayrica, t(F)cA—{0,1} ile herhangi F bayraginin rezidiisii Insa 5.6.8’i saglayan T
icinde Res(F)’den elde edilen geometridir. Simdi I'' agik¢a agiklanan diyagrama

sahiptir.

(3) T'" Geometrisinin Yollari.

(X,-»X%), T’nn bir P yolu olsun. Bu yoldan T'* geometrisinin P' yolu

asagidaki olusur:
(@) i=1,...,k i¢in her bir X, P"' yolunun bir eleman1 olarak g6z oniine alinabilir.
(b) Eger baz1 j=1,..,k-1 icin t(x;)=0 veya 1 ve t(x;,,)=1 veya O ise T"

geometrisinin {Xj’xj+1} 1-elemam P’ i¢inde X; ve X, arasma sokulur.

Tersine, T'' geometrisinin her bir P'=(x'..,X.) yoluna B, ve P, yollan
asagidaki gibi iliskilendirilir(i =1,...,k):
(@) Eger t(x,) =1 ise X' P, ve P,’in bir elemamidur.
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(b”) Eger t(x )=1 ise yani eger Xi':{x. X.} [ iginde {0,1} tipinden bir

17,

bayrak ise asagidaki durumlardan biri meydana gelir:

(*) i=1ve x,'e{x.x | veya i=k ve x,'e{x,x, | den herhangi biri

(iR P

var ise X' P, ve P, icinde silinir.

(**) i=k iken t(x_;)#0 ve i=1 iken t(x,,") #0 m her ikisi var ise X'
P, icinde(veya P,) {xil,xiz}’nin tipi O(veya 1) olan eleman ile yer
degistirir.

Simdi, I'’nin baglantilig1 agik¢a I'' geometrisinin baglantihigina denk olur.
Aynisi, (2)’nin agik bir uygulamasi tarafindan rezidiilii baglantiligi i¢in saglanir.

Son olarak ispatlansin ki, I'' geometrisinin kuvvetli baglantili olmasi i¢in gerek
ve yeter sart I' geometrisinin kuvvetli baglantili olmasidir. Insa 5.6.8°den I ve Iy
kesmeleri farkli i, j e{O,l} icin cakigiktir. Ayrica, eger yukarida tanimlanan
iliskilendirilmis yollar ele almirsa I'y," ve Ty, ’in baglantihg: agikga denktir. j&{0,1}
icin {0, j} ve {1, j}-kesmelerini géz Oniine almak kalwr. Ty, veya I, icindeki
herhangi P yolu igin iligkili P'(P ’ye kargilik gelen) yolu I'y;" i¢inde igerilir; Iy’
kesmesinin baglantihgi bdyle I'y; ve I';; den elde edilir. Tersine, I'};" iginde herhangi
P' yolu I'y; ve T, i¢inde R, ve B yollarina neden olur; son kesmelerin baglantilig:
I',;" kesmesininkinden elde edilir. Ispatlamak kalir ki, T';;" kesmesinin baglantihg T

geometrisinin kuvvetli baglantiligindan elde edilir. x ve y I'' geometrisinin farkh

1-elemanlar1 olsun: x’i Y’ye birlestiren I';;" kesmesinin bir yolunu géstermeliyiz.
Heniiz biliyoruz ki, I'' geometrisinde t;’ler 0-elemanlar ve S, ’ler 1-elemanlar1 olmak
tizere bir X=5;,t,S,t,,...,1,,S, =Y yolu vardir. (2)’den T iginde Res(t;) herhangi
i=1..,n i¢in T icinde Res(t) ile izomorftur; bundan dolay:, I'" geometrisinin sadece
1ve j-elemanlarmi igeren S, ;’i S; ye birlestiren Res(t;) iginde bir yol vardir. Tiim bu

yollar1 bir araya getirmek, x’i y ’ye birlestirir. Simdi Teorem 5.6.7 igindeki 1’in ispat1

(2)’den rezidiiler i¢indeki kesmelerin baglantiligin1 gostererek acik¢a tamamlanabilir.
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(4) T'' Geometrisinin Otomorfizmalari.

(1)’i kullanarak, 3’iin ilk parcasi agiktir. Ikinci pargasi igin S," elemaninin
{S,,S,} kismimni sabitleyen Q’nin ¥ alt grubu ele alinsin (bakiniz Insa 5.6.8). Bu,

Teorem 5.6.7 nin ispatin1 tamamlar.

Teorem 5.6.9. (Teorem 5.6.7 nin tersi) I''

)
F Kz e 2
° —e 3
0 G A-{0,1)
K, T~ ; ’
—

diyagramun ve {0,1} ¢ifti i¢in (bakimz Lemma 5.4.2) (Bi1) ve (B2)’yi saglayan ranki
n>3(sonsuz da olabilir) olan bir geometri olsun ki burada ‘F graphlarin bir sinifi, K,
rank iki geometrilerinin keyfi smiflar1 ve A—{O,l} tizerinde diyagram keyfidir. Ayrica
"' geometrisinin {0,1} -kesmesi tek devirli olmayan bir graph (yani bir bipartite graph)
oldugu farz edilsin. Buradan, Teorem 5.6.7’nin hipotezlerini saglayan bir I' geometrisi
vardir dyle ki Inga 5.6.8’e gore I''=1"(0,1) "dir.

Bu teoremi ispatlamadan 6nce I' geometrisinin yapisi tanimlanacaktir.

nga 5.6.10. T'(0,1) =(U':S,,t',1") Teorem 5.6.9’un hipotezlerini saglayan bir
geometri oldugu farz edilsin. {0,1}-kesmesi S,"' kose kiimesinin {X,, X,} bolmesi ile

bir bipartite graphtir. Bir I'= (U] S;,t,1) geometrisi asagidaki gibi tanimlanur:

S ', ig!0,1
(a,)si:{. {01

X, 1€ {O,l}

) 1(S,) =i

(c’) i#jigin XeS§; ve yeS, verilsin.
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- Eger {i,j}#{0,1} ise xly olmas: i¢in gerek ve yeter sart xI'y
olmasidir.
- Eger {i,j}={0,1} ise xly olmasi i¢in gerek ve yeter sart I'' iginde

X~y olmasidir.

Teorem 5.6.9’un Ispati: Asikar olarak, I’ gercekten bir geometridir. Insadan, I

iginde cotipi {0,1} olan herhangi F bayragmmn (rank iki) rezidiisii I iginde F 'nin G
rezidiisiiniin  F(G) bayrak geometrisidir. Simdi ', Teorem 5.6.7°de gerek duyulan
diyagrama sahip oldugunu gostermek kolaydr: ieA—{0,1} icin {0,i}, {1i} ve
A—{0,1} tiplerinin rezidiilerine (Az) ve (Ag) sartlari, Lemma 5.4.2 ve (B:) uygulansin.

Sonug olarak, Insa 5.6.8 ve 5.6.10 karsilastirilirsa I'', Insa 5.6.8 ile T *dan elde edilir.

Sonug¢ 5.6.11. T

|

A-{0.1)

©Coe
9
A
AR

n—1

—

diyagramina sahip ve kesisim 6zelligini saglayan (veya Boliim 5.4’teki onun (1,,) zayif
versiyonu) n >3 sonlu ranki ile bir rezidiilii baglantili bir geometri olsun, burada F
tek devirsiz graphlarmn bir simifi, K; rank iki geometrilerinin keyfi simiflari ve A—{0,1}

tizerinde diyagram keyfidir. Bu durumda, Teorem 5.6.7’ nin hipotezlerini saglayan bir "

geometrisi vardir 8yle ki I'', Insa 5.6.8 ve I' *dan I''(0,1) olarak elde edilebilir.

Ispat: (By) ve (B,) sartlar1 5.4.1, 5.4.4, 5.4.5 lemmalarindan elde edilir. Bundan

dolayr, T'" geometrisinin T {0,1} -kesmesi bir graphtir ve bu sonucu ispatlamak igin

Teorem 5.6.9 uygulanir. T tek devire sahip degildir (yani bipartite).

R, ve R, T" iginde F, ve F, bayraklarmm {0,1} tipli iki rezidiisii oldugu farz
edilsin oyle ki onlar bazi ortak e l-eleman igerir. R, ve R, hipotezden bipartite

oldugundan R, UR, (B;)’den bipartite olmalidir.
I'' geometrisinin rezidiilii baglantili 6zelligi kullanilarak ispat tamamlanir.
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6. UYYGULAMA

(Pasini, 1996), M,, Mathieu grubu i¢in bir dual affine uzaym bir genislemesi
olarak bir rank-5 geometrisi insa etti. Bu geometri I' ile gosterilsin. Diyagrami agsagida

verilmistir.

c Af*
[ L 2 L 2 L 2 L ]
1 2 1 4 3
23 253 1771 8855 506

M,, L(4):2 2°:(8xS;) 2':((Ax3):2) A

Sekil 6.1. M, grubunun M,,, L,(4):2, 2*:(3xS,), 2*:((A,x3):2), A alt gruplarindan

olugan rank-5 diyagrami

Tipi 1 olan elemanlar grubun tek nokta stabilizer, tipi 2 olan elemanlar iki nokta
stabilizer1, tipi 3 olan elemanlar {i¢ nokta stabilizeri, tipi 4 olan elemanlar dort nokta

stabilizer1 ve tipi 5 olan elemanlar oktat stabilizeridir. Iliski icermedir.

(Pasini, 1996), I" geometrinin firm, rezidiilii baglantili ve bayrak ge¢isli oldugunu
gostermistir.

Yukaridaki Pasini geometrisinin baska bir geometrik yapis1 asagida verilmistir.
Bu geometrik yapi kenarlarin (tip-2) ¢ikarilarak yerine koselerin kopyasinin konulmasi

ile olusturulmustur. Elde edilen bu yeni geometri  1(0,1)ile gosterilsin.

1,23, M,,
c AF*
L L ]
1 4 3
1771 8855 506

1,23, M,, 2':(3xS) 2:((Ax3):2) A

Sekil 6.2. M, grubunun M,,, M,,, 2*:(3xS,), 2*:((A,x3):2), A alt gruplarindan olusan

yeni geometrinin rank-5 diyagrami
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Teorem 5.4.3’ten bu diyagram elde edilir ve bu teoremin (i), (ii) ve (iii) sartlar

saglanir.
Bu geometrilerin her ikisi de firm, baglantili, rezidiili baglantili, kuvvetli

baglantilidir. M,, Mathieu grubu bu iki geometriye de bayrak gecisli olarak etki eder.
A—{O,l} tizerinde diyagramlar ayni1 sekilde elde edilir. Ayrica, I' geometrisi (A1), (A2)

ve (As)’ii sagladigindan 1'(0,1) geometrisi de saglar.
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7. TARTISMA ve SONUC

Sonlu ve basit gruplarin geometrik incelenmesi, sonlu grup teorisinde calisilan
onemli konulardan biridir. Bu tezde, once genel lineer grup tanimi verilmis olup,
buradan genel lineer grubun alt gruplar1 olan 6zel lineer grup ve projektif 6zel lineer
gruplardan bahsedilmistir. Ozellikle, projektif 6zel lineer grup iizerine durulmustur. Bu
gruplarin bazi haller icin basit grup olmas: incelenmistir. iliski ve koset geometri
kavrami agiklanmis ve bu kavramlarin genel 6zelliklerinden bahsedilmistir. Bilinen bir
geometriden nasil yeni bir geometri insa edilebilecegi lizerine iki yontem agiklanmuistir.
Bu yontemlerin aytintili ingalar1 yapilmis olup, bu iki geometrinin ayni 6zellikleri (firm,

rezidiilii baglantiliki kuvvetli baglantilik, vb.) sagladigindan bahsedilmistir.

Bu tezden hareketle, iliski ve koset geometri hakkinda ayrintili ¢alismalar ve
bilinen sonlu gruplarin geometrilerinden yeni geometriler elde etme iizerine ¢alismalar

yapilabilir.
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