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Let G be a group. The set of automorphism of G establishes a group with the
composition map and this group detones as Aut(G). Some special sub-groups of
Aut(G) are the group of IA - automorphims, inner automorphisms, central
automorphisms, pointwise-inner automorphisms, tame automorphisms, normal
automorphisms, class-preserving automorphisms, center-fixing automorphisms the
group of automorphisms. In this thesis, the groups of special automorphisms have
been considered and properties have been given. Furthermore, we have compiled that
under which conditions of G, the groups of this special automorphism to be equal,

from the studies that are related to this topic.
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G bir grup olsun. G nin otomorfizmlerinden olusan kiime, bileske islemi ile bir grup
olusturur ve bu grup Aut(G)ile gosterilir. Aut(G) nin bazi 6zel alt gruplar IA-
otomorfizmler grubu, i¢ otomorfizmler grubu, merkez otomorfizmler grubu,
pointwise-i¢ otomorfizmler grubu, tame otomorfizmler grubu, normal otomorfizmler
grubu, class-preseving otomorfizmler grubu, center-fixing otomorfizmler grubu,
otomorfizm gruplaridir. Tez de bu 6zel otomorfizm gruplari ele alinmis ve 6zellikleri
verilmistir. Ayrica konu ile ilgili yapilan c¢aligmalardan bu 06zel otomorfizm
gruplarinin birbirine esit olmasi i¢in G nin hangi kosullar1 saglamasi gerektigini

derledik.
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BOLUM 1

GIRIS
G, herhangi bir grup olmak iizere , G nin otomorfizmlerinden olusan kiime, bileske
islemi ile bir grup olusturur. Bu grubu Aut(G) ile gosterecegiz. Aut(G) grubunun
06zel baz1 altgruplar1 bulunmaktadir. Bunlar, IA -otomorfizmler grubu, i¢
otomorfizmler grubu, merkez otomorfizmler grubu, pointwise-i¢ otomorfizmler
grubu, tame otomorfizmler grubu, normal otomorfizmler grubu, class-preseving

otomorfizmler grubu, center-fixing otomorfizmler grubu, otomorfizm gruplaridir.

Bu 6zel altgruplarinin karakterizasyonu, grup teorisinde dnemli bir ¢aligma alanidir.
Ayrica bu 6zel otomorfizm gruplarinin birbirine esit oldugu durumlar son
zamanlarda tlizerinde ¢ok c¢alisilan bir konudur. Bu tezin amaci yapilan bu
caligmalardan faydalanarak bu otomorfizm gruplarinin birbirne esit oldugu durumlar

arastirmaktir.

Bu tez dort kissmdan olusmaktadir.

Birinci kisimda, Grup teorisi ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci kisimda, Aut(G) dzel otomorfizm gruplarindan IA-otomorfizmler grubu, ig
otomorfizmler grubu, merkez otomorfizmler grubu, pointwise-i¢ otomorfizmler
grubu, tame otomorfizmler grubu, normal otomorfizmler grubu, class-preseving

otomorfizmler grubu, center-fixing otomorfizmler grubu tanitilmistir.
Ugiincii kisimda, bu &zel otomorfizm gruplarinin temel sonuglari verilmistir.

Daordiincii kisimda ise bu 6zel otomorfizm gruplarinin birbirine esit olmasi igin G nin

hangi kosullar1 saglamas1 gerektigini yapilan makalelerden aragtirdik.



BOLUM 2

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1 Temel Tanim Ve Teoremler

2.1.1 Temel Bilgiler

Tanim 2.1.1.1: n > 2 olmak lizere A4, A, ..., A, kiimeleri verilsin. O zaman
Al XAZ X ...XAn = {(al,az,...,an)lai € A,l < i < n}

kiimesine Ay, 4, ..., A, nin Kartezyen Carpim denir.

Tanmm 2.1.1.2: n > 2 olmak iizere 4, 4,, ..., A, kiimeleri verilsin. O zaman A; X
Ay X .. XA, kartezyen ¢arpiminin herhangi bir B alt

kiimesine A4, A,, ..., A, lizerinde bir Bagint1 denir.

Tamim 2.1.1.3: A kiimesi {izerinde bir  bagintis1 verilsin.

(i) Egerhera € A i¢inafla ise B ya yansiyan bir bagmti denir.

(i) Egerhera,b € A igin afb iken bBa ise f ya simetrik bir bagint1 denir.

(ili) Egerhera,b,c € A igin afb ve bBc iken afc ise B ya gecisken bir baginti
denir.

Eger bagntis1 yansiyan, simetrik ve gecisken ise f§ ya A lizerinde bir Denklik

Bagntis1 denir.

Tammm 2.1.1.4: B, A iizerinde bir denklik smifi ve a € A olsun. a = {b €A |b,8a}

kiimesine A nin 8 ya gore denklik sinifi denir.

Tamm 2.1.1.5: A ve B iki kiime ve f, A dan A ye bir bagint1 olsun. A kiimesinin her
elemanina karsilik f(a) = b olacak sekilde B kiimesinde bir ve yalniz bir b eleman1

varsa, f bagintisina A dan B ye bir fonksiyon denir.



e f:A — B fonksiyonu verilsin. Eger Va,, a, € A igin f(a;) = f(a,) ikena; = a,

ise f ye birebir fonksiyon denir.

e f:A — B fonksiyonu verilsin. Eger Vb € B igin f(a) = b olacak bigimde bir

a € Avarsa f ye orten fonksiyon denir.

e f hem orten hem de birebir ise f ye birebir eslesme denir.

Tamm 2.1.1.6: A bir kiime olsun. Eger A # @ ise ya da n bir pozitif tam say1 olmak

tizere {1,2, ..., n} arasinda birebir bir esleme varsa A ya sonlu bir kiime denir. Sonlu

olmayan bir kiimeye de sonsuz kiime denir. Eger A sonlu ise ve A ile {1,2,...,n}

arasinda birebir bir eslesme varsa n sayisina A nin Kardinalitesi denir ve |A] ile

gosterilir.

2.1.2 Gruplar

Tammm 2.1.2.1: A bos olmayan bir kiime olmak iizere A X A dan A ya bir *

fonksiyonuna A tizerinde ikili islem denir. *: A X A - A olmak lizere her a,b € A

icin * (a, b) yazilis1 yerine (a * b) yazilisini kullanacagiz.

e A bos olmayan bir kiime * , A tizerinde ikili islem olsun.

Hera € Aigina*e = e xa = aolan e € A varsa, * ikili isleminin e
etkisiz elemanidir.

A kiimesinin bir a elemani i¢in a*x = x*a = e olan bir x € A
varsa x elemanina A kiimesinde * ikili islemine gére a nin tersi denir.
Her a,b,c € A igin a * (b *c) = (a * b) * ¢ esitligi saglaniyorsa *
ikili iglemi birlesme 6zelligi saglar denir.

0, A kiimesi {izerinde ikili islem ve Va,b,c € Aigin ao (b*c) =
(aob)*(aoc) (benzer bigcimde (b*c)oa=(boa)*(coa)
oluyorsa o ikili iglemi * lizerine soldan (sagdan) dagilir denir.

Her a,b € A i¢in a*b = b * a esitligi saglaniyorsa, * ikili islemi

degisme O6zelligini saglar denir.

Tamm1.1.2.2: G bos olmayan bir kiime ve *, G ilizerinde taniml1 bir ikili iglem olsun.

G1) * ikili igleminin etkisiz eleman1 vardir.

G,) G nin her elemaninin * ikili iglemine gore G de tersi vardir.

G3) = ikili islemi birlesme 6zelligini saglar.



G,) = ikili islemi degisme 6zelligini saglar.
Ozelliklerinden sadece G3) kosulu saglaniyorsa G bir Yari-Grup denir.

Ozelliklerinden G,) , G,) , G3) kosullar1 saglaniyorsa G kiimesine * ikili islemi

altinda bir Grup denir.

Eger bir G grubu G,) 0zelligini sagliyorsa G ye * ikili islemi altinda Degismeli

Grup denir. Eger grubun islemi 6nemsiz ise, islemi ¢arpma olaral alabiliriz.

Tamim1.1.2.3: G bir grup ve p bir asal say1 olsun. Eger G grubunun her elemaninin

mertebesi p nin bir kuvveti olarak yazilabiliyorsa G ye bir p -grup adi verilir.

2.1.3 Elemanlarin Mertebesi ve Devirli Gruplar
Tamim 2.1.3.1: G bir grup ve x € G, x in mertebesi en kii¢lik pozitif tam say1 n olur.

x™=1 ve aksi halde x in sonsuz mertebesi vardir denir.
x elemaninin mertebesini |x| seklinde gosteririz.

Eger x‘=x/, i<j oldugu zaman x/~% =1, x sonlu mertebeye sahiptir. Ve
|x| < j —iolur. Ozellikle, eger x sonsuz mertebeye sahipse x in iisleri tiim esit

olmayan ikililerdir.

Eger x sonlu mertebeye sahipse, n, k € Z,

k=nq+7r0<r <nigin. O zaman;

xk = " = ()M x” = x” (2.1)
(x™ =1)

Onerme 2.1.3.1: (i) Eger x € G sonsuz mertebedense o zaman x! iisleri farklidir.
(i € Z icin)

(1)) Eger x € G sonlu mertebeli ise 0 zaman x in n tane farkli {issii

vardir, yani 1,x, x2,.., x™ 1,

Sonug¢ 2.1.3.1: G bir grup ve x € G olsun.



lx|=< x| >
Eger G sonlu bir grupsa o zaman |x|||G| olur.
Denklem (2.1) den gorebilecegimiz, x* =1 « |x|[k dir.

Tamim 2.1.3.2: G n.mertebeden sonlu devirli bir grup olsun. O zaman G, n nin her d

bolenleri i¢in d. mertebeden tam bir alt grubu vardir

Tanmm 2.1.3.3: G bir grup ve X de G nin bir alt kgmesi olsun. {H;:i € I} kiimesi G
nin X i i¢eren alt gruplarmin bir ailesi olsun. Bu durumda N;ey H; G nin X tarafindan

tiretilen alt grubu denir ve (X) ile gosterilir.

0 = [ )

i€l
X kiimesinin elemanlar1 (X) grubunun iiretecleridir.

2.1.4 Alt Gruplar
Tamm 2.1.4.1: Bir G grubunun bir H alt kiimesi eger;

(i) H+0Q
(i) Her x,y € Higinxy € H
(ili) Herx,y eHiginx 1 e H

ozelliklerine sahipse H, G grubunun bir alt grubudur. H < G seklinde

gosterilir.
Lemma 2.1.4.1: Bir G grubunun alt gruplarinin bir koleksiyonu {H; : i € I} ise;
O zaman N;¢; H; kiimesi de G nin bir alt grubudur.

Ispat: Her i icin e; € H; dir. Boylelikle N;c; H; # @ olur. Simdi x,y € ;e H;
olsun. O zaman her i igin x,y € H;, bu yiizden xy € H; ve x~! € H; den H; < G dir.
Buradan xy € N;e; H; ve x™1 € N;¢; H; sonucunu ¢ikaririz. Boylece kesisim bir alt

gruptur.

Genelde bir grubun alt gruplarinin ailesinin birlesimi bir alt grup degildir.



Tamm 2.1.4.2: G bir grup ve X, G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. G grubunun
X kiimesini kapsayan biitiin alt gruplarinin kesisimine X kiimesi ile iiretilen altgrup

denir ve (X) ile gosterilir. Yani;

=[] 4

XCA<G

Lemma 2.1.4.2: G bir grup ve X de G nin bir alt kiimesi olsun. O zaman;
<X >={X;'X;? ..X;"n= 0,x; € X, & F 1Viigin}

Boylece < X >, X in elemanlarinin tim g¢arpimlarindan ve terslerinden meydana

gelir.

Ornek 2.1.4.1: S;={Id,(123),(132),(23),(13),(12)}ve G = S;olsun. G
nin bir O zaman {(1 2)(2 3)} kiimesi G nin bir alt kiimesidir.

< (12),(23) > kiimesini hesaplayalim:

12)(12)=1d (12)(23)=(13)

(12)(23)(12)=(13)(12)=(132)

(23)(12)=(123)

S3 lin tiim elemanlarini bu sekilde elde ettik dyleyse < (1 2)(23) >= 53

Tammm 2.1.4.3: G degismeli bir grup olsun. G grubunun biitiin sonlu mertebeli
elemanlarindan olusan kiime bir gruptur. Bu gruba G grubunun torsion alt grubu

denir.

2.1.5 Kosetler ( Denklik Simiflar) ve Sayma
Tamm 2.1.5.1 : H bir G gurubunu bir alt grubu ve a, b € G olsun. Eger hera,b € G

icin ab™! € H ise a modiilo H ile b sagdan kongriianttir denir.

Benzer sekilde a™b € H ise a modiilo H ile b soldan kongriianttir denir.
Eger G degismeli ise sag ve sol kongriiantlik denktir.

(abteH=>(ab ™) teH= b Y lat=bat=a"1h)

Tamm 2.1.5.2: G bir grup ve H de G nin alt grubu olsun.

6



i.  Modilo H sag kongrianthlk G ftzerinde bir denklik bagintisidir.
(sol kongriiantlik i¢inde ayni sey sdylenebilir.)
ii.  Modiilo H sag kongriiantlik bagintisina gore denklik siniflari ;
Ha = {ha:h € H}
seklindedir. Benzer tanimlar sol kongriiantlik i¢inde sOylenebilir.
iii. |Ha|=|H|=|aH| (hera€G)
Burada Ha ya H nin sag koseti, aH ye H nin sol koseti denir.

Genel olarak sag koset sol kosete esit degildir.
Ispat: a = b (mod H) yerine kisaca a = b yazacagiz.

I. ab,c €Golsun.
aa! = e € H oldugundan a = a dir.

(kongriiant bagintis1 yansimali bir bagintidir.)

= " bagintist simetrik bir bagintidir.

(a=b=>b=aqa)

a=b=>ab'eH=>(ab ) 'eH=>ba'eH>b=a

= " bagintis1 bir gegisken bagintidir.

a=b,ab-*eHveb=c,bc™! € H olsun.

(ab™ V) (bcHYEH=acteEH=>a=c

Boylece sag modiilo H kongriiantlik bagintis1 bir denklik bagintisidir.

ii. a € G elemaninin sag kongriiantlik denklik sinifi;
{(xeG:x=a}={x€G:xa ' €H}
={x€G:xal =heH}
={x € G:x = ha € H}
={ha : h € G}
= Ha
iii. Ha-H
ha - h

olarak tanimlanan doniisiim bijeksiyondur.



Bu durumda |Ha| = |H| dir.
Benzer sekilde |H| = |aH|dir.
= |Ha| = |H| = |aH]|

Sonug¢ 2.1.5.1: H bir G grubunun alt grubu olsun.

i. G, H nin sag (sol ) kosetlerinin bileskesidir.
ii.  H nin G deki iki sag ( sol ) koseti ya ayriktir ya da esittir.
iii. Hera,b € G igin
Ha=Hb&ab e HveaH =bH ©a'b€eH
olmasidir.
IV. R kiimesi H nin G deki farkli sag kosetlerinin kiimesi,
L kiimesi H nin G deki farkli sol kosetlerinin kiimesi,
IR| = |L|
dir. (sag kosetlerle sol kosetler ayn1 sayidadir.)

Tammm 2.1.5.3: H bir G grubunun alt grubu olsun. H nin G deki indeksi [G: H], . H

nin G deki sol (sag) kosetlerinin sayisina esittir.
[G: H] degeri sag ve sol kosetten bagimsizdir.
e [G:H], G ve H sonsuz olsa bile sonlu olabilir.

Ornek 2.1.5.1: [Z:(m)] = m eger H = (e) ise her a € G i¢in Ha = {a} dir.
[G:H] = |G| dir.

G nin bir H alt grubunun sag koset temsilinin bir tam kiimesi H nin G deki sag

kosetlerinin her birinden sadece bir tek eleman igeren {a;} kiimesidir.
{a;} kiimesinin kardinalitesi [G: H] ne esittir.

Ayrica {a;} kiimesi H nin bir tane elemanm igerir. Ciinkii H = He kendi

kiimesinin sag kosetidir.
Teorem 2.1.5.1: K,H,G K < H < G olacak sekilde gruplar olsun. Bu durumda ;

[G:K] = [G:H][H: K]



dir. Bunlardan dolay1 herhangi ikisi sonlu ise iigiinciisiide sonludur.

Teorem 2.1.5.2: (LAGRANGE TEOREMI) : H , G grubunun alt grubu olsun. Bu

durumda
|G|=|G: H|.|H|

dir. Ozel olarak eger G sonlu bir grupsa herhangi bir a € G elemanmin |a| derecesi
|G| yi boler.

Ispat: [G:H] = H nin G deki sag(sol) kosetlerinin sayis;, H nin G deki indeksi r
olsun. O halde H nin sag kosetleri ;
H,Hg,, .., Hqy
dir. Sag kosetler G nin bir pargalaisini olusturdugundan
G=HUH, U..UH

ar-1
(Gl = IH| + |Hay| + -+ |Ha, |
|G| =r.H
|Gl = |G:H|. |H]|
Teoremin ikinci kismini ispatlayalim.
H = (a) alt grubunu diisiinelim.
Lagrange Teoreminden |H|||G| dir.
((@) ={e,a,a*a’} |a| = 4 a!"l = a* = e |H|||G| = |al|IG])
G bir grup H, K G nin iki alt grubu olsun.
HK = {ab:a € H,b € K}
Bir alt grubun sag ve sol kosetleri 6zel durum olustururlar.

Eger H ve K bir G grubunun alt gruplan iseler bu durumda HK ¢arpimi alt grup

olmak zorunda degildir.

e HK altgrup & HK = KH dir.



Teorem 2.1.5.3: H ve K bir G grubunun sonlu iki alt grubu olsun. Bu durumda ;

|H|IK]
|H N K|

|HK| =

dir.
Lemma 2.1.5.1: G ,bir grup ve H ve K, G nin altgruplar1 olsun. O zaman;
|G:HNK|<|G:H|.|G:K]|
Ayrica eger
| G:H| ve|G: K|
|G:HNK|=|G:H|.|G:K]|

Ispat: H N K nm kosetlerinin kiimesinden H ve K nin kosetlerinin kiimelerinin

kartezyen ¢arpimina tanimli bir déniisiim tanimlayalim:
?@: (HNK)x = (Hx, Kx)
Simdi;
(HnK)x=(HNnK)ye=xy e (HNnK)

o xyleHvexy tek

< Hx = Hy ve Kx=Ky
Boylece @ iyi taniml1 ve birebirdir. Bu yiizden;

|G:HNK| <|G:H|.|G:K| (2.2)
Simdi farz edelim ki |G: H| ve|G: K| (ve bundan dolay1 sonludur).
Esitlik (2.2) bize sunu soyler; |G: H N K|sonludur ve buradan ;
|G:HNK|=|G:H|.|G:K|

dir.

2.1.6 Normal Alt Gruplar ve Béliim Grubu
Tammm 2.1.6.1: G birgrupve N < G olsun. V¥ g € G i¢in gNg ™! C Nise;
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N’ye G nin normal alt grubu denir ve N = G ile gosterilir.
Eger N = G ise, G de N nin kosetlerinin kiimesi i¢in G / N yazariz.
Ornek 2.1.6.1 : G ve {e} gruplar1 G’nin asikar normal alt gruplaridir.

Teorem 2.1.6.1: G bir grup ve N, G nin bir normal alt grubu olsun. G / Nkiimesi

tizerinde taniml1 ikili operasyon,;
Nx .Ny = Nxy olarak tanimlansin. (x,y€EG)
Verilen bu ¢arpim ile G/ N bir gruptur.
Ispat: Kabul edelim ki x,x’,y,y" € G i¢in Nx = Nx’ ve Ny = Ny’ olsun.
O zaman ,
x =ax' vey = by’ (a,b EN)
O zaman;
xy = (ax') (by") =ax' b(x) L x',y' =ab® " x',y’.
NVG den b®™" € N dir. Bu yiizden (xy)(x'y") = ab®@™" € N ve
Nxy = Nx'y' dir. Eger X,y,z € G ise 0 zaman;

(Nx.Ny ). Nz=Nxy. Nz =N(xy)z = Nx(yz)= Nx. Nyz = Nx .(Ny. Nz).
Boylelikle carpim birlesmelidir. Tiim Nx kosetleri igin;

Nx. N1 = Nx1= Nx= Nlx= N1. Nx dir. Boylece N1, G/ N de bir birim

elemandir.

Nx.Nx 1= Nxx 1= N1 = Nx 'x = Nx 1. Nx, bdylece Nx! G/ N de N x in
tersidir.

Boylece G/ N bir gruptur.

Tanmm 2.1.6.2: G bir grup ve N, G nin bir normal alt grubu olsun.O halde G/ N, G

nin bolim grubudur denir.

Lemma 2.1.6.1: G bir grup ve H ve K da G nin alt gruplari olsun. O zaman;

11



(i) HK, G nin bir alt grubudur ancak ve ancak HK = KH

(i)  Eger K, G nin bir normal alt grubu ise o zaman HK, G nin bir alt
grubudur.( Ve sonug olarak HK = KH);

(i)  H ve K, G nin normal alt gruplart ise, o zaman H N K ve HK, G nin
normal alt gruplaridir.

(iv) |HK|.[HnK | =|H||K|. H ve K sonlu iseler bu son formiilii yeniden

diizenlersek;

|HIIK|

HK| = ———
IHK]| |[HNK |

Formulu vardir.

2.7. Homomorfizmalar ve izomorfizma Teoremleri

Tanmm 2.1.7.1: (G,"), (H,*) iki grup ve f: G — H fonksiyon olsun. Va, b € G i¢in
f(a-b) = f(a)*f(b)

kosulunu saglayan f fonksiyonuna grup homomorfizmasi denir.

Eger bir grup homomorfizmasi birebir ve orten ise grup izomorfizmasi denir.

f:G = H, grup izomorfizmasi ise o0 zaman G ve H gruplari izomorftur denir ve

G = H ile gosterilir.

Eger f, bire-bir grup homomorfizmasi ise grup monomorfizmasi denir.

Eger f, orten grup homomorfizmasi ise grup epimorfizmasi denir.

f:G — G grup homomorfimasi ise f ye grup endomorfizmasi denir.

f:G > G grup homomorfimasi ve de f bir izomorfizma ise f ye grup

otomorfizmasi denir.
Ornek 2.1.7.1 : A bir degismeli grup olsun.,bu durumda;
a — a~?! olarak tanimlanan doniisiim A nin bir otomorfizmdir,

a — a? olarak tanimlanan doniisiim A nin bir endomorfizmidir.
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Tammm 2.1.7.2 : f:G — H bir grup homomorfizmi olsun. f nin g¢ekirdegi kerf ile

gosterilir.

kerf ={x € G: f(x) = ey}
olarak tanimlanir.
Teorem 2.1.7.1: f: G = H bir grup homomorfizmi olsun.

i. f nin monomorfizm olabilmasi igin gerek ve yeter kosul kerf = {e}
olmasidir.
ii. f izomorfizm olabilmesi i¢cin gerek ve yeter kosul ff ™1 =ey, f71f = eg

olacak sekilde f~!: H - G homomorfizminin var olmasidur.

Teorem 2.1.7.2: G bir grup olsun. G nin otomorfizmlerinin olusturdugu kiime bir

gruptur ve Aut(G) ile gosterilir.

Teorem 2.1.7.3: ( 1. izomorfizma Teoremi ) : Eger f:G — H bir grup

homomorfizmiise f , G/ ker f = Im f olacak sekilde biz izomorfizm dogurur.

Ispat:.
¢ 5 oH g -~ f@
oN 7@ oN 7@
G/ kerf kg

a(g9) = kg ve o(kg) = f(g) olsun.
I. ¢ iyi tamimh
ii. ¢ orten
lii. @ homomorfizm
iv. Kker(p) = kerf
I.  x € G/ker f elemaninin G/ ker f igerisinde degisik sekillerde yazabiliriz.
Omegin; x =kg x=kg'

Oldugunu gostermeliyiz.
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p(x) = p(kg) = f(9)
p(x) = @(kg’) = f(9")

x=kg=kg'

kg=k'g' k, k' ky € K

g=k7k'g' = kg’

(@) =flkig") = fki)f(g") =f(9")

= ¢@(kg) = ¢(kg")

@ iyi tanimlanmstir.

ii. ¢ ortendir. Her f(g) € H igin x € G/ ker f dyle ki ¢(x) = f(g) olmalidir.
Her g, € H i¢in g, = f(9) = ¢(kg)
@ Ortendir.

iii. ¢ homomorfizm.

0(kgikgz) = 9(9192) = f(9192) = f(g1)f(g2) = (kg (kg,)
iv. ke =kf

p(kg) =¢ kg = kerf = kf
flg)=¢e g € kerf
ko = kf

=>¢: G/kerf - H (1-1, 6rten, homomorfizm)
= G/ ker f = Imf .

Teorem 2.1.7.4: (IL. izomorfizma Teoremi ) : G bir grup, K, G nin alt grubuN < G
olsun. K NN < K, KN , G nin bir alt grubu ve

K/KNN =KN/N
dir.

Ispat: KNN < K : Her k € Kven € KN N igin
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knk™! €K dir.
knk=! e N dir.
knk™ € KN N dur.
KN alt gruptur : x,y € KN i¢in x = kyn; ve y = k,n, olsun.
xy 1 = (kiny)(kyny) ™t
= kynn, Yk, !
=k, Nk, !
= kyk, 'k, Nk,
=k3;EN
= xy~! = kyn, € KN = KN altgruptur.
f:K > KN/N
dontisiimii her k € K i¢in f(k) = NK seklindedir.
f orten homomorfizmadir :
f orten: Her N, kn € KN/N
Nkn = kNN = kN = Nk = f (k)
f homomorfizma: f(ab) = Nab = NaNb(f (a)f (b)
K/kerf = KN/N (1. izomorfizma teoreminden)
K N N = kerf gosterirsek ispat tamamlanir.
k € kerf = f(k) = N dir.( Ciinkii KN /N birim eleman1 N dir.)
Nk =N
>keN=>keKNN

> kerf={k:k€eKvekeN}=KnNN
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= K/KNN=KN/N

Teorem 2.1.7.5: ( III. izomorfizma Teoremi ) : H ve K bir G grubunun K < H

olacak sekilde normal alt gruplar1 ise
H/K < G/K ve G/K/H/K ~ G/H du.

Ispat: I; : G — G birim déniisiim I;(K) < H dir. Bu déniisiim;
l: G/K—-G/H
aK — aH
olacak sekilde bir epimorfizma dogurur.
H=I(aK)© a€eH
kerl = {aK : a € H} = H/K oldugundan
f : G = H homomorfizma cekf < G dan;
H/K < G/K

Buradan ;
_ ~ (G/K) ~ G/K
G/H =Iml = P /H/K

dir.

2.2 Komiitator Altgruplar1 Ve Ozellikleri
Tammm 2.2.1: ( Komiitator Alt grup ) : G bir grup ve H,K < G olsun. H ve K

komiitator grubu adi verilen [H, K] alt grubu syle tanimlanir.
[H K] =< [h,k]l:hE€H,keEK >

Buradaki [h, k] = h™*k~1hk olarak tanimlidir. Bu tiir elemanlara komiitatér denir.
[H,K] alt grubunun elemanlar1 h € H ve k € K igin [h, k] yada [h, k]~ bi¢iminde

yazilan sonlu sayida elemanin ¢arpimudir.
[k, h] = [, k]™*
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k™*h~kh = (h*k~*hk)™* = k'R (k™)™ (k) = k™ *h™tkh
[H, K] = [K, H]

olur.

Eger H altgrubu K y1 normalize ediyorsa, ( Normalize :Grup etkisinden H* =
x~1Hx tantmin hatirlayalim. Bu esitligi saglayan bir x elemaninin H yi normalize

ettigini soyleriz.) her h € H ve k € K igin,
[h, k] = h" k7 hk = (h "k *h)k e KK € K

Dolayisiyla; [H, K] < K olur. Eger H ve K birbirlerini normalize ediyorsa, [H,K] <
HnKolur. HNK = 1ise her h € H ve k € K i¢in hk=kh dir.

[h, k]9 = [h9, k9] esitliginden, eger bir g eleman1 H ve K alt gruplarini normalize

ediyorsa, 0 zaman g nin [H, K] alt grubunuda normalize ettigi ¢ikar.
Dolayisiyla H,K < G ise [H,K] < G ¢ikar.
Basit bir hesaplama ile

1) [xy. z] = [x,z]7 [y, z] ve (2) [x,yz] = [x, z][x, y]*

Gorelim;
[xy, z] = [x,2z]” [y, 2]

Gzt )z =y (T2 x2)y (v Tz yz)

1 1

y lx lz7xyz = y~lx"1z7lxyz esitlik saglanir.

(2) de benzer sekilde gosterilir.
Bunlarin dogrudan bir sonucu olarak

(D) [x,z])Y =[xy, z][y,z]"* ve (2)[x,v]? = [x,z] [x, yz] esitliklerinden sirasiyla
H ve K altgruplarinin [H, K] altgrubunu normalize ettigi anlasilir, yani < H,K ><
N¢([H,K]) olur. Bunun 6zel bir durumu olarak her H < G i¢in [G,H] < G elde
ederiz.

Eger ¢: G = G, bir grup homomorfisiyse, elbette

@([H,K]) = [p(H), p(K)]
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olur. Eger A < G ise bundan,

[HA/A,KA/A] = [H,K]A/A
cikar.
Teorem 2.2.1 : G bir grup ve H, K < G olsun.

i. [H,K]=|[K,H]olur.

ii. EgerH,K<Gise[H, K] <G olur.

iii.  Eger H altgrubu K y1 normalize ediyorsa, [H, K] < K olur. Dolayisiyla eger
H ve K birbirlerini nornalize ediyorsa (6rnegin G de normallerse) [H, K] <
H N K olur; ve birde ayrica HNK = 1ise herh € Hve k € K i¢in hk = kh
olur.

iv.  H ve K altgruplari [H, K] alt grubunu normalize eder.

v. [G,H] < G olur.

vi. Eger ¢:G—> G; bir grup homomorfisiyse, her H,K <G ig¢in,

¢([H,K]) = [p(H), p(K)] olur.
vii.  Eger A < G ise bundan, [HA/A,KA/A] = [H,K]A/A olur.

2.3 Merkezleyen Ve Normalleyen
Tamim 2.3.1: (Merkezleyen) Her G grubu igin;

M(G) ={x EG:her y € Gicinxy = yx}

Kiimesi G nin bir altgrubudur. M(&) ile tammlanan G nin altgrubuna G nin merkezi

denir.

Her G icin M{G) bir abel grubudur. G grubunun abel gurubu olmasi, M(G) =G

olmasi i¢in gerek ve yeter kosuldur.

Teorem 2.3.1 : G bir grup, xeG ve H = (7 ise asagidaki kiimelerden her biri G nin

altgrubudur.

M:(x) = {yeG : xy = yx} , x I Hx={x"*hx: heH}

Ispat : ex=xe =x oldugundan, e € Mg(x) tir. Her y,z € Mz(x) igin xy = yx ,
XZ = zX oldugundan,
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X(yz) — (xy)z — (yx)z — y(xz) — y(2x) — (yz)x

ve buradan vz € Mg(x). Ayrica her ¥ € Mg(x) i¢in Xy=yX oldugundan,
xy~t=elxy™) = (T 0y = y T Oy ™

=y oy =000y ) =0T e =y

Ve buradan y~1 € M.(x). Boylece Mz(x) = G dir.x"*Hx = G oldugunu kanitlamak

icin agagidakiler yeterlidir.

e € Holdugundan x lex = e ex 1Hx,

¥ laxy,x by € ¥71Hy = (v lax){x " 1hx) = x labx € ¥ 1Hx
x lay € x I Hy= (x " lax) 1=x"1a1x € x 1Hx.

Tamm 2.3.2 : Teorem 3.1.2 de tanimlanan M;(x) alt grubuna x elemanmnin G

icindeki merkezleyicisi, x"*Hx e de H nin (G iginde) x ¢ gore eslenigi denir.
Tamim 2.3.3 : G bir grup, H = G olsun. Bu takdirde;
NeH)={xeG:x 'Hx=H}

kiimesine H nin G i¢indeki normalleyicisi denir.

2.4 Azalan Ve Artan Merkezi Seriler

2.4.1 Azalan Merkezi Seri
Tanim 2.4.1.1 ;

6t = 6" =[G, 6]
esitligine G nin tiirevi denir. Bu altgrup daha ¢ok G ile gosterilir.

Teorem 2.4.1.1: G altgrubu G/H nin bir abel grubu oldugu G nin en kiigiik
altgrubudur; bir baska deyisle G /G bir abel grubudur ve eger H =2 G i¢in G/H bir
abel grubuysda G = H olur. Ayrica G < H <G ise H =G olur ve G/H grubu
abeldir.
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Ispat : Her x,v € G i¢inG /G grubunda calisarak,

1 1 1 1

iy ay=x Ty Ty =[xy] =1
Yani;
Xy =yx

Buluruz. Demek ki G /G bir abel grubudur.

Simdi H <9 G olsun ve G/H grubunun abel oldugunu varsayalim. O zaman G/H

grubunda hesap yaparak, her x, v € G igin,

1--1

TlyTlyy =y Ay =1

x -y

Yani;

Buluruz. ¢ grubunun elemanlart bu tiir elemanlarin ve terslerinin carpimi

oldugudan, bu buldugumuzdan ¢ < H ¢ikar.

Son olarak G altgrubunu igeren bir H = G alalim. O zaman her hEH ve g EG
i¢in,

hf = g7 *hg = hh g *hg = h[h,g] e HG € H

olur. Demek ki H <2 G olur.

Eger H = G ise H altgrubundan séz edebiliriz. H = [H, H]. Ornegin tanima gore,
Gli+l) — [GE:'}’(;E:'}] - [:E ':z'}). < ')

Olur. Demek ki 67 /6“** bir abel grubudur.

Tammdan hemen 6% = [6,69] < 6 igindeligi ¢ikar. 6™ = G oldugundan;
teorem 2.4.2 nin (ii) den , her i igin 6*** = [6,6'] < G* oldugu gbriiliir. Ayni olgu

timevarimlada kanitlanabilir: 6" = [G,6'] < [6,67] =G'. Demek ki hem
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(6%). hem de () altgrup dizisi azalandur. (6™), dizisine azalan merkezi seri

ad1 verilir.

2.4.2 Artan Merkezi Seri
Tamm 2.4.2.1: G bir grup olsun. her i <0 i¢in Z,(G) = 1 tanimim yapip i =0

icin G nin 1’inci merkezini tiimevarimla soyle tanimlayalim;
Z..,G)={zeG:[z.G] = Z.(G)}

Elbette;

Z,(6)=z(6)

Yani Z,(G) grubun merkezi olur. Eger G konunun gelisinden belliyse Z;(G) yerine

bazen Z; yazacagiz.

Timevarimla Z,(G) = G goriilir. Her ¢ : G = H homomorfisi i¢in kolayca

goriilecegi gibi
e(Z:(6)) < z,(e(6))

Olur. Ama esitligin dogru olmadig1 durumlar olabilir, 6rnegin Z,(G) = Z(G) ise ve
@ :G— G/Z(G) dogal izdiisim ise , @(Z,(6)) =1 < Z,(6)/Z(G) = Z(¢ (G))

olur. Ote yandan eger ¢ birebirse kolayca goriilecegi gibi
¢(z.(6)) = z,(¢(6)) olur.

Buradan da (¢ yi @, :x — x7 i¢ otomorfileri olarak alarak) Z;(G) =2 G oldugu
goriiliir. Hemen ardindan da Z,(G) = Z,.,(G) oldugu ve G/Z,(G) grubundan séz

edebiliriz. Tanimdan hemen i = 0 igin,

Z(G/z,(G)) = Z;31(G)/Z,(G)

esitliginin dogru oldugu anlasilir. Demek ki Z,.4(G)/Z;(G) bir abel grubudur.
1=Zy(6) = Z,(G) =~ = Z,(G) = Z;44(G) = -

dizisine artan merkezi seri denir.
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Tamim 2.4.2.2: Eger bir G grubunun normal bir I # A < G degismeli alt grubu varsa
ve ayrica G /A bolim grubu degismeli ise 0 zaman G nin degismeli gruplarinda dah

komplike gruplara metabel gruplar denir.

Tanmm 2.4.2.3: Eger bir n dogal sayisi i¢in Z,,(G) = G oluyorsa G ye sifir kuvvetli

grup yada nilpotent grup ad verilir.

2.5 Direkt Carpimlar

2.5.1 Direkt Carpimlar
Tamm 2.5.1.1 : G4, G, ..., G,, gruplarin bir koleksiyonu olsun.

Gy X Gy X .. X Gy = {(x1,%5, ., Xp):x; € G;,V i icin}
Carpimu direkrt ¢carpimdir.
Bu bilesenlerin ¢arpimi
(X1, X2, ooy X)) V1, Voo ooy V) = (X1V1, X2V, ooy Xn V) seklindedir.
Kolaylikla gorebiliriz ki G = G; X G, X ... X G, bir gruptur.

G,={1,..,1,x,1,..1):x €G;} 0o zaman G, , G nin bir alt grubudur ve

x - (1,..,1,x,1,...1) doniisiimii ile G, ve G; izomorftur. G, 2 G dir ve

Ayrica;

Gl Gl—l' Gl+1 G_Tl = {(xl, ...,Xl-_l, 1, xi+1, ...,Xn)! x] € G] l(;ln l * ]}

Gl n Gl Gl—l' Gl+1 GTl = 1

Tammm 2.5.1.2 : G bir grup olsun ve Hy, Hy, ..., H,, de G nin altgruplari olsun. G, H;
altgruplarinin direkt (i¢) carpimidir. Eger;

i.  Heriigin H; , G nin normal alt grubudur
i. G=H.H,..H,
“l Hl N HI'HZ "'Hi—lHi+1 ...Hn = 1

Sartlar1 saglaniyorsa.
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Teorem 2.5.1.1:

i. Gy X Gy X ..XG, dis direkt carpim1 , G, G,, ... , G, altgruplarinin i¢ direkt
carpimlari ile tanimlanir.
ii. Hy, H,, ..., H, altgruplarinin i¢ direkt ¢arpimlar1 G dir.

Ozaman; G = H; X H, X ...x H,, dir.

__%

[Bu teoremde i¢ ve dig carpimlar arasinda ayrim yapmayacagiz. Anca yerine

“=” kullanacagiz.]
1. I¢ direkt carpimlar i¢in H; N H;y =1i+#j igin 6nemlidir.

2.5.2. Yar1 Direkt Carpimlar
G bir grup, H ve N altgrup, G=HN ve HNN = 1ve sadece N < G dir.(H < G de

oldugu zaman direkt ¢arpim olur.) G deki bir eleman1 g=hn ile gosterebiliriz.
h € Hven € N dir. Eger G nin iki elemanini ¢arparsak ;
(hyny)(hany) = hihy (hy'nihy)n,

Burada hyh, € H , h;'n h, € N (N < G) ve bdylece (h;n,hy)n, € N olur. G nin

elemanlarini ¢arpmak igin

I.  H nin elemanlarin1 ¢arpmaliy1z
Il. N nin elemanalrini carpmaliyiz.

I11.  H nin elemanlar1 ile N nin elemanlarini birlestirmeliyiz.
Yar1 direkt ¢arpim yapisi bu 3 adim ile olusur.

Tamm 2.5.2.1 : G bir grup olsun. G nin otomorfizma grubu Aut(G) ile tanimlansin

ve G nin tiim otomorfizmalarini olustursun.
Aut(G) = {¢: G - G; @ otomorfizma}
¢ ve P iki otomorfizmanin ¢arpimi , ¢ bileskedir.

Tammm 2.5.2.2 : H ve N grup olsun. ¢ : H = AutN bir homomorfizma olsun. ¢

tizerinde H ile N nin (dis) yar1 direkt carpimi Ha, N ile tanimlanur.

Ha,N = {(h,n):h € H,n € N} dir.
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Elemanlarin ¢arpimi;
(hiny) (hany) = (hihy, nl??n,) seklinde olur.

Eger h € H ise 0 zaman h¢g , N nin otomorfizmasidir ve hg otomorfizmasinin € N

goriintiisii altinda n"% seklinde yazariz. Bu H @, N anlamina gelir.
Teorem 2.5.2.1 : Ha,N yar direkt carpimi gruptur.

Tamm 2.5.2.3 : G bir grup olsun. G yan direkt ¢arpimdir, N normal alt grubu ve H
alt grubu ile

i. NoG
ii. G=HN
ii. HNN=1

Sartlar1 saglaniyorsa.

Ornek 2.5.2.1G = S; , H = ((1,2)) ve N = 4; = ((1,2,3)) Oolsun. O zaman G, hH

ve N nin yar1 direkt carpimidar.
H = {¢p4,0,} ¢01:1-2,2-1 ,3-3 ¢@,:1-1,2-2 ,3-3
S3 ={ay, az, az, ay, as, ag}
a;:1-1,2-2 ,3-3 a,:1-3,2-1 ,3->2
az3: 1-2,2-3 ,3-1 a4: 13 ,2-2 ,3-1
as: 1-1,2-3 ,3-2 ag: 1->2 ,2-1 ,3-3
As ={B1,B2.P3} P1:1-2,2-3 ;351 B,:1-3,2->1 ,3-2
Bz: 1->1,2-2 ,3-3
p1*p1:1-3,2-2 ,3-51
p1*Br:1->1,2-3 /352
p1*P3:1-2,2->1 ,3-3

@Q,%¥B1:1-2,2-3 ,3-1
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Q%P+ 1->3,2->1 ,3-2
@, *B3:1->1,2-2 353

Goriildiigii gibi H ve N, G nin yar1 direkt carpimidir.
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BOLUM 3

GRUPLARIN OTOMORFIiZMLERI

3.1 Gruplarimn Otomorfizmleri

3.1.1 1A Otomorfizmasi
Tammm 3.1.1.1 : IA — otomorfizma terimi, “Seymour Bachmutun” ‘Serbest

Metebaliyan Gruplarin Otomorfizmalart’ isimli ¢alismasinda kullanilmistir.

Bir grubun asagidaki denk sartlardan birini saglayan otomorfizmine
IA-otomorfizmi denir.

1. Grubun abelizasyonu iizerinde birim doniisiimiine indirgenir.

2. Her bir eleman tiiretilmis alt grup igin kendi kosetine gotiirtir.

3. Azalan merkezi serinin ardigik terimlerinin her boliim grubu iizerinde birim

doniisiime indirgenir.

Bu otomotfizmlerin olusturdugu kiime bileske islemi ile gruptur. Bu grubu I4 —

AUT(G) ile gosterecegiz.

[A — AUT(G) grubunun elemanlart,

B ={x1 = x1d1,x3 = xd5, ... , x> x,d,} d; €G'dir.
formundadir. Buradaki {x; = x;dy ,x, = x,d,, ... ,x, = x,d,} kiimesi G nin bir
bazidir.

2. Magnus (1934) : IA —Aut (G) nin sonlu bir kiime tarafindan olusturulan

otomorfizmalart;
aijr = {xi = xi[xj, xi ], x > %, t = 1} tiim i,j,k lar igin Syle ki j=i ya da j<k ve i#j ,
i#k

3. Grossman (1974) 44t (Gn) /Inn _ ut (G, Sovlu Kalanl.
n

4. Formanek-Procesi (1990) Aut (G,) n = 3 igin lineer degildir.
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Teorem 3.1.1.1 : Herhangi bir G grubu igin, G ’nin IA otomorfizmlerinin grubu ,

G’nin grup otomorfizmlerinin bir alt grubudur.
Teorem 3.1.1.2 : IA < AUT (G) dir.

ispat :

ay ={xX1 =2 X3,X3 2> X3, ,Xp = X1}

a, ={x; > x3,x, > x1,%, > x; ,i#12}
az; ={x; > x; 1, x;ox ,i#1,}

a, ={x; = x1%5,x; =2 x; ,i#1}

IA min iiretecini alalim;

Biji = {xi = xi[xj, x|, x¢ > x, , £ # 1} tiim i, j, k i¢inj = i ve j < kya da i # j ve

i # k olmalidir.
Biz burada ispat yaparkeni = 1, j = 2, k = 3 alacagiz.

Loy B (1) = a7 Bije(x) = a7 () = x3
a; By () = a7 B (x3) = a7 (x3) = xp
a; Bty () = a7 B (1) = T [x2, X3]) = 20 [x, %3] = %
. az_lﬁijkaz(xﬂ = az_lﬁijk(xz) = a7 (%) = x4
ay  Bijreaz(x2) = a7 B (x1) = ay T (X[, x3]) = x5, %3] = x,
L a3 Bijras(x) = a3 Bijre (™) = a37 (™) = x4
V. a4_1,3ijka4(x1) = a4_1,8ijk(x1x2) = a; (X125 [x2, x3]) = x1%, = x4
Digerleride benzer sekilde gosterilir
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e G, merkezi artan seride Z; = Z;,, olacak sekilde en az bir j olan herhangi bir

grup olsun. j -merkezi otomorfizleri, Aut(G) den Aut(G/Z_) ye dogal
]

homomorfizmanin ¢ekirdegi olarak tanimlanir. JA(G) nin direkt ¢arpim yapisina

sahip olabilmesi i¢in yeterli ve gerekli kosullar sunuluyor. Elde edilen sonuglar kesin

olarak {iiretilen baz1 merkezi-metebaliyan gruplara uygulaniyor.

G grubunun IA grubu, IA(G) olarak tanimlansin, G/G’ lizerinde birim olan

otomorfizmlerden olusur. Buradaki G’, G nin komiitator alt grubudur. IA grubunun
arastirmasi farkli alanlarda ilgi cekmistir. Ornegin, P. HALL, ¢ smifi bir nilpotent
grubunun IA grubunun, (¢ — 1). siniftan nilpotent oldugunu goéstermistir.(bnz. [12])
ve M. ZYMAN , G sonlu nilpotent grup olmasi durumunda IA(G) nin de sonlu
oldugunu gostermistir. (bknz. [13]) Ozel bir sonucu ise S. BACHMUTH verilmistir.
Ranki 2 olan serbest metebaliyan grubunun IA grubunun, i¢ otomorfizmaya esit
oldugunu ispatlamistir. Ayrica grubun rankinin 2 den biiyiikk oldugunda da bu
esitligin bulunmadiginida belirtmistir. (bknz. [14]) M. Bonanome & M. H. Dean &
M. Zyman [16] calismasinda , artan merkezi serinin bir nokta da durdugu G

grubunun IA grubu inceleniyor. Bu Z; = Z;,; olan en az bir pozitif . j tam sayis

oldugu anlamina gelir. Bu gruplar H; gruplar olarak adlanrilmaktadir.

G nin j-merkezi otomorfizm grubu Aut,,(G) dir. Buradaki Aut(G) den Aut(G/Z_)
]

ye dogal homomorfizmin ¢ekirdegi Z;, artan merkezi serinin de bir terimidir.

Teorem 3.1.1.3 : G, artan merkezi seride Z; = Z;,, olacak sekilde en az bir j

elemaninin bulundugu bir grup olsun. Eger;
IA (G ) = Inn(G
/z f /7 j)

ise 0 zaman;

1A(G Inn(G)Aut,j_,(G) Aut,;(G)
()/Autz,-_l(c):( ’ /Autzj_l(o'))x( ] /Autz,-_l(a))

Z1 = Z, oldugu zaman ¢ok giizel bir sonug elde edilir.

Sonuc¢ 3.1.1.1 : G, artan merkezi seride Z; = Z, olacak sekilde bir grup olsun. Eger;
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14(6/;y) = G/ ) ise
O zaman;

IA(G) = Inn(G) x Aut,, (G)
olur.

» A nin, Gnin bir tireteg kiimesi oldugunu ifade etmek igin G = gp(A) yazilir.

Komiitator olarak ; [g, h] = g~*h~1gh alacagiz.
Herhangi bir G grubu i¢in Aut(G) den Aut(G/G,) ye dogal homomorfizmanin

¢ekirdegi IA-otomorfizma grubu (veya IA grubu) olarak tanimlanir.

Boylece ;

IA(G) = {a € Aut(G): g~ (ga) € G' (g € G)}
olur.

Herhangi bir G grubu igin;

Inn(G) < IA(G) ve G/{(G) = Inn(G)
dir.
X € G tarafindan belirlenen i¢ otomorfizmi a, olarak alalim.

Aut(G) den Aut(G/Z,) ye dogal homomorfizm gekirdegin, j pozitif tam sayisi i¢in
j

Aut.;(G) , G nin j-merkezi grubu olarak tanimlandi.
Bir j-merkezi otomorfizmi, G iizerinde modiilo Z; ye gore birimdir.
Buradan;
Aut;(G) = {a € Aut(G): g 1(ga) € Zj (g € G)}
dir.
Aut (G) = Aut, (G) gosterimi kullamlmaktadir ve Aut.(G) , G nin merkezi
otomorfizmi olarak adlandirilir. Altarnetif bir Aut.;(G) tanimi igin asagidaki

Lemma verilmistir.
Lemma 3.1.1.1.: Herhangi bir G grubu igin ;
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Autcj(G) = {(p € Aut(G): [, a,] € Autcj_l(G); her a, € Inn(G) }
Ispat : ¢ € Aut,;(G)
& g '(gp) € Z; her g € G igin
& x M xag15)) = X H(xag a]) € Zj_; her x,g € G igin
o xa;ta] = [y, @] € Aut,;_1(G)her g € G igin
dir.
> Z;j = Zj,, olan en az bir j pozitif tam sayis1 varsa , G grubu bir H; grubudur.
Aut,;(G) = Aut;;(G)NIA(G) ile G'NZ;
Arasinda bir dogal benzerlik oldugundan; Aut,;(G) yi karakterize edebiliriz.

Aut,;(6) = {a € Aut(G): g™ (ga) € G'NZ;, (g € G)}

3.1.2 Inner (i¢) Otomorfizmler
Tammm 3.1.2.1 : Bir grubun otomorfizmi; eger grubun bir elemaninin konjugesi

seklinde ifade edilebiliyorsa i¢ otomorfizma olarak adlandirilir.
G nin tiim i¢ otomorfizmalarinin kiimesi Inn(G) ile gosterilir.

Not : Elemanmn konjuge edilmesi tek  sekilde degildir, aslinda elemanin

konjugasyonu i¢in olasiliklar merkezin bir koseti formundadir.

Tammm 3.1.2.2 : Bir grubun ¢ otomorfizmi, i¢ otomorfizm iizerinde (ya da g

tarafindan indirgenen i¢ otomorfizm) ( ya da g tarafindan konjuge) eger ;
X €G, o(x) =gxg™" = 0,(x)
Seklinde G de bir g eleman1 vardir.

Oyle ki g4 = o0 olacak sekilde g € G’nin se¢iminin tek tiirlii olmadigini not edelim.
Aslinda , herhangi bir ¢ i¢cin g nin olasiliklart G nin merkezinin bir koseti
seklindedir.

Ornek 3.1.2.1: G bir grup olsun. G nin sabit bir g € G elemani her bir x €
G ile g~1xg birlestirelim. Bunlar tek tiirlii olarak belirlenmis G nin elemanlaridir.

Boylece  x — g~'xg doniisiimiinii elde etmis olduk. Bunu o, ile tanimlayalim.
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g, :G-oG

g
x - g txg
74 Nin homomorfizma oldugunu gorelim. V x,y € G igin;
og(xy) = g~ xyg = g7'xgg™"yg = ogxay
a4 bir homomorfizmadir.
g,h € G i¢in;. g, Ve o, 1n birlesimini alalim.
g on(x) = (04(x))on = (g™x9)

op = h™' (g7 'xg)h = (h"'g™Hx(gh) = (gh)"*x(gh) = ggp(x)

V x € G i¢in buradan ;

1. o40p =04, VYV g,h€Gigin Q)
Vx €Gigin;
O =171 =x alalim. Buradan

2. o, =1 olur. (2)

Her g € G igin (1) ve (2) ile

g 99
04-10y = Og-15 = 01 = |
alalim. Boylece g 1-1 ve 6rtendir.Ayrica 04-1 , g hin tersidir.
3. (g) ' =0y (3)

Bu ylizden g, bir otomorfizmadir.
Teorem 3.1.2.1 : G bir grup olsun. O zaman ;

Inn(G) < Aut(G) dir.
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Ispat : Id birim otomorfizma olmak iizere I € o, € Inn(G) dir. Boylece
Inn(G) # @ dir. Simdi (1) den iki i¢ otomorfizmanin bileskesi yine bir i¢
otomorfizma ve (2) ile (3) den bir i¢ otomorfizmanin tersinin yine bir i¢ otomorfizma

oldugunu gormiistiik. Boylece;
Inn(G) < Aut(G) olur.
Not : Bagint1 (1) 6nemlidir.
o:G - Aut(G)

g~ 0y
dontisiimii bir homomorfizmadir. G /Ker t = Innt dur.
Innt = {ag € Aut(G) : g € G} = Inn(G) tanimindan;
Kert={z€G g,=1}

={z€eG go,=g V:g € G igin}

={z€G zlgz=g V:g € G igin}

{z€G gz=1zg V:g € G igin}

Z(6)

Buradan ; Z(G), o : G —» Aut(G) nin ¢ekirdegidir.
Teorem 3.1.2.2 : G bir grup olsun. O zaman ;
G/Z(G) = Inn(G) olur.

Ispat : ¢ : G > Inn(G) orten bir doniisiim. Burada sadece kerg = Z(G) oldugunu

gosterelim.

Bir g € Z(G) olsun. O zaman;
p(@x) =ig(x) =gxg™' = gg~'x =x = id(x)

Oyleki; ¢(g) = id, g € kere dir.
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Tersine, varsayalim ki g € kerg olsun. O zaman ¢(g) = id , boylece i, = id dir.

Her iki tarafa uygularsak;
X € G,
ig(x) =x, gxg~'=x yadagx = xg olur.
Burada ki x keyfi oldugu i¢in, x istenildigi gibi segilebilir. Boylece g € Z(G) olur.
Bu nedenle idda edildigi gibi kero = Z(G) dir.
Sonug olarak birinci izomorfizma teoreminden G /Z(G) = Inn(G) olur.
Teorem 3.1.2.3 : G bir grup olsun. O zaman ;
Inn(G) < Aut(G)
dir.
Ispat : Teorem 3 den Inn(G) < Aut(G) oldugunu gordiik.
p~ o € Inn(G) vardur, her g; € Inn(G) , u € Aut(G) dir. x € G i¢in
x(utogu) = (eu™)(ogm)
= ((xp~Hoyu
= (g7 e HPm
= (@' w(GpHwgw
= (g~ 'x(g W
= X044
Buradan u~o,u = 0,4, ve u~toyu € Inn(G) olur.

Bu yiizden Inn(G) < Aut(G) dir.

Not : i¢ olmayan otomorfizmalara dis otomorfizma denir.

out(G) = Aut(G)/Inn(G)
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Teorem 3.1.2.4 : Her i¢ otomorfizma IA otomorfizmasidir.
Not :

1. Bir G grubunun i¢ otomorfizm grubu Inn(G)asikar olmasi igin gerek ve yeter
kosul G nin degismeli olmasidir.

2. Inn(G) grubu sadece asikar oldugu zaman devirlidir.

Teorem 3.1.2.5 : Eger G, ve G, iki grup ve o, Ve o, sirastyla G; ve G, ’nin ig

otomorfizmi ise bu durumda o; X o, , G; X G, lizerinde bir i¢ otomorfizmadir.

Burada a; X g, , G; X G, nin otomorfizmi olup g, birinci, g, ikinci koordinat olarak

yer alir.

Burada diisiince g, ve g, Vi gy,0, igin olast konjugasyon olarak almaktadir. Bu

durumda (g, , g,) eleman1 g; X g, i¢in olas1 konjugasyon olarak alinir.

Sonug¢ 3.1.2.1 : G bir grup olsun.
X € GVveK, ,Gde x in bir i¢ otomorfizmi olsun.
O zaman K, G nin bir otomorfizmidir.
Ispat : Tanim olarak K,:G — G bir doniisiim tanimlansin.
Her g € G : K,(g) = xgx~? olsun.
Simdi K, otomorfizma oldugunu goérelim.
[k olarak K, in homomorfizma oldugunu gérmeliyiz.
Her g,h € G : K,.(g)K,(h)
= (xgx Y (xhx™1) (K, tanimindan)
= xg(x~tx)hx~! (G;birlesme grup aksiyomu)
= xgehx™! (G,etkisiz eleman grup aksiyomu)
= xghx™! (G, birim grupaksiyomu)

= Kx(gh)
Boylece morfizm 6zelligi kanitlanmistir.
Simdi K, in birebir oldugunu gosterelim.

Kx(9) = Kx(h)

xgx~! = xhx™!
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g=nh
Boylece K, birebirdir.
Son olarak K, in 6rten oldugunu gosterelim.
Not edelim ki;

Her h € G:xhx™! € G aslinda bundan dolay1 G bir gruptur ve kapalidir gercegi
ortaya cikar.

Her h € G : K, xhx™?!

= x Y(xhx Hx (K, tammindan)

= (x"Ix)h(x"1x)

= ehe

=h

Dolayistyla G nin her elemani, K, altindaki Gnin bir elemaninin goriintiisiidiir ve

ortendir.

5. Baumslag-Taylor (1968) Ay Aut (G")/Inn — Aut (G, tim n = 3 i¢in
n

serbest torsion dur.

3.1.3 Merkezi Otomorfizma
Tammm 3.1.3.1 : G bir sonlu grup olsun. G nin bir g otomorfizmi G /Z(G) tizerinde

birim otomorfizme indirgeniyorsa merkezidir veya Vv g € G i¢in g~ (g) € Z(G)
oluyorsa 8 ya Merkezi Otomorfizma denir. Burada Z(G) , G nin merkezidir. G nin
merkezi otomorfizmlerinden olusan kiime Auty(G) ile gosterilir ve Aut-(G) bir

normal alt grup olur.

3.1.4 Pointwise I¢ Otomorfizma
Tamm 3.1.4.1 : 6, G grubunun bir otomorfizmi olsun. Eger her x € G i¢in 8(x) , X

ile eslenik oluyor ise # ya Pointwise Inner Otomorfizma denir. G nin tiim

pointwise inner otomorfizmalarinin grubu Aut,,,; (G) ile gosterilir.

Teorem 3.4.1 : G bir serbest grup olsun. Aut,,,;(G) < Aut(G) dir.
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3.1.5 Tame Otomorfizma
Tamm 3.1.5.1 : F sonlu iiretilmis serbest grup olmak tizere G, G = (F|R) sunumuna

sahip sonlu serbest grup olsun.

a : G — G otomorfizmi F nin bir oromorfizmi tarafindan belirleniyorsa a ya Tame

Otomorfizm denir.

3.1.6 Normal Otomorfizma
Tammm 3.1.6.1 : Bir G grubunun her bir normal alt grubunu kendine tasiyan

otomorfizmine Normal Otomorfizma denir.

Yani N, G nin normal alt grubu ve ¢ , G nin bir otomorfizmi olmak iizere d(N) = N

oluyorsa ¢ ya normal otomorfizma denir.

3.1.7 Class-Preserving Otomorfizma
Tanmm 3.1.71 : G nin her bir elemanmi kendi eslenik smifina gotiiren

otomorfizmlere Class-Preserving Otomorfizma denir.

3.1.8 Center-Fixing Otomorfizma
Tamm 3.1.8.1 : G grubunun merkezindeki her elemani sabit tutan otomorfizmaya

Center-Fixing Otomorfizma denir.
w:G -G dyleki; wy:x - gxg tveZ(G):{a € Z(G) : ax = xa,Vx € G igin}
wg(@)=gag™'=agg ' =al=a

dir.
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BOLUM 4

OZEL OTOMORFIiZM GRUPLARININ OZELLIiKLERIi

4.1 Ozel Otomorfizm Gruplarmin Temel Ozellikleri

4.

10

11.

12.

13.

14.

15.

Class-Preserving otomorfizmi , IA otomorfizmidir.

1A otomorfizmi , Class-Preserving otomorfizmi degildir.

I¢ otomorfizmi , 1A otomorfizmidir.

[A otomorfizmi , i¢ otomorfizm degildir.

I¢ otomorfizmi , Class-Preserving otomorfizmadir.

Class-Preserving otomorfizma , i¢ otomorfizma degildir

. I¢ otomorfizma , normal otomorfizmadir.

Normal otomorfizma , i¢ otomorfizma degildir.

I¢ otomorfizma , Center-Fixing otomorfizmadir.

Center-Fixing otomotfizma , i¢ otomorfizma degildir.

Her poinwise i¢ otomorfizma, i¢ otomorfizmadir.

Sonlu p-grubunun IA otomorfizm grubu p-gruptur.
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16.

17.

18.

BOLUM 5

OZEL OTOMORFIiZM GRUPLARININ SONUCLARI

5.1 Sonuclar
Bu boliimde serbest gruplarin 6zel otomorfizmlerinin hangi kosullarda birbirine esit

olduguyla ilgili bilgiler derlenmistir.

Endimioni, 2008 [2] : Bir serbest grupta her pointwise i¢ otomorfizm ig
otomorfizmdir. Endimioni ¢alismasinda ; bu 6zelligin serbest nilpotent gruplar i¢inde
dogru oldugunu ispatlamistir. Devirli olmayan serbest nilpotent grubun her bir
normal alt grubunu sabit birakan otomorfizm igtir. Endimioni ¢alismasinda ; abelyan
olmayan 2. siniftan serbest nilpotent gruplar i¢in bu son 6zelligin dogru oldugunu ,
derecesi 2 den biiyiik olan serbest nilpotent gruplar igin yanlis oldugunu gostermistir.
Endimioni & Moravec, 2010 [3] : G bir grup ¢ de G nin bir otomorfizmas1 olsun.
Endimioni & Moravec, c¢alismalarinda G nin metabelyen olmasi durumunda , C;(¢)
(¢ nin merkezleyeni) nin [G, ¢] komiitator alt grubu tizerine etkisi ¢aligmiglardir. G
yi metabalian ve ¢ yi de p asal olmak {izere p. dereceden serbest-sabit-nokta
aldiklarinda  [G, @] nin nilpotentlik derecesinin p den kiigiik veya esit oldugunu
ispatlamiglaridir.

Azhdari & Akhavan-Malayeri, 2011 [4] : G bir grup ve Aut.(G), G tim
otomorfizmlerinden olusan grup olsun.

C* = Cput,(6)(Z(G)) , G nin Z(G) (G nin merkezi) yi sabit tutan tiim merkezi
otomorfizmlerinin kiimesi olsun. Z. Azhdari & M. Akhavan-Malayeri ¢alismalarinda
; G, sonlu tiretilmis 2. siniftan nilpotent grup olmak tizere C* = Inn(G) olmasi i¢in

gerek ve yeter kosulun Z(G) nin devirli ya da Z(G) = C,, X Z, olmasi ispatlanmustir.

Burada %, m yi bolen tiisse sahiptir ve r, Z(G)nin serbest-torsion rankidir. Ayrica

bu ¢alismadGnin sonlu iiretilmis serbest-torsion olmamasi durumunda C* = Inn(G)
olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun G nin 2. smiftan nilpotent ve Z(G) devirli veya

Z(G) = C,, X Z, oldugunu ispatlamiglardir.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

De Giovanm1 & Newell & Russo, 2014 [5] : G bir grup ve ¢ , G nin bir
endomorfizmiolsun. G nin her x elemanlar: i¢in (x, x(p) devirli ise De Giovanni &

Newell & Russo ¢, Gnin normal endomorfizmidir oldugunu ispatlamislardir.

Azhdari, 2016 [6] : G bir grup ve Aut.(G), G nin tim merkezi otomorfizmlerinden
olusan grubu olsun. Biliyoruz ki G sonlu p-grup ise Aut.(G) , Inn(G) otomorfizm
grubuna esittir ancak ve ancak Z(G) = G' veya Z(G) devirlidir .Bu sonug sonsuz
gruplar i¢in genisletilemez. Gergekten, Z(G) = G'sonsuz devirli ve Inn(G) < C* =
Aut.(G) olan sonlu tretilmis 2. siniftan nilpotent grup vardir. Azhdari ¢aligmasinda

; Aut.(G) = Inn(G) esitligininsaglandig1 gruplari karakterize etmistir.

Azhdari & Akhavan-Malayeri, 2014 [17] : G bir grup, M ve N, G nin iki normal alt
grubu olsun. G/ M Ve N yi merkezleyen G nin tim otomorfizmlerinin kiimesi
Aut¥ (G) olmak iizere Inn(G) = Aut (G) ,Inn(G) < Autl (G) ya da Autl (G) <
Inn(G) kosullarindan birini saglayan G grubu aragtirtlmigtir. G nin G/ M Ve NYyi

merkezleyen i¢ olmayan merkezi otomorfizminin olmasi igin G iizereinde hangi

kosullarin olmasi gerektigi arastirilmigtir.

Yadav, 2008 [18] : G sonlu abelyan olmayan p-grup igin Aut.(G) = Inn(G)
dir ancak ve ancak Z(G) = y,(G) ve Z(G) devirlidir.

Gumber, 2011 [19] : G sonlu p-grup ve p tek asal say1 olsun.|G| p igin Aut,(G) =
Z(Inn(G)) dir. G nin rank1 2 ve |Z(G)| = pdir. |G| = p™ ve G , 3. Siiftan nilpotent
sonlu p-grup igin , Aut,(G) = Z(Inn(G)) dir ancak ve ancak G nin ranki 2 ve
|Z(G)| = p dir.

Mousavi & Shomah [20] : G, K ile H nin yar1 direkt carpimi olsun. G = H X K ,
burada K abelyan olmayan ve Z(H) de K asikar olsun. Mousavi & Shomali
calismalarinda; Aut? (G) nin RTUS carpimina izomorf oldugu gosterilmistir. Burada
Aut? (G), her g € G i¢in g~'a(g) € Z olan a otomorfizmlerinden olusan grup,

R = {JH : 0 € Aut” (G)}
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25.

T = {T[KO'H : 0 € Aut? (G)}

U = {ryoy : o € Aut? (G)}

S ={ox : 0 € Aut? (G)}

dir. my , mg, G = H X K dan sirayla H ve K tizerine projeksiyonlardir.
oy:H->Gveog: K-> G

H ve K nin G uizerine kisaltmalaridir.

Lubotzky, 2006 [21] : G = G(X) en az iki elemana sahip X iirete¢ kiimesi tizerinde
serbest grup olsun. p # 2 asal say1 olmak {izere G nin her p-normal otomorfizminin
i¢ oldugu ispatlanmistir. Ayrica G ninher normal otomorfizminin i¢ oldugu

gosterilmistir.

Serbest gruplarin 6zel otomorfizmleri 6zellikle son zamanlarda {izerinde ¢ok calisilan

konulardan birisidir. Hala da devam etmektedir.
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