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OZET

GRUPOIDLER UZERINDEKi CAPRAZLANMIS MODULLER VE
CAT '-GRUPOIDLER

Osman CAN

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi
Damsmanm : Dr. Ogr. Uyesi Sedat TEMEL

Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde gruplarin ve grupoidlerin
etkimeleri, kategori, grupoid, grupoidler iizerindeki ¢aprazlanmis modiiller ve cat’-grup
gibi bazi temel kavramlar verilmistir. Ayrica cat'-gruplarla gruplar iizerindeki
caprazlanmis modiiller arasindaki dogal denkligin ispat: da verilmistir. Ikinci boliimde
cat'-grupoidlerin temel ozellikleri verilmis, cat’-grupoidlerin kategorisinin grupoidler
lizerindeki gaprazlanmis modiillerin kategorisine dogal denkligi gosterilmistir. Ugiincii
boliimde ise 6zgiin bir ¢alisma olarak ilk dnce cat'-grupoidlerin bélim yapisi elde
edildi. Daha sonra cat'-grupoidlerin ortii cat'-grupoidi ile cat’-grupoidlerin bir kiime
tizerine etkime tanimlar1 yapilarak, bu yapilarin kategorileri aralarindaki dogal denklik
arastirilmistir. Dordiincii boliimde ise diger calismalar i¢in bazi sonuglar verilmistir.

Besinci boliimde ise diger calismalar i¢in oneriler verilmistir.

2021,53 sayfa

Anahtar Kelimeler: Grupoid, ¢aprazlanms modiil, cat'-grupoid, normallik, boliim, ortii,

etkime.



ABSTRACT

CROSSED MODULES OVER GROUPOIDS AND CAT-GROUPOIDS
Osman CAN

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assist. Dr. Sedat TEMEL

This thesis consists of four chapter. In the first chapter some fundamental notions such
as actions of groups and of groupoids, category, grupoid, crossed modules over groupoids and
cat'-group were given. Moreover the proof of the natural equivalence between cat'-groups and
crossed modules over groups was given. In the second chapter the fundamental notions of cat'-
groupoids was given and the natural equivalence between the category of cat'-groupoids and the
category of crossed modules over groupoids was shown. In the third chapter, we defined
coverings and actions of cat'-groupoids using underlying groupoids and proved natural
equivalence between their categories. Next, the quotient structure of cat'-groupoids was
obtained as an original study. In the fourth chapter, suggestions for further works and some

results were given.

2021,53 pages

Keywords: Grupoid, crossed module, cat’-groupoid, normality, quotient, covering, action.
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KerF F Fanktorunun Cekirdegi
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1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

1.1. Giris

Kategoriler matematikte ve fizigin bazi alanlarinda bazi problemlerin ¢ézlimiinde
kolaylik saglamak icin tanimlanmistir. Grupoidler de bir kategori olup her bir
morfizminin tersi mevcut olan kategoriye grupoid denir. Her grup tek objeli bir grupoid

oldugundan grupoidler gruplardan daha genis bir kavramdir.

Gruplar tizerinde c¢aprazlanmis modiil kavrami ilk olarak (Whitehead, 1946)
tarafindan ikinci relatif homotopi gruplariyla ilgili arastirmalar sirasinda ortaya ¢ikmis
ve matematigin birgok alanindaki uygulamalarda O6nemli bir role sahip olmustur.
Gruplar tizerindeki ¢aprazlanmis modiiller 2-boyutlu gruplar olarak da bilinirler. Bu
yapilarin grupoidlere genisletilmesi olarak da ele alinabilen grupoidler iizerindeki
caprazlanmigs modiil tanimi i¢in (Brown-Higgins, 1987), (Brown-Higgins, 1982) ve
(Brown-Igen, 2003) kaynaklarma bakilabilir.

Caprazlanmis modiillerin, grupoidlerin (veya kategorilerin) kategorisindeki grup
objelere veya gruplarin kategorisindeki i¢ kategoriler olarak tanimlanan grup-
grupoidlere (veya diger adiyla 2-gruplara) kategorik anlamda dogal denkligi (Brown-
Spencer, 1976)’da ispat edilmistir. (Norrie, 1990) kaynaginda verilmis olan alt
caprazlanmig modiil kavramlar1 kullanilarak Mucuk ve digerleri c¢aprazlanmis
modiillerin normal ve bolim yapilart ile 2-gruplarin normal ve bdoliim yapilari
karsilastirmislardir (Mucuk vd., 2015). Bu denklik (Temel, 2019) kaynaginda
grupoidlere genisletilmis, grupoidler {izerindeki caprazlanmis modiller ile 2-
grupoidlerin normal ve boliim yapilart karsilastirilmistir (ayrica (Mucuk-Demir, 2018)

kaynagina bakilabilir).

Grupoidlerin ortiileri ve bir kiime Ttzerindeki etkimesi cebirsel topoloji ile
aralarindaki baglantidan grupoidlerin uygulamalarinda 6nemli bir role sahip olmasi
nedeniyle (Higgins,1971) ve (Brown,1982) tarafindan incelendi. Bir G grupoidi i¢in G

nin bir kiime {izerindeki etkimelerinin Act(GPD)/ G kategorisi (buna G- kiimeler de



denir) ile ortiilerinin Cov(GPD)/ G kategorisinin dogal olarak denkligi bilinmektedir.
Topolojik grupoidler i¢in bu denklik ise (Brown vd.,1976) ile gosterilmistir. Bir grup-
grupoidin bir grup iizerine etkimesi ve grup-grupoid ortiileri arasindaki dogal kategorik
denklik ve gruplar {izerindeki ¢aprazlanmis modiillerin yiikselmeleri arasindaki dogal

kategorik denklik (Mucuk-Sahan, 2019) kaynaginda incelenmistir.

Baz1 zel sartlart saglayan bir grup olan cat'-grup yapisi (Loday,1982)’de cebirsel
bir obje olarak tanimlanmis ve cat'-gruplarin Kategorisi ile gruplar iizerindeki
caprazlanmig modiillerin kategorisinin dogal olarak denk oldugu ispat edilmistir. Bu
denklik gruplar tizerindeki ¢aprazlanmis modiillerin yiiksek boyutlara genisletilmesinde
kullanilmistir. Bu tez calismasinda cat’-gruplarimn grupoid hali olan cat'-grupoid
kavrami incelenmis, (Temel, 2020) kaynagmnda verildigi gibi cat'-grupoidlerle ve
grupoidler iizerindeki c¢aprazlanmig modiillerin kategorileri arasindaki dogal denklik
ispat edilmistir. Ayrica cat’-grupoidlerin ve grupoidler iizerindeki caprazlanmis
modiillerin normal yapilar1 (Temel, 2020) kaynaginda karsilastirilmistir. Bu tezde 6zgiin
bir ¢alisma olarak cat'-grupoidlerin boliim yapisi olusturularak cat'-grupoidlerin bolim
morfizmi tanimlanmistir. Ayrica grupoidlerin ortiileri ve bir kiime iizerindeki etkimesi
ile ilgili tanimlar ve islemler cat'-grupoidler igin tamimlanmistir. Cat'-grupoidlerinin
Cov(CAT-GPD)/ G kategorisi ve cat'-grupoidlerinin etkimelerinin Act(CAT'-GPD)/ G

kategorisi olusturularak aralarindaki dogal denklik ispatlanmistir.

1.2. Cebirsel Kavramlar

Tanmm 1.2.1. G ve H gruplar ele alinsin. Eger
p:GxXxH—H
(g.h) — p(g,h) =g+h
doniistimii asagidaki 6zellikleri sagliyorsa G grubu H grubu iizerine soldan etkir denir.

Bu donisiim soldan etkime olarak adlandirilir ve H bir G-grup admi alir (Brown
vd.,2011)



() Herg,g, € Gveh € Higcinge (g1*h) = (gg1) *h
(i) Herg € Gveh,h, € Higing e (hhy) = (geh)(ge*h;)
(ii)Herh € H ve e; € G birimelemaniigineg;eh =h

(V)geen = ey
Burada dordiincii 6zellik diger 6zelliklerden kolayca elde edilir.

Ornek 1.2.2. G bir grup olmak iizere G X G — G, g * g, = gg,g " etkimesi ile G

kendi tizerine etkir. Bu etkimeye eslenik etkime denir. Burada g, g4, g, € G igin

ge(91°92) =9° (9192911 = 9(91929:" )97 = (991)92(991) ™" = (991) * 92,

(9°91)@G*92) = 9919 999" = 9919297 = g * (9192)
ve

1 _

eeg=ege =g
olup etkime 6zellikleri saglandigindan G bir G-gruptur.
Ornek 1.2.3. Bir G grubunun N normal alt grubu igin

GXN—>N,(gn)—gen=gng?!

dontistimii bir eslenik etkime olup N bir G-gruptur. Boylece her grubun normal alt

grubu lizerine etkidigi anlasilir (Eie ve Chang, 2010).
Ornek 1.2.4. R nin Z toplamsal alt grubu i¢in konjugasyon etkimesi olan

RXZ—TZ

(x,z2)—> xez=x4+z—x=12z
doniisiimii bir agikar etkime olup Z bir R-gruptur.
Tamm 1.2.5. G ve H gruplari igin bir G X H — H, (g, h) +— g * h etkimesi ele alinsin.

(GXH)X(GXH)—GxH
((g. 1), (91, 1)) — (991, h(g * b))

islemi ile elde edilen gruba G ile H gruplarinin yari-direkt ¢carpim denir ve G < H ile

3



gosterilir. Bu grupta birim eleman e = (eg, ey) ve her (g, h) € G x H igin ters eleman
(g,h) = (g1 g™t e h™1) seklindedir. Burada sag etkime ile elde edilen yari-direkt

carpim grubu sol etkime ile de benzer sekilde elde edilebilir.

Tamm 1.2.6. G bir grup ve s,t: G — G doniisiimleri grup homomorfizmleri olsun. Eger
bu doniisiimler asagidaki sartlar1 sagliyorsa G = (G, s, t) icliisiine bir cat'-grup denir
(Loday, 1982).

[CG1]st=t,ts =sve
[CG2] [Ker s,Ker t] = e, yani her x € Kers, y € Kert i¢in xyx~1y~1 = e dir.

Ornek 1.2.7. Kalan siniflar1 a={x€Z|x=a(m)}, Z,, = {ala € Z} = {0,1,...,n — 1} ve

Ln* = T, — {0} olmak iizere (Z, ) ve (Zy, ,) birer grup olsunlar. Her n,n; € Z," ve

m,m; € Z,,, olmak ftizere birim elemani €7 "xzn = (1Zn*,1zm*) ve ters elemani
€ xzm” = (iZn*’ izm*) i¢in (Zn*XZm*,-) carpim grubunu ele alalim. Bu grup iizerinde
tanimlanan

Sty X Ly — Ly X Ly

s(n,m) = (ﬁ, iZm*) ve t(n,m) = (m. n, sz*) doniistimleri ile (Z,," X Z,,", s, t) yapisi

bir cat’-gruptur. Burada
s((,m) - (7, ) = s(@my, i)
= (mm, 1g,,)
= (2 1z,) - (71, 1z,,°)
= s (n,m) - s(ny, my)
ve
t((m,m) - (7, 7y)) = (7, ;)
= (mmy g, 1g,,+)

= (Mg, 1g,,)



= (m_n, iZm*) ) (ml.nl, izm*)
=t (n,m) - t(ny, mMy)

olup s ve t doniisiimleri birer grup homorfizmleridir.

[CG1] s(t(n,m)) = s(mm, 1z )
= (M7, 1z,,)
= t(7, )

ve

= s(@, m) dir.
[CG2] Ker s = {(A,m)|s(A,m) = (1, 1z, )}
= {5 Tz,,) = Tz, Tz,))
= (T, m)|m € 2,,")
ve

Kert ={(n,m)|t(@,m) = (15, 1z, )}
={@m)|(Mr7, 1g,7) = (12, 12,,)}
= {@mD)|mrT = 1g,,}

olmak tiizere her (Tzn*,n_l) € Kers, (n,m;) € Kert igin



(Tg,-m) - @my) - (Tg,-m) - @M~
= (Iz,»m) - (M) - (1, m~Y) - (A7)

— (T . 770 71 7 7~ -1 75771
= (1Zn*.n. 1z 07", m.my.m™ . my )

= (12, 1z,,")

Tanmm 1.2.8. G = (G,s,t) ve G’ = (G',s',t") hbirer cat’-grup ve f:G — G' bir grup

homomorfizmi olsun. Eger

GC—=G

ol

=
tf
diyagrami degismeli oluyorsa, yani s'f = fs vet'f = ft oluyorsa f ye bir cat'-grup
morfizmi denir (Loday, 1982).

Onerme 1.2.9. Herhangi bir G = (G, s, t) cat'-grubu i¢in asagidaki 6zellikler saglanir.

(i) s(6) = t(G) dir.
(ii) s?2 = s ve t% = t dir.

(iii)s ve t, s(G) tzerinde birim donistimlerdir (Brown vd., 2011).
ispat:

(i) st =t oldugundan Imt S Ims dir. Benzer seckilde ts =s olacagindan
Ims € Imtolup s(G) = t(G) elde edilir.

(ii) ts = s oldugundan s? = ss = sts = s ve benzer sekilde t? = tt = tst = t elde
edilir.

(ii)g € s(G) i¢in g = s(h) olacak sekilde bir h € G vardir. Buradan

s(g) =s(s(h) =ss(h) =s(h) = g

olups, s(G) tizerinde birim doniisimdiir. Benzer sekilde t doniistimiiniin de s(G)

tizerinde birim doniisiimii oldugu agiktir.



1.3. Kategoriler

. s . f
Tammm 1.3.1 X,Y, Z ... objelerinin bir smifi C, ve bu objeler arasinda X — Y 2z
seklinde olan f, g, h.. morfizmlerin siifi C; olmak iizere asagida verilen doniistimlerle

birlikte C = (Cy, C1,dy, d4, €,°) yapisina bir kategori denir (McLane, 1998).

(i) do:C; — Co,do(f) = X,dy(g) =Y baslangic doniisimdi,

(i) dqi: €y — Cp,d(f) =Y,d;(g) = Z bitis doniisiimi,

(i) C; ¢, €, = {(g,f) € C; X C1|d;(f) = do(g)} olmak {izere birlesmeli olacak
sekilde tamimli o: C; X, €; — C; kismi bileske islemi,

XL)Yi)Z = Xg_of>Z

(iv)Her bir obje igin f o 1y = f = 1y o f Ve doe = dq& = 1, kosulunu saglayacak

sekilde taniml1 &: C, — Cy, €(X) = 14, €(Y) = 1y birim morfizm doniistimii.
Ix C X —f} Y D ly

Bu doniigiimler yapr doniisiimleri olarak adlandirlip  asagidaki diyagramla

gosterilebilir.
o do £
Cl XCO Cl — ClTl)CO_> Cl
Bir C kategorisinde X ve Y objeleri icin C(X,Y) ile X den Y ye giden biitiin
morfizmlerin sinifini; baslangi¢ ve bitisi ayn1 X objesi olan biitiin morfizmlerin smifini

C(X) ile gosterecegiz.

Onerme 1.3.3. C bir kategori olup her bir X objesi igin birim morfizm olarak
adlandirilan e(X) = 1y tektir (Mucuk,2010).

Asagida yaygin olarak kullanilan kategori 6rnekleri verilmistir (Mucuk,2010).

Ornek 1.3.4. Biitiin ciimlelerin simfi SET ile gosterilen bir kategori belirler. Burada
objeleri ciimleler, morfizmleri climleler arasindaki fonksiyonlar, kismi bileske islemi
fonksiyonlar arasindaki bilinen bileske islemi ve her bir A climlesi i¢in birim morfizm

de 1,: A — A olan birim fonksiyondur.



Ornek 1.3.5. Topolojik uzaylarmin smifi topolojik uzaylar arasindaki siirekli
fonksiyonlar ile birlikte bir kategori olusturur. Siirekli fonksiyonlarin bileskeleri de
stirekli oldugundan bu kategoride kismi bileske islemi tanimlidir. Bu kategori TOP ile

gosterilir.

Ornek 1.3.6. Objeleri gruplar, morfizmleri grup homomorfizmleri olan kategori GP ile

gosterilir.

Ornek 1.3.7. Objeleri topolojik gruplar ve morfizmleri ise siirekli grup homomor-

fizmleri alinarak elde edilen topolojik gruplarin kategorisi TGP ile gosterilir.

Ornek 1.3.8. Her monoid tek objeli bir kategori olarak ele almabilir. Bir M monoidi
verildiginde monoid elemanlarint morfizmler, monoid islemi ise kismi bileske olarak

ele alindiginda M bir kategoriye doniismiis olur.

m n n+m
k—Ik—>k = k—>%k

Buradam € M igin d,(m) = d,(m) = * ve &(*) = e olarak tanimlanir.

Ornek 1.3.9. Monoidlerin kategorisinde objeler monoidler ve morfizmler ise monoid

homomorfizmleri olup bu kategori MON ile gosterilir.

Tanim 1.3.10. C ve D kategorileri ele alindiginda asagidaki 6zellikler saglaniyorsa

D kategorisine C kategorisinin alt kategorisidir denir (Mucuk,2010).

(i) D, smifi Cy sinifinin bir alt sinifidir.

(if) Her bir X,Y € D, i¢cin D(X,Y) € C(X,Y) dir

(il)D kategorisindeki morfizmlerin bileskesi ile C kategorisindeki morfizmlerin
bileskesi aynidir.

(iv)Her bir X € D, i¢in D deki 1y birim morfizmi, C deki birim morfizm ile aynidir.

Ornek 1.3.11. Abelyan gruplarin kategorisi, gruplarin kategorisi GP nin bir alt
kategorisidir (Mucuk,2010).

Tamm 1.3.12. C bir kategori ve f:X — Y bir morfizm olsun. Eger Cde go f = 14 ve
f o g =1y ozelligini saglayacak bir g: Y — X morfizmi varsa f ye bir izomorfizm; X
ve Y objelerine ise izomorftur denir ve X =Y ile gosterilir. Burada f~1 = g ile

gosterilen morfizme f morfizminin tersi denir (Mucuk,2010).
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Tamim 1.3.13. Bir C kategorisinde morfizmlerin bir

b I

L

diyagrami verilsin. Eger baslangic ve bitigleri ayn1 olan bileske morfizmleri esit ise yani

g ° f = h ok oluyorsa bu diyagrama degismeli diyagram denir (Mucuk,2010).

Tamim 1.3.14. Bir C kategorisinde f: A = C ve g: B — C birer morfizm olsun. P € C,
ve p;:P = A, p,: P = B morfizmleri igin asagidaki sartlar saglaniyorsa (P,pq,p2)
t¢lisiine f nin g tizerinde (veya g nin f {izerinde) geri ¢ekilmesi (pullback) denir
(Mucuk,2010).

(i) fp1 = gp, dir.
(if) Her X € Cy ve fq, = gq, olacak sekilde her g;: X = A, q,: X = B morfizmleri
icin p; ¢ = g, Ve p,@ = q, olacak sekilde bir tek ¢: X — P morfizmi vardir.

X s

e

P
N

B—C

g

Tanmm 1.3.15. Bir C kategorisinde I bir kiime olmak tizere {A;};c; de C de objelerin bir
siifi olsun. Bir P € C, objesi ve her i € [ igin p;: P = A; morfizmleri i¢in bir X € C,
objesi ve her i € I i¢in f;: X = A; morfizmleri verildiginde p;¢ = f; olacak sekilde bir
tek ¢@:X > P varsa (P, {p;}ie) Ikilisine {A;};c; objelerinin ¢arpim denir
(Mucuk,2010).

PLAI

A
@l /
| fi

X

Ornegin SET kategorisinde iki obje verildiginde bu objelerin garpimi bilinen kartezyen
carpimdir. Gruplarin kategorisinde de iki objenin carpimi ise gruplarin direkt

carpimidir. Eger verilen bir kategoride herhangi iki objenin ¢arpimi mevcutsa bu
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kategoriye sonlu ¢carpima sahip bir kategori denir.
Kategoriler arasindaki doniisiimler asagidaki gibi tanimlanir.

Tanmm 1.3.16. C, C' iki kategori olsun. € nin her bir X objesini C’ nin bir F(X) objesine,
C nin her bir f:X —» Y morfizmini ise ¢" nin bir F(f): f(X) - F(Y) morfizmine
doniistiiren ve asagidaki 6zellikleri saglayan bir F doniisiimii C den C' ne bir fanktor
olarak adlandirilir ve F: C — C' seklinde gosterilir (Mucuk,2010; Awodey, 2006).

(i) F(gef)=F(g)°F(f)

(1)

W dawr Tom . 4 F(X) F(Y)ﬂF(Z)
N _ V.
gof F(gof)=F(g)oF(f)
(ii) F(lx) = 1F(X)!
X2 x — P px)
N
1rx)

Tamm 1.3.17. F:TOP— SET doniisiimii ele alindiginda bir topolojik uzayi, tanimli
oldugu ciimleye gotiiren bir fanktor olup bu sekilde objeler lizerindeki yapiyr unutan

fanktora unutkan fanktor denir.

Iki fanktorun bileskesi de bir fanktordur. Bu sekilde objeleri kiiciik kategoriler,
morfizmleri ise fanktorlar olan kiigiik kategorilerin kategorisi CAT elde edilir
(Mucuk,2010).

Tamm 1.3.18. C ve D birer kategori olmak iizere F,G:C — D iki fanktor olsun. C nin
her A € C, objesini D nin bir S,: F(A) = G(A) morfizmine doniistiiren bir S: Cy = D,

dontisiimii ele alinsin. Eger C nin her bir f: A — B morfizmi i¢in asagidaki

F(a) 29 p(B)

Sa l ls B

G(4) 55 G(B)

diyagrami degismeli ise S ye bir dogal doniisiim denir ve S: F = G ile gosterilir.
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Tamim 1.3.19. C ve D birer kategori olmak iizere F,G:C — D fanktorlari ele alinsin.
Eger S: F = G dogal doniisiimii i¢in bir A € €, olmak iizere S,: F(A) = G(A) morfizmi
D de bir izomorfizm ise S ye bir dogal izomorfizm, F ile G fanktorlarina da dogal
olarak denktir denir ve F = G ile gosterilir (Mucuk,2010).

Teorem 1.3.20. F,G: C — D iki fanktor olsun. F = G dir, ancak ve ancak ST = 1, ve
TS = 1 olacak sekilde S: F — G ve T: G — F dogal doniistimleri vardir (Mucuk,2010).

Tamm 1.3.21. F: C — D fanktoru ele alinsin. Eger GF = 1, ve FG =~ 14 olacak sekilde
bir G: D — C fanktoru varsa bu kategoriler dogal olarak denktir denir ve C =~ D ile
gosterilir (Mucuk,2010).

1.4. Grupoidler

Tamim 1.4.1. G, objelerin sinifi, G; tim morfizmlerin sinifi ve x,y € G, igin x den y ye
morfizmlerin smifi G(x,y) olmak tiizere G = (G, Gq,dy, dq,€,m,2) Kategorisi, her
fE€G(xy)igin f7lof =1, ve fof™t =1, ozelligini saglamak iizere 1:G; — Gy,
n(f) = f~! seklinde tammli ters morfizm doniisiimii olarak adlandirilan déniisiimle
birlikte bir grupoid adini1 alir (Mackenzie, 1987). Bir baska deyisle her morfizmi

izomorfizm olan kategoriye bir grupoid adi verilir.

Grupoidi olusturan dontigiimleri asagidaki gibi gosterebiliriz.

o dg £
Gl XGO Gl — Gl — Gl 7 >G0_) Gl
1
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Onerme 1.4.2. Bir G grupoidinde f € G(x,y) morfizmi verildiginde asagidaki
ozellikler saglanir (Mucuk,2010).

(1) Her x € G igin 1, birim morfizmi tektir.
(i) Her f € G; morfizmi igin f 1 tektir.
(iii)g o f = fise g = 1, dir.
(iv)feh=fise h =1, dir.

(V) gof=1,iseg = ftdir.

(Vi)f oh =1, ise h = f~ dir.

Ornek 1.4.3. Objeleri biitiin ciimleler, morfizmleri ise birebir ve orten fonksiyonlar

olarak ele alinarak elde kategori bir grupoiddir.

Ornek 1.4.4. Objeleri topolojik uzaylar, morfizmleri homeomorfizmler olan kategori

bir grupoiddir.

Ornek 1.4.5. Her grup tek objeli bir grupoid olusturur (Brown ve Loday,1987). Verilen
bir G grubunda morfizmler grup elemanlar1 olarak, grup islemi ise kismi bileske islemi

olarak alinirsa G bir grupoide doniisiir.

f g af

k—>%k —> k = k—>%

Ornek 1.4.6. X herhangi bir ciimle ve G bir grup olsun. x,y,z € X ve f,g € G igin
(x, f,y) ugliisti x den y ye bir morfizm olarak ele alinir ve bileske islemi de
1. 9.2) e (x,f,y) = (x,9f, 2)

Ca.fy) ».9.2) (x.9f,2)
y Z = XxX——2Z

seklinde tanimlanirsa olusan (X,X X G X X) yapisi ile bir grupoid belirtir. Burada
verilen (x, f,y) morfizmi i¢in do(x, f,y) =x, di; (x,f,y) =y, 1, =(x,e,x) ve
n(x, f,y) = (v, f~1,x) seklinde yap1 doniisiimleri tanimlanir. Bu sekilde olusturulan
grupoide asikar grupoid denir (Mucuk,2010; Mackenzie, 1987).

Iki grupoidin kartezyen carpiminin tanimi asagidaki sekildedir.

Tammm 1.4.7. G ve H iki grupoid olsun. G X H yapist objelerinin smifi G, X H,

morfizmlerinin sinifi da G; X H; olan bir grupoid olusturur. Bu grupoide ¢arpim
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- . . g h .
grupoidi  denir. Burada morfizmler x—x; ve y—y; olmak iizere

h
(x,y) & (x1,y1) seklindedir. Morfizmlerin bileskesi ise (g, h), (g1, h1) € Gy X H;
ve dy(g.) = d,(g), dy(hy) = d;(h) olmak lizere

(g1.h1) e (g, h) = (g1 ° g, by o h)

olarak tamimhdir. Bir (g,h) € G, X H; morfizmi i¢in n(g,h) = (g,h) 1 = (g1, h™ 1)
ve (x,y) € Gy X Hy objesi igin birim morfizm 1.,y = (14,1,) olarak tanimlanir

(Mucuk,2010).

Tamm 1.4.8. G ve H iki grupoid olmak lizere eger G ve H 1 kategorileri iizerinde

F:G — H bir fanktor ise F ye bir grupoid morfizmi denir (Brown,1987).

Buna gore objeleri tiim grupoidler ve morfizmleri ise grupoidler arasindaki fanktorlar
olan bir kategori olusturulur. Bu kategoriye grupoidlerin kategorisi denir ve GPD ile

gosterilir (Brown,1987).

Onerme 1.4.9. G ve # iki grupoid olmak iizere F: G — H bir grupoid morfizmi olsun.

Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir (Mucuk,2010).

(i) Her g € G, i¢in F(g™1) = F(g)~1 dir.
(i) Her g € G, morfizmi i¢in F~1(g) ile F~1(g~1) izomorftur.

Tamm 1.4.10. G bir grupoid olmak tizere H, G nin bir alt kategorisi olsun. Her f € H;
icin f~1 € H; oluyorsa H grupoidi G grupoidinin alt grupoididir denir. H, = G,
oluyorsa H grupoidine G grupoidinin genis alt grupoidi denir (Mucuk,2010).

Tammm 1.4.11. G bir grupoid ve V' de G nin genis bir alt grupoidi olsun. Eger her
X,y € Gy veher g € G(x,y) i¢in

goeNx)eg ™ S N(y)

saglaniyorsa veya buna denk olarak

goeNX)=N®)eog

oluyorsa V' ye G grupoidinin bir normal alt grupoidi denir (Mucuk,2010).
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Ornek 1.4.12. Gve H birer grupoid olmak iizere F:G — H bir grupoid morfizmi

olsun. O halde

KerF ={f € G,|F(f) = 14,r(5)}

olarak tanimlanan alt grupoid G nin normal alt grupoidi olup F nin g¢ekirdegi olarak
adlandirtlir. Gergekten V' = KerF olarak alindiginda G nin alt grupoidi oldugu agik
olupn € N(x) ve g € G(x,y) i¢in

F(goeneg™) =F(g) o F(n) e F(g™") = 1p(,
olup g e N(x) o g7 € N(y) elde edildiginden V' normal alt grupoiddir (Mucuk,2010).

Tamm 1.4.13. G = (G, G1,d,, d4, €,1,°) bir grupoid ve ' de normal alt grupoid olsun.

Bu durumda
g/]\[‘ = (GO' G/N ) dOII dlll gl' TI"°)

boliim grupoidi asagidaki sekilde olusturulur.

Objelerin simifi G ile ayni obje sinifi G, (G/N)(x, y)={ge°N(x)|g € G(x,y)} olmak

uzere morfizmlerin sinifl

G/N - Ux.yeGo(G/N)(x' y)’

baslangig doniisiimii dy'(g ° N(x)) = do(g), bitis déniisimii d;' (g o N(x)) = d41(9),

bileske islemi ise V' normal oldugundan g € G(x,y) ve h € G(y, z) i¢in

N(x) g N(y) h go N(x) heN(y) hegoN(x)
X—I XDy —>y—>Z=X y Z=xXx—

hoN()egoN(x)=hogoN(x)oN(x)=hogeoN(x)

seklinde, ters morfizm déniisiimii n'(g o N(x)) =n(g) e N(y) ve birim morfizmi
dontistimii de &'(x) = 1, o N(x) seklinde tanimlanir. Burada 1, € N(x) oldugundan

1, o N(x) = N(x) elde edilir (Mucuk,2010).
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Tamim 1.4.14. Objeler lizerinde birim olan ve morfizmler tizerinde
PG> Iy, @) =goNE)

seklinde tanimlanan grupoid morfizmi béliim morfizmi olarak adlandirilir

(Mucuk,2010).

1.5. Caprazlanms Modiiller

Tamm 1.5.1. M ve N birer grup, d: M — N doéniisiimii bir grup homomorfizmi ve N nin
M 1iizerinde (sol) etkimesi e: N X M — M olsun. Eger asagidaki 6zellikler saglaniyorsa
(M, N, d,¢) dortliisiine gruplar {izerinde bir ¢caprazlanmis modiil denir. Her m,m; € M

ven € N igin
[CM1] 0(n em) = nd(m)n~1,
[CM2] d(m) e m; = mm,;m™ (Whitehead, 1949; Whitehead,1946).
Ornek 1.5.2. Bir G grubunun N normal altgrubu iizerindeki konjugasyon etkimesi ve
0:N - G,0(n)=n

seklinde tanimlanan dontisiim ile birlikte (N, G,d,») yapisi bir ¢aprazlanmis modiil
olusturur. Bu sekilde elde edilen yapiya eslenik c¢aprazlanmms meodiil denir (Brown
vd.,2011).

Onerme 1.5.3. G = (G, s, t) bir cat'-grup olsun. Bu durumda @ = ¢, s kisitlamasi ve
eslenik etkime ile (Ker s,s(G),d) bir gaprazlanmis modiildiir. (Loday, 1982; Brown
vd., 2011)

ispat : (G, s, t) bir cat’-grup ve @ = t|,, s olmak iizere
s(G) X Kers > Kers, gem = gmg™!

eslenik etkimesi ile (Kers,s(G),d) yapisinin bir ¢aprazlanmis modiil oldugunu

gosterelim.
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[CM1] m € Ker s ve g € s(G) ele alinsin. Bu durumda s(m;) = g olacak sekilde
bir m; € G vardir. O halde

t(g) = t(s(my)) = ts(my) = s(my) = g
olup
tlgem) = t(gmg™") = t(Ptm)t(g™") = gt(m)g™*
elde edilir.
[CM2] m,m; € Ker s icin
t(m) e my = t(m)myt(m)~! = t(m)m,t(m) " *mm=1
olup

t(t(m=Hm) = tt((m™))t(m) = tm")t(m) = t(m~'m) = e

elde edilir. t(m)~'m € Ker t ve m; € Ker s oldugundan
myt(m)~tm = t(m)~'mm,

olacaktir. Buna gore

1 1

t(m) e my = tm)myt(m)'mm=! = t(m)t(m " Hmmm™! = mmym~
elde edilir.

Tamm 1.5.4. (M,N,d),(M’,N’,d") iki ¢aprazlanmis modiil ve f;: M —» M', f,: N - N’
iki grup homorfizmi olmak iizere asagidaki sartlar1 saglayan f = (fy,f;) ikilisine
caprazlanmis modiill morfizmi denir ve (fi,f;):(M,N,0) » (M',N’,d") seklinde
gosterilir. (Norrie, 1990)

(i) f,0 = d'f; dir.
(ii) Hern € N vem € M igin f;(n e m) = f,(n) ¢ 'f;(m) dir.

Diyagramlar cinsinden ifade edilecek olursa
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degismeli diyagrami ¢aprazlanmis modiil morfizmidir. Béylece objeleri ¢aprazlanmis
modiiller, morfizmleri ise c¢aprazlanmig modiil morfizmleri olan bir kategori
olusturulabilir. Bu kategoriye ¢caprazlanmis modiillerin kategorisi denir ve CM veya

XMOD ile gosterilir (Brown ve Spencer, 1976).

Onerme 1.5.5. (M, N, d) bir caprazlanmis modiil olsun. Bu durumda s(n,m) = (n, e)
ve t(n,m) = (0(m)n, e) doniisiimleriyle (N x M, s, t) bir cat’-gruptur (Loday, 1982;
Brown vd., 2011).

Ispat: Ilk olarak s ve t doniisiimlerinin grup homomorfizmi oldugunu gosterelim.

n,n’ € N vem,m’ € M olmak tizere
s((,m)(n’,m")) = s(nn’,m(n e m) = (nn',e) = (n, H(n', e) = s(n,m)s(n’,m"),
t((n,m)(n’,m")) = t(nn’, m(n s m"))
= (a(m(nem’))nn’,e)
= (0(m)d(n e m’)nn’,e)
= (A(m)nd(mHn"nn’, e)
= (0(m)na(mn’,e)
ve
t(n,m)t(n’,m’) = (d(m)n, 1. (9(m")n’, e)
= (0Gmna(m)Hn’, 1((@Gmn) « ¢))
= (0(m)nd(mn’, e)

olacagindan t((n, m)(n’,m’)) = t(n,m)t(n’,m') elde edilir ki boylece s ve t birer

grup homomorfizmidir.
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[CG1] st(n,m) = s(t(n,m)) = s(d(m)n, e) = (A(m)n,e) = t(n,m) olup st = t ve

ts(n,m) = t(s(n, m)) =t(n,e) = (0(1)n,e) = (n,e) =s(n,m) olup ts=s elde

edilir.
[CG2] [Ker s,Ker t] = e oldugunu gosterelim.
Ker s = {(n,m)|s(n,m) = (e,e)} = {(e,m)|m € M}
ve
Ker t ={(n,m)|t(n,m) = (e,e)}
= {(n,m)|(@(m)n,e) = (e, e)}
={(n,m)|d(m)n = e}
olup buna gore
(e,m)(ny, my)(e,m) ™  (ng, my) ™" = ((ng, mmy) (e, m™")) (g~ my o my ™)

0

= (nl.mm1(n1 * m_l))(n1_1;n1 em; 1)

= (nlnl‘l,mml(nl em ™) (ng e (ny " e ml‘l)))
= (e,mmy(ny e m Hm; 1)

= (e,m(3a(my) » (ny e m™)))

= (e,m(d(my)ny e m™1))

=(e,m(1em™))

= (e, €)
olacagindan [Ker s, Ker t] = e olur ki bdylece (N x M, s, t) bir cat'-gruptur.

Tanim 1.5.6. Cat'-gruplar ve Tanim 1.2.8. de verilen cat'-grup morfizmleri ile birlikte
cat'-gruplarin kategorisi olusturulur ve bu kategori CAT'-GP ile gosterilir (Brown vd.,
2011).
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Teorem 1.5.7. Gruplar iizerindeki gaprazlanmis modiillerin kategorisi, cat'-gruplarin

kategorisine dogal olarak denktir (Loday, 1982; Brown vd., 2011).

Ispat : (M,N,d) yapis1 gruplar iizerinde bir ¢aprazlanmis modiil olsun. Kategoriler

arasinda
Y : CMo CAT-GP , Y(M,N,d) = (N X M,s,t)

seklinde tanimlanan fanktor ile Onerme 1.5.5. den (N x M, s, t) yapisi bir cat’-gruptur.
(fi, f2):(M,N,3) » (M',N’,0") ¢aprazlanmis modiil morfizmi verildiginde asagidaki
diyagram degismeli olacak sekilde ¥(f;, f,) = f> X f; cat'-gruplarin bir morfizmidir.

N

NxM Nx M

t

f2 X fi O fa X fi

Gergekten
(f2 X f)s(n,m) = (f X f)(n, €)
= (L, fu(e))
= (f;(n),e)
= s'(£m), i(m))
= 5'(f X f) (n,m)
olup (f; X f)s = s'(f, X f1) ve
(f2 X f)t(m,m) = (f; X f)(3(m)n, e)
= (Lo(m)fz(n),e)
= (0'fi(m)fz(n), e)
= t'(f,(n), f,(m))
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= t'(f2 X f1)(n,m)

olup (f, X f)t = t'(f, X f,) oldugu goriiliir. Diger taraftan (G,s,t) bir cat-grubu

verildiginde kategoriler arasinda
y :CAT-GP>CM |, ¥(G, s, t) = (Ker s,s(G),d)

seklinde tanimlanan fanktor ile Onerme 1.5.3. den (Ker s,s(G),d) bir ¢aprazlanmis
modiildiir. Catl-gruplarm bir f:(G,s,t) - (G',s',t") morfizmi verildiginde asagidaki
diyagram degismeli olacak sekilde y(f) =(f,f) c¢aprazlanmis modiillerin bir

morfizmidir.

5(G) X Ker s —— Ker s ——— 5(G)
fxf f U f
s(G") x Ker s'—— Ker s’ —— s(G")
Gergekten m € Ker s ve g € s(G) icin f(m) € Ker s’ ve f(g) € s(G")olmak lizere
flgem) = f(gmg™)
= f(@fm)f(g™)
= fl@fm)f(g™
=f(g)*'f(m)
ve
fo(gem) = fa(gmg™)
= flgmg™)
= f(@fmf(g)™
=0'(f(g) » f(m))
=0'f(gem)

elde edilir. Simdi bu fanktorlar arasinda dogal doniisiimleri tanimlayalim.
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Silegtioge — WYY o Se(G,s,t) = (s(G) xKers,s',t')
ve g € G icin
Se(9) = (s(9),gs(g™)

seklinde tanimlanir. Burada s'(n,m) = (n,e) ve t'(n,m) = (d(m)n,e) olup g, g, € G

icin
56(919) = (s(919),9195(919)™") = (s(91)5(9), 9195(g™")s(g:™"))
ve
S6(91)56(9) = (s(g1), 915(9:7 ) (s(9), gs(g™)

_ (S(gl)s(g),glg(gl_l) (S(gl) . (QS(g‘l))))

= (s(91)s(9), 915(9: Ds(g1)gs(@ Ds(g:™)
= (s(g1)s5(9), 91.95(g™Hs(g1™)

oldugundan S bir grup homomorfizmidir. Ayrica dogal doniisiimiin birebir ve Orten

oldugu agiktir. Diger yandan € = (M, N, d) igin
Tiley — v, Te(M,N,d) = (N X M,s,t)
olup Te(n) = (n,e) ve To(m) = (e, m) seklinde tanimlanir. n,,n € N igin
Te(n)Te(n) = (ny, e)(n, e)
= (nln, e(n, e« e))
= (myn, e)
= Te(myn)
vemy,m € M igin
Te(my)Te(m) = (e, my)(e,m)

= (e, my(e e m))
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= (e,mym)
= Te(mym)

olup T¢ grup islemlerini korur. Ayrica dogal doniisiimiin birebir ve 6rten oldugu agiktir.

O halde kategoriler dogal olarak denktir.

1.6. Grupoidler Uzerindeki Caprazlanmis Modiiller

Grupoidler iizerindeki c¢aprazlanmis modiilleri tanimlamak i¢in Oncelikle bir
grupoidin tamamen baglantisiz bir grupoid lizerine etkimesini tanimlamaliyiz. Bir G
grupoidinde her x,y objesi i¢in G(x,y) = @ ise bu grupoide tamamen baglantisiz
grupoid denir. Tezin bundan sonraki kisminda tiim grupoidler ayni obje sinifi iizerinde
tanimli oldugundan bu obje smifimt X ile gosterecegiz. Grupoidler {iizerindeki
caprazlanmis modiiller, gruplar lizerindeki ¢aprazlanmis modiillerin daha genel bir hali
olup, buradaki grupoidler tek objeli olarak ele alindiginda gruplar tizerindeki

caprazlanmig modiil yapis1 elde edilir.

Tanmm 1.6.1. G = (X,G) ve i = (X, H) ayn1 obje smifi iizerinde birer grupoid ve
tamamen baglantisiz grupoid olsun. Bir G grupoidinin ' grupoidi iizerine etkimesi

asagidaki ozellikleri saglayan
.GXH->H,(ghyr—>geh
doniisiimiidiir (Brown ve Igen, 2003; Igen, 2000). Her g,g9,,9, € G ve h,h;,h, € H
i¢cin
(i) g e htanmmhdir & d;(h) = dy(g) ve d;(g * h) =d.(g),
(i) (gz°g1) *h =gz * (g1 h),

(iii)g € G(x,y) ve hy, h, € H(x) igin g » (hy o hy) = (g * hy) o (g * hy),
(ivi/h € H(x) igin 1,, e h = h.

Ayrica bir g € G(x,y) morfizmi i¢in g e 1, = 1, oldugu yukaridaki 6zelliklerden

kolayca elde edilir.
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Tanmmm 1.6.2. G = (X,G) ve £ = (X, H) ayn1 obje kiimesi tizerinde birer grupoid ve
tamamen baglantisiz olsun. O halde d = (1,0): H — G doniisimii objeler lzerinde
sabit olan bir grupoid morfizmi ve verilen :G X H — H ectkimesi ile asagidaki
ozellikleri saglayan K = (#,G,d,») dortliisiine grupoidler iizerinde caprazlanmis

modiil denir. Burada her h, h; € H(x) ve g € G(x,y) olmak tizere
[CMG1]d(geh) =gead(h)o g™,
[CMG2] d(h) ¢ hy = h o hy o A~ dir (Brown ve Icen,2003).

Tamm 16.3. K =(H,G,0,») ve K = (H', G, d",»') grupoidler {lizerinde Dbirer
caprazlanmis modiil olsunlar. (14, 4,): H — H' ve (14,1,): G — G’ grupoid morfizmleri
olmak tlizere asagidaki ozellikleri saglayan A = (1p,A4,1,):K = K’ {igliisiine
grupoidler iizerindeki caprazlanmis modiil morfizmi denir (Brown ve Igen, 2003;

Icen, 2000).

(i) 1,0 =d'A,
(i) A, (g » h) = 2,(g) * '2:(h)

GXH H G
Ay X A4 Ll O A5
gl X j‘[’ - j’[’ a, gl

Boylece objeleri grupoidler iizerindeki caprazlanmig modiiller ve morfizmleri de
grupoidler tizerindeki ¢aprazlanmis modiil morfizmleri ile birlikte elde edilen kategori

CMG ile gosterilir.

Tanmm 1.6.4. (A,B,d) yapist grupoidler {izerindeki bir ¢aprazlanmig modiil olsun.
Asagidaki 6zellikleri saglayan (M, V', g) yapisina (A, B, d) ¢aprazlanmis modiiliiniin

bir alt ¢aprazlanms modiilii denir (Mucuk ve Demir, 2018). Y € X olmak iizere
[SCMG1] M = (Y,M), A = (X, A) nin bir alt grupoididir.
[SCMG2] v = (Y,N), B = (X, B) nmin bir alt grupoididir.

[SCMG3] g, d nin M ye kisitlamasidir.
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[SCMG4] NV nin M fizerine etkimesi, B nin A lizerine etkimesinin kisitlamasidir.

Eger X =Y ise (M,N,0) vyapisi (A, B,d) caprazlanmig modiliiniin genis alt

caprazlanmis modiilii denir.

Tanmm 1.6.5. (M, N, 0) yapist (A,B,d) ¢aprazlanmig modiiliiniin alt ¢aprazlanmig
modiilii olsun. Eger asagidaki Ozellikler saglaniyorsa (M, N, o) yapisina (A, B,d)
caprazlanmis modiiliiniin normal alt ¢caprazlanms modiilii denir (Mucuk ve Demir,
2018).

[NCMG1] &V, B nin normal alt grupoididir.
[NCMG2] b € B(x,y), m € M(x) olmak tizere b e m € M(y) dir.
[NCMG3] n € N(x), a € A(x) olmak iizere (nea) ca~! € M(x) dir.

Burada [NCMG2] den od(a)sm=aomoa €M olup M,Anin normal alt
grupoididir.

Teorem 1.6.6. V' tamamen baglantisiz olmak tizere (M, N,0) yapist (A,B,0)

caprazlanmis modiliiniin  normal alt ¢aprazlanmis modili olsun. Bu durumda
("q/ M'B/ N,p) tcliisii grupoidler iizerinde bir caprazlanmis modiil olusturur. Bu

caprazlanmis modiil boliim caprazlanmms modiilii olarak adlandirilir (Mucuk ve

Demir, 2018).

Ispat : Objeler iizerinde birim olan
pr:A — Ay pi(a) = ao M(dy(a))

p2:B — B/, py(b) = b o N(do(b))

boliim morfizmleri ile p:‘A/M—>B/ s 9grupoid morfizmini asagidaki diyagram

degismeli olacak sekilde tanimlayalim.

A A/M
o]
B——B/N
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Burada her b € B(x,y) ve a € A(x) igin B/N nin A/M tizerindeki etkimesi
B/N % A/M N A/M’
(b oN(x),ac M(x)) — (b ° N(x)) . (a ° M(x)) =(bea)oM(y)
seklinde tanimlanir. n,, € N(x) ve m, € M(x) igin
(bony)e(aom,) = ((bony)ea)e ((bon,)sm,)

= (b e (n, -a)) ° (b o (n, 'mx))

olur ki buradan n, e a = a’ ve n, e m, = m,’ olup NCMG2 den b e m; = m, € M(y)

ve boylece
(bony)e(aomy) =(bea)om,

elde edilir. O halde etkime iglemi iyi tanimlidir. Yukaridaki diyagramdan p p; = p,0

oldugundan p doniisiimii, her a € A igin
ppi(a) =p(aeMXx))
ve
p20(a) = p(8(a)) = 3(a) o N(x)

olup p(a o M(x)) =d(a) o N(x) seklinde olacaktir. Simdi (‘A/M,B/N,,D)

ticliistiniin grupoidler iizerinde bir ¢aprazlanmis modiil olusturdugunu gosterelim.

[CMGL1] b € B(x,y) ve a € A(x) olsun. O halde
p ((boN@)«(aoM@))=p(be+a)e M)
=d(bea)oN®)
= (bod(a)ob ) o N(y)
ve
(boN@) o p(aoM@)o(boNk) =boN®)od(a)oNx)ob™ oN(y)
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=(bod(@)° N b o N()

=(bed(a)eb™) o N(y)

olup p (b o N(®)) + (2o M(x))) =boN(x) o p(aeMt))e(boN()  di.
[CMG2] a,a; € A(x) olsun. O halde
p(ao M@)o (a0 M) = (8(a) o N(x)) » (a, o M(x))
= (9(a) * a;) ° M(y)
=(aca;cat)oM(y)

ve

(aoM(x))o(a;oM(x))o(ao M(x))_1 =(aca;oM(x)) o (atoM(®y))

=(aca;ea™)oM(y)

icin p(a o M(x)) . (a1 o M(x)) = (a o M(x)) ° (a1 ° M(x)) 0 (a o M(x))_1 dir.

2. YAPILAN CALISMALAR

Bu bolimde (Temel, 2020) kaynaginda tammlanan cat’-grupoidlerin temel
ozellikleri incelenmis ve cat'-grupoidlerin kategorisinin grupoidler iizerindeki
caprazlanmis modiillerin kategorisine dogal olarak denk oldugu ispatlanmistir. Bu
denklik cat'-gruplarla gruplar iizerindeki c¢aprazlanmis modiillerin kategorileri
arasindaki dogal denkligin grupoidlere genisletilmesidir. Ayrica yine (Temel, 2020)
kaynaginda verildigi gibi alt cat'-grupoid ve normal alt cat'-grupoid yapilari
tanimlanarak bu yapilarin grupoidler {izerindeki ¢aprazlanmis modiillerin normal
yapilarina nasil karsilik geldigi, catl-grupoidler ile grupoidler iizerindeki ¢aprazlanmig

modiiller arasindaki dogal kategorik denkligin bir uygulamasi olarak incelenmistir.
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2.1. Cat'-Grupoidler

Tammm 2.1.1. Bir G = (X,G) grupoidi ve objeler iizerinde birim olan o,7:G = §
fanktorlar1 verilsin. Asagidaki 6zellikleri saglayan (G,o,7) icliisiine bir cat'-grupoid
denir (Temel, 2020).

[C1Gdl] ot = T ve o = o dir.
[C1Gd2] Her h € Ker(o) ve her k € Ker(t) igin dy(k) = dy(h) olmak tlizere
hokoh ™ok ™ = &dy(h) dir.

Burada Ker(o) = {g € Glo(g) = edo(g)} ve Ker(r) ={g € G|1(g) = &d, (9)}

olup ayn1 obje climlesi X {izerinde G grupoidinin genis alt grupoidi olurlar. Ayrica bu alt
grupoidler tamamen baglantisiz alt grupoidlerdir. Boylece Ker(o) alt grupoidi ve

h,hy € Ker(a) iginhohy o h™'oh, " = ed,y(h) elde edilir

Ornek 2.1.2. Her cat'-grup, tek objeli bir cat’-grupoid olarak ele alinabilir (Temel,
2020).

Onerme 2.1.3. (G,s,t) bir cat'-grup, X bir ciimle ve G = (X,X X G x X) asikar
grupoid olsun. Bu durumda o,7:G -G ,0(x,g9,y) = (x,5(g9),y) ve 1(x,g9,y) =
(x,t(g),y) déniisiimleri ile birlikte (G, o, 7) bir cat'-grupoiddir (Temel, 2020).

Ispat: ilk olarak o ve T min birer fanktor oldugunu gosterelim. Her x,y,z € X, g,h € G

i¢cin
(x.9.y) y (v.h.z) R M 2
oldugundan
(7, h,2) o (x,9,)) = ©(x, hg, 2) = (x,t(hg),2) = (x,t(h)t(g),2)
ve

Ty, h,z) o t(x,g9,¥) = (y,t(h),2) o (x,t(g),y) = (x,t()t(g),2)

olup bileske islemi korunur.
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1, = (x,e,x) olup
T(lx) = T(X, e,X) = (X, t(e),X) = (x' e, X) = 1r(x,e,x)

olup t bir fanktordur. Benzer sekilde o ninda fanktor oldugu gosterilebilir. Simdi

(G, 0, 7) nin cat™-grupoid 6zelliklerini sagladigim gosterelim.
[C1Gd1] ot(x,9,y) = o(x,t(g),y)
= (x,5(t(9))y)
= (x,5t(9),y)
= (x,t(9),y)
=1(x,9,¥)
ve
t0(x,9,y) = t(x,5(9),y)
= (x,t(s(@).y)
= (x,ts(9), )
= (x,s(9),y)
= a(x9,y)
elde edilir.

[C1Gd2] Ker(o) ={(x,g,y) EX X G x X|o(x,g9,y) = 1,} oldugundan
(x,s(g),y) = (x,e,x) olup buradan s(g) = e ve boylece g € Ker s bulunur. Benzer
sekilde Ker(t) = {(x,h,y) € X X G X X|t(x,h,y) = 1,} icin h € Kert bulunur.
(G, s, t) bir cat'-grup oldugundan ghg~*h~! = e dir. Buradan her (x, g, x) € Ker(o)
ve (x, h, x) € Ker(7) i¢in (x,g,x)" = (x, g1, x) oldugundan

(x,9,x) o (x,h,x) o (x,9,x) o (x,h,x)" = (x,ghg ™ h 1, x) = (x,e,x) =1,

olup (G, o, 7) bir cat*-grupoiddir.
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Onerme 2.1.4. Herhangi bir G = (G,0,7) cat’-grupoid ic¢in asagidaki 6zellikler
saglanir (Temel, 2020).

(i) a(G) =7(G)
(i) o2 =0ovetr? =1

(iii)o ve T fanktorlar1 o(G) ve 7(G) lizerinde birimdir.
Ispat:

() ot =1 oldugundan Im7 € Imo dir. Benzer sekilde to = o olacagindan
Imao € Imtolup 6(G) = 7(G) elde edilir.

(ii) 7o = 0 oldugundan 0% = 00 = 010 = ¢ ve benzer sekilde 72 =T =T0T =1
elde edilir.

(ii)g € 0(G) igin g = o(h) olacak sekilde Ih € G vardir. Buradan

a(g) = a(o() = go(h) =a(h) = g

olupa, o(G) tizerinde birim doniisimdiir. Benzer sekilde T donisimi de 7(G)

tizerinde birim doniisiimii oldugu agiktir.

Tamm 2.1.5 G = (G,0,7) ve§G = (G',0',7") cat’-grupoid olmak iizere f:G — G’

grupoid morfizmi olsun. Eger

diyagranu degismeli, yani ¢'f = fo ve t'f = ft oluyorsa f ye cat'-grupoid morfizmi
denir. Boylece cat’-grupoidlerin kategorisi olusturulur ve CAT!-GPD ile gdsterilir
(Temel, 2020).

Teorem 2.1.7. Cat'-grupoidlerin kategorisi, grupoidler iizerindeki ¢aprazlanmis

modiillerin kategorisine dogal olarak denktir (Temel, 2020).

Ispat: Grupoidler iizerindeki (A, B, d) caprazlanmis modiilii ele alinsim. Morfizmlerin
smifi G =BxA={(b,a)lb€B,a€Ad(b)=dy(a)=d,(a)} olan G grupoidi
o(b,a) = (b, sdo(a)) ve (b, a) = (a(a) ° b,edo(a)) seklinde tamimli doniisiimlerle
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bir cat’-grupoiddir. Buna gére ¥:CMG —» CAT-GPD, Y(A, B,d) = (G, o, 7) seklinde

b
tanimli fanktor kategorilerin denkligidir. Burada x — y ve y 5 y strastyla B ve A nin

morfizmleri oldugunda (b, a) da asagida gosterilen sekilde G nin bir morfizmidir.

b a (b,a)
XDy —oy=x—Y

Yap1 doniisiimlerini dy(b,a) = dy(b), di(b,a) = di(a), e(x) = (1,,1,), n(b,a) =

(b~1,b71 e« a1) olarak tanimlayalim. Bu durumda morfizmlerinin bileske islemi

b a b4 aq

oldugunda
(by,ar) o (b,a) = (by o b,ay o (by * @)
seklinde tanimlanir.

(b!a) (blﬁal) (bllal)o(bla)
X y zZ=x z

Simdi o(b,a) = (b, ed, (a)) i¢in ¢ nun bir fanktor oldugunu gosterelim.
o((by,ay) e (b,a)) = 0(b1 ob,a; o (bye a))
= (b1 o b,edy(ay o (by * a)))
= (by°b,1y)
Ve
o(by,ay) o a(b,a) = (by,edy(ay)) o (b,edo(a))
= (by o b,edo(ar) o (by » edo(a)))
= (by°b,1y)
olup a((by,a,) © (b,a)) = a(by,a;) o a(b,a) elde edilir. Ayrica e(x) = (1,,1,) igin

o(1,,1,) =(1,,1,) = 1a(lx,lx)
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olacagindan o bir fanktordur. Benzer sekilde 7(b, a) = (8(a) ° b, edo(a)) igin
((by, @) © (b,a)) = (by o b, ay o (by » @)
= (2(ay o (by » @) o (by © b), edo(as o (by » @)))
- (a(al) 0 d(by »a)) o (byob) edo(ayo(bye a)))
= (0(a1) o by 0 0(a) o by~ o (by o b),edy(ay o (by + @)))

= (0(ay) © by © 8(a)e b, edo(ay © (by » @)))
= (3(a1) o by ° d(a)o b, 1,)
ve
7(by, a1) ° t(b,a) = ((8(ay) ° by), edg(ay)) © (8(a) o b, edy(a))
= ((@(ay) o by) 2 (3(a) b, edg(ay) © ((3(ay) o b)) « (edo(a)))
= (@) o by) * (3(a) © b, 1,.)
olup T((by, ay) © (b, a)) = 1(by, ay) © ©(b, @) elde edilir. Ayrica e(x) = (1,,1,) icin
(1, 1) = (1, 1) = 11

olacagindan T bir fanktordur. Simdi de (G,o,7) yapismm cat'-grupoid sartlarmi

sagladigin1 gosterelim.

[C1Gd]] 10 (b, a) = t(b, edy(a))
= (a(edo(a)) ° b,edo(edo(a)))

= (b, edo(a))
=o(b,a)

ve
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ot(b,a) = d(d(a) o b, edy(a))
= (6 (a) o b, ed, (edo (a)))
= (0(a) o b,edy(a))
=1(b,a)
elde edilir.

[C1Gd2] Her (by,a,) € Ker(o) ve (b,a) € Ker(t) igin dy(b,a) = dy(b;,a;) olmak

iizere (by,a;) o (b,a) o (by,a;)~t o (b,a)™* = edy(hy, a;) oldugunu gosterelim.
Ker(o) = {(b1, a) € Glo(bs,a;) = edy(by, a1)}
= {(by,a;) € Gl(by, edo(ay)) = edy(by, a1)}
= {(by,a1) € Gl(by, 1) = edy(by) = e(x)}
= {(by, a1) € Gl(by,1,) = (1, 1,)}
={(1x,a1) €Gla, € 4}
ve
Ker(t) = {(b, a) € G|t(b,a) = edy(b, a)}
={(b,a) € Gl(d(a) o b, edy(a)) = (1,,1,)}
={(b,a) €Glo(a) o b =1,}

olup (1,,a,) € Ker(g) ve d(a) o b = 1, i¢in (b, a) € Ker(7) ele alinsin. O halde

(1, a1) © (b,a) o (1, a1) 7 o (b, @)™
= (1xb,a;(1y 0 a)) o (1x_1, 1,7 e a;" ) o (ba)™?
=(b,aa)0o (1,7 ay o (b b ea™)
= (blx_l, aa(b e al‘l)) o(b™L,b7lea™)
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= (bb—l, aja(bea; )(be(be a_l)))

= (1 ara(b+ a; ) ((bb™H) + ™))

= (1, a;a(b e a; Ha™b)

= (Lo (3@« b+ ;)

= (1o &, (0(@b * a; ™))

= (1, a,(1, e a7 D)

= (1, a0, Y)

= (1 1y)
olacagindan

(by,a;) o (b,a) o (by,a;) o (b,a)~! = edy(by,ay)

olup (G, o, 7) iicliisii bir cat'-grupoiddir.

Simdi ¥ nin zayif bir tersi olarak y:CAT!-GPD— CMG fanktorunu tanimlayalim.
(G,0,7) cat-grupoidi verildiginde y(G,0o,7) =(Ker(o), 0(G),d) yapist konjugasyon
etkimesi ve 0 = T|ger(s) kisitlamasi ile grupoidler iizerindeki bir gaprazlanmis modiil

olur.
[CMG1] g € 0(G) igin Onerme 2.1.4. den dolay1 7(g) = g oldugundan
(geh) =1(geheg ) =1(g)et(W)et(g) =get(h)og™*
elde edilir.
[CMG2] t(h) » hy = T(R) o hy o T(h)~' = ©(h) o hy o T(h~Y) o ho h~1
olup t(h™1) o h € Ker(7) ve h, € Ker(c) oldugundan degismelidir. O halde
t(h) e hy = t(R) o t(h"Y) o hohy o h™' = hohy o h™1

elde edilir.
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Sileari_gep > WV dogal donlisimii, objeler lizerinde birim olan ve g € G igin

morfizmler {izerinde

S(9) = (6(g),g°a(g™)
seklinde taniml1

S¢(G,0,7) = ((X,O’(G) X Ker(a)),a',r’)
doniistimii ile tanimlanir. Burada
a'(g,h) = (g, edo(h))

ve

7'(g,h) = (t(h) ° g,edy(h))
seklindedir. Buna gore

Sg(g1°9) = (0(g1°9),91°9°0(gr1°9)™")
= (0(g) e a(g)giegeoa(g™)ealg™)

ve

S5(91) © Sg(g9) = (0(g1), g1 ° 9(g1™")) 2 (6(g), g ° 0(g™™)
= (atgn e o(@gr e o(g™ e (oa0) + (g ° o(g™)))

= (0(g1) °0(9), g1°0(giea(g)egealg™)eoalgi™)
=(0(g1) °0(g),g1°ge0(g ) ea(g™)
olup S; doniisiimiiniin bileske islemini korudugu goriilir.

Diger taraftan T:1cye = Y¥ dogal dontsimii, C = (B,A,d) grupoidler tizerindeki

caprazlanmig modiil olmak {izere, objeler lizerinde birim olan ve morfizmler {izerinde

Te(a) = (edy (@), @) , Te(b) = (b, ed; (b))

olacak sekilde taniml
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Te(B,A,0) = (B % A,0,T1)

. .. b by ..
doniistimii ile tanimlanir. Buna gére x — y — z i¢in

Te(by) o Te(b) = (by,1,) © (b, 1)

= (brob 1,0 (b4 1))
=(byrob,1;°1,)
= Te(by © b)
ve x R X R X i¢in
Te(ay) e Te(a) = (1y,aq) © (1, a)
= (1x oly,a;0o(1,e a))
= (1y,a,00a)
=Te(as 0 a)

olup T¢ bileske islemini korur. O halde kategoriler dogal olarak denktirler.

Grupoidler tizerindeki ¢aprazlanmigs modiillerin kategorisinin, 2-grupoidlerin
kategorisine dogal olarak denk oldugu (igen, 2000) kaynaginda ispat edilmistir. Ayrica
(Aytekin, 2020) kaynaginda ise grupoidler iizerindeki c¢aprazlanmis modiillerin
kategorisinin, simplisel grupoidlerin kategorisine dogal olarak denk oldugu
gosterilmistir. Bu denklikler 1siginda ispatin1 yukarida verdigimiz Teorem 2.1.7 nin

sonuglari olarak agagidaki dnermeler ispatsiz olarak verilebilir.

Onerme 2.1.8. Cat'-grupoidlerin kategorisi, 2-grupoidlerin kategorisine dogal olarak
denktir.

Onerme 2.1.9. Cat'-grupoidlerin kategorisi, simplisel grupoidlerin kategorisine dogal

olarak denktir.
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2.2. Cat'-Grupoidlerde Normallik

Tanmm 2.2.1. (G,0,7) cat'-grupoid ve G’ = (X’,G") grupoidi G = (X, G) grupoidinin
bir alt grupoidi olsun. Bu durumda ¢’ ve t’ sirasiyla G’ de ¢ ve T nun kisitlamasi olmak
iizere (G',0',7") yapisina alt cat'-grupoid denir. Eger X' = X ise (G',¢’,7") ye genis
alt cat*-grupoid denir. Eger G, G de normal alt grupoid ise (G, o, 7") normal alt cat'-

grupoid olarak adlandirilir (Temel, 2020).

Onerme 2.2.2. (M, NV, o) yapisi ayni obje kiimesi X iizerinde (A, B,d) grupoidinin
normal alt ¢aprazlanmig modiilii olsun. Bu durumda (M, V', o) yapisina karsilik gelen
cat'-grupoid, (A, B, d) ¢aprazlanmus modiiliine karsilik gelen cat'-grupoidin normal alt
cat'-grupoididir (Temel, 2020).

Ispat: (X, N = M) grupoidinin (X, A x B) grupoidinin normal alt grupoidi oldugunu
gostermeliyiz. b € B(x,y),a € A(y) ve (ny,m,) € (N x M)(x) = N(x) x M(x) igin

(b,a) o (ny, my) o (b, a)_l = (b ony,ac(be mx)) ° ((b_lfb_l - a_l))
=(bongob™ae(bemy)o((bon,) s (b sa™))

=(bongob™ae(bemy)o((bon,ob ) eat))

olacaktir. bem, =m, ve bonyob™' =n, olsun. Bu durumda [NCMG1] den
n, € N(y), [NCMG2] den m, € M(y) ve [NCMG3] den (n,ea™*)eca=m', €
M (y) dir. Buradan

(b,@) o (yymy) o (b,a) = (bomgob ™ ao (bemy) e ((bongob™) ea™?))
= (ny,,aom,o(n,ea ) oaoa?)
= (ny,aem,om’,cat) € (N xM)(y)

elde edilir.

Onerme 2.2.3. (G',0’,7") yapist (G,0,7) cat'-grupoidinin normal alt cat'-grupoidi

olsun. Bu durumda G' ne karsilik gelen ¢aprazlanmis modil, G ye karsilik gelen
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¢aprazlanmis modiiliin normal alt ¢aprazlanmig modiildiir (Temel, 2020).

ispat:
[NCMG1] a(G"), 6(G) nin normal alt grupoididir.
[NCMG2] g € G(x,y), g' € G'(x) olmak lizere ge g' = go g’ o g™t € G'(y) dir.
[NCMG3] g' € a(G")(x) ve g € G(x) olmak lizere

-1 -1

(g'eg)egt=g'ogegleg

a(G"), a(G) nin normal alt grupoidi oldugu i¢in go g'" 1o g 1 € G'(x) ve g’ € G'(x)

oldugundan (g’ » g) o g~* € G'(x) elde edilir.

Sonu¢ 2.2.4.(G,0,7) bir cat’-grupoid ve (G,0,7) de karsiik gelen grupoidler
iizerindeki ¢aprazlanmis modiil (A, B, d) olsun. Bu durumda (G, o, 7) cat'-grupoidinin
normal alt cat’-grupoidlerinin kategorisi NC1GD/(G,0,7), (A,B,d) caprazlanmis
modiiliniin NCMG/(A,B,0d) ile gosterilen normal alt ¢aprazlanmis modiillerinin

kategorisine denktir (Temel, 2020).

3. BULGULAR

3.1. Béliim Cat'-Grupoidler

Bu boliimde (Temel, 2020) kaynaginda verilen normal alt cat'-grupoid yapisi
kullanilarak béliim cat'-grupoid yapist olusturulmus ve cat'-grupoidlerin bdlim

morfizmi tanimlanmstir.

Teorem 3.1.1. Bir G = (X,G,dy, dq,&,1n,0) grupoidi ve NV = (X,N,dy, dy,€,1n,0)

normal alt grupoidi ele almsin. Eger (G, o, 7) cat'-grupoid ise x € X i¢in
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9/5 = 19 o N®)lg € G, do(g) = x}

olmak lizere

0'(goN@)) =0(g) e N(x),7'(g°N(X)) = 1(g) ° N(x)

seklinde tanimli

a’,r’:g/N —>g/N

doniigiimleriyle birlikte (Q / N O T') yapist bir cat'-grupoiddir. Bu cat'-grupoid
béliim cat *-grupoid olarak adlandirilir.

Ispat: ilk olarak o', 7’ déniisiimlerinin birer fanktor oldugunu gosterelim. o fanktor

oldugundan x,y,z € X i¢in g € G(x,y) ve h € G(y, z) olmak tizere
d'(heN@)ogoNx))=0d'(hogoNx)=0a(hog)eN()
ve
o' (heN®))ed'(geN(x))=0(h) e N(y)ea(g)eN(x)
=0(h)e0(g) e N(x) e N(x)
=0a(heg)e°N(x)

olup o' bileske islemini korur. Benzer sekilde 7' de bileske islemini korudugu

gosterilebilir. Diger taraftan 0(1,) = 14(,) = 1, oldugundan

o' () = 0" (1o Nx)) =0(1) o N(x) = 1, o N(x) = &'(x) = &'(0'(x))

olup ¢’ birimi korur. Boylece ¢’ bir fanktordur. Benzer sekilde ' de bir faktordur.

Simdi Catl-grupoid sartlarinin saglandigini gosterelim.
[C1Gd1] Her g o N(x) € G/, igin
J’T’(g ° N(x)) = a'(r(g) ° N(x))
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= a(t(g)) e N(x)
= 1(g9) e N(x)
=7(g°NXx))
olup o't’ = 7' ve

'6'(goN(x)) =7'(a(g) > N(x))
=1(a(g)) e N(x)
=0(g) o N(x)
=0d'(goNX))

olup 7'd’ = o' elde edilir.

h
[C1Gd2] x,y,z € X icin x 2, x =z olsun. O halde do'(geN(x)) =dy'(heN(¥))
icin do(g) = do(h) olup

Ker (') = {g o N@)|o'(g = N(x)) = &' (do' (g - N)) )}
= {g o N(®)lo(g) o N(x) = N(x)}
={g°N(x)lo(g) = 1,}
={g > N(x)|g € Ker (o)}

ve

Ker () = {he NO)|¢'(he N)) = & (do' (R ° N))}
={hoN(y)|t(h) o N(y) = N(»)}
= {h o N(y)|r(h) = 1y}
= {ho N()|h € Ker (1)}

bulunur. Burada h € Ker (7) ve g € Ker (o) oldugundan hogoh o g™ =edy(g)

olup
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hoN(x) ogoN®) o (hoNG)) "o (goN®)
=(hog)eN(x)e (R o N(x))o (g7t o N(x))
=(hog)oN(x)o (h™tog™) o N(x)
=hogoh log loN(x)oN(x)

= 1,0 N(x)

= N(x)

e'(do'(g o N)))
elde edilir. Boylece (Q / N T') yapis1 bir cat *-grupoiddir.

Tanmmm 3.1.2. G bir cat'-grupoid olmak iizere objeler iizerinde birim olan ve

morfizmler Gizerinde
: 9/ o N
p:G = /5 g — geoNXx)

seklinde tanimlanan cat’-grupoid morfizmi, cat'-grupoidlerin béliim morfizmi olarak

adlandirilir.

3.2. Cat*-Grupoidlerinin Ortiileri ve Etkimeleri

Bu boliimde grupoidlerin ortiileri ve grupoidlerin etkimelerinin tanimlari
(Mucuk ve Sahan, 2019; Brown, 2006) kaynaklarindan verilerek bu tanimlar cat'-
grupoidlere genisletildi. Daha sonra cat'-grupoidlerin etkimelerinin kategorisi ile cat'-

grupoidlerin ortiilerinin kategorisi arasindaki dogal olarak denklik ispatlandi.

Tanmim 3.2.1. G = (G,, G4, d,, d4, &,1,°) bir grupoid olsun. O halde x,y € G, ve f € G,
i¢in baslangici x objesi olan tiim morfizmlerin smifi dgy?(x) olmak iizere bu smifa G

grupoidinde x objesinin star1 denir ve Stg(x) ile gosterilir.
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Tammm 3.2.2. G ve G iki grupoid ve p: G — G bir grupoid morfizmi olsun. Eger her bir

% € G, objesi igin
Ste(X) — Stgp(X)

kisitlamas1 bijektif ise p ye grupoid értii morfizmi ve § grupoidine de G nin értii

grupoidi denir.

Tamm 3.2.3. p:E — G veq: §’ — G iki grupoid ortii morfizmi i¢in ﬁ:§ — §'

<

=h
© <« «y
K<

5,,

p
diyagrami degismeli ise p ye G nin ortiilerinin bir morfizmi denir. Boylece G nin
ortlileri ve ortii morfizmleri ile bir kategori olusturulabilir. Bu kategori Cov(GPD)/ G

ile gosterilir.

Tamim 3.2.4. G bir grupoid S bir kiime ve bu kiimeden G nin objelerine w:S — G,

doniisiimii verilsin. Gg, X, S = {(g,5)|do(g) = w(s)} olmak iizere
Gy, XS — S

(g.5)—>ges

doniistimii, h o g ve g ¢ s tanimli oldugunda
[AC1] w(g ) = di(9),
[AC2] 14y s =s,
[AC3] (heg)es = he(ges)

sartlarim1 sagliyorsa g grupoidinin @ doniisiimii ile S iizerinde etkimesi denir. S
kiimesine de bir G-kiime denir. w doniisimii ile S tizerinde G nin etkimesi (S,w)

seklinde gosterilir.
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Tanmm 3.2.5. G grupoidi S ve S’ kiimeleri lizerine sirayla w ve ' doniistimleri ile

etkisin. f: S — S’ doniisiimii g e s tamimli olmak {izere

. wf=w
. f(ges)=g-ef(s)

sartlarm1  saghiyorsa § nin etkimelerinin bir morfizmi olarak adlandirilir
ve f:(S,w) — (S, w") seklinde gosterilir. Boylece kiimeler tizerinde G nin etkimeleri

ve morfizmleri Act(GPD)/ G ile gosterilen bir kategori olusturur.

Tanmim 3.2.6. (G, 0,7) , (5 a, f) iki cat*-grupoid ve p:§ —s G bir cat*-grupoid morfizmi

olsun. Eger her bir ¥ € G, objesi icin

Ste(X) — Stgp(X)

kisitlamasi bijektif ise p doniisiimiine cat'-grupoidlerinin bir értii morfizmi ve G cat'-

grupoidine de G nin értii cat'-grupoidi denir.

Sonug¢ 3.2.7. G grupoidi, G nin bir értii cat'-grupoidi olsun. Bu durumda

o

F———3
pl O p
i —"

T

diyagrami degismeli oldugundan p& = op ve p T = 1p elde edilir.

Tamm 3.2.8. p: G — G ve q: G’ — G déniisiimleri G cat'-grupoidinin iki rtii morfizmi
olsun. Eger p:G — §’ icin p=gqp ise p ye G cat’-grupoidinin értiilerinin bir
morfizmi denir. Bylece G nin ortii cat’-grupoidleri ve értii morfizmleri ile bir kategori

olusturulabilir. Bu kategori Cov(CAT*-GPD)/ G ile gosterilir.

Tanmm 3.2.9. G bir cat’-grupoid, S bir kiime ve G nin objelerine w:S — G, déniisiimii

verilsin. G, X, S = {(g,5)|do(g) = w(s)} olmak iizere

Gay XS — S
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(g, s)—=ges
dontisiimii, h o g ve g e s tanimli oldugunda
[ACIG1] w(ges)=di(9),
[AC1G2] 1, s =s,
[ACIG3] (hog)es= he(ges),
[AC1G4] o(g)es=gesvet(g)es=ges,

sartlarin1 saglhiyorsa G cat'-grupoidinin w déniisiimii ile S iizerinde etkimesi denir. S
kiimesine de bir G-kiime denir. w doniisiimii ile S tizerinde G nin etkimesi (S, w)

seklinde gosterilir.

Tanmm 3.2.10. G cat’-grupoidi S ve §’ kiimeleri iizerine sirayla  ve ' déniisiimleri ile

etkisin. f: S — S’ doniistimii g e s taniml1 olmak {izere

. Of=w
. f(ges)=gef(s)

sartlar1 sagliyorsa G nin etkimelerinin bir morfizmi olarak adlandirilir ve
f:(S,w) — (S, w") seklinde gosterilir Boylece kiimeler tizerinde G nin etkimeleri ve

morfizmleri Act(CAT'-GPD)/ G ile gosterilen bir kategori olusturur.

Teorem 3.2.11. (G,0,7) bir cat'-grupoid olmak iizere Cov(CAT™-GPD)/G ile
Act(CAT'-GPD)/G dogal olarak denktirler.

ispat: 0: Act(CAT-GPD)/G — Cov(CAT*-GPD)/G fanktorunu kategorilerin bir
denkligi olacak sekilde asagidaki gibi tanimlayalim. Act(CAT'-GPD)/ G kategorisinin
bir objesi (S, w) olsun. Bu durumda (S, w) = (§, 6, %) olacak sekilde § cat™-grupoidi
Go=S,G, =G, xS =1{(g,5)]do(g9) = w(s)} olmak iizere

. 6(g,s) = (a(g9),s),
i 7(g,5) = (1(9),s),
iii. do(g,s) =s,

iv. d,(g,s)=g-es,
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V. e(s) = (e(w()),s) = (Lwcs), S),

. v e . (9,5) (g1,51)
seklinde tanimli donistimler ile s; = ges ve s ges (g1 °9) s olmak

uzere

vi. (91,51) 2 (g,5) =(g1°9,5)

seklinde tanimli bileske islemi ile tanimlanir. py = w,p = m, izdiisim fonksiyonu
olmak iizere p = (po, p) morfizmi ile G = (Go, Gy, do, d1, €,7,0) cat™-grupoidi G nin bir

cat'-grupoid 6rtiisiidiir.
Burada (g, s) morfizminin tersi de

(9,9)" ' =n(g,5) =m(g),ges)=(g . ges)

seklinde tanimlanir. [AC1G4] o6zelliginden o(g)es=ges ve 1(g)es=ges
olacagindan & ve T objeler {izerinde birimdirler. & ve ¥ nin birer fanktor oldugunu

gosterelim. (g,,51), (g,5) € G i¢in s; = g * s olmak iizere
5((91,51) © (9,9)) = 6(g1°9,5) = (6(g1 ° 9),5)
ve [AC1G4] den a(g) s = g * s olacagindan
6(91,51) °6(9,5) = (0(g1),51) ° (0(9),5)
= (0(g1),9 *5) 2 (a(9),5)
= (0(g1) °0(9),5)
= (9(g1°9),5)
olup &((gl,sl) ° (g, s)) = 6(g41,51) ° 6(g,s) olacaktir. s € G, olmak tizere
6(1s) = 6(1us) )

= (0(1uw)s)

= (Lo(ww)s)

= (1w(5)'5)
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=1

olup & birimi korur. O halde & bir fanktordur. Benzer sekilde ¥ nin da bir fanktor
oldugu kolayca gosterilebilir. Simdi [C1Gdl] ve [C1Gd2] sartlarinin saglandigini

gosterelim.

[C1Gd1] 61(g,s) = 6(t(g),s) = (o1(g),s) = (t(g),s) = ©(g,s) olup 6% =T dir.

Benzer sekilde & = & bulunur.

[C1Gd2] Kerd = {(g,5)| 6(g,5) = £do(g,5)}
={(9.9]5(9,9) = (Lo 5)}
={(9,9)] (¢(9),5) = (10(s) 5)}

= {(g,s)|a(g) — 1w(s)}

ve
Kert = {(h,s)| #(h,s") = &dy(h, )
— (] 75 = (L)
={(hs)| (W), s") = (Lo, 5)}
={(hs"[c(R) = 1uen}
olacagindan

ges=0(g)es=1luges=s,

hes'=a(h)es' =1,yes =5

olup (g,s) t=(gtges)=(gLs) ve (hs)t=((h1hes)=(n"1s") dir.
Burada s’ = s igin dy(g,s) = dy(h,s") saglanip

(g,8) 0 (hs)e(g,s) e (hs) ™ =(g,s)e(hs)e(g7hs)e(h7hs)

=(goheog™oh™s)

= (Loes) 5)
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= &(s)
= edo(9,5)
elde edilir.
Simdi objeler iizerinde
Po: Go = S — G, po(s) = w(s)
ve morfizmler lizerinde
p:Gy =G, xS — Gy, p(g,5) =m(g,s) =g

seklinde tanimlanan p = (po, p): (56, C:) —s (Gy, G,) doniisiimiiniin cat'-grupoidlerinin
bir 6rtii morfizmi oldugunu gésterelim. Bunun igin 6nce p donisiimiiniin fanktor

oldugunu gosterelim.
p((91.9°5)°(9.5)) =p(g1°9.5) =g1°9 =p(g1.9*5) °p(g,5)
ve
p(19) = p(Lucs)s) = Lue) = Lpes)

oldugundan p grupoidlerin bir morfizmidir. s € G, ve (g,s) € G, i¢in

P8 (s) = po(s) = w(s) = a(w(s)) = ape(s),

Pot(s) = po(s) = w(s) = t(w(s)) = po(s)
ve

pé(g,s) =p(a(g),s) =o(g) = op(yg,s),

pi(g,s) = p(t(g),s) = t(g) = p(g,s)

oldugundan pé = op, pf = tp saglanip p déniisiimii bir cat’-grupoid morfizmidir. p
morfizminin Sts(s) — Stsp(s) kisitlamasi py = w olarak tanimlandigindan bijektif

olup cat*-grupoidlerinin bir rtii morfizmidir.

Act(CAT'-GPD)/ G kategorisinde f: (S, w) — (', w") bir morfizm olsun. Bu durumda
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0() = (f1e,xf): (G.6,%) > (G.0.7)

seklinde tanimlanan déniisiim Cov(CAT'-GPD)/ G kategorisinin bir morfizmi olacaktir.
Bunun i¢in p' = (w’,m;) olmak iizere p'(lGl X f) =p oldugunu goéstermeliyiz.

(g,s) € G, olmak iizere
p'(16, X £)(9,5) =p'(9.f()) = g = p(g,5)
elde edilir. Diger taraftan
(16, % £)(9.5) = 6(g. £ (5))
= (0(9), £(5))
= (1, X f)(0(9), )
= (16, x f)8(g,9)

olup 5(1G1 X f) r (1G1 X f)& ve benzer sekilde f(lcl X f) = (IG1 X f)f oldugundan

6(f) cat'-grupoidlerin bir morfizmidir.

Simdi @ nin zayif bir tersi olarak ¥: Cov(CAT'-GPD)/ G — Act(CAT*-GPD)/ G

fanktorunu tamimlayalim. Cov(CAT'-GPD)/ G kategorisinin bir (g,p) objesi i¢in

x —25y ve ¥ — 7 olmak iizere g » ¥ = d;(§) seklinde tanimli etkime ile birlikte

¥(G.p) = (Go,po)

Act(CAT*-GPD)/ G kategorisinin  bir objesidir. Oncelikle etkime sartlarinin

saglandigini gosterelim.
[AC1G1] po(g * %) = pod1(§) = po(¥) =y = d1(9),
[AC1G2] * = igin 1, ;) e ¥ =1, e ¥ =d;(1,) =%,
[AC1G3] (hog) X =di(hog) =di(h) =heF=hedi(§) =he(ges),

[AC1G4] & objeler tizerinde birim oldugundan d, (§) = d,6(§) dir. p dénlisiimii bir
cat*-grupoid morfizmi oldugundan pé = ap olup buradan p(6(9)) = o(p(@)) = a(g)
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olacagindan
gex=d(§) =di6(g) =0(g) X

elde edilir. Benzer sekilde 7(g) » ¥ = g ¢ % dir. Cov(CAT'-GPD)/ G kategorisinin bir

morfizmi 5 = (o, 5): (G, p) — (G, p') olsun. Bu durumda
V(@) = Do: (G~0'p0) - (570'19’0)

déniisiimiiniin Act(CAT'-GPD)/§ kategorisinin bir morfizmi oldugunu gosterelim. 5, G
cat'-grupoidinin értiilerinin bir morfizmi oldugundan p = p’§ olup buradan p)p, = po

elde edilir. Diger taraftan
po(g + %) = Po(di(§)) = Fo(P) = § = d1(§) = g * Po(%)

oldugundan py(g X)) = ge*po(X¥) bulunur ki bdylece Y(p) etkimelerin bir

morfizmidir.

Kategorilerin dogal olarak denk oldugunu gdstermek i¢in 1 = 6 ve 1 = 16 oldugunu

gostermeliyiz. §: 1¢opcaTi-cep)/g = O dogal doniisimii objeler ilizerinde birim

olacak sekilde ve g € G; i¢in morfizmler iizerinde
&6, (@) = (p(9), do(D))

olacak sekilde tanimlayalim. p bijektif oldugundan fgll tammlanabilir. Simdi §g,

doniistimiiniin bileske islemini korudugu gosterelim. §,h € G, ve %,%,Z € G, icin

#5557 olsun. Burada p(g) + do(@) = g + % = d1(9) = 7 = do(F) olup
£6,(R) < £6,(@) = (p(R), do(R) ) » (0 (@), do (D))
= (p(R) = p(), do(D)
= (p(hg).do(R° 9))
=¢g,(h° g)
oldugundan &z, (h) o é5,(§) = &,(h o §) elde edilir.
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4. TARTISMA ve SONUCLAR

Kategori alaninda yapilan c¢alismalarda kategori denklikleri 6nemli bir yer tutar.
Ornegin, grupoidlerin kategorisindeki grup objeleri olan grup-grupoidlerin daha basit
cebirsel yapilar olan gruplar lizerindeki c¢aprazlanmis modiillere dogal denkligi
sayesinde grup-grupoidlerde ¢oziilemeyen bazi problemler caprazlanmis modiillere
aktarilip c¢oziilebilir. Gruplar {iizerindeki ¢aprazlanmis modiiller ile catl-gruplar
arasindaki  kategorik denklik ise c¢aprazlanmis modillerin yiiksek boyutlara
aktarilmasinda onemlidir. Bu tez ¢alismasinda bu denkligin grupoidlere genellemesi
olarak grupoidler iizerindeki caprazlanmis modiiller ile cat'-grupoidler arasindaki dogal
denklik ispatlandi. Grupoidler {izerindeki ¢aprazlanmis modiillerin normal ve bolim
yapilari ile cat'-grupoidlerdeki normal ve bolim yapilari karsilastirildi. Literatiire yeni
bir kavram olarak boliim cat *-grupoid tanimu kazandirildi. Grupoidlerin ortiileri ile bir
kiime tizerine etkimelerinin 6zellikleri cat'-grupoidlere tasindi. Son olarak cat'-
grupoidlerinin ortiilerinin kategorisi ve etkimelerinin kategorisi olusturularak bu

kategorilerin dogal olarak denk oldugu ispatlandi.
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5. ONERILER

Bu tezde incelenen cat'-grupoidlerin topolojik versiyonu tanimlanarak, topolojik
grupoidler tizerindeki caprazlanmis modiillere dogal olarak denk olup olmadigi
arastirilabilir. Cat>-grupoid tanimi ve dzellikleri (Temel, 2020) kaynaginda tanimlanmis
olup, bu tezde incelenen normallik, boliim, etkime ve ortii yapilart ¢aprazlanmis kareler
icin de arastirilabilir. Daha genel bir yap1 olarak cat’-grupoidler tanimlanabilir ve

Ozellikleri arastirilabilir.
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