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Bilim ve teknolojideki hizli gelismeler hayatimiza yon vermektedir.
Yeniliklerin dur durak bilmedigi ortamda ayakta kalmak, kazang saglamak igin
rekabetci olmak gerekir. TUketici veya kullamci daha iyi sartlarda barinabilmek,
daha iyi islere imza atabilmek icin bulundugu ortama ayak uydurmak zorundadir.
Bunlarin yar sira drinler ise 6zelliklerine gore degerlendirilmektedir. Stphesiz en
onemli ozelliklerden biri Grintn gavenilirligidir. Bu disinceden hareketle bu
calismada, oOncelikle guvenilirlik, risk fonksiyonu ve kivet egrisi gibi 6nemli
kavramlarla birlikte ele alinacaktir. Sonra Urtinlerin yasam sirelerine 1s1k tutacak
guvenilirlik analizinde kullamlan tek degiskenli dagilimlar, iki degiskenli dagilimlar,
karma dagilimlar, karistirilmis dagilimlar ve bilesik dagilimlar incelenecektir. Bu
istatistiksel dagilim modellerinden yaygin bicimde kullanilanlara iliskin temel
Ozellikler ve parametre tahminleri arastirilacaktir. Guvenilirlik, yik ve mukavemet
kavramlart ile tekrar ele alimip, ¢esitli dagilimlarla 6érneklendirilecektir.

Ayrica, bilgisayar ¢caginda yasadigimiz unutulmarmus, yazilim gavenilirliginde
kullanilan istatistiksel dagilimlara da yer verilecektir.

Anahtar kelimeler: Guvenilirlik, istatistiksel dagilim modelleri, donanim ve yazilim
guvenilirligi.



ABSTRACT
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STATISTICAL DISTRIBUTION MODELSUSED IN RELIABILITY
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Quick developments in the science and technology gives direction to our life.
It has to be competitive to stand still and make profit in the environment that
productive innovations are non-stop. Consumer or user has to keep in step with the
situation to live in better conditions and sign on better works. Besides, products are
evaluated according to their quality. No doubt, one of the most important quality is
reliability of the product. So, firstly reliability will be handled with the important
concepts like hazard function and bathtub curve in this study. Then, univariate
distributions, bivariate distributions, mixture distributions, mixed distributions and
compound distributions that are used in the reliability analysis which lighten the
products lifetime. Main properties and parameter estimators related to these
statistical distribution models which are commonly used will be searched. Reliability
will be handled again with the load and stength concepts and examplified with
various distributions.

Also, it isn’'t forgotten that we live in computer age and it is given a place to
statistical distributions that are used in software reliability.

Key words Reliability, Statistical distribution models, Hardware and
Software reliability.
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1. GiRIS Avyca Hatice TURK AN

1. GIRIS

Tarih boyunca insanlik, gelecegi tahmin etme gayreti iginde olmustur.
Gunumuizde sistemler, alt sistemleri ve bilesenleri icin guvenilirligi tahmin etmek bu
gayretin bir Gronuddr. Govenilirlik, bir nesnenin tanmmlanmis bir amaci belli bir
zaman araliginda, tam olarak yerine getirme olasiligidir (Bentley 1993, Andrews ve
Moss 2002). Son €lli yilda modern teknolojinin yikselmesiyle birlikte givenilirlik
kavrami daha da 6nem kazanmustir.

Bircok aanda yaygin olarak kullamilan istatistik bilimi, guvenilirlik
analizinde de olasilik dagilimlariyla birlikte dnemli bir yer edinmistir. Guvenilirlik
analizinde, olasilik dagilimlarindan kesikli dagilimlar belirli bir zaman araliginda
gerceklesen hata sayist gibi kesikli olaylarla ilgilenirler. Sirekli dagilimlar ise
zamana kars1 dayanma siiresi gibi herhangi bir deger alan degiskenleri modellemek
icin kullaniirlar (Moss 2005).

Olasilik dagilimlar: sistemler, alt sistemleri veya bilesenleri icin zamana kars1
bozulma ya da arizalanma modelleri olarak yaygin bigcimde kullanmlirlar (Hahn ve
Shapiro 1967, Bentley 1993). Bir sistemin yasam siresi; Uretim miktari, Uretim igin
kullanilan madde veya cevresel kosullardaki degisim gibi birgok faktore baglidir.
Once sistem ya da sistemin bir alt sistemi veya sissemin bir bileseni icin siire bir
rastgele degisken olarak alinarak zamana kars: bozulma ya da arizalanmaigin uygun
bir olasilik modeli olusturulur. Sonra olusturulan olasilik modelindeki parametreler
tahmin edilir. Ayrica olusturulan olasilik modellerinin sag kalim (survival)
fonksiyonu, risk (hazard) fonksiyonu gibi bazi 6zellikleri incelenir (Meeker ve
Escobar 1998).

Bu tez calismasinda givenilirlik analizinde kullanilan normal dagilim, Ustel
dagilim, log-normal dagilim, weibull dagilim, rayleigh dagilimi ve ug deger dagilimi
gibi bazi tek degiskenli (univariate) istatistiksel dagilim modelleri; iki degiskenli
(bivariate) Ustel dagilim (Kotz ve Singpurwalla 1999, Nadarajah ve Kotz 20063,
2006b) ve iki degiskenli pareto dagilimi (Gupta 2001) gibi bazi iki degiskenli
istatistiksel dagilim modelleri; weibull dagilimlarinin karmast (Patra ve Dey 1999,
Bucar ve ark. 2004) gibi bazi karma (mixture/mixed) dagilim modelleri ve 6zellikleri
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incelenmistir. Ayrica bilesik Poisson dagilimi (Feller 1968) gibi bazi bilesik
(compound) dagilim modelleri ile ilgili aciklamalara yer verilmistir. Bu dagilim
modellerinin  Ozellikle karmasik sistemlerin  guvenilirlik modellemelerinde ve
analizinde uygulama alanlar1 arastirilmistir. Donamim guvenilirliginde ve yazilim
guvenilirliginde kullamlan baz1 dagilimlarlailgili agiklamalara yer verilmistir.

Tezin ikinci boluminde konuyla ilgili 6nceki galismalar incelenmistir. Bu
boltm ilk glvenilirlik teorileri Uzerine bir 6zet niteligi tasimaktadir. Bu bélimde
gunumiz calismalarina kaynaklik eden, teori ve metodlarin gecmisi hakkinda bilgi
verilmistir.

Tezin Uglnct boluminde konuyla ilgili temel kavramlar agiklanmis ve
tammlar verilmistir. Oncelikle igtatistiksel dagilimlara iliskin temel tammlarin yer
aldig1 bu bolimde, guvenilirlik kavrami Uzerinde durulmus, bu kavramla iligkili
kivet egrisi ele alinmistir. Ayrica, seri, paralel ve genel sistemlerde guvenilirlik
arastirilmistur.

Tezin dordinct boliminde glvenilirlik analizinde kullamlan bazi tek
degiskenli dagilim modelleri agiklanmustir. Bu dagilim modelleri agiklamirken
dagilim fonksiyonu, beklenen deger, varyans, medyan, mod gibi dagilimlarin
tanmmlayict Ozelliklerinin yani sira guvenilirlik fonksiyonu, risk fonksiyonu gibi
ozellikle guvenilirlik konusunda deger kazanan ©zellikler incelenmistir. Verilen
bilgiler, grafiklerle desteklenmistir. Ayrica parametre tahminleri ve uygulama
alanlar1 verilmistir.

Tezin besinci bolimiinde guvenilirlik analizinde kullamlan bazi iki degiskenli
dagilim modelleri ele alinmistir. Bu dagilimlara iliskin bazi 6zelliklerin ve kullanim
alanlarinin agiklanmasinin yan sira paramete tahminleri de sunulmustur.

Tezin atinct boliminde givenilirlik analizinde kullanilan karma dagilim
modelleri arastirilmistir. Bu bdlimde karma dagilimlarin gegmisi ve gereksinim
nedeni aciklanmistir. Ustel, Weibull ve normal dagilimlarin karmas: Uzerinde
durulmus ve parametre tahminlerine yer verilmistir.

Tezin yedinci boliminde glvenilirlik analizinde kullanilan diger karma
dagilim modeli ve bilesik (compound) dagilim modeli incelenmistir. Bu bolimde
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diger karma dagilim modelinin ve bilesik dagilim modelinin 6rneklerle agiklandig:
tammlara yer verilmistir.

Tezin sekizinci boliminde yik — mukavemet guvenilirlik modelleri
aciklanmistir. Bu bolumle guvenilirlik kavramina, yik ve mukavemet kavramlarinin
yarchmiyla farkl bir yaklasim sunulmus olup daha 6nce sizii edilen normal ve Ustel
dagilimlarin uygulamalar: yapil mistir.

Tezin dokuzuncu ve son bélimiinde donamm ve yazilim gavenilirligi konusu
arastirilmistir. Bu bélimde donamm ve yazilimin farkliliklar: Gzerinde durulmustur.
Ozellikle yazilim gvenilirliginde kullanilan baz: giivenilirlik modellerinin kullanim

sekilleri aciklanmustir. Y aygin bicimde kullanilan modeller tabloyla 6zetlenmistir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Gegmis yuzyila bakildiginda, birgok guvenilirlik galigmasinin son 50 il
icinde yapildig1 gorulmektedir (Rueda ve Pawlak 2004). Bu calismalar glinimiz
caismalarina da kaynaklik etmektedir. Guvenilirlik analizinin calisma alam
guvenilirlik parametrelerinin  gosterimini, yenileme teorisini (renewal theory)
(Watson ve Leadbetter 1964, Gnedenko ve ark. 1969), esevreli yapilar1 (coherent
structure) (Boutsikas ve Koutras 2000, Tsitmidelis ve ark. 2002, Andrews ve Beeson
2003), modellere dayali1 diyagrami, teorik metodlart ve cesitli teknikleri icerir.
Modellere dayal1 diyagram, blok diyagramlar1 (block diagrams) (Kleinerman ve
Weiss 1954, Blanton 1957), kusur aga¢ analizini (fault tree analysis-FTA) (Andrews
2001), olay agag analizini (event tree analysis-ETA) (Papazoglou 1998, Andrews ve
Dunnett 2000a, 2000b) ve akis grafiklerini (flowgraphs) (Haap 1964, Dolozza 1966)
icermektedir. Teorik metodlar kuyruk teorisini (queuening theory) (Ouhbi ve
Limnios 1999), asimptotik analizi (asymptotic analysis) (Takacs 1959, Gnedenko
1964a, 1964b, Pogozhev 1964), Boole cebirini (Boolean algebra) (Frantik 1954),
Bayes metodunu (Bayesian method) (Hulting ve Robinson 1994, Kerscher ve ark.
1998), Monte Carlo similasyonunu (Monte Carlo simulation) (Belyaev ve ark. 1967)
ve optimizasyon tekniklerini icerir.

Guvenilirlik arastrmalarina son 50 yilda yapilan katkilarin ginimiz
calismalar1 Uzerinde etkisi buyuktir. Gunimuzde kullanilan dagilim fonksiyonlart
Uzerine Weibull (1939, 1951), Epstein (1948), Epstein ve Sobel (1953)’in dnemli
etkileri olmustur. Lotka (1939), Campbell (1941), Feller (1941, 1968), Cox (1960,
1962), Smith (1954, 1958), Cox ve Smith (1953), Barlow ve Hunter (1959, 1960),
Gnedenko (1964a, 1964b), Solov'yev (1970a, 1970b) guvenilirlik igin teoriler
gelistirmislerdir. Takacs (1959)'1n yayinlart asimptotik calismalara baslangig
niteligindedir.

Guvenilirlik analizinin arkasinda duran teorilerin gecmisi yaklasik olarak
1773 yilinda Pierre-Simon Laplace’ in Laplace dontsuminu gelistirdigi ve 1812’ de
Theorie analytique des probabilites isimli yayim yaptigi doneme rastlamaktadr.
Andrei Andreevich Markov 1880 yilinda Markov zincirini gelistirmistir (Rueda ve
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Pavlak 2004). Bununla birlikte son 50 yila kadar guvenilirlik arastirmalarina gok
onem verilmemistir. Son 50 ve 60 yi1l guvenilirligin altin ¢agidir. Birgok bulus ve
arastrmanin  bir merak ya da gereksinim sonucu ortaya ciktigr dustnullrse
guvenilirlik analizinin de bir gereksinim sonucu ortaya ¢iktigini tahmin etmek ¢ok da
zor degildir. Modern teknolojinin hareket kazanmasiyla ticari ve askeri sektorlerde
guvenli  Urdnlere gereksinim duyulmustur. Guovenilirlik analizi; otomobil
endustrisinde, havacilik endustrisinde, iletisim sistemlerinde, roketlerde oldugu gibi
alis sistem calismasinda kullanilmigtir. Birgok benzer analiz teknigi bugin hala
kullanilmaktadr.

Bu teoriler yenileme teorisini (renewal theory), Markov modellerini, bilesen
Onem Olculerini, Monte Carlo similasyonunu, Bayes yaklasimini ve optimizasyon
tekniklerini igerir. Blok diyagram analizi gibi guvenilirlik hesaplamalarinda
kullanilan en iyi bilinen metodlar, bu teorilere dayamir. Aym teorileri kullanan
uygulamalar hizlandirilmisg yasam testini, bakimi, yazilim guvenilirligini, ag
guvenilirligini ve sistem guvenilirligini icerir.

ISO 8402'ye gore guvenilirlik belirli bir zamanda cevresel ve isletimsel
kosullar altinda bir esyanin gerekli fonksiyonu yerine getirme yetenegi olarak
tanimlanir. Ushakov (2000) modern glvenilirlik teorilerini alti gruba ayirir. Bunlar
saf guvenilirlik analizi, gegerlilik, kalimlilik, guven, givenlik ve yazilim
guvenilirligidir. Bu bolimde sozl edilen teorilerin cogu Ushakov (2000) tarafindan
tanimlanan saf guvenilirlik analizi kavramina dahildir.

2.1. Guvenilirlik Parametreleri

Guvenilirlik teorilerinde kullanilan parametreler ¢alismadaki konularin ya da
kavramlarin 6zelliklerini gostermek icin kullanilir.

2.1.1. Dagihim Fonksiyonlari

Dagilim fonksiyonlari, bir sistemin c¢alisir durumda oldugu ya da calisir
durumda olmadig: strenin ozelliklerini gostermek igin kullaniir. En etkili dagilim
fonksiyonlari, materyal yorulma hatasim tammlamak icin kullanilan Weibull
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dagilimina (Weibull 1939) ve Epstein ve Sobel (1953)’in hayat testi icin olusturdugu
Ustel dagilima dayalidir. Weibull, materyallerde yorulma omrini ve uc deger
teorisinin ilgili konularin ¢alismistir. Weibull (1939), materyallerin yasam siiresinin
aciklanmast igin bir dagilimi yaklasik dagilim olarak dngdrmustir. Bu dagilim daha
sonra Weibull dagilim olarak adlandirilmigtir. Daniel (1945) iplik mukavemeti ile
ilgili caligmasinda normal dagilimi kullanmistir. Epstein (1948) artirimli hasarlarin
blyUkligl konulu calismasinda lognormal dagilim fonksiyonunu ve uc¢ deger
teorisinin ilgili konularim kullanmistir. Weibull (1951) farkli uygulamalar icin
Weibull dagilimimnin biraz farkli formunu kullanmistir. Davis (1952) hata dagilimlar:
icin hata verileri ve uyumun iyiligi testlerini analiz etmistir. Ustel dagilima ayricalik
tammustir. Kao (1956, 1958)'nun yaptigi calismalarda Weibull dagilimina 6nem
verdigi gorilmektedir. Buehler (1957) fuze Urunlerinin guvenilirligini hesaplamak
icin binom dagilima basvurmustur. Birnbaum ve Saunders (1958) dinamik yik
altindaki yapilarin 6mri i¢in ustaca hazirlanmis bir istatistiksel model sunmusglardr.
Bu modelde hata oran bozulma ve yipranmanin bir fonksiyonu olarak kullamlmustir.
Sabit yuk ©Ozel durumu, onlarin yasam mukavemeti icin gama dagilimin
Onermelerine olanak saglamstir. Herd (1959) ¢esitli dagilimlarin uygulamalarin,
yogunluk fonksiyonlarini, varyans, ortalama ve hata oranlarini Gzetlemistir. Tate
(1959) minimum varyans yansiz tahmin edicisini elde etmistir. Cox (1960), gama
olasilik dagilimina sahip T rastgele degiskeni eger tUm sistemin yasam suresini
gogeriyorsa, yedek bilesen sayisimin Laplace donusim tersini kullanmadan
hesaplanabilecegini gostermistir. Zelen ve Dannemiller (1961) Ustel dagilima
dayanan birgok yasam testi prosedirinin saglam olmadigint ortaya cikarmustir.
Nylander (1962) yasam testi dagilim fonksiyonlar1 Uzerine bir 6zet hazirlamistir.
Blanton ve Jacobs (1962) da bir liste saglamistir. Shortle ve Mendel (2001) yasam
siresi uzaylarinin fiziksel Oklid uzaylar: olmadigim fakat diferansiyel geometride lif

demeti yigimnin esdegeri oldugunu gostermistir.
2.1.2. Hata Oram

Barlow ve ark. (1963) n tane bagimsiz ¢6zdes dagilima sahip rastgele

degiskende artan hata orani buklim teoremini (increasing failure rate convolution
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theorem) kanitlamak icin toplam pozitifligi (total positivity) kullanmiglardir. Barlow
ve Marshall (1964) artan hata orant (Increasing Failure Rate-lFR) dagilimlarinin
sinirlarina iligkin bir ¢alisma yapmislardir. Barlow ve Proschan (1965) guvenilirlik
Uzerine bir kitap yazmislardir. Bu kitap monoton sistemlerin genel kavramlarini,
monoton azalan ve artan hata oranlariyla dagilimlarim icermektedir. Ross (1972)
esevreli sistem icin ortalamanin Ustiindeki artan hata oranm (Increasing Failure Rate
on the Average-IFRA) kapanma (closure) teoremini kanmitlamistir. Block ve Savits
(1976), Barlow ve arkadaslar tarafindan calisilan ve n tane bagimsiz 6zdes dagilima
sahip rastgele degiskenlere iliskin teoremin ispatim kisaltrmiglardir.

2.1.3. Parcalardaki Degisim

Meltzer (1956) modil guvenilirligi ifadesini elde etmek icin varyans analizini
kullanmigtir. Burada amag parcalarin  Ozelliklerini  sunmaktir. Blanton (1958)
ekipman guvenilirliginde olast degisimleri tahmin etmistir. Modul gtvenilirliklerinin,
ekipman guvenilirliginde blytk degisiklige neden oldugunu gostermistir. Dreste
(1959, 1960), parca dayanikliliginin Griin dayaniklilig: ile iliskili oldugunu ifade
etmistir.

2.1.4. Guven Arahg

Buehler (1957), fuze guvenilirlik hesaplamalarinda drinlerin  glven
araliklarim olusturmak icin binom parametrelerine basvurmustur. Steck (1958),
Madansky (1958) ve Rosenblatt (1963) benzer calismalar yapmislardir. John ve
Lieberman (1966) Weibull dagilim: icin glvenilirlik giiven simrint hesaplamiglardr.
Thoman ve ark. (1970), Weibull dagilimi icin given araligi ve guvenilirligin
toleranst tahminlerini maksimum likelihood yontemiyle yapmustir. Martz ve Duran
(1985), hilesenlerin test verilerine dayali sistem guvenilirliginde given tahminini
degerlendirmek icin Bootstrap metoduna basvurmustur.
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2.2. Yenileme Teoris (Renewal Theory)

Lotka (1939), Campbell (1941), Feller (1941, 1968), Cox (1960, 1962) ve
Smith (1954, 1958) guvenilirlik igin yenileme teorisinin gelisiminde biyuk katkida
bulunmuslardir. Yenileme teorisi, yenileme problemini ¢ozmek igin kullanilir.
Basarisiz bilesenin yenisiyle derhal degistirilecegi varsayilir. Bilesenlerin toplam
Omri isin stiresine katki saglar. n- 1 tane yedek nesnenin mrind tahmin etmek icin
n bilesenin beklenen toplam 6mri tahmin edilebilir.

Lotka (1939) endustriyel yedek nesne problemi icin yenileme teorisine
basvurmustur. Campbell (1941), sabit aralikli yenilemenin ve bir tnitede hata olmast
durumunda degisiminin maliyete etkinligi konulu g¢alismasinda yenileme teorisine
basvurmustur. Feller (1941), yenileme teorisini matematiksel bir bilgi dali olarak
gelistirmistir. Blackwell (1948), belirli bir zamanda yinelenen olaylarin beklenen
sayisint hesaplamistir. Doob (1948), olasiliga gore yenileme teorisini tartismustir.
Feller (1949) yinelenen olaylar Uzerine bir calisma yapmstir. Bu calismada
yinelenen olaylarin beklenen sayisi ve onun varyansina kesikli yenileme siireci igin
bir formal olusturulmustur. Cox ve Smith (1953) yenileme teorisinin direkt ispatin
yapmuslardir. Smith (1954) strekli yenilenen stireg icin yinelenen olaylarin beklenen
sayisint ve onun varyansini hesaplayarak, yenilenmis stokastik sireg teorisini
tanmmlamigtir. Smith, t sonsuza giderken degerin lineer fonksiyona yaklastigin
gostermistir. Smith (1958), yenileme teorisinde Ozellikle yinelenen olaylar Uzerine
bilinen matematiksel sonuglarin bulundugu bir 6zet hazirlamistir. Smith (1959),
yinelenen olaylarin beklenen degeri ile ilgili teoremi ispatlamis ve yinelenen
olaylarin beklenen sayisinin, onun varyansinin t sonsuza giderken lineer fonksiyona
yaklastigint bulmustur. Barlow ve Hunter (1959, 1960), sistem guvenilirligi igin
matematiksel modeller baslikli iki makale yayinlamisglardir. Cox (1962), yenileme
teorisi Uzerine bir kitap cikarmistir. Cox’un hem kendi, hem de Isham ile birlikte
yardttagu calismalarinin guvenilirlik teorisinin gelisimine guclt bir etkisi olmustur
(Cox ve lIsham 1980). Bu da guvenilirlik modellemesinde stokastik sirece
bagvurmak icin yeni yollar agmistir. Watson ve Leadbetter (1964), risk fonksiyonu
analizi Uzerine caligmuglardir. Gnedenko ve ark. (1969) tarafindan onarilabilir
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sistemlerde, asimptotik analize ve guvenilirlik veri analizine iligkin ¢ok sayida sonug

iceren Rusca ve Ingilizce dillerinde kitaplar yayinlanmustir.
2.3. Esevreli ve Evre Uyumsuz Yapilar

Birnbaum ve ark. (1961), esevreli sistemlerin guvenilirligini hesaplamak icin
esevreli yapilar Gzerine bir calisma yapmislardir. Bu calismadaki distince; bilesen
hatasi ylztunden sistem hata olasiligimin hesaplanmasidir. Birnbaum (1955), rastgele
degiskeni yapisal bilesen hatalarini géstermek icin kullanmistir. Daha 6nce Moore ve
Shannon (1956) tarafindan calisilan ag guvenilirligi ve esevreli yapilar konusu
Birnbaum ve ark. (1961) tarafindan genisletilmistir. Onlar, paralel ya da seri
duzenlenmis c¢oklu bilesen yapilarinda guvenilirligi  calisirken vektor analizi
tekniklerine bagvurmuslardir. Esary ve Proschan (1963), bilinen yapida istege bagl
iki kutuplu agin alt ve tUst sinirlarim elde etmiglerdir. Sinirlar aglarin yolu ve
kesintilerinin eksiksiz kiimeleri araciligiyla agiklanmistir. Birnbaum ve Esary (1965),
ikili esevreli sistemlerde modulleri tammlams ve calismislardir. Birnbaum ve ark.
(1966), ortalamanin Ustiindeki artan hata oram teoremini esevreli sistem igin
tanmmlamiglardir.  Birnbaum (1969), karmasik sistem analizinde, daha ©nce
Kolmogorov (1945) tarafindan olusturulan ikili hata tipi (binary failure type)
gogterimleri olan “asag1” (“down”) ve “yukart” (“up”) gosterimlerini kullanarak yeni
bir akim baglatmistir. Ross (1972), esevreli sistem icin IFRA teoreminin bir ispatin
yapmistir. Satyanarayana ve Prabhakar (1978), esevreli yapilar icin daha etkili
olasilik hesaplamalar1 tammlamislardir. Onlar esevreli sistem igin guvenilirlik
literatirine bagimsizlik kavramimi kazandirmiglardir. Satyanarayana ve Chang
(1983), esevreli sistemde faktor agoritmasimin tek yonlt aglar icin en etkili
algoritma oldugunu kanitlamiglardir. Bendell ve Ansell (1984), esevreli yapi igin
tutarsizlik kosullarim galismislardir. Huseby (1989), bagimsizlik kavram Gzerine
daha soyut birlestirilmis bir teori olusturmus ve tam guvenilirlik hesaplamalarina
iliskin uygulama ile esevreli sistem igin bagimsizligi calismistir. Fu ve Koutras
(1995), bagimsiz bilesenli ve esevreli yap1 icin stmir bulmustur. Tsitmidelis ve ark.
(2002), genetik algoritmay: kullanarak bu simirlari bulmak icin bir prosedir
olusturmustur. Boutsikas ve Koutras (2000), esevreli yapi igin genellestirilmis
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sinirlart  hesaplamiglardir. Inagaki ve Henley (1980) ve Jackson (1983), evre
uyumsuz bir sistemle ilgili 6nemli calismalar yapmuslardir. Andrews ve Beeson
(2003), 6nem 6lclsiini evre uyumsuz sistemlere dahil etmek icin Birnbaum (1969)
tarafindan ortaya atilan bilesen 6nem 6lcilerini genisletmis ve genellestirmistir.

2.4. Modele Dayah Diyagramlar

Modele dayal1 diyagramlar, sistemin gorsel olarak sunumunu saglar. Model,
mihendislere ve matematikcilere matematiksel analize basvurmadan ©nce hedef
sistemin daha iyi anlasiimasina olanak saglar. Blok diyagramlarin yam sira kusur
agac andlizi (Fault Tree AnalysisFTA), olay aga¢c analizi (Event Tree Anaysis-
ETA), durum diyagram (state diagram) ve akis grafikleri (Oltorik 1963, Haap 1964,
Dolozza 1966) de guvenilirlik analizinde kullanilir.

2.4.1. Blok Diyagramlar

Kleinerman ve Weiss (1954), guvenilirlik iliskilerini gostermek icin
guvenilirlik blok diyagramimt kullanmis ve matematiksel gosterimini dnermistir.
Blanton (1957), guc kaynaklarini ve benzer tniteleri gostermek icin ek sembollerle
muhendislik blok diyagramim  kullanmis ve bunun matematiksel gosterimini

Onermistir.

2.4.2. Kusur Agag Analizi (FTA)

Kusur aga¢ andlizi bir Minuteman flizesinde gerceklesebilecek bir kazanin
olasilig1 ¢calismasinin bir sonucu olarak ortaya ¢ikmis ve Watson analiz projesinde
yer amistir (Rausand 2005). FTA, risk degerlendirmesinde en cok kullanilan
tekniklerden biridir. Holtzman ve Marshall (1960), FTA’y1 blok etiketlendirmelerde
kullanmiglardir. Rosenthal (1980), FTA icin analiz maliyetini dustrmeye yonelik bir
yaklasim kullanmistr. Dugan ve ark. (1992), dinamik FTA yontemini
gelistirmislerdir. Coudert ve Madre (1993), buyuk kusur agaclarimin (2210 temel
olayli) ¢ozumiinde ikili karar diyagramlarim (Binary Decision Diagrams-BDD)
kullanmiglardir. Doyle ve Dugan (1995); statik kusur agaglarimn, ardisik ve bagimli

10
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olmayan hata davramsi icin kullanilabilecegini bulmuslardir. Dutuit ve Rauzy
(1996), bagimsiz alt agaclar1 tamimlayan dogrusal zaman algoritmasini (linear-time
algorithm) gelistirmislerdir. Annand ve Somani (1998), bagimliliklar ve kusur
agaclarimin - analizi  icin  ayrnistrma  metoduna  (decomposition  method)
basvurmuslardir. Andrews (2001), ¢ok islevli sistemlerde FTA’y1 kullanmustir.

2.4.3. Olay Agac Analizi

Papazoglou (1998), kime teorisinin ve olasilik teorisinin temel kavramlarin
kullanarak olay agaclar1 yapist igin matematiksel bir gosterim gelistirmistir. Andrews
ve Dunnett (2000a, 2000b), sistemlere diizgiin olay agac analizini uygulamislardir.

2.4.4. Durum Diyagramlar: (State Diagrams)

Durum diyagram; kuyruk teorisi igin ¢ok populer bir gdsterimdir.
Kolmogorov (1945) ugaksavar yangin yuzinden olusan ucak hasar olasiligin analiz
etmek icin ikili durumu kullanmgtir. Frantik (1954), bilesenlerin  durumunu
gostermek icin ¢ durum kullanmstir. Takacs (1959), bir sistemin durumlarini
gostermek igin iki durum kullanmustir. Barlow ve Hunter (1959), calisir durumdaki
veya bozulmus durumdaki bir Gnitenin durumunu gostermek igin ag-kapa modeli
(on-off model) kavramina basvurmuslardir. Bu glnlerde, givenilirlik analizinde
calisir durum ve bozulmus durumla birlikte Markov model yaygin bigimde
kullanilmaktadir. Elsayed ve Zebib (1979), cok durumlu araglar: analiz etmislerdir.

2.5. Teorik M etodlar

Diger alanlarda kullamlan bir ¢ok teorik metod glvenilirlik analizi igin de
uygulanabilir. En populer metodlardan bazilari kuyruk teorisini, asimptotik
(kavusmaz) analizi, Boole cebirini, Bayes yaklasimini, Monte Carlo similasyonunu
ve optimizasyonu igerir. Digerleri genetik algoritmay: (Tsitmidelis ve ark. 2002) ve
moduler ayrisimi (Bodin 1970) igerir.

11
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2.5.1. Kuyruk Teoris

Barlow ve Hunter (1959), sistem guvenilirligi icin Markov modeline
bagvurmuslardir. Bharucha-Reid (1960) ve Keilson ve Kooharian (1960), sistem
kullanilirlik ve bakimi galismalarinda kuyruk teorisini kullanmuglardir. Brender ve
Tainiter (1961), bilesen yikict hatalarinin  etkilerini  distinmek icin  Markov
tekniklerinin kullamlabilecegini gostermislerdir. Pogozhev (1964), hata ya da
basarisizlik ic¢in Poisson sirecini kullanmistir. Gnedenko ve ark. (1969), guvenilirlik
problemlerini, ozellikle bakim ve yedekleme problemlerini, ¢ozmek icin kuyruk
teorisine basvurmuslardir. Solov’yev (1970a, 1970b), sistem guvenilirligi igin kuyruk
teorisine basvurmustur. Dugan ve ark.(1993), hata igeren sistemlerin guvenilirlik
calismasinda Markov modellerini kullanmiglardir. Ouhbi ve Limnios (1999), sistem
kullanilirlig: ve gavenilirligi ¢calismasinda yar1 Markov modelini kullanmustir. Fricks
ve Trivedi (2003), bilesen 6nem 6lclisiini hesaplamak icin Markov reward modelini
(MRM) ortaya koymustur. Lefebvre (2003), Monte Carlo similasyonuna alternatif
olarak faydasizligi (kullamlmazligi) hesaplamak igin hata oram Uzerine yaslanma
etkisini gbstermek amaciyla homojen olmayan poisson yontemini (Nonhomogeneous
Poisson Process-NHPP) kullanmustir.

2.5.2. Asmptotik Analiz

Smith (1954), yinelenen olaylarin sayisinin ve onun varyansinin asimptotik
Ozelligini incelemistir. Moore ve Shannon (1956), ag guvenilirligi Gzerine asimptotik
analiz yapmuglardir. Takacs (1959), iki durumlu metodun asimptotik dagilimini
hesaplamistir. Gnedenko (1964a, 1964b), kullanilabilirligi yiuksek sistemlerin analizi
icin asimptotik metodu kullanmustir. Pogozhev (1964), iki anahtar asimptotik

teoremden birini genellestirmistir.
2.5.3. Boole Cebiri

Gates (1952), Boole cebirini sistemlerin guvenilirligini hesaplamak igin
kullanmistir. Frantik (1954), Ug¢ farkli durumlu bilesenler icin Boole cebirine

12
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bagvurmustur. Mine (1959), karmasik sistemleri gostermek icin  Boole

fonksiyonlarim kullanmustir.
2.5.4. Bayes Y aklasimi

Bazovsky (1961), Mosteller ve ark. (1961) guvenilirlik icin Bayes teoreminin
kullanimini 6nermislerdir. Martz ve Waller (1982), guvenilirlik analizinde Bayes
yaklagiminin kullanildhigi calismalar yayinlamglardir. Hulting ve Robinson (1994),
onarilabilir seri sistemlerde Bayes yaklasimint kullanmustir. Kerscher ve ark. (1998),
gelismekte olan yeni Grdnlerin guvenilirligini nitelendirmek icin Bayes bilgilerini
kullanarak yeni bir yontem gelistirmiglerdir.

2.5.5. Monte Carlo Similasyonu

Birgok durumda esitlik c¢ozimlerinin zorlugu nedeniyle tam bir analitik
¢ozUm yapilamaz. Bu tip durumlarda problemi ¢dzmek icin Monte Carlo
simulasyonu populer bir alternatiftir. Firstman (1958), guvenilirligi tahmin etmek
icin Monte Carlo modellerini kullanmustir. Blanton ve Jacobs (1962), guvenilirligin
tahmini icin Monte Carlo similasyonunun da icinde bulundugu teknikler
kullanmistir. Belyaev ve ark. (1967), Monte Carlo similasyonunu kullanarak guven
tahmini Uzerine baz1 sonuglar elde etmistir.

2.5.6. Optimizasyon (En iyileme)

Moskowitz ve Mclean (1956), optimal fazlalik Gzerine ilk calismay1
yapmuglardir. Gordon (1957), optimum bilesen fazlaligint calismistir. Bellman ve
Dreyfus (1958), optimal fazlaligin bulunusunda dinamik algoritmaya
basvurmuslardir. Kettelle (1962), optimal problemin ¢6zimi igin dinamik
programlama algoritmasinda etkili ve pratik bir degisiklik 6nermistir. Barlow ve ark.
(1963), iki olasi turde hatal1 bilesenler icin optimal fazlaligi hesaplamiglardir. Barlow
ve Proschan (1965) calismalarinda optimal bakim ve optimal fazlalik problemlerinin
detayl1 bir sunusunu vermistir. Proschan ve Bray (1965), ¢oklu kisitlamalar altinda
guvenilirlik icin en uygun metodlar1 gelistirmiglerdir. Tillman ve ark. (1980),

13
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optimizasyon metodlar1 Uzerine daha ileri gelisimlerle optimum sistem

guvenilirligini igeren bir ¢alisma yaprmislardir.
2.6. Digerleri

Bu kissmda diger bolimlerde olmayan teknik, teori ve metodlar incelenmistir.
Lipp (1957), karmasik ¢ok parcgali seri, paralel aglar icin matematiksel gosterimler
cikarmigtir. Flehinger (1958), sistemin farkli seviyelerine fazlalik ekleyerek
guvenilirligi gelistirmeyi 6nermistir. Philipson (1959), tim guvenilirlik seklinin,
ayrik araliklar icin guvenilirliklerin bilesimlerinden elde edilebildigini gostermistir.
Kaufmann ve Kaufmann (1960), her arag igin K faktoér hesabi kullamminin dahil
edildigi U¢ tahmin teknigini tanimlamistir. Cramer ve Kamps (2000), her bir hata
Uzerine risk oranlarim ayarlamak icin bdlme katsayisini kullanarak k -out-of-n sirali
sistemlerin 6mrinin matematiksel gosterimini galismislardir. Tsitmidelis ve ark.
(2002), guvenilirlik simirlarimt bulmak igin genetik algoritmayr kullanmiglardr.
Kerscher ve ark. (2003), tahminde bulanik mantiga (Fuzzy logic) basvurmustur.
Marseguerra ve ark. (2003) guvenilirlik tahmini icin yapay sinir aglarim

kullanmglardir.

14
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3. TEMEL TANIM VE ACIKLAMALAR

3.1. Giivenilirlik Analizinde Kullanilan Istatistiksel Dagihmlarla flgili Temel

Kavramlar ve Tanimlar

TANIM 3.1. Degeri bir deney sonucuyla belirtilen bir degiskene rastgele
degisken denir (Akdeniz 2006).

TANIM 3.2. X bir rastgele degisken olsun. X'’in alabilecegi degerlerin
sayisi sonlu veya sayilabilir sonsuzlukta ise X 'e kesikli rastgele degisken denir
(Akdeniz 2006).

TANIM 3.3. X bir rastgele degisken olsun. X bir aralikta ya da birden ¢ok
aralikta her degeri alabiliyorsa X 'e suirekli rastgele degisken denir (Akdeniz 2006).

TANIM 3.4. X sonlu sayidaki X,,X,,...,x, degerlerini f(x)=P(X =x),
(i=12...,N) olasiliklar ile aabilen kesikli rastgele degisken olsun. Bu durumda
asagidaki kosullar saglayan f(x) fonksiyonuna X 'in olasilik fonksiyonu denir

(Hogg ve Craig 1995, Akdeniz 2006).

1. f(x)3 0, tim x’ler igin

TANIM 35. X, (- ¥,¥) araiginda tammlanan sirekli rastgele degisken
olsun. Asagidaki kosullar saglayan f(x) foksiyonuna X rastgele degiskeninin
olasilik yogunluk fonksiyonu denir (Hogg ve Craig 1995, Akdeniz 2006).

1 f(x)2 0 - ¥éxar

+¥

2. Of (x)dx =1 ( f(x) egrisi altinda kalan ve x ekseni ile sinirlanan alan 1'e
-¥

esittir.)

15
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TANIM 3.6. X, f(x) olasilik fonksiyonuna sahip kesikli rastgele degisken

olsun. X ’in dagilim fonksiyonu,

F(x)=P(X £x)=§ f(x) (3.2

X £X

dir (Evans ve ark. 1993, Akdeniz 2006).

TANIM 3.7. X, f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli rastgele

degisken olsun. X 'in dagilim fonksiyonu,
F(x)= of (v)ay (32

dir (Evans ve ark. 1993, Akdeniz 2006).

TANIM 3.8. X sonlu sayidaki X,,X,,...,x, degerlerini f(x)=P(X =x),
(i=12...,N) olasiliklar1 ile alabilen kesikli rastgele degisken olsun. X 'in beklenen
degeri veya ortalamas, E(X), asagidaki esitlikle verilir (Kapadia ve ark. 2005,
Akdeniz 2006).

E(X)=8 % f(x) 33

TANIM 3.9. X, f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli rastgele
degisken olsun. X 'in beklenen degeri veya ortalamas;, E(X), asagidaki eitlikle
verilir (Kapadiave ark. 2005, Akdeniz 2006).

E(X)= écf (X)ox - ¥ éxary (3.4)

-¥

16



3. TEMEL TANIM VE ACIKLAMALAR Ayca Hatice TURKAN

TANIM 3.10. X bir rastgele degisken olsun. X 'in ortalamasi E(X) =mise

X 'in varyansi, Var(X) veya s’ asagidaki gibi tammlamr (Evans ve ark. 1993,
Akdeniz 2006).

s, =Var(X)= E[(X - m?|=E(x?)- (E(X))’ (3.5)

TANIM 3.11. X, f(x) olasilik fonksiyonuna sahip kesikli bir rastgele

degisken olsun. X rastgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu,
M (t) = E(exp(tx)) = & exp(tx)f (x) (36)

esitligi ile ifade edilir (Evans ve ark. 1993).

TANIM 3.12. X, f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli bir
rastgele degisken olsun. X rastgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu,

M (1) = E(exp(tx)):f&xp(tx)f(x)dx 37)

esitligi ile ifade edilir (Evans ve ark. 1993).

TANIM 3.13. X, f(x) olasilik fonksiyonuna sahip kesikli bir rastgele

degisken olsun. g(x)=x" fonksiyonunun beklenen degerine X rastgele degiskenin

sifir etrafindaki r. momenti denir. m( ile gosterilen merkez ya da sifir etrafindaki r.

moment,
m =E(x")=§ xf(x) (3.9)

veya
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dt 3 3.9)

(%]

m

esitligi ile ifade edilir (Kapadia ve ark. 2005).
TANIM 3.14. X, f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli bir
rastgele degisken olsun. g(x)=x" fonksiyonunun beklenen degerine X rastgele

degiskenin sifir etrafindaki r. momenti denir. m( ile gosterilen merkez ya da sifir

etrafindaki r. moment,

m®=E(x")= ¢ f(x)ox (3.10)
veya
m®= dt a (3.12)

esitligi ile ifade edilir (Kapadia ve ark. 2005).

TANIM 3.15. f(x) olasilik fonksiyonuna sahip kesikli bir X rastgele

degiskeninin m ile gosterilen ortalama etrafindaki r. momenti,

e %Yo s w . %
m E? m a g m2 f(x) (312)
dir (Kapadia ve ark. 2005).

TANIM 3.16. f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip sirekli bir X

rastgele degiskeninin m ile gosterilen ortalama etrafindaki r. momenti,

m = E? m u @ m (3.13)
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dir (Kapadia ve ark. 2005).

TANIM 3.17. Bir dagilimin a ;ile gosterilen carpikligy,

(3.14)

dir.
Tek tepeli dagilimlarda m,& ise sola, mD ise saga carpiklik sdz konusudur.
m, = 0 ise dagilim simetriktir (Hahn ve Shapiro 1967).

TANIM 3.18. Bir dagilimin a , ile gosterilen sivriligi,
a, =% (3.15)
m

dir.
Dagilimlarin sivri ya da basik olmalar1 konusunda yorum standart normal

dagilima gore yapilir. Standart normal dagilimin sivriligi Ggtar. a3 ise dagilim
standart normal dagilimdan daha sivri, a ,& ise dagilim standart normal dagilimdan

daha basiktir (Hahn ve Shapiro 1967).

TANIM 3.19. Bir X rastgele degiskeninin modu, en yiksek olasiliga sahip
rastgele degiskenin degeridir (Evans ve ark. 1993).

TANIM 3.20. f(x) olasilik fonksiyonuna sahip kesikli tipteki bir X rastgele
degiskeninin medyan,

2 f(u)=0.5 (3.16)

esitligini saglayan X degeridir (Evans ve ark. 1993).
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TANIM 3.21. f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli tipteki bir
X rastgele degiskeninin medyani,

éf (u)du=05 (3.17)

-¥
esitligini saglayan X degeridir (Evans ve ark. 1993).

TANIM 3.22. f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip sirekli bir X

rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu fonksiyonu F(x) olmak izere,

h(x) = f (3.19)

fonksiyonunarisk fonksiyonu denir (Ireson ve ark. 1996).

TANIM 3.23. X, ve X, sirekli rastgele degiskenler ise,

f(x.%,) = P(X; =%, X, =x,) (3.19)

seklinde verilen ve asagidaki kosullar saglayan fonksiyon (X,,X,) degerleri igin
ortak olasilik yogunluk fonksiyonu veya ortak olasilik dagilim olarak adlandirilir
(Hogg ve Craig 1995).

1 f(x,%)3 0 -¥&& -¥axa¢

+HY+¥
2. OOf (%, %, Jabdx, =1 (f(x,x,) egrisi atinda kalan ve x ekseni ile

-¥-¥

sinirlanan alan 1’ e esittir.)

TANIM 3.24. X, ve X, surekli rastgele degiskenler ise ortak dagilim

fonksiyonlari,

Xo %
F(x,%)=P(X, £x,X,£X%,)= 00f (u,v)dudv (3.20)

-¥-¥
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seklindedir (Kapadia ve ark. 2005).

TANIM 3.25. X, ve X, sirekli rastgele degiskenlerinin ortak olasilik

yogunluk fonksiyonlar1 f(x,,x,) olsun. X,’in marjinal olasilik fonksiyonu,

+¥

f(x) = Of (%%, )dx, (3.21)

seklindedir (Hogg ve Craig 1995).

TANIM 3.26. X, ve X, sirekli rastgele degiskenlerinin ortak olasilik

yogunluk fonksiyonlar1 f(x,,x,) olsun. X,’nin marjinal olasilik fonksiyonu,

+¥

f (%)= Of (%, %, )ox, (3.22)

seklindedir (Hogg ve Craig 1995).

TANIM 3.27. X, ve X, sirekli rastgele degiskenlerinin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonlari f(x,,x,) olsun. X, =x, verilmigken X,’in kosullu

dagilim,

f () = 4. ) (3.23)

seklindedir (Hogg ve Craig 1995).

TANIM 3.28. X, ve X, sirekli rastgele degiskenlerinin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonlari f(x,,x,) olsun. X, =x, verilmisken X,’nin kosullu

dagilim,

f(xyhx) = b, x,) (3.24)
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seklindedir (Hogg ve Craig 1995).

TANIM 3.29. X, ve X, sirekli rastgele degiskenlerinin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonlari f(x,,x,) olsun. X, =x, verilmisken X,’nin kosullu

beklenen degeri,

E(X,IX,) = oy, % (f ()’(1)()2 )dxz (3.25)

seklindedir (Hogg ve Craig 1995).

TANIM 3.30. X, ve X, sirekli rastgele degiskenlerinin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonlari f(x,x,) olsun. X, =x, verilmigken X, ’in kosullu

beklenen degeri,

E(X,/X,) = &1 %cﬂx1 (3.26)

seklindedir (Hogg ve Craig 1995).

TANIM 3.31. X, ve X, sirekli rastgele degiskenlerinin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonlar: f(x,x,) olsun. X, ve X, rastgele degiskenlerinin ortak

moment ¢ikaran fonksiyonu,
+Y +¥
M (tl!tz) = E(exp(tlxl + tzxz )) = éc‘?xp(tlxl + tzxz)f (X1a X, )dX1dX2 (3-27)
-¥-¥

esitligi ile verilir (Hogg ve Craig 1995).

TANIM 3.32. X, ve X, sirekli rastgele degiskenlerinin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonlari f(x,,x,) olsun. X, rastgele degiskeninin ortalamasi m;
X, rastgele degiskeninin ortalamast m, olsun. X, ve X, rastgele degiskenlerinin

kovaryansi,
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COV(Xl! Xz) = E[(Xl - mi)(xz - mz) = E(Xlxz)' E(Xl)E(Xz) (3-28)
seklindedir (Hogg ve Craig 1995).

TANIM 3.33. X, ve X, sirekli rastgele degiskenler olsunlar. X, rastgele
degiskeninin varyanst s,; X, rastgele degiskeninin varyanst s, olsun. X, ve X,

rastgele degiskenlerinin korelasyon katsayist r o, ,

=X Xs) (3.29)
. SS
1~ 2

esitligi ile verilir (Hogg ve Craig 1995).

TANIM 3.34. X, ve X, slrekli rastgele degiskenler olsunlar. X, rastgele
degiskeninin varyanst s,, X, ve X, rastgele degiskenlerinin korelasyon katsayisi

r olsun. X, = x, verilmisken X, nin kosullu varyansi,
Var(X,/X,)=s ,2(1- r ?) (3.30)
seklindedir (Hogg ve Craig 1995).

TANIM 3.35. X, ve X, sirekli rastgele degiskenler olsunlar. X, rastgele
degiskeninin varyans: s,, X, ve X, rastgele degiskenlerinin korelasyon katsayisi

r olsun. X, =x, verilmisken X,’inkosullu varyansi,
Var (X,/X,) =s 2(1- r ?) (3.31)

seklindedir (Hogg ve Craig 1995).
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3.2. Guvenilirlik Konusunda Temel Aciklamalar
3.2.1. Bir Uriiniin Guvenilirligi

Bir Urtin icin gavenilirlik, saglikli calismasina devam etme olasilig1 olarak
tammlanabilir. Guovenilirlik zamanla azalirken, guvenilmezlik zamanla artar.
Herhangi bir zamanda, bir Urin ya isler durumdadir ya da arizali/calisamaz
durumdadir. Basarisizlik olasiligi glivenilmezlik, basar1 olasiligi guvenilirlik olarak
ifade edilebilir.

Guvenilirlik ve givenilmezlik fonksiyonlar igin srasiyla R(t) ve F(t)
gosterimleri kullaniimistir. Giivenilirlik fonksiyonu icin bazi uygulamalarda R(t)
yerine S(t) kullanim: tercih edilir. Bunun nedeni de givenilirlik yerine sag kalim
ifadesinin kullanilmasidir.

n, sayidaki 6zdes bilesenler bir teste tabi tutulsun. (t- Dt,t) zaman
araliginda, n, (t) sayidaki bilesenin basarisiz oldugu, n(t) sayidaki bilesenin ise sag
kaldigi gozlensin (n,(t)+n.(t)=n,). Bu durumda t amnda R(t) ile gosterilen

guvenilirlik,

R({t) = (M) _n) (3.32)

olur. Diger bir ifadeyle t zamana kars1 dayanma rastgele degiskeni ise, t amnda

guvenilirlik fonksiyonu,
R(t)= P(Ttt) (3.33)
seklinde ifade edilir (Kadifeli 1987). Boylece,

R{t)+F(t)=1 (3.34)
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dir. Yani, t amnda bir Grinin guvenilirligi ile basarisizlik olasilig: toplam: 1 dir.
Zamana karsi dayanma rastgele degiskeni t, f(t) olasilik yogunluk fonksiyonuna

sahip ise (3.34) ssitliginden,

R(t)=1- F(t)=1- of (u)du (3.35)

LAVSINT (3.36)

bulunur (Elsayed 1996).

L glvenilmezlik guvenilirlik

(t)

Sekil 3.1. Guvenilirlik ve glivenilmezlik arasindaki iliski.
(http://www.weibull.conVLifeDataWeb/the reliability function.htm)

3.2.2. Kosullu Glvenilirlik Fonksiyonu

Kosullu guvenilirlik hesaplamalari, daha once belirli bir sirede islevini

basariyla tamamladigi bilinen bir Gnitenin 6zel bir sirede islevini basariyla
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tamamlamas: olasiligini hesaplama olanag: saglar. Oyleyse, kosullu givenilirlik

fonksiyonu kullaniimis ekipmanlarin guvenilirligi olarak dustntlebilir.

GOREV : gorev 1 gorev 2

SURE c o ]
sire=T sire=t

SONUC : basarili bilinmiyor

(http://www.weibull.com/LifeDataWeb/the reliability function.htm)

Burada t: yeni gorev icin sire ve T : basariyla tamamlanmis eski goreve ait

siire olmak tizere kosullu guvenilirlik fonksiyonu

RUT)=

(3.37)

esitligi ile verilir.
3.2.3. Onarilamaz Par calar

Onarilamaz bir Uriinde bulunan N tane parca T slresince test edilsin ve
gerceklesen hatalar/arizalar kaydedilsin. T slresince N pargada hata/ariza

gozlendigi ve i. hatamn/arizamin T.’de gergeklestigi varsayilir. Bunagore, N parga

N
icin toplam dayanma siresi é T. dir. Ortalama dayanma suresi ise
i=1

N
MTTE = %é T (3.39)

i
i=1

esitligi ile verilir. [ ile gosterilen ortalama hata oram da
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= N
3
arf

i=1

(3.39)

seklindedir. Goruldigtu gibi ortalama hata oram, ortalama dayanma siresinin
carpmaya gore tersidir.

t=T.’de N-i tanes calisir durumda olan parcalarin sayist t =T 'de O

olacaktir. Buna bagli olarak, R = (NN I), t=0'dalikent=T 'deOolur.

R
|
! I
— T
(M-1 M |
— T
(-2 |
Rt |
|
QLY T \f\ |
| Tt |
210 m \l\
! T |
T |
0 T

zaman i)

Sekil 3.2. Onarilamaz Uruin igin zamana bagimli guvenilirlik fonksiyonu
(Bentley 1993).

Sekil 3.2 incelendiginde i. dikdortgen icin yukseklik % uzunluk T. ve alan

%’dir. Boylece MTTF , grafigin altindeki alana esittir. N® ¥ iken R kesikli

givenilirlik fonksiyonu, siirekli giivenilirlik fonksiyonu olur. Béylece, R(t) altindaki

.
alan yR(t)dt olur. Genel olarak, sirekli gvenilirlik fonksiyonu cinsinden MTTF
0
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¥

MTTF = oR(t)dt (3.40)

seklinde ifade edilir (Bentley 1993). MTTF , zamana karsi dayanma siresi icgin
kullanilan rastgele degiskeninin beklenen degeri ya da ortalamasidir (Ireson ve ark
1996, Elsayed 1996).

3.2.4. Onarilabilir Parcalar

Onarilabilir Grinde bulunan N tane parca T siresince test edilsin. TDi:

hatanin/arizanin  gerceklestigi zamanla, arizali parcanin onarilmis olarak yerine
konup calismaya basladigi zaman arasinda gegen sireyi, yani ariza/Gcalismama

siresini  gostersin. Buna gore, N. hata/ariza sayist olmak Uzere toplam

Ng
anzalgalismamasirresi, § Ty, dir.
i=1

parca arza

cAligmiyar Gallgmyar
numar:m caligiyor | caligrvor ’ | caligiyor nu;aram
T T
| o1 calgmiyor caligiyor
2 calgiyor E_ [ 3
Tl
calgmiyor
caligyor | 1 cahgiyor 4
3
5
calgmiyor
caligyor | | calgyor ]
T,
caligmiyor
galgiyor caligyor
N g, 7
DN
test siiresi F
T

Sekil 3.3. Onarilabilir Griinde hata/lbasarisizlik numunesi (Bentley 1993).

Bu durumda ortalama ¢alismama siresi,
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1 ¥
MDT=—q T, (3.41)
Fia
olarak tanimlanir. Ayrica calisma siiresi,
Ne
Calismasires =NT - g T, =NT - N.MDT (3.42)
i=1
dir. Ortalama dayanma slresi ise
mTer =1 - NeMDT (3.43)
F
bigimindedir. Ortalama hata oranm da
| = Ne (3.44)
NT - N.MDT

olarak ifade edilir. Gorlldugi gibi ortalama hata orani, hatalar arasi ortalama siirenin
carpmaya gore tersidir.
A ile gosterilen kullarulabilirlik toplam calisma siresinin test siresine

bl Gmudr.

N~ MTBF _ MTBF
N, MTBF +N. MDT MTBF +MDT

(3.45)

U ile gosterilen kullamimazlik ise toplam ariza/calismama siresinin test

suresine bolimudar.

U= MDT (3.46)
MTBF + MDT
Son iki esitlik yardimiyla,
A+U =1 (3.47)
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bulunur (Bentley 1993, Andrews ve Moss 2002).
3.2.5. Risk Oram Fonksiyonunun Genel Formu

[t,.t,] zaman aralizinda, bir bilesenin basarisizlik olasiligi,
of t)dt =F(t,)- Ft,)=R(t)- R(,) (3.48)

seklinde yazilabilir (Elsayed 1996). t, amndan once bir hatanin gerceklesmedigi
biliniyorken [t,,t,] araliginda birim zamanda basarisizlik olasiligi hata oram olarak

tammlanir. Hata oran,

P, £T <t,/T>t) P, £T<t,) _F(t,)- F(t,)
Lt (b tPEot) (- LRE) (549

esitligi ile verilir (Kadifeli 1987). Hata oram guvenilirlik fonksiyonu yardimiyla,

P, £T <t,/T>t,) _R(t,)- R(t,)

tz - tl B (tz - tl)R(tl) (3.50)

olarak yazilir. (3.50)" deki esitlikte t,, t ve t,, t + Dt ile yer degistirilirse bu esitlik

P(t, £T <t,/T >t,) _ R(t)- R(t+Dt)
t, -t DR(t)

(3.51)

olarak yeniden yazilabilir. Diger taraftan risk fonksiyonu, Dt sifira yaklasirken hata
orammnin limiti olarak tanumlanir. Yani risk fonksiyonu, anlik hata oramdir. Boylece
risk fonksiyonu,

()= ™ RO-RE+D)_ 1 e d

e
Dt® 0 DR{) RE)E o " H (352

seklinde elde edilir. (3.36)’ daki esitlik yardimyla,
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~—

h(t) = % (3.53)

~—|

olarak dayazilabilir (Elsayed 1996, Kadifeli 1987).

Sekil 3.4 ile bir Urtnin yasam siresince risk orammn nasil degisiklik
gogerdigi gorulmektedir. Risk oramna iliskin bu egri kiivet egrisi olarak adlandirilir.
Oyleki egride lic bolge gozlenir. Bu (¢ bdlge srasiyla baslangic hatalarina (1),
rastgele hatalara (11) ve yipranmaya bagli hatalara (I11) karsilik gelir. Esyalar yeni
oldugunda, 6zellikle Griin yeni tasarlanmigssa erken hatalar: tasarim kusurlarindan,
koti kalite bilesenlerden, imalat kusurlarindan, kurum hatalarindan, bakim
hatalarindan ya da Urdntn kullamc icin alisilmamis olmasindan kaynaklanir. Bu
durumda kusurlar duzeltilip, zayif bilesenler degistirilir. Kullamci: Grdnin
kurulmasina, ¢alismasina ve bakimina zamanla alisir. Risk oram bu bdlgede zamanla
azalir. ikinci bolgede risk oram sabittir. Bu bolgede hatalar tahmin edilemeyen cesitli
nedenlere bagl: olarak ortaya cikar. Uglincii bolgede ise Uriiniin yipranmasina bagl:
olarak risk oram artar (Bentley 1993, Elsayed 1996). Ireson ve ark (1996), sekilde I,
Il ve Ill ile gosterilen Ug bolgeyi sirasiyla erken 6lumlulik peryodu, yararli dmir

peryodu ve yipranma peryodu olarak adlandirmiglardr.

A

Anlik hata oram h(t)

v

Zaman t

Sekil 3.4. Kilvet esrisi (Bentley 1993, Elsayed 1996).

31



3. TEMEL TANIM VE ACIKLAMALAR Ayca Hatice TURKAN

3.2.6. Seri Sistemler

Iki bilesenli seri bir sistem Sekil 3.5 ile verilmektedir. Bu sissemde atil
durumda olan bilesen yoktur. Herhangi bir bilesenin basarisizligi, sistem

basarisizligina neden olur. R, ve R, sirasiyla A ve B bilesenlerinin basar olasilig:
ve F, ve F; srrasiyla A ve B hilesenlerinin basarisizlik olasiliklar: olsun. Yani,
F,+R,=1ve F; + R, =1seklindedir. A bileseninin basarisiz olmasi durumu A., B
bileseninin basarisiz olmast durumu B ile gosterilsin. Bu durumda sistemin

basarisizlik olasig

Fsistem = P(A: Veya BF)

=P(A.)+P(B,)- P(A. veB;)
=F tF - FuFg
=1- (1- F,)a- F,) (3.54)

olarak yazilir. Sistem, A bileseninin calismasi (A,) ve B bileseninin calismas

(B,, ) durumunda galisir. Y ani sistem basar1 olasili:

Rigen = P(A, veB,)
=R,R, (3.55)

dir.

Sekil 3.5. iki bilesenli seri sistem (Andrews ve Moss 2002).

Yukarida iki bilesenli seri sistem icin aciklamalar genellestirilsin. m
elemandan olusan seri bir sistemde elemanlarin glvenilirlikleri  sirasiyla
R,R,,...R,..,R.~olsun. Her bir elemanin guvenilirliginin, digerlerinin

guvenilirliklerinden bagimsiz oldugu varsayilsin. Sistemin sag kalimi, her bir
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elemamin/bilesenin sag kalimini gerektirir. Bir bilesenin basarisizligr durumunda
sissem basarisiz olur. Bunlara bagli olarak sirasiyla sistem guvenilirligi ve

guvenilmezligi,
pu,
Risen =OR (3.56)

Fiam =1- O (- F) (357)

i=1

olarak ifade edilir (Andrews ve Moss 2002, Bentley 1993).

R™ R R —»R —>—>»R >

1 2 3 i m
Sekil 3.6. m bilesenli seri sistlem (Bentley 1993).

3.2.7. Paralel Sistemler

Iki bilesenli paralel bir sistem sekil 3.7’de gogerilmektedir. A ve B
bilesenlerinden biri basarisiz olsa dahi sistem c¢alisir. Bu ifade yedekli/emniyetli bir
sistemi (fully redundant system) belirtir. Sistemin basarisizligi A ve B bilesenlerinin
basarisizlig: ile gergeklesir. Yani,

Fusen = P(A; veB;)

=F,Fg (3.58)
dir. A veyaB calisiyorsa, sistem calisir. Y ani,

Rysen = P(A, veyaBy )
=1- (1- R,)1- Ry) (3.59)

dir.
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Sekil 3.7. Iki bilesenli paralel sisem (Andrews ve Moss 2002).

Yukarida iki bilesenli paralel sistem icin agiklamalar genellestirilsin. n
elemandan olusan paralel bir sistemin guvenilmezlikleri srasiyla F,,F,,..F;,....F,
olsun. Sistemin islevini gerceklestirmesi icin sadece bir elemanin islevi bile
yeterlidir. Kalan elemanlar sadece sistemin guvenilirligini  arttirir.  Sistem
basarisizlig1 tiim elemanlarin basarisizlig: durumunda gergeklesir. Oyleyse paralel bir
sistemde eleman sayisim arttrmak, tim sistemin guvenilirligini arttirr. Her bir
elemamin  guvenilirliginin, digerlerinin  guvenilirliklerinden bagimsiz  oldugu

varsayilir. Bunlara bagl olarak sistem guvenilmezligi ve guvenilirligi sirasiyla,

A
Fosem =OF, (3.60)
A
Risemn =1- O 1- R) (361)

i=1

seklinde ifade edilir (Andrews ve Moss 2002, Bentley 1993).
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\ 4
T
\ 4

\ 4
T

N
\ 4

\ 4
T
\ 4

\ 4
T
\ 4

n

Sekil 3.8. n bilesenli paralel sistem (Bentley 1993).

3.2.8. Gend Seri-Paralel Sissemler

Genel seri-paralel sistem sekil 3.9’ da gosterilmistir. Genel seri paralel sistem

m tane seri bagl eleman iceren n tane paralel alt sistemden olusmaktadir. R;, j.
alt sistemdeki i. elemanin guvenilirligini gostermektedir. Buna gore j. alt sistemin

guvenilirligi,
Py,
R =R,R,..R;..R, =OR,; (3.62
i=1
seklindedir. j. alt sistemin guvenilmezligi ise
Q
F, =1- 9 R; (3.63)

seklindedir. Tim sistemin guivenilmezligi de
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L4 A& pu, u
Fsstem :Oél_ O Rji[_,j
=1 e i=1 u

esitlizi ile ifade edilir (Bentley 1993).

W Ry | Ro | SRt . R,

(3.64)

Ry |— R |—---— | Ry — | R,

A 4

Sekil 3.9. Seri-paralel sistem (Bentley 1993).
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4. GUVENILIRLIK ANALIZINDE KULLANILAN BAZI TEK DEGISKENLI
ISTATISTIK SEL DAGILIM MODELLERI

4.1. Normal Dagilim

TANIM 4.1. Sirekli tipteki bir rastgele degiskenin olasilik yogunluk
fonksiyonu,

1 & 18- my 0

exps- —C——= -
sv2p pé 28 s 2 5

f(t;ms)= - Y& - ¥ina sPO (41)
ise t rasgle degiskenine m ve s parametreli normal dagilima sahiptir denir. Burada
nm ve s parametreleri sirastyla normal dagilimin konum ve yayilim parametreleridir.
nm ve s parametreli normal dagilima ait olasilik yogunluk fonksiyonunda
s =1ve i =0 alinrrsa standart normal dagilim elde edilir.
Normal dagihmla ilgili F() fonksiyonu icin U rastgele degiskeni

,_t-m)

S

olarak alinsin. U i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu,

f(u)= ! gae (4.2)

N

Nll—‘
Q I-O:

seklindedir. Buna normal dagilimin standart formu denir. U icin dagilim fonksiyonu

da,

F(u)=P{U £u) :qu Oxpg— —-dt (4.3)

seklindedir (Johnson ve ark. 1994).

TEOREM 4.1. Normal dagilimin dagilim fonksiyonu,
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1 ' ®1lay-mso
F(t;ms )= p&- —¢*—= Ty (4.4)
( ) s\/2p_gxé2es g
veya
Fltms)=F& M2 (4.5)
esS g

dir (Ireson ve ark. 1996).

TEOREM 4.2. m ve s parametreli normal dagilima sahip X rastgele

degiskeni icin moment ¢ikaran fonksiyonu,

2t2

2

S

|-O:

M(t;ms )= expgm + (4.6)

-l

dir (Hogg ve Craig 1995).

TEOREM 4.3. Surekli tipteki t rastgele degiskeni, normal dagilima sahip ise

beklenen deger; ya da ortalamasi,
E(t)=m - ¥ama¢ (4.7)
dur (Hogg ve Craig 1995).

TEOREM 4.4. Surekli tipteki t rastgele degiskeni, normal dagilima sahip ise

varyanst,
Var(t)=s 2 sf0 (4.8)
dir (Hogg ve Craig 1995).

TANIM 4.2. Surekli tipteki t rastgele degiskeni, normal dagilima sahip ise,

a, ile gosterilen carpikligy,
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a, =0 (4.9
dir (Evans ve ark. 1993).

TANIM 4.3. Surekli tipteki t rastgele degiskeni, normal dagilima sahip ise,

a, ilegosterilen sivriligi,

a,=3 (4.10)
tur (Evans ve ark. 1993).

TEOREM 4.5. Normal dagilimin modu,

t=rm (4.11)
noktasindadir (Evans ve ark. 1993).

TEOREM 4.6. Normal dagilimin medyan,

t=m - ¥ (4.12)
noktasindadir (Evans ve ark. 1993).

TEOREM 4.7. Normal dagihmin R(t) ile gosterilen guvenilirlik/sag kalim

fonksiyonu,
Rl)= 0 — L eps LM Ly (4.13)
D5 o) e 26 s 0 |
veya
R{t)=1- F&_ M0 (4.14)
esS g9

dir (Ireson ve ark. 1996).
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TEOREM 4.8. Normal dagilhimin R(T /t) ile gosterilen kosullu giivenilirlik

fonksiyonu,
! € lay- mp U
9] eXpé —¢ =
2s(2p) @ 2& s @
R(TIt) =" ») e U (4.15)
+‘ e 1 -mg u
e Ly mo

dir (Ebeling 1997).

TEOREM 4.9. Normal dagilimin h(t) ile gésterilen risk fonksiyonu,

1 € 1g- mou
expe ~¢ %0
s J(2p) @ 26 s @y
h(t) = b/ e U (4.16)
+07f L ope 18 M0y
s (2p) 8 28 s @§
yada esdeger olarak,
 €lt- ma
g s H
h(t) = S 4.17
(®) e (4.17)
- Q -
esS g9

dir (Ireson ve ark. 1996).
4.1.1. Normal Dagilmdaki Parametrelerin Tahmini

Tek degiskenli normal dagilimin m ve s parametrelerinin tahmin edicileri,

maksimum likelihood yontemi kullamilarak hesaplanacaktir.
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t,t e t

n?

nm ves parametreli normal dagilimdan alinmis n birimlik
rastgele 6rneklem olsun. Bu gozlem degerleri kullamlarak bilinmeyen m ve s

parametreleri icin tahmin ediciler hesaplanacaktir.

{1 P ,t."lerin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,
21 0 @185a-ms0
f(t,,t,t e t;ms)= Texpt- - q¢—= T (4.18)
ne ) SV2p @ 82i=1gs g 5
dir. L(ms )= f(t,,t,,t5mnn t.;ms ) olsun. O halde,
..N & n _ =2 6
=21 Qg lg@omoz (4.19)
SV o 8 25e S gy
dir. (4.19) daki esitligin logaritmas: alindiginda,
In{L(ms )}: ning> 1 0 188" mo (4.20)

sv2p & 2.3.'1% s o

elde edilir. (4.20)'deki ifadenin rve s parametrelerine gore turevleri alinip sifira

esitlendiginde m ve s parametrelerinin tahminleri sirasiyla

m:lé t, (4.21)
ni;
ve
~r 148 2
$*=-a (t - m) (4.22)

bulunur (Evans ve ark. 1993).
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1%

ISTATISTIiK SEL DAGILIM MODELLERI

0 ve s =05, s =1, s =3 parametre degerleri

icin MATLAB paket program: kullanilarak olusturulan f(t) olasilik

Sekil 4.1. Normal dagilimda n

yogunluk fonksiyonlarimn grafikleri (Hahn ve Shapiro 1967, Johnson ve

ark. 1994).

0.3f----4-----

1 parametre degerleri igin

MATLAB paket programi kullamlarak olusturulan f (t) olasilik yogunluk

=0, m

Sekil 4.2. Normal dagilimdas =1vemr=-1, ir

fonksiyonlarinin grafikleri (Hahn ve Shapiro 1967, Johnson ve ark. 1994).

42



4. GUVENILIRLIK ANALIZINDE KULLANILAN BAZI TEK DEGISKENLI
ISTATISTIK SEL DAGILIM MODELLERI Ayca Hatice TURK AN

0.8+

0.6

F(®)

0.4+

0.2+

26 30

0
10

Sekil 4.3. Normal dagilimda m =20 ve s =1, s =3 parametre degerleri igin
MATLAB paket program kullamlarak olusturulan F(t) dagilim
fonksiyonlarinin grafikleri (Elsayed 1996).

0.8

0.6

R()

0.4r

0.2r

30

Sekil 4.4. Normal dagilimda m =20 ve s =3, s =1 parametre degerleri igin
MATLAB paket program: kullamilarak olusturulan R(t) giivenilirlik
fonksiyonlarinin grafikleri (Elsayed 1996).
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h(t)
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Sekil 4.5. Normal dagilimda m =5 ve s =1, s =3 parametre degerleri igin
MATLAB paket program kullamlarak olusturulan h(t) risk
fonksiyonlarinin grafikleri (Hahn ve Shapiro 1967, Elsayed 1996).

4.1.2. Normal Dagilimin Uygulama Alanlari

Gauss dagilimi da denilen normal dagilim, birgok alanda oldukga 6nemli bir
olasilik dagilimidir. Normal dagilimin mihendislikte ve guvenilirlikte onemli
uygulamalar: vardir. Bir uygulama olarak, yipranmaya kars1 hata veren cihazlarin
analizi verilebilir. Sik sik, yipranmaya bagli olarak ortaya cikan hata/basarisizlik
dagilim normal dagilima yakinsadiginda guvenilirligi  tahmin  etmek veya
degerlendirmek icin normal dagilim kullanlabilir. Diger bir uygulama olarak imal
edilen maddelerin analizi ve bunlarin fonksiyonlarini gerceklestirme yeteneginin
analizi verilebilir. Birbirine benzeyen iki parca tam olarak aym islevi gbrmez.
Parcalardaki degisiklik, sistemde degisiklige yol acar. Tasarimda, parca degiskenligi
hesaba katilmalidir. Aksi taktirde farkli kombinasyonlara bagli olarak sistem
kendisinden bekleneni vermeyebilir. Olasilik teorisinin kalbi oldugu duistntlen

merkezi limit teoremi de normal dagilimin Grinddar. Teorem su sekildedir.
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X;, Xy, X5,... 0 ortdamali, s? varyansli, bagimsiz rastgele degiskenler

olsun. Boylece,

Z = n (4.23)

icindagilim n® ¥ iken standart normal dagilima yaklasir (Ross 1997). Bir rastgele
degisken cok sayidaki bagimsiz kiglk nedenlerin toplam etkisini gosteriyorsa,
merkezi limit teorimi o degiskenin dagiliminin normal oldugunu ifade eder. Yani
Uretime bagli olarak elektronik bilesen parcalari degerinde degisimlerin normal
dagilima sahip oldugu distintlir (Engineer's Edge 2007).

Normal dagilim, sistemlerin g¢esitli  fiziksel, mekanik veya kimyasal
Ozelliklerini modellemek icin de kullamilir. Gaz molekdllerinin hizi (gas molecule
velocity), giyim, ses, aiminyum alasim celiginin ¢ekme direnci/gerilme
mukavemeti, (tensile strenght of aluminum alloy steel), elektrik kondansatorlerinin
kapasite degisimi (capacity variation of electrical condensers), bir alanda elektrik
guict tuketimi, jenerator cikis gerilimi (generator output voltage) ve elektrik direnci
(electrical resistance) normal dagilimin  uygulama alanlarina 6rnek olarak
gogerilebilir (Ireson ve ark. 1996).

Normal dagilim (- ¥,+¥) araliginda tarumlidir. Bununla birlikte giivenilirlik
teorisinde, nesnelerin yasam sireleriyle ilgilenilir. Bu nedenle nesnelerin yasam

siresiyle ilgili dagilimin [0,¥) araliginda oldugu varsayilir. Bu dagilim soldan

kesik/kesilmis dagilim olarak adlandirilir. Bu durumda yeni olasilik yogunluk

fonksiyonu,
1 ® 18- mp 0
oo 1) _svm e 2Es o
f(t)= = = (4.24)
LFO) T 1 g g
svop P 28 s 5
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ile ifade edilir. Problemlerde kesik/kesilmis dagilim olma durumu, sE oram dort

veya besten blyuk ise ihmal edilebilir bir etkiye sahiptir. Kesik/kesilmis dagilimin
ortalamasi daima ilgili normal dagilimin ortalamasindan buyuktir. Diger taraftan,
varyansi da daima kuguktir (Gnedenko ve Ushakov 1995). Ancak normal dagilimin
ya da kesik/kesilmis normal dagilimin kullammminda dagilim fonksiyonunun kapali

formu olmamasi zorluk olusturur.

ORNEK 4.1. Normal dagilima sahip 5 uUniteye ait dayanma sireleri saat
cinsinden 10, 20, 30, 40, 50 olarak verilmistir. Bu veriler icin ortalama ve standart

sapmay1 hesaplayiniz.
COZUM: Bu verilere gore ortalama ve standart sapma tahminleri (4.21) ve
(4.22) deki esitlikler kullamlarak srasyla, =~ 5 t = 0 720% 3:+ 40+30 _ 4,
Nizg

ves, = |18 (- £)? =14.14 olarak bulunur.
t n i
i=1

ORNEK 4.2. Bir bilesen icin zamana kars: dayanma siresi normal dagilim
olsun. Dagilimin ortalamasi 20 saat, standart sapmas da 3 saattir. Asagidaki sorulari
yanitlayiniz.

1. Bilesenin isletme zamammin 25. saatinde givenilirligi nedir?
2. Bilesenin 25. ve 28. sagtler arasinda basarisiz olmasi olasilig1 nedir?
3.  Bilesenin isletme zamamnin 25. saatinde hata oram nedir?
COzZUM: ik sorunun c¢bzimil icin (4.14) deki esitlik kullanlarak,

R(25)=1- Fge?“r)ém.g:l- F (1.667) = 0.04779 bulunur. ikinci sorunun ¢oziimii
e 1]
icin (4.5)' deki esitlikten yaralanilir. Bu durumda

F(28)- F(25)=F (2.667)- F(1.667)=0.04396 bulunur. Ugiincii sorunun gdziimii

£ €25- 200
g€ 3 H
3" R(25)

icin (4.17)' deki esitlik kullanilarak, h(25)= =0.6939 hata/saat bulunur

(Ireson ve ark. 1996).
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4.2. Lognormal Dagilim

TANIM 4.4, Sirekli tipteki t rastgele degiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonu,

e
lant-mol o yaay sto (4.25)

sq/i ) A2e S @(

f(t;ms )=

ise t rastgele degiskenine m ve s parametreli lognormal dagilima sahiptir denir
(Evans ve ark. 1993, Pdtil ve ark.1984).
Burada m ve s parametreleri sirasiyla dagilimin konum ve sekil

parametreleridir.

TEOREM 4.10. Lognormal dagilimin dagilim fonksiyonu,

1 1 € 1gny- mo
F(t;ms ex Lply (4.26)
( ) \/5 0_ Pe 23 s o 9]
veya
Ft)=F&0L-m9 (4.27)
e S g
dir (Ireson ve ark. 1996).
TEOREM 4.11. Lognormal dagilimin sifir etrafindaki r. momenti,
2.2 =
m expgm +S ' 2 (4.28)
a

dir (Evans ve ark. 1993).

TEOREM 4.12. Sirekli tipteki t rastgele degiskeni, lognormal dagilima
sahip ise beklenen degeri ya da ortalamasi,
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S O
expem+ —= 4.29
E(t)= pg 73 (4.29)
dir (Elsayed 1996).

TEOREM 4.13. Sirekli tipteki t rastgele degiskeni, lognormal dagilima

sahip ise varyans,
Var (t) = exp(2m+s 2 )(expls 2)- 1) (4.30)
dir (Elsayed 1996).

TANIM 4.5. Surekli tipteki t rastgele degiskeni, lognormal dagilima sahip

ise, a, ilegosterilen garpikligy,

a,= (exp(s 2)+ 2)Jexpls 2)- 1 (4.31)
dir (Evans ve ark. 1993).

TANIM 4.6. Sirekli tipteki t rastgele degiskeni, lognormal dagilima sahip

ise,a, ilegosterilen sivriligi,

a, = explds 2)+ 2exp(3s 2)+3exp(2s ?)- 3 (4.32)
tur (Evans ve ark. 1993).

TEOREM 4.14. Lognormal dagilimin modu,

t= exp(m- S 2) (4.33)
noktasindadir (Evans ve ark. 1993).

TEOREM 4.15. Lognormal dagilimin medyan,
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t = exp(m) (4.34)
noktasindadir (Evans ve ark. 1993).

TEOREM 4.16. Lognormal dagihmin R(t) ile gosterilen giivenilirlik/sag

kalim fonksiyonu,
Rl)= O — b epe TEYMETy (4.35
CysJp) e 28 s @y
veya
R(t)=1- F @M MO (4.36)
€ S g

dir (Ireson ve ark. 1996).

TEOREM 4.17. Lognormal dagihmin R(T/t) ile gosterilen kosullu

guvenilirlik fonksiyonu,

¥ € 1any- mgu
0 S 1/in jexpgr 58 3; ; (y
R(Tit) = € . (4.37)
1 o e ggény- mg l’JLdy
toys\/(Zpi 6 2 S oy

dir (Ebeling 1997).

TEOREM 4.18. Lognormal dagilimin h(t) ile gosterilen risk fonksiyonu,

1 expg lgént- mgzg
(- SV@) e 2 s o8 (439)
1 ond. 1any- mgzl:JLd '
O /) "6 2§ s g
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veya
)= 1O (4.39)
ant- mo
1- F(; =
e S /]
dir (Elsayed 1996).

4.2.1. Lognormal Dagilimdaki Parametrelerin Tahmini

Tek degiskenli Lognormal dagilimin nm ve s parametrelerinin tahmin
edicileri maksimum likelihood yontemi kullamilarak hesaplanacaktir.

{1 P t; m ve s parametreli lognormal dagilimdan alinmis n
birimlik rastgele 6rneklem olsun. Bu gdzlem degerleri kullamlarak bilinmeyen m ve

s  parametreleri icin tahmin ediciler hesaplanacaktir.

{1 P ,t.’lerin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,
1 € 18 ant-myU
F(ty b byt ;M8 ) = expé Eé‘ e S0 (4.40)
Cti(s\/%) g 2ia € 704
i=1

dir.L(ms )= f(t,,t,,t;nnn t.;ms ) olsun. O halde,

€ 14 - u
Lms)=—r—+——epe 24 £ (4.41)
Cti(s 2p) g 2ae S gf

dir. (4.41) deki esitligin logaritmas: alindiginda,

infL(ms )} =- D16 vap J & 14 @m0 (442
i=1 g 2w S g
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elde edilir. (4.42)'deki ifadenin sirasiyla m ve s parametrelerine gore turevleri

alinip sifira esitlendiginde m ve s parametrelerinin tahminleri sirasiyla

m:lé Int, (4.43)
Niz
ve
2
~p 14 18 0
S? :ﬁé‘ (int ) - Fga Int, = (4.44)
i=1 €i=1 (%]
bulunur (Elsayed 1996).
1.8 T T T T T T T T T
P RS SR S SN N B RN s=1
N s
1ap---- ”\ ***** S --.s =025
7 NN T
R U
B R A B
Tos L
NI \X: o
0_5-7,,:,,{,,,3,, R
T N S
NN
02k S
ol N T e o
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Sekil 4.6. Lognormal dagilimda m=0ves =1,s =05, s =0.25 parametre
degerleri icin MATLAB paket program: kullamlarak olusturulan f (t)

olasilik yogunluk fonksiyonlarimn grafikleri (Hahn ve Shapiro 1967,
Evans ve ark. 1993).
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0.3‘ ””” [, q4H-—-—-——-—- - B | (A i P
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Sekil 4.7. Lognormal dagilimdas =1ve m =0, m =0.3, m =1 parametre degerleri
icin MATLAB paket programi kullamlarak olusturulan f (t) olasilik
yogunluk fonksiyonlarimn grafikleri (Hahn ve Shapiro 1967).

F(®)

Sekil 4.8. Lognormal dagilimda m =0 ve s =0.6, s =1 parametre degerleri icin
MATLAB paket program kullamlarak olusturulan F(t) dagilim
fonksiyonlarinin grafikleri (Evans ve ark. 1993).
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Sekil 4.9. Lognormal dagilimda m =0 ve s =0.6, s =1 parametre degerleri icin
MATLAB paket program kullamlarak olusturulan h(t) risk

fonksiyonlarinin grafikleri (Hahn ve Shapiro 1967, Johnson ve ark. 1994,
Evans ve ark. 1993).

4.2.2. Lognormal Dagilimin Uygulama Alanlari

Olasilikta ve igtatistikte lognormal dagilim, logaritmast normal dagilan
rastgele degiskenlerin olasilik dagilhimidir. Log(t)'nin tammli olabilmesi igin t

pozitif olmalidir. Bu nedenle, Lognormal dagilimin uygulanabilmesi igin ilgilenilen
rastgele degiskenin pozitif degerler almasi gerekir.

Lognormal dagilim; c¢ok kigik hatalarin carpimlarindan kaynaklanan
degerlerin bulundugu islemler icin model olarak ortaya ¢ikar. Merkezi limit teoremi
kullanilarak genel kosullar altinda, n bagimsiz pozitif degerler alan rastgele
degiskenin carpimina ait dagilimin lognormal dagilima yaklastigi gosterilebilir
(Hahn ve Shapiro 1967).

Lognormal dagilim ekonomiden biyolojiye degisik uygulamalarda; gozlenen
degerin, onceki degerin rastgele oramt oldugu islemlerde kullanmlir. Ornek olarak
kisisel gelirlerin, miras ve banka mevduatinin dagilim verilebilir. Diger bir 6rnek ise
gelisimi bircok kigtk itici giice maruz kalan ve bunun sonucunda etkinin anlik
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hacmi ile orantili oldugu bir organizmada, organizmamn hacminin dagilimidir.
Lognormal dagilim kirilma islemi sonucunda elde edilen taneciklerin hacminin
dagilimint gostermek igin kullanilir. Ayrica yasam testinde de kullarilir (Hahn ve
Shapiro 1967).

Lognormal dagilim carpik bir dagilimdir. Lognormal dagilim ¢ok sayida
olayin, dagilimin sol kuyrugunda yogunlastigi durumlart modellemek icin kullanlir.
Bu dagilima ornek olarak farkli misteriler tarafindan kullamlan elektrik miktari,
sistemlerin ariza suresi, tamir siresi, ampullerin 11k yogunluklari, kimyasal
artiklarin yogunluklari, farklt misteriler tarafindan otomobille katedilen mesafeler
verilebilir (Ireson ve ark. 1996).

ORNEK 4.3. ABD’de yasayan dort aileye ait gelirler m =10g(20000) ve

s2=1 parametre degerleriyle lognormal dagilima sahip olsun. Gelir igin f(t)
olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigini olusturunuz (Mathworks 2007).
CcOzUM:
>>x=10:1000:125010;
>>y=|ognpdf(x,l0og(20000),1.0);
>>plot(x,y);
>>set(gea, 'xtick',[0 30000 60000 90000 120000])
>>set(gea, xticklabel',str2mat('0','$30000','$60000",'$90000','$120000'))
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x 10°
3.5 T T T T

(t)

O I I [ [
0 $30000 $60000 $90000 $120000
t

Sekil 4.10. m =10g(20000) ve s * =1 parametre degerleriyle lognormal dagilima
sahip gelir rastgele degiskeni igin f (t) olasilik yogunluk fonksiyonunun
grafigi (http://www.mathworks.com/access/helpdesk_r13/help/toolbox/
stats/prob_d23.htmt).

4.3. Ustel Dagihm

TANIM 4.7. Surekli tipteki t rastgele degiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonu,
ft;ml)=1 exp(- (t- m) ) tfnfO 1O (4.45)

ise t rastgele degiskenine m ve | parametreli Ustel dagilima sahiptir denir (Patil ve
ark. 1984). Burada nm ve | parametreleri, sirasiyla dagilimin konum ve yayilim

parametreleridir.
(4.45)’ deki esitlikte m =0 ve | =1 alimirsa standart tistel dagilim elde edilir.

TEOREM 4.19. iki parametreli tstel dagilimin dagilim fonksiyonu,
F(t;ml )=1- exp(- (t- m) ) (4.46)

dir (Patil ve ark. 1984).
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TEOREM 4.20. Surekli tipteki t rastgele degiskeni iki parametreli Ustel
dagilima sahip ise beklenen degeri ya da ortalamasi,

E(t)= m+|1 (4.47)

dir (Patil ve ark. 1984).

TEOREM 4.21. Sirekli tipteki t rastgele degiskeni, iki parametreli Ustel

dagilima sahip ise varyansi,

1

Var (t) = = (4.48)

dir (Johnson ve ark. 1994, Patil ve ark. 1984).

TEOREM 4.22. iki parametreli Ustel dagilima sahip X rastgele degiskeni

icin moment ¢ikaran fonksiyonu,

M(t;ml )=

(4.49)

dir (Johnson ve ark. 1994, Patil ve ark. 1984).

TANIM 4.8. Surekli tipteki t rastgele degiskeni, iki parametreli Ustel
dagilimasahip ise a , ile gosterilen garpikligy,

a,=2 (4.50)

dir (Johnson ve ark. 1994, Patil ve ark. 1984).

TANIM 4.9. Surekli tipteki t rastgele degiskeni, iki parametreli Ustel

dagilimasahip ise,a , ile gésterilen sivriligi,
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a,=9 (4.51)
dur (Johnson ve ark. 1994, Patil ve ark. 1984).

TEOREM 4.23. iki parametreli tstel dagilimin modu,

t=m (4.52)
noktasindadir (Patil ve ark. 1984).

TEOREM 4.24. iki parametreli tstel dagilimin medyan,
1
t:I—Iogz+m (4.53)

noktasindadir (Patil ve ark. 1984).

TANIM 4.10. Surekli tipteki t rastgele degiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonu,
f(t;1)=1 exp(-1t) t30 10 (4.54)

ise t rastgele degiskenine | parametreli Ustel dagilima sahiptir denir. Ayrica |
parametreli Ustel dagilima, bir parametreli Ustel dagilim da denir. Burada |

_ oo . . 1
parametresine oran parametresi denir. Alternatif olarak, tstel dagilim m:I— olmak

Uzere yayilim parametresi n yarchmiyla daifade edilir (Evans ve ark. 1993).
TEOREM 4.25. Bir parametreli Ustel dagilimin dagilim fonksiyonu,
F(t;1 )=1- exp(- I t) (4.55)

dir (Evans ve ark. 1993).
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TEOREM 4.26. Sirekli tipteki t rastgele degiskeni bir parametreli Ustel
dagilima sahip ise beklenen deger; ya da ortalamasi,

E(t)= Il (4.56)

dir (Evans ve ark. 1993).

TEOREM 4.27. Sirekli tipteki t rastgele degiskeni, bir parametreli Ustel

dagilima sahip ise varyansi,

1

Var(t) = = (4.57)

dir (Evans ve ark. 1993).

TEOREM 4.28. Bir parametreli Ustel dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu,

-0

o1

M )= -

e

(4.58)

Q

dir (Evans ve ark. 1993).

TANIM 4.11. Sirekli tipteki t rastgele degiskeni, bir parametreli Ustel
dagilimasahip ise, a, ile gosterilen carpiklig:,

a,=2 (4.59)

dir (Evans ve ark. 1993).

TANIM 4.12. Sirekli tipteki t rastgele degiskeni, bir parametreli Ustel

dagilimasahip ise, a, ile gosterilen sivriligi,

a, =9 (4.60)
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dur (Evansve ark. 1993).

TEOREM 4.29. Bir parametreli Ustel dagilimin modu,

t=0 (4.61)
noktasindadir (Evans ve ark. 1993).

TEOREM 4.30. Bir parametreli Ustel dagilimin medyan,
1
t= I—Iogz (4.62)

noktasindadir (Evans ve ark. 1993).

TEOREM 4.31. Bir parametreli Ustel dagiimin R(t) ile gosterilen
guvenilirlik/sag kalim fonksiyonu,

R(t)=exp(- I t) (4.63)
dir (Elsayed 1996).

TEOREM 4.32. Bir parametreli tistel dagilimin R(T /t) ile gésterilen kosullu

guvenilirlik fonksiyonu,
R(T/t)=exp(- 1 T) (4.64)
dir (Ebeling 1997).

TEOREM 4.33. Bir parametreli tstel dagilhimin h(t) ile gosterilen risk

fonksiyonu,
ht) =1 (4.65)

dir (Bentley 1993).
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TEOREM 4.34. n bilesenli bir seri sissemde her bir bilesen bir parametreli
Ustel dagilima sahipse sistem guvenilirligi,

Roen(t) = 0pE tA 1,2 (4.66)
e =1 g

dir. Burada bilesenlerin birbirinden bagimsiz oldugu varsayilir (Bentley 1993).

TEOREM 4.35. Bir parametreli (istel dagilima sahip bilesen icin | ile

gosterilen ortalama hata orani,

=l (4.67)
dir (Bentley 1993).
4.2.1. Ustel Dagilmdaki Parametrelerin Tahmini

Iki parametreli Ustel dagilimin m ve | parametrelerinin tahmin edicileri,
maksimum likelihood yontemi kullamilarak hesaplanacaktir.

{1 P ,t.; iki parametreli Gstel dagilimdan alinmis n birimlik rastgele
orneklem olsun. Bu gozlem degerleri kullamlarak bilinmeyen m ve | parametreleri

icin tahmin ediciler hesaplanacaktir.

{1 P ,t.’lerin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,
(tyty gt ml ) =1 "expls g (t - M) 2 (4.68)
e ia 1]
dir. L(ml )= f(t,t,,t t,;ml ) olsun. O halde,
L(ml)=1"expl § (t - m) £ (4.69)
e ia 1]

dir. (4.69) daki esitligin logaritmas: alindiginda,
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I{L(ms )} =ninl -1 § t, +nni (4.70)

i=1

elde edilir. (4.70)'deki ifadenin sirasiyla m ve | parametrelerine gore turevleri

alinip sifira esitlendiginde m ve | parametrelerinin tahminleri sirasiyla

m=min{t,,t,,t,enn 1} (4.71)
% :% (4.72)
é. (i - m)

(4.73)

1

0.9

0.8

0.7+

0.6

0.5

f(t)

0.4

0.3F

0.2

Sekil 4.11. Iki parametreli Ustel dagilimda m=1vel =2, =05, =0.25
parametre degerleri icin MATLAB paket programi kullanmlarak
olusturulan f(t) olasilik yogunluk fonksiyonlarimn grafikleri (Evans ve
ark. 1993).
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4. GUVENILIRLIK ANALIZINDE KULLANILAN BAZI TEK DEGISKENLI

ISTATISTIiK SEL DAGILIM MODELLERI

F(t)

R(t

A

degerleri icin MATLAB paket program: kullamilarak olusturulan f (t)
olasilik yogunluk fonksiyonlarimn grafikleri (Evans ve ark. 1993).

Sekil 4.12. Bir parametreli Ustel dagilimda | =0.5, 1 =1 ve | =1.5 parametre

62

Sekil 4.13. Bir parametreli tstel dagihimin R(t) guvenilirlik ve F(t) dagilim
fonksiyonlarinin grafikleri (Elsayed 1996).
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ht) 4

v

Sekil 4.14. Bir parametreli tistel dagilimin h(t) risk fonksiyonunun grafigi (Elsayed
1996).

4.2.2. Ustel Dagilimin Uygulama Alanlari

Epstein ve Sobel (1953), elektronik bilesenler icin yasam testini gostermek
amaciyla Ustel dagilimi kullanmaya baslamistir. Onlarin calismalari, guvenilirlik
analizinde Ustel dagilimi populer bir dagilim yapmustir.

Ustel dagilim, bir bilesende ilk hatalbasarisiziik gerceklesinceye kadar
bekleme sliresine ait dagilim olarak kullanilir. Aym zamanda bir hatal1 bilesenin ayni
tipte diger bir bilesenle degistirilebilecegi varsayimi altinda, hatalar arasindaki
bekleme zamanlarina ait dagilim olarak da kullanilir (Hahn ve Shapiro 1967).

Ustel dagilim, zamana kars1 dayanma modeli olarak kullamlan istatistiksel
dagilimlar arasinda en populer olamdir. Bu populeritenin bir nedeni, sabit hata
oraninin, zamanla degisiklik gosteren hata oranina gore matematiksel olarak kolaylik
saglamasidir. SOz konusu sabit hata oranina uygulamalarda ¢ok az karsilasilir.
Ornegin gelen telefon aramalarimin oram guniin saatlerine gore farklihik gosterir.
Fakat gun icinde oramin sabit oldugu zaman araligina odaklanacak olunursa, bir
sonraki telefon aramast gerceklesinceye kadar gereken zaman icin Ustel dagilim iyi
bir yaklasik modeldir. Bununla birlikte bir organizmamin ya da teknik bir cihazin
yasam sirecini modellemek igin Gstel dagilim uygun degildir. Cunkl burada hata
oranlar1 sabit degildir. Asagida yaklasik olarak Ustel dagilan rastgele degisken

ornekleri verilmistir.
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1. Tanik olunacak bir araba kazasi gerceklesinceye kadar gereken zaman.

2. Bir radyoaktif parca bozunmas: gerceklesinceye kadar gereken zaman ya
da Geiger-Mller sayacinin arka arkaya iki biplemesi arasinda gecen zaman.

3. Buyuk bir meteorun gcarpmast sonucu kitlesel bir yikim gerceklesinceye
kadar gereken zaman (Wikipedia 2007).

Ustel degiskenler her bir mesafe biriminde sabit olasilikla gerceklesen
olaylarda konumlar1 modellemek icin de kullamlir. Buna 6rnek olarak asagidakiler
verilebilir,

1. Bir DNA ipligindeki mutasyonlar arasindaki mesafe.

2. Bir yoldaki arizalar arasindaki mesafe (Wikipedia 2007).

Ustel dagilimin giivenilirlikte oldukca genis bir kullanim alam vardir. Ustel
dagilimin glvenilirlik alamndaki uygulamalarina 6rnek olarak elektron tupleri,
resistorler ve kapasitorler verilebilir (Hahn ve Shapiro 1967).

Cok sayida bilesene sahip karmagik sistemlerin dmri igin Ustel dagilim iyi bir
modeldir. Ustel dagilim sabit hata oramna sahip oldugu icin erken Slumluliik
peryodu bitimi sonrasinda yani yararli Gmir peryodu icin iyi bir model olusturur.
Elektrikli ve elektronik sistemler, bilgisayar sistemleri ve otomobil aktarim araglar:

gibi uygulamalar 6rnek olarak verilebilir (Ireson ve ark 1996).

ORNEK 4.4. Bir akim ol¢iim sistemi, bir 6lgme deliginden (Orifice plate)
(I =0.75), basing ileticiden (D/P transmitter) (I =1.0), karekok cikarici aygittan

(Square root) (I =0.1) ve bir kaydediciden (Recorder) olusmaktadir. Asagidaki 3
maddeye iliskin, 0.5 yil sonra olabilecek akim 6lglim kaybr olasiliginm hesaplayiniz.
@ Sekil 4.15' deki bir akim 6lglim sistemi igin

(b) Sekil 4.16' daki paralel, 6zdes tic akim 6l¢ciim sistemi icin

(©) ¢ 6lcme deligi, U¢ basing iletici ve bir orta deger secici rélesinden (Middle
value) (I =0.1) olusan sistem. Role, ne yiiksek ne algak olan iletici sinyal giktilar:
secmektedir. Secilen sinyaller 6nce karekok cikarici aygita, sonra kaydedici aygita
iletilmektedir.

(d) Bu hesaplamalardan nasil sonuclar ¢ikarilabilir?
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ISTATISTIiK SEL DAGILIM MODELLERI

CcOzUM:
@
l,=0.75 l,=1.0 . 13=01 . 14=01]
Orifice D/P Square Recorder
plate transmitter root

Sekil 4 .15. Tekli akim dlciim sistemi (Bentley 1993).

Once | yyon =1, +1,+15+1, =1.95 hesaplanir. Sonra bu deger (4.66)’ daki
esitlikte kullanlarak
Fason(t) =1- exp(- | 4o, t) =1- exp(- 1.95" 0.5)=1- exp(- 0.975)=0.623

bulunur. Bu nedenle 0.5 y1l sonra hata olasigi=0.623'tur.

(b)
I, =075 l,=1.0 > ;=01 > I, =01

Orifice D/P Square Recorder
plate transmitter root

. 1,=075 l,=1.0 . 13=01 l, =01
Orifice D/P Square Recorder
plate transmitter root

. 1,=075 l,=1.0 . 13=01 ] 1,=01
Orifice D/P Square Recorder
plate transmitter root

Sekil 4 .16. Paralel, 6zdes ti¢ akim 6lglim sistemi (Bentley 1993).

(3.60)taki esitlik kullamlarak F =F_,°>=(0.623)° =0.242 bulunur. Bu

sistem

nedenle 0.5 y1l sonra hata olasigi=0.242 dir.
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(©
0.75 1.0
—Pp >
0.75 1.0 » 0.1 0.1 0.1
—> > > > > —»
075 10 Middle Square Recorder
. y value root
Orifice D/P
plates transmitters

Sekil 4.17. Orta deger segici roleli sistem (Bentley 1993).

Once | =1 yemesaici + ! basasngs =1-75 hesaplamir. Sonra bu deger (4.66)’ daki
esitlikte kullarilarak 0.5 yil sonra hata olasiligy,
F =1- exp(- It)=1- exp(- 1.75" 0.5)=1- exp(- 0.875)=1- 0.417 =0.583
bulunur. Segici, tg ayr1 O/P + D/P kanalindan birini seger. O/P + D/P kanallarina ait
tiim giivenilmezlik F(t) = F* =(0.583)° =0.198 dir. O/P + D/P kanallarina ait tim
guvenilirlik R(t) =1- F(t)=1-0.198=0.802 dir. Kalan U¢ bilesenin hata oram
| =0.1+0.1+0.1=0.3 seklindedir. Boylece kalan U¢ bilesen igin guvenilirlik
R=exp(- 0.3° 05)=0.861  bulunur.  (356)'daki  esitlik  kullamlarak
Rygem = R(t)R=0.802" 0.861=0.690 elde edilir. Bu nedenle

Fyn =1- Ry, =0.310 dur,

(d)

En yilksek guvenilmezlik () maddesindeki sistemde olmaktadir. Ug paralel
sistemi barindiran (b) maddesindeki sistem ise en dusuk guvenilmezlige sahiptir.
Bununla birlikte bu sistemin maliyeti yiksektir. () maddesindeki sistem (b)
maddesindeki sisteme goére daha giivenilmez olsa da maliyeti daha distiktir (Bentley
1993).
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4.4. Weibull Dagilim
TANIM 4.13. Surekli tipteki t rastgele degiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonu,
hat-go ' € a-gol
f(tg,s,h)=—c——== expé c—==( tfgf0 sf0 hfo (4.74)
Ses g ges ag

ise t rastgele degiskenine g, s ve h parametreli Weibull dagilimina sahiptir denir
Burada g, s ve h parametreleri, sirasiyla dagilimin konum, yayilim ve sekil

parametreleridir (Johnson ve ark 1994).

TEOREM 4.36. Ug parametreli Weibull dagiliminin dagilim fonksiyonu

F(t;g9,5,h)=1- exp:i:- ¢ : (4.75)

dir (Johnson ve ark. 1994).
TEOREM 4.37. Ug parametreli Weibull dagiiminin R(t) ile gosterilen

guvenilirlik/sag kalim fonksiyonu,

.h
Q (4.76)
(%]

)-en|- 2,00

dir. (Johnson ve ark. 1994)
TEOREM 4.38. Ug parametreli Weibull dagiliminin R(T /t) ile gésterilen

kosullu givenilirlik fonksiyonu,
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3
1\; (4.77)

dir (Ebeling 1997).
TEOREM 4.39. Ug parametreli Weibull dagilimimin h(t) ile gosterilen risk

fonksiyonu,
(4.78)

9
g

(I)|3

a -
(; g
e

h(t) =

dir (Johnson ve ark. 1994).
TANIM 4.14. Sirekli tipteki t rastgele degiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonu
r (4.79)

Q -0
-
R
o
D
)
k!
IO
o c
—
-
o
(%]
=
o
>
=S
o

f(t;s,h)=

v |z
7R

ise t rastgele degiskenine s ve h parametreli ya da iki parametreli Weibull
dagilimina sahiptir denir. iki parametreli Weibull dagilimi, ¢ parametreli Weibull
dagiliminda g = 0 alinarak elde edilir (Evans ve ark 1993).

TEOREM 4.40. iki parametreli Weibull dagiliminin dagilim fonksiyonu

(4.80)

@)(D)(D\
)
()] |&
Q 0%
OO

F(t;s h)=1- exp

dir (Evans ve ark. 1993).
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TEOREM 4.41. Sirekli tipteki t rastgele degiskeni, iki parametreli Weibull
dagilimina sahip ise, sifir etrafindaki r. moment,

(4.81)

m¢=8’6§;h

Q-0

dir (Evans ve ark. 1993).

TEOREM 4.42. Sirekli tipteki t rastgele degiskeni, iki parametreli Weibull
dagilimina sahip ise beklenen degeri; ya da ortalamas,

E() = s(;?%h% (4.82)

dir (Evans ve ark. 1993).

TEOREM 4.43. Surekli tipteki t rastgele degiskeni, iki parametreli Weibull

dagilimina sahip ise varyansi,

é a@+hod _,ad+h
Var(t)=s? - Ge— (4.83)
=" SFn 2

o
dir (Evans ve ark. 1993).

TANIM 4.15. Sirekli tipteki bir t rastgele degiskeni, iki parametreli Weibull
dagilimina sahip ise, a, ile gosterilen carpiklig:,

a—S;h g_ 3 aéz;lrhg aa; g+2633a;hg
a,= 2 2 °— 2 (4.84)
€ a@+h o _,ad+h a2
- Geg—3
eéh g h g
dir (Hahn ve Shapiro 1967).
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TANIM 4.16. Sirekli tipteki bir t rastigele degiskeni standart Weibull

dagilimina sahip ise, a, ile gosterilen sivriligi,

a@l;h g_ 4 aé;;h 9 aa;h g+ GGgaéz;lrh nggaa;h g_ 364aa;h g
a, = 2 2 2 2 i 2 8 (485
€ a@+h 0 _,a+h
= Ge =
gé&h g h g
dir (Hahn ve Shapiro 1967).
TEOREM 4.44. iki parametreli Weibull dagiliminin modu,
1
- 10p
L 13 (4.86)
&h
noktasindadir (Evans ve ark. 1993).
TEOREM 4.45, iki parametreli Weibull dagiliminin medyan,
1
t=s(In2)h (4.87)

noktasindadir (Patil ve ark. 1984).

TANIM 4.17. Siurekli tipteki t rastgele degiskeninin olasilik yogunluk
fonksiyonu

f(th)=ht" exp(- t") tD ho (4.89)

ise t rastgele degiskenine h parametreli standart Weibull dagilimina sahiptir denir
(Peatil ve ark. 1984). Buradah parametresi dagilimin sekil parametresidir.

TEOREM 4.46. Standart Weibull dagiliminin dagilim fonksiyonu

F(th)=1- exp(- t") (4.89)
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dir (Patil ve ark. 1984).

TEOREM 4.47. Surekli tipteki t rastgele degiskeni standart Weibull

dagilimina sahip ise, sifir etrafindaki r. momenti,

|-O:

¢ & +h
m = 490
E h ( )

dir (Patil ve ark. 1984).

Q

TEOREM 4.48. Surekli tipteki t rastgele degiskeni standart Weibull
dagilimina sahip ise beklenen degeri; ya da ortalamasi

|-O:

_d+hi
E(t)= GgT : (4.91)

-l

dir (Patil ve ark. 1984).

TEOREM 4.49. Surekli tipteki t rastgele degiskeni standart Weibull

dagilimina sahip ise varyansi,

_ 0 ~&+ho
Var(t)—Gg . G : (4.92)

dir (Patil ve ark. 1984).

TANIM 4.18. Surekli tipteki t rastgele degiskeni standart Weibull dagilimina
sahip ise, a, ile gosterilen carpikligy,

a—S;h g_ 3 aéz;lrhg aa; g+2633a;hg
a,= 2 2 2 ; g (4.93)
€ a@+h 0 _,ad+h g2
- Geg—3
eédh g h o
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dir (Erol 1991).

TANIM 4.19. Surekli tipteki t rastgele degiskeni standart Weibull dagilimina

sahip ise, a, ile gosterilen sivriligi,

a@l;h g_ 4 aé;;h 9 aa;h g+ GGgaéz;:h nggaa;h g_ 364aa:]h g
a, = a a a a ' a a (4.94)
€ a@+h 0 _,a+h
-G =
eédh g h o
dir (Erol 1991).
TEOREM 4.50. Standart Weibull dagilimunin modu,
1
(=g -10 (4.95)
g h g
noktasindadir (Patil ve ark. 1984).
TEOREM 4.51. Standart Weibull dagiliminin medyan,
1
t=(n2)h (4.96)

noktasindadir (Patil ve ark. 1984).
4.4.1. Weibull Dagihmindaki Parametrelerin Tahmini

Iki parametreli Weibull dagihiminin s ve h parametrelerinin tahmin
edicileri, maksimum likelihood yontemi kullanilarak hesaplanacaktir.

{1 P ,t.; iki parametreli Welbull dagilimindan alinmis n birimlik
bir rastgele drneklem olsun. Bu gozlem degerleri kullanilarak bilinmeyen s ve h

parametreleri icin tahmin ediciler hesaplanacaktir.

{1 P ,t.’lerin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu
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0 ' h-1 & n ' .h O
Fty, bt is ) = O MBS expC é{;ﬁ' Q= (4.97)
1S €S g & wesS o
dir.L(s ,h) = f(t,,t,, b5 t,;s,h) olsun. O halde,
Ahat o' @300
L h)=0Q =+ exp$- ag = (4.98)
1S €S g & mes g
dir. (4.98) deki esitligin logaritmas: alindiginda
0 én 0 0o
In{L(s ,h)}:émé_gé@ - 535'9 (4.99)
i1 @ eS @ [ i21eS g

elde edilir. (4.99)'daki ifadenin srasiyla s ve h parametrelerine gore tirevleri

alinip sifira esitlendiginde s ve h parametrelerinin tahminleri sirasiyla

1
R 11 n . Ay
-Sat'y (4.100)
€Ni- 0
ve

- ol e oot

F=&at inteat S - n'g nta (4.102)
gi= ®iz1 @ =1

bulunur (Johnson ve ark. 1994).
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f(t)

Sekil 4.18. iki parametreli Weibull dagihimindas =1veh =05,h =1, h =4
parametre degerleri icin MATLAB paket programi kullanlarak
olusturulan f(t) olasilik yogunluk fonksiyonlarimn grafikleri (Evans ve

ark. 1993, Hahn ve Shapiro 1967).

1

I — ]

0.9 -
0.8} ~ —_ -

/ a—
0.7 s - |
—
0.6} _ 4
o 7/
£ 05 4
/7

0.4+ / // 4
03r / / —h =1 .
0.2—/ / ..h=05 4
0.17// - h=3 .
0o of5 i 1‘.5 2‘.5 3

Sekil 4.19. Iki parametreli Weibulll dagilimindas =1 veh =1,h =05, h =3
parametre degerleri icin MATLAB paket programi kullanmlarak
olusturulan F(t) dagilim fonksiyonlarinin grafikleri (Evans ve ark.

1993).
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-——-h =1 i
..h =05

R(Y)

2.5 3

Sekil 4.20. Iki parametreli Weibulll dagilimindas =1 veh =1,h =05, h =3
parametre degerleri icin MATLAB paket programi kullanlarak
olusturulan R(t) giivenilirlik fonksiyonlarinin grafikleri.

1.6 : \
|
1.4} \ —h=1
..h =05
\
1.2+ - h=3 B
\
1 —_—
S 08l \ |
\
0.6F \ .
N
0.4+ ~ .
~
-
=~ —
0.2} - - — _
O | L
0 1 2 3

Sekil 4.21. iki parametreli Weibull dagihimindas =1 veh =1,h =05, h =3
parametre degerleri icin MATLAB paket programi kullanmlarak
olusturulan h(t) risk fonksiyonlarinin grafikleri (Hahn ve Shapiro 1967,
Evans ve ark. 1993).
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f(t)

Sekil 4.22. Standart Weibull dagilimindah =0.75,h =1, h =1.5,veh =3
parametre degerleri icin MATLAB paket programi kullanlarak
olusturulan f (t) olasilik fonksiyonlarinin grafikleri (Johnson ve ark.
1994).

4.4.2. Weibull Dagiliminin Uygulama Alanlari

Birgok durumda, Ustel dagilimin zamana karsi dayanma modeli olarak
yetersiz kalmasi, sabit risk fonksiyonundan kaynaklanir. Bu nedenle hata/basarisizlik
olasiligimin zamana bagli olarak degistigi daha genel ve esnek bir dagilima yani
Weibull dagilimina gereksinim duyulur. Weibull dagiliminin zamana kars1 dayanma
modeli olarak kullamldigi uygulama alanlarina 6rnek olarak elektron tupleri, roleler
ve bilyali rulman gosterilebilir (Hahn ve Shapiro 1967).

Weibull dagilimi glvenilirlik muihendislik disiplininde oldukga yaygin
kullanilan bir olasilik dagilimidur.

Basit bir kuvvet fonksiyonundan elde edilen Weibull dagilimi erken
olumllluk, rastgele hatalar/basarisizliklar, yipranma ve serbest hata peryodu gibi
hata/basarisizlik niteliklerinin gesitliligini modellemek icin kullaniir. Ayrica Weibull
dagilimi, gavenilirlik merkezli bakim aktivitelerinde, maliyet etkisini ve bakim
peryotlarim hesaplamak igin kullanlir.
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Weibull dagilim endustriyel mihendislik problemlerinde imalat ve dagitim
zamanlarinin gosterimi igin kullanildigr gibi, ug deger teorisinde ve hava tahmininde
onemlidir. Guvenilirlik mihendisliginde ve hata analizinde ¢ok populer bir modeldir.
Radar sisteminde, alinan sinyal seviyelerinin dagilimim modellemek icin kullanilir.
Ayrica telsiz iletisimi ile ilgili sonimli kanal modellemesi icin ve rizgar hizi
dagilimlarint tammlamak igin kullanilir (Wikipedia 2007).

Iki parametreli Weibull dagilimi carpik verileri modellemek icin kullanlir.

hél iken Weibull dagilimi igin risk fonksiyonu zamanla azalir ki bu da erken
Olumllluk peryodunu isaret eder. h =1 iken Weibull dagilimi Gstel dagilim ile

aynidir. Yani Ustel dagilimla ilgili olarak yapilan tim yorumlar bu durum igin de
gecerlidir. hfl iken risk fonksiyonu artar. Bu ylzden yipranma peryodunu
belirlemek icin iyi bir model olur (Elsayed 1996).

Korozyon siresi (corrosion life), yorulma siresi (fatigue life), antifriksiyon
yataklar1 (antifriction bearings), transmisyon dislileri (transmission gears) ve
elektronik tiplerin 6mrii bu dagilimin uygulama alanlarindandir. Ug parametreli
Weibull dagilimi, minimum yasam siiresine sahip iken, minimum yasam siresinden
once bilesenin basarisiz olmasi olasiligi sifira yakin oldugunda iyi bir modeldir.
Uygulama alanlarina 6rnek olarak elektrik direnci (electrical resistance), elektriksel
kapasite (capacitance) ve yorulma dayanm (fatigue strenght) verilebilir (Ireson ve
ark 1996).

ORNEK 4.5. Ozel bir tipteki elektron tiipii icin zamana kars1 dayanma siiresi
h =2 ve s =8 parametre degerleri ile Weibull dagilimina sahiptir. Test siiresi yil
cinsindendir. ilk iki y1l sirasinda hata/basarisizlik olasiligim hesaplayiniz.

COZUM: ilk iki yil srasinda basarisizlik olasihgi F(2) degeridir. Oyleyse,

(4.80) nolu esitlikten F(2,8,2)=1- pé— 852 0,06 bulunur (Hahn ve Shapiro
6 &

80 E
1967).
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ORNEK 4.6. Belirli bir tipteki yag kegesi icin yasam siiresi dagiliminin
s =1000 ve h =1.8 parametre degerleri ile Weibull dagilimi oldugu varsayiliyor.
Bir yilda basarisizlik olasiliginit hesaplayimz (Moss 2005).

cOzUM: (4.80)’ deki esitlik kullanilarak
é N é 18\
F(t;s ,h):l- expé 8‘19 u=1- expe EE‘LQ 3 seklinde vyazilir. Buradan
g S gy 8 1000 g g
é 18
F (365gUn) =1- expé @9 u=1- 0.85=0.15 bulunur.
g €1000g

4.5. Rayleigh Dagilimi

TANIM 4.20. Surekli tipteki t rastgele degiskeninin olasilik yogunluk
fonksiyonu,
t @ t?

f(t;b)=—rexp <
b? 2b? 5

|-O:

tf0 bfO (4.102)

ise t rastgele degiskenine Rayleigh dagilimina sahiptir denir. Rayleigh dagiliminin

b parametresi, dagilimin yayilim parametresidir (Evans ve ark. 1993).

TEOREM 4.52. Rayleigh dagiliminin dagilim fonksiyonu,

F(tb)=1- expg:‘ o (4.103)

2b2.

dir (Evans ve ark. 1993).

TEOREM 4.53. Surekli tipteki t rastgele degiskeni, Rayleigh dagilimina

sahip ise, merkez ya da sifir etrafindaki r. momenti,
m-=22b"G— +1= (4.104)
dir (Erol 1991).

78



4. GUVENILIRLIK ANALIZINDE KULLANILAN BAZI TEK DEGISKENLI
ISTATISTIK SEL DAGILIM MODELLERI Ayca Hatice TURK AN

TEOREM 4.54. Surekli tipteki t rastgele degiskeni, Rayleigh dagilimina
sahip ise beklenen deger; ya da ortalamasi,

E(t)=b % (4.105)

dir (Evans ve ark. 1993).
TEOREM 4.55. Surekli tipteki t rastgele degiskeni, Rayleigh dagilimina

sahip ise varyans,

Var (t) = M (4.106)

dir (Evans ve ark. 1993).

TANIM 4.21. Surekli tipteki t rastgele degiskeni, Rayleigh dagilimina sahip

ise, a, ilegosterilen garpikligy,

2p (p - 3)

8.3: 3
(4-p)2

(4.107)

dir (Evans ve ark.1993).

TANIM 4.22. Strekli tipteki t rastgele degiskeni, Rayleigh dagilimina sahip

ise, a, ile gosterilen sivriligi,

_ 2
a, =2 (4.108)

dir (Evansve ark., 1993).

TEOREM 4.56. Rayleigh dagiliminin modu,
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t=b (4.109)
noktasindadir (Evans ve ark. 1993).

TEOREM 4.57. Rayleigh dagiliminin medyan,

t=b+In4 (4.110)
noktasindadir (Evans ve ark. 1993).

TEOREM 4.58. Rayleigh dagihiminin R(t) ile gésterilen giivenilirlik/sag
kalim fonksiyonu,
t2 0

R(t)= expg? e ; (4.111)

dir.

TEOREM 4.59. Rayleigh dagihminin R(T/t) ile goésterilen kosullu
guvenilirlik fonksiyonu,
R(TH) = expg— (4.112)

dir (Ebeling 1997).

TEOREM 4.60. Rayleigh dagiliminin h(t) ile gésterilen risk fonksiyonu,
ot
h(t) = o7 (4.113)

dir (Evans ve ark. 1993).
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4.5.1. Rayleigh Dagihmindaki Parametrelerin Tahmini

Rayleigh dagiliminin b parametresinin tahmin edicisi, maksimum likelihood
yontemi kullamlarak hesaplanacaktir.

{1 P ,t.; Rayleigh dagilimindan alinmis n birimlik bir rastgele
orneklem olsun. Bu gozlem degerleri kullamlarak bilinmeyen b parametresi igin
tahmin edici hesaplanacaktir.

{1 P ,t.’lerin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

(4.114)

(4.115)

aet. 3
L ' 4.116
= &b’y al 2b? ( )

elde edilir. (4.116)'daki ifadenin b parametresine gore tirevi alimp sifira

esitlendiginde b parametresinin tahmini,

b= |14t (4.117)

bulunur (Evans ve ark 1993).
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b=05
— b =075
-~ b =1 R
s 5 5

Sekil 4.23. Rayleigh dagiliminda b =0.5, b =0.75 ve b =1 parametre degerleri
icin MATLAB paket programi kullamlarak olusturulan f (t) olasilik
yogunluk fonksiyonlarimn grafikleri (Evans ve ark. 1993, Hahn ve

Shapiro 1967).
0.45¢ [ [
0_4?,,,{,,\ ,,,,,,,,,,, :L ,,,,,,,,,,,,,,,,, :L, ... b=15 ]
0.35————1———X —————————— b b — b=3 —
¥ \ ! ! ]
03[ e - = b=5 ]
: \ 3 3 ]
o2sf 4 oo ——_— - -
N 0.2;—, ———————————— . e =
¥ \ ]
0.15_‘ *************** (it ‘F **************** -
| \_ A |
01 -f-- ;7’\""’( ””” SO T B
[ / | \\\ ]
0.05 f- %~ R e IR SRR -
/ N T~
O ! L [ = — c— —
0 5 10 15

Sekil 4.24. Rayleigh dagiliminda b =1.5, b =3 ve b =5 parametre degerleri igin
MATLAB paket program kullanilarak olusturulan f(t) olasilik

yogunluk fonksiyonlarimin grafikleri (Evans ve ark. 1993, Hahn ve
Shapiro 1967).
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A
1
F(t)
R
0 t;

Sekil 4.25. Rayleigh dagihmin R(t) giivenilirlik ve F(t) dagilim fonksiyonlarinin
grafikleri (Elsayed 1996).

A

h(®)

v

t

Sekil 4.26. Rayleigh dagiliminin h(t) risk fonksiyonunun grafigi (Elsayed 1996).

4.5.2. Rayleigh Dagilhminin Uygulama Alanlari

Rayleigh dagilimi, bir dizlemde radyal hata dagilimim gostermek icin
kullanilir. Oyleki her bir eksendeki hatalar bagimsiz ve esit varyansli, sifir ortalamal
normal dagilima sahiptir. y, ve y, her biri sifir ortalamali, 6zdes varyansli normal
dagilimdan alinmis bagimsiz rastgele drneklemlerin degerleri olmak Uzere Rayleigh
rastgele degiskeni t,
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t=yy, +y,” (4.118)

seklinde tarumlanr.

X ve y dogrultusundaki goris hatalari bagimsiz ve esit varyansli normal
dagilima sahip oldugunda, nisan alinan hedefle bombanin carptigi yer arasindaki
uzakhk dagilimimin hesaplanmasi gibi problemler Rayleigh dagilimimin temel
uygulamalaridir.

Ikinci bir uygulamas: istatistiksel haberlesme teorisidir. Rastgele sesler,
dogrusal algilayici tarafindan algilandiginda seslerin genligi, Rayleigh dagilimina
gore dagitilir (Hahn ve Shapiro 1967).

Bir bilesen yipranma evresinde artan bir risk orant sergiler. Doner saft, valf
ve kam gibi mekanik bilesenler lineer olarak artan risk oranina sahiptir. Roleler gibi
az sayida elektronik bilesenler de lineer artan risk orant sergiler. Bu yiizden rayleigh
dagilimi tercih edilir (Elsayed 1996).

ORNEK 4.7. [0,3] kapal araliginda, Rayleigh dagilimina iliskin dagilim
fonksiyonunun grafigini olusturunuz (Mathworks 2007).

CcOzUM:
>>x=0:0.1:3;

>> p=raylcdf(x,1);
>> plot(x,p)
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1 T T T T

0.9+ 4

0.8 4

0.7+ i

0.6 4

0.5 J

F(®)

0.4t .

0.3 4

0.2+ i

0.1r i
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0 0.5 1 1.5 2 25 3

t

Sekil 4.27. [0,3] kapal araliginda, Rayleigh dagiliminailiskin F(t) dagilim
fonksiyonunun grafigi (Evans ve ark. 1993).

4.6. Ug Deger (Extreme Value) Dagilim

TANIM 4.23. Sirekli tipteki t rastgele degiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonu,

I
=P

1
K

(4.119)

] |O.

f(t;k,ms) ——exp gi+k 9
g & g

0
.33’1+k
_e

g

CYAAY  SPO O 1+k(t'”)m
S

ise t rastgele degiskenine k, m, ve s parametreleri ile genellestirilmis uc deger
dagilimina sahiptir denir. Burada k, m, ve s parametreleri sirasiyla dagilimin
konum, yayilim ve sekil parametreleridir. Ug tip uc deger dagilim vardir. kFO igin Il.
tip, ké0 icin 1. tip ve k =0 igin I. tip u¢ deger dagilimidir (Mathworks 2007).
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TANIM 4.24. Sirekli tipteki t rastgele degiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonu,

1 é t-m > t- mou
flt;ms )=—ex —-ex - — 4,120
(tms) S oPg " (4.120)
-¥&&¥ nf0 sf0

ise t rastgele degiskenine m ve s parametreli, birinci tip u¢ deger dagilimina
sahiptir denir. Burada m ve s parametreleri, sirasiyla dagilimin konum ve yayilim

parametreleridir (Johnson ve ark. 1995).

TEOREM 4.61. Birinci tip ug deger dagiliminin dagilim fonksiyonu

F(tms)= expe exp? t—% (4.121)

dir (Erol 1991).

TEOREM 4.62. Birinci tip ug deger dagilimina sahip X rastgele degiskeni

icin moment ¢ikaran fonksiyonu,
M (t;ms ) = exp(nt)cli- st) tasl (4.122)

dir (Erol 1991).

TEOREM 4.63. Sirekli tipteki t rastgele degiskeni, birinci tip u¢ deger
dagilimina sahip ise beklenen deger; ya da ortalamas,

E(t) = nd1)- sG(1) (4.123)

dir (Erol 1991).
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TEOREM 4.64. Sirekli tipteki t rastgele degiskeni, birinci tip u¢ deger
dagilimina sahip ise varyans,

Var (t) =s 2G#1)- s 2G{1)ct) (4.124)
dir (Erol 1991).

TANIM 4.25. Sirekli tipteki t rastgele degiskeni birinci tip uc¢ deger
dagilimina sahip ise a , ile gosterilen carpikligy,

a, =1.139547 (4.125)

dir (Evans ve ark. 1993).

TANIM 4.26. Sirekli tipteki t rastgele degiskeni birinci tip uc¢ deger

dagilimina sahip ise a, ile gosterilen sivriligi,

a, =54 (4.126)
tur (Evans ve ark. 1993).

TEOREM 4.65. Birinci tip u¢ deger dagiliminin modu,

t=m (4.127)
noktasindadir (Erol 1991).

TEOREM 4.66. Birinci tip ug deger dagiliminin medyan,

t=m-s In(in2) (4.128)
noktasindadir (Erol 1991).

TEOREM 4.67. Birinci tip ug deger dagihimumin R(t) ile gosterilen
guvenilirlik/sag kalim fonksiyonu,
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R{t)=1- expe exp? t—% (4.129)

drr.

TEOREM 4.68. Birinci tip u¢ deger dagihmimin R(T/t) ile gosterilen

kosullu givenilirlik fonksiyonu,

R(T/t) = € - (4.130)

dir (Ebeling 1997).

TEOREM 4.69. Birinci tip ug deger dagiliminin h(t) ile gosterilen risk

fonksiyonu,

t-m

h(t):siexpg- ts_m exp? % pa— (4.131)
€ 1- expe expg- %
cr.
TANIM 4.27. Siurekli tipteki t rastgele degiskeninin olasilik yogunluk
fonksiyonu,

f(t)=exp[- t- exp(- t)] - ¥&ary (4.132)

ise t rastgele degiskenine birinci tip standart ug deger dagilimina sahiptir denir
(Johnson ve ark. 1995).

TEOREM 4.70. Birinci tip standart ug deger dagilimimin dagilim fonksiyonu
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F(t) = exp[- exp(- t)] (4.133)
dir (Patil ve ark. 1984).

TEOREM 4.71. Birinci tip standart u¢ deger dagilimina sahip X rastgele

degiskeni icin moment ¢ikaran fonksiyonu
M(t)=Gl1-t) ta (4.134)
dir (Patil ve ark. 1984).

TEOREM 4.72. Sirekli tipteki t rastgele degiskeni, birinci tip standart ug
deger dagilimina sahip ise beklenen deger; ya da ortalamasi,

E(t)=-c() (4.135)
dir (Erol 1991).

TEOREM 4.73. Sirekli tipteki t rastgele degiskeni, birinci tip standart ug

deger dagilimina sahip ise varyansi,
Var (t) = G«(1) - G(1)c(1) (4.136)
dir (Erol 1991).

TANIM 4.28. Surekli tipteki t rastgele degiskeni birinci tip standart ug deger
dagilimina sahip ise a , ile gosterilen carpikligy,

a, =1.139548156 (4.137)

dir (Patil ve ark. 1984).

TANIM 4.29. Surekli tipteki t rastgele degiskeni birinci tip standart ug deger

dagilimina sahip ise a, ile gosterilen sivriligi,
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a, =54 (4.138)
tur (Patil ve ark. 1984).

TEOREM 4.74. Birinci tip standart u¢ deger dagiliminin modu,

t=0 (4.139)
noktasindadir (Patil ve ark. 1984).

TEOREM 4.75. Birinci tip standart u¢ deger dagiliminin medyan,

t=-1In(in2) (4.140)
noktasindadir (Patil ve ark. 1984).

TANIM 4.30. Sorekli tipteki t rastgele degiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonu
tag-ms' ' € g-mg'y
f(t;ms ,t):—g > expé &= G tim s tiD (4.141)
Sés g 6€S o §

ise t rastgele degiskenine nr, s vet parametreli, ikinci tip u¢ deger dagilimina
sahiptir denir (Patil ve ark.1984). Burada m, s ve t parametreleri, sirasiyla

dagilimin konum, yayilim ve sekil parametreleridir.

TEOREM 4.76. ikinci tip uc deger dagiliminin dagilim fonksiyonu

-t
m

S

e
F(tms,t) é g mo (4.142)
e (%]

Q.'. |-O:

dir (Patil ve ark.1984).

TEOREM 4.77. ikinci tip uc deger dagiliminin - etrafindaki r. momenti,
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m¢:s rGg,ﬂa'[- tig ra (4.143)

dir (Patil ve ark.1984).

TEOREM 4.78. Surekli tipteki t rastgele degiskeni, ikinci tip uc deger
dagilimina sahip ise beklenen deger; ya da ortalamas,

Ef)=m+scE- 19 1 (4.144)
e tg

dir (Patil ve ark.1984).

TEOREM 4.79. Surekli tipteki t rastgele degiskeni, ikinci tip uc deger

dagilimina sahip ise varyansi,
,€ 20 e 1o,
Var(t)=s 2gc1- =2- G81- g 24 (4.145)

dir (Patil ve ark.1984).

TANIM 4.31. Sirekli tipteki t rastgele degiskeni, ikinci tip uc deger
dagilimina sahip ise, a, ile gosterilen carpiklig:,

- 5’9- 33 - 5966"1 t19+ 2G&- t19
€ 6 € '9€ 18 € 1% 4¢3 (4.146)

a; =

A - =

§€ tog & tal
dir (Erol 1991).

TANIM 4.32. Sirekli tipteki t rastgele degiskeni, ikinci tip uc deger

dagilimina sahip ise, a, ile gosterilen sivriligi,
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40 4. 30/ 10 2055 10 g5 10
_Ggi e Yt b+66§tb$t636
2

tg e toge t e e e g t 74(4.147)

dir (Erol 1991).

TEOREM 4.80. ikinci tip uc deger dagilimmnin modu,

1
t=mss S LU (4.148)

& +1H
noktasindadir (Patil ve ark.1984).

TEOREM 4.81. ikinci tip uc deger dagiliminin medyan,

1

t=m+s &L 9 (4.149)
eln2g

noktasindadir (Patil ve ark.1984).

TANIM 4.33. Sirekli tipteki t rastgele degiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonu
tam-tg € am-tgU
flt;ms,t)=—C——+ expé ¢——=q tém sfO tFO (4.150)
sés g 8€S gy

ise t rastgele degiskenine r, s vet parametrdi, Uctinct tip ug deger dagilimina
sahiptir denir (Patil ve ark.1984). Burada m, s ve t parametreleri, sirasiyla

dagilimin konum, yayilim ve sekil parametreleridir.

TEOREM 4.82. Sirekli tipteki t rastgele degiskeni, Ucuncu tip u¢ deger
dagilimina sahip ise beklenen deger; ya da ortalamas,
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=m- segi+19 13 -t (4.151)
e tg

dir (Patil ve ark.1984).

TEOREM 4.83. Sirekli tipteki t rastgele degiskeni, Ucuncu tip u¢ deger

dagilimina sahip ise varyansi,

ze 2
X - 9F 4,152
éﬁgi+ G gi+t % f-t (4.152)

e
dir (Patil ve ark.1984).

TANIM 4.34. Surekli tipteki t rastgele degiskeni, Gglncl tip uc deger
dagilimina sahip ise, a , ile gosterilen carpiklig:,

Ggi+f--3(‘g[ 20 + +2G3g‘i+
€

a, ¢ toé te (4.153)

20 G 1

ge tg

dir (Erol 1991).

TANIM 4.35. Sirekli tipteki t rastgele degiskeni ,ikinci tip uc deger

dagilimina sahip ise,a , ile gosterilen sivriligi,

Gg‘f[+f—- 4G:§L 39 + +6Cg[+20 ng[+ - 3G 19
e e

a, & tgé e e tra(4.154)

e O‘,J
eGgi Ge t&‘i

dir (Erol 1991).

TEOREM 4.84. Ugiincil tip ug deger dagilimimin modu,

93



4. GUVENILIRLIK ANALIZINDE KULLANILAN BAZI TEK DEGISKENLI

ISTATISTIiK SEL DAGILIM MODELLERI Avyca Hatice TURK AN
1

t=m-s &1 (4.155)
gt H

noktasindadir (Patil ve ark.1984).

TEOREM 4.85. Uglincil tip ug deger dagilimimn medyan,

1
t

t=m-s(n2) (4.156)

noktasindadir (Patil ve ark.1984).
4.6.1. U¢ Deger Dagilimindaki Parametrelerin Tahmini

Birinci tip ug deger dagilimin mve s parametrelerinin tahmin edicileri,
maksimum likelihood yontemi kullamilarak hesaplanacaktir.
(T PO SR t;

1th

nmves parametreli birinci tip ug deger dagilimdan alinmis
n birimlik rastgele 6rneklem olsun. Bu gozlem degerleri kullanilarak bilinmeyen
ve s parametreleri icin tahmin ediciler hesaplanacaktir.

{1 P ,t.’lerin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

1 edt-mjg e d e t - moo
ft,,t,,t,mmnnn t,;MS )= ——expe- a —+expg— a expc- = (4.157)
S e 2 S g i

dir.L(ms )= f(t,,t,,tynnn t.;ms ) olsun. O halde,

1 edt-mjg e d e t - moo
L(ms )=—-exp¢- § e e a expc- —+= (4.158)
S € i S @ i1 e 20
dir. (4.158)’ deki esitligin logaritmasi alindiginda,
In{L(l }=-nins - § L-m Eaé expls - Moo (4.159)
= S i e S gy

bulunur.
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(4.159)'deki ifadenin m ve s parametrelerine gore turevleri alimip sifira

esitlendiginde m ve s parametrelerinin tahminleri sirasiyla,

(4.160)

ve

(4.161)

bulunur (Evans ve ark. 1993).

lves =05,s =1, s =15 parametre

Sekil 4.28. 1. tip ug deger dagiliminda

degerleri icin MATLAB paket programi kullamilarak olusturulan f (t)

olasilik yogunluk fonksiyonlarimn grafikleri.
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F(®)

Sekil 4.29. 1. tip uc deger dagiliminda m=1ves =0.5,s =1, s =15 parametre
degerleri icin MATLAB paket programi kullamlarak olusturulan F(t)
dagilim fonksiyonlarimn grafikleri.

R(t)

Sekil 4.30. I. tip u¢ deger dagilimda m=1ves =05, s =1, s =1.5 parametre
degerleri icin MATLAB paket programi kullamlarak olusturulan R(t)
guvenilirlik fonksiyonlarimn grafikleri.
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90 T T T T T T T T

80L .. $ =05

0 --s =15 I iy

60 | f

h(t)

40t

30+

20+

10+

Sekil 4.31. 1. tip uc deger dagiliminda m=1ves =0.5,s =1, s =15 parametre
degerleri icin MATLAB paket programi kullamlarak olusturulan h(t)
risk fonksiyonlarimn grafikleri.

0.4 T

0.35]

f(t)
o

0.05]

Sekil 4.32. 1. tip ug deger dagilimindas =1ve m =05, m =1, m =1.5 parametre
degerleri icin MATLAB paket programi kullamilarak olusturulan f (t)
olasilik yogunluk fonksiyonlarimn grafikleri.
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4.6.2. Ug Deger Dagiliminin Uygulama Alanlari

Bir bilesendeki veya bir sistemdeki basarisizlik, 6zel bir dagilimdan alinan bir
orneklemdeki en kucuk veya en buylk deger gibi ug olaylara baghdir. Ayni
Uretimden rastgele secilmis n bileseni kapsayan iki devre distinelim. ilk devrede
bilesenler seri baglansin. Birinci bilesen basarisiz olursa devre de basarisizlik olur.
Ikinci devrede bilesenler paralel baglansin. Basarisizlik durumu ancak tim bilesenler
basarisiz olursa gerceklesir. Sabit gerilimde gerceklesen yorgunluk testinde
basarisizlik, sdz konusu materyalin elemanlarimin mukavemetine baglidir. Kapasitor
analizinde, ¢ok sayida hatamn materyale rastgele dagildigim ve bozulma voltajinin
direkt olarak en buyuk kusurun hacmine bagli oldugu gorulmistir. Bu durumlarda,
bazi baslangic dagilimindan alinan bir 6rneklemdeki en kicuk veya en blyik
elemamin dagilimi ile ilgilenilir. Genellikle, yorgunluk ve bozulma voltaji
orneklerinde oldugu gibi baslangi¢ dagilimi bilinmez ve direkt 6rnekleme yapilamaz.
Oyleki sadece maksimum ve minimum degerler gézlenir. En kiigik veya en bilyiik
elemanin dagilimi n boyutlu 6rnekleme ve baslangi¢ dagiliminin yapisina baglidir.
n blydkse, baslangic dagilimu ile ilgili bazi simirlandirilmis varsayimlara bagli
olarak genel asimptotik sonuclar1 kullanilabilir.

Minimum ve maksimum degerler icin farkli baslangi¢ dagilimlarina dayali tg
tip asimptotik dagilim gelistirilmistir.

1. Maksimum degerler igin |.tip asimptotik dagilim.

2. Minimum degerler igin I. tip asimptotik dagilim.

3. Minimum degerler igin I11. tip asimptotik dagilim.

|. tip asimptotik dagilim, |. tip u¢ deger dagilimidir, Gumbell’in ug deger
dagilimi veya basitce ug deger dagilimi olarak da bilinir. Minimum degerler icin Ill.
tip asimptotik dagilim ise bilinen Weibull dagilimdir.

Y ukarda goruldigi gibi Gumbell dagilimimin iki formu vardir. Bunlardan biri
en kicik degere, digeri en blylk degere dayamr. Gumbel (minimum durumu igin)
dagilimina ait olasilik yogunluk fonksiyonu konum parametresi m ve yayilim

parametresi s ile
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1 é-m a- mau
flt;ms )=—ex - eXPC——7’ 4,162
( ) S péﬁ pg S % ( )

seklindedir. Gumbel (maksimum durumu icin) dagilimina ait olasilik yogunluk

fonksiyonu konum parametresi i ve yayilim parametres s ile
1 é et
flt;ms )=—expg ——- expg- —; 4,163
(tms )= —epg Pe 5 (4.163)

seklindedir (Hahn ve Shapiro 1967).

Olasilik teorisinde ve istatistikte Gumbell dagilimi ¢ok kullanislidir. Gegmis
on yila ait maksimum degerler biliniyorsa, bir nehrin 6zel bir yilda maksimum
seviyesi bulunabilir. Ya da bir depremin, bir sel baskininin ya da baska bir dogal
felaketin gergeklesme olasiligi tahmin edilebilir.

Maksimum degerler icin |. tipteki asimptotik dagilim, paralel bagli n
elemandan olusan devreler icin zamana kars: dayanmay: gostermek icin kullamlir.
Bu kullamimda n’in biydk oldugu, bilesen hata sirelerinin ayni Ustel dagilimdan
geldigi ve basarisizliklarin bagimsiz oldugu varsayilir. Bu model yasam testi ve
guvenilirlikle sinirli kalmamustir. Ornegin 6zel bir 6lglim noktasinda, 6zel bir nehrin
gunlik su bosaltiminda yillik maksimum dagilimim gostermek igin basarili bir
bigimde kullamilmistir. Bu uygulamada asagidaki varsayimlar yapil mustir.

1. Gunluk bosaltim degerleri bir tstel tip dagilim izler.

2. Elemanlarin orijinal  numarasi, 365 gin, asimptotik teorinin
uygulanabilirligi adina yeterince biyuktr.

3. Gunlik bosaltimlar bagimsizdr.

Bir ugagin karsilastig1 esinti hiz derecesi, bakterilerin neslinin tiikenme siires,
korozyon cukurlarinin derinligi uygulamalarinda da maksimum degerler icin 1. tip
asimptotik dagilim kullanilir (Hahn ve Shapiro 1967).

Pozitif veya negatif deger alan rastgele faktorlerin minimumu igin herhangi
bir modelleme uygulamasinda u¢ deger dagilimi aday modeldir. Yasam siresi
dagilimi modeli igin hata sayilar1 sifirla sinirli olacagindan Weibull dagilim dahaiyi
bir segimdir.
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Weibull dagilimi ile ug deger dagilimimin matematiksel anlamda kullanigli bir
akrabaligr vardir. t,t,,t,,......... ,t.; Weibull dagilimindan alinan bir 6rneklem ise

Int,,Int,,Int,,......... ,Int_; uc deger dagilimindan alinan rastgele gozlemlerdir. Bu

n?

akrabalik sayesinde ug deger dagilimi igin tasarlanmig bilgisayar programlart
Weibull verileri igin de kullanilabilir (Mathworks 2007).

ORNEK 4.8. Her birinin boyutu 1000 adet olan camasir makinesi yiginlar
g6z 6nunde bulunduruluyor. Her yigin ayni imalat yonteminden elde edilmistir. En
kiicuk camasir makinesi hacmi modellenmek isteniyor. Yiginlar arasinda ve bir yigin
icinde hacimlerin bagimsiz oldugu dustintliyorsa, sekiz yigindan alinan minimum
¢ap Olgulerine ug deger dagilim uygulanabilir. Sekiz yigina ait minimum ¢ap olglleri
19.774, 20.141, 19.44, 20.511, 21.377, 19.003, 19.66, 18.83 olarak verilmistir.
Dagilimin parametrelerinin maksimum likelihood tahminleri ve given araliklari
hesaplanmak isteniyor.

CcOzUM:

>>x =[19.774 20.141 19.44 20.511 21.377 19.003 19.66 18.83];
>> [parmhat, parmci] = evfit(x)

parmhat =

20.2506 0.8223

parmci =

19.6444 0.4986
20.8569 1.3562

parmhat ile sirasiyla m ve s igin maksimum likelihood tahminleri, parmci ile giiven

araliklar1 verilmektedir (Mathworks 2007).
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4.7. Diger Dagihmlar
4.7.1. Bernoulli Dagilim

Uygulamalarda zaman zaman sadece basar1 ve basarisizlik olmak Uzere iki
sonucun oldugu basit durumlarlailgilenilebilir. Ornegin bir seri imalat bandinin Griin
kalitesini analiz ederken tim orneklemi iyi ve kotl seklinde iki pargaya ayirmak igin
bir kriter (uygun bir seviye veya tolerans limiti) segilebilir. Baska bir drnek olarak,
bir ekipman testi esnasinda bir zaman belirlenir ve segilen cihazin zamana karsi
dayanma siresi belirlenen siire ile karsilastirilir. Zamana karst dayanma siresi,
belirlenen sireyi asiyor ya da asmiyordur. Boylece her bir olay, bu kriterle birlikte
basar1 ya da basarisizlikla ilgili olabilir. Basarili sonu¢ 1 ve basarisiz sonug O ile
gosterilsin. Bu durum, P(X =1)=p ve P(X =0)=1- p=q olacak sekilde bir X
rastgele degiskeninin dusunulmesine yol agar. p degeri Bernoulli dagiliminin

parametresi olarak adlandirilir. X rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu,

f(x)= p'g** x=01 (4.164)
seklindedir. Bernoulli rastgele degiskeni icin beklenen degerler

E(X)=1.p+0g=p (4.165)

E(x?)=12p+0*q=p (4.166)
bigimindedir. Varyans

var(x)=E(x?)- (E(X)? = p- p* = plt- p)= pq (4.167)
olarak hesaplanir. Moment cikaran fonksiyon da

M(t)=E(e*)= pexplt)+q - ¥&ar¥ (4.169)

bulunur (Gnedenko ve Ushakov 1995).
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4.7.2. Binom Dagilimi

Bernoulli denemeler silsilesinde n denemede basarili sonuglarin sayist ile

ilgilenilebilir. Bu durumda ilgilenilen rastgele degisken X,

X=X, +X, 4. +X,=a X (4.169)

seklindedir (Gnedenko ve Ushakov 1995).

Binom dagilim, sistemlerin basarili ve basarisiz gibi iki kategoriye
ayrildiklar1 durumda kullanilir. n tane sistem olsun. Bir sistemin basar1 olasiligi p,
basarisizlik olasiligi 1- p olsun. Buna gore basarili olan sistemlerin sayist X,

binom dagilima sahiptir. Bu bilgilerin 1s1iginda X rastgele degiskenine ait olasilik
fonksiyonu,

f(x)=af](gpx(1- o) x=0L2,..n (4.170)
g

dir (Moss 2005). Bununla birlikte Bernoulli dagilimina ait beklenen deger ve varyans

bilgileri kullanilarak binom dagilimina ait beklenen deger, varyans ve moment

cikaran fonksiyon sirastyla
ECA X, 2= 3 E(X,)=mp (4.171)
€iitn @ 1fiEn
Varea X, 2= § Var(x,)=npg (4.172)

€i1£/En @ 1fifn

ve

M (t) = E(exp(tx)) = & exp(tx)af‘(%pan. .

x=0

= a g‘(g(pexp(t))xq”' “=(pexp(t)+q)" (4.173)
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bulunur (Gnedenko ve Ushakov 1995).

ORNEK 4.9. imalathanenin hizmet dis1 kalmasina yol agan hatalardan
korunmak icin U¢ koruyucu kanaliyla birlikte bir otomatik koruyucu sistem
tasarlanmistir. Sistemin durmast igin U¢ kanaldan herhangi ikisinin basarisiz/arizall
olmasi gerekmektedir. Bir kanalin guvenilirligi 0.99 olsun. Boyle bir otomatik
koruyucu sistemin basarisiz olmasi olasilig1 hesaplanmak isteniyor.

COZUM: Bir kanalin givenilirligi 0.99 ise, basarisiz olmas: olasilig:
1- 0.99 =0.01 dir. Sistemin basarisiz olmasi icin 2 ya da 3 kanal basarisiz olmalidir.

Uc kanaldan herhangi ikisinin arizali olmasi olasiligi ile Uguniin arizali olmasi

olasiliklar: sirasiyla, P(x =2)= gg(om)z(o.gg) =297° 10" ve
1]

P(X =3)= g3:(001 1=1"10°olarak bulunur. Boylece otomatik koruyucu

sistemin basarisiz olmasi olasihgi, P(X =2)+ P(X =3)=2.98" 10"* olarak bulunur
(Moss 2005).

4.7.3. Poisson Dagilimi

Poisson dagilimimin - guvenilirlikte iki temel uygulamast vardir. 1lk
uygulamast bir zaman araliginda rastgele olaylarin (hatalarin/basarisizliklarin)
say1sin tammlamak igin kullaniimasidir. Tkinci bir uygulamasi ise binom parametresi
kicuk oldugunda binom dagilimu igin bir yaklasim olarak kullanilmasidir. Herhangi
bir zaman araliginda gerceklesen hatalarin/basarisizliklarin sayisi sadece araligin

uzunluguna baglhdir ve m =1 t ortalamasi ile Poisson dagilimina sahiptir. Hata orani,

| sabittir. Poisson rastgele degiskeni X icin olasilik fonksiyonu,
f(x):M x=012... 10 (4.174)

X

seklindedir (Moss 2005). Moment ¢ikaran fonksiyonu
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M (t) = E(exp(tx)) = é¥. exp(tx)w

x=0

4 (meel)

=exp(- m o= e|(ex(t)- Y (4.175)

<=0
olarak bulunur. Beklenen degerleri

E(X)=M{0)p M(t)=mexp(t)exp[(exp{t)- Jmp M(0)=m (4.176)
ve

E(x?)=M €0) = m+n? (4.177)
dir. Varyansi ise

Var (X) = E(x?)- (E(X))? = (m+n?)- n? =m (4.179)
olarak bulunur (Gnedenko ve Ushakov 1995).

ORNEK 4.10. Bir imalathaneye 10 pompa yerlestiriliyor. Her hangi bir
pompanin basarisiz olmasi durumunda pompa degistirilecektir. Kullanilan pompa
tipinin ortalama hata orant yillik 0.12 hata/basarisizlik olarak verilmistir. Poisson
dagilimina uydugu varsayimi altinda siirekli ¢calisma esnasinda herhangi bir ayda 2
yada daha ¢ok pompanin hatalbasarisizlik olasiligi hesaplanmak isteniyor.

COZUM: 10 pompa icin hata oram yillik 10” 0.12 =1.2 hata/lbasarisizliktir.
Boylece |t=1.2 olur. Aramlan ifade, P(X 3 2)=[1- {P(X =0)+P(x =1)}] dir.
P(X =0)=exp(- I't)=exp(- 1.2) = 0.30 ve
P(X =1)=exp(- I t) t =exp(- 1.2)" 1.2=0.36 seklindedir. Boylece,
P(X 3 2)=1- (0.30+0.36) = 0.34 bulunur (Moss, 2005).
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4.7.4. Gama Dagilim

Gama dagilimi, olaylarin sabit bir oranla gercgeklestigi, tam olarak h
bagimsiz olayin meydana gelmesi igin gereken sireye uygun bir modeldir. Bir
sistemde basarisizligin gergceklesmesi, tam olarak h alt hatamin sabit bir | oramyla
bagimsiz olarak gergeklesmesine bagli ise gama dagilimi zamana karst dayanma
dagilimdir. h kullammdan sonra yeniden ayarlanmaya gereksinimi olan bir aygit
icin ya da h gorevden sonra kontrol edilmesi gereken bir ucak icin ardisik bakim
islemleri arasindaki zaman normal kosullar altinda gama degiskenidir. Yani gama
dagilim bekleme hatti ve misteri servis problemleri gibi konularla ilgilenen
istatistiksel kuyruk teorisinde 6nemli bir role sahiptir.

Gama dagilimina sahip X rastgele degiskeni igin olasilik yogunluk
fonksiyonu,

f(x;h,l)z%x’“'lexp(-lx) x30 |f0 hfO (4.179)

seklindedir (Hahn ve Shapiro 1967). Gama dagilimina sahip X rastgele degiskeni
icin moment ¢ikaran fonksiyon,

M () = E(exp(tx)) = E‘pxp(tx)% - expl- | x)ax
:E‘)axp((t- | )x)% 0 (4.180)

dir. Esitlikte y = (t- | )x dontistimii yapilarak,

-h

(4.181)

()-8

_ U
|

Q IO

bulunur. Gama dagiliminasahip X rastgele degiskeninin beklenen degerleri
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E(X)=M40)p Mdt)=

gi- Iig b M((O)—T— (4.182)

ve
E(x?)=M€0)=h +1) (4.183)
| 2 '
dir. Gamadagilimina sahip X rastgele degiskeninin varyansi
Var (X) = E(x?)- (E(X))? = b +) = (4.184)

olarak bulunur (Patil ve ark. 1984). Gama dagilimimin hata oram hél iken azalir,
h =1 iken sabit ve hl iken artar (Ireson ve ark 1996).

4.7.5. Geometrik Dagilim

Bir sokete bir tinite yerlestirilsin. Unite peryodik olarak her t siresi sonunda
yeni bir tanesi ile degistirilsin. Soketin ¢alisma durumu devirlerin bir silsilesi olarak
distuntlmektedir. Her bir devir yeni bir Gnitenin kullanim ile olugsmaktadir. X
degiskeni deneme sonucunu gostermek Uzere, Unite t zaman araliginda basarisiz
olmazsa X =1, diger durumda X =0 olsun. Bir Unitenin bir devirde basaril1
calismaolasiligr p’dir. TUm Uniteler 6zdes ve stokastik olarak bagimsizdir. Soket ilk
hata/lbasarisizlik gergeklesene kadar X rastgele devir sayisinca basarili bir bigimde
caligmaktadir. Burada X rastgele degiskeni geometrik dagilima sahiptir. Geometrik
dagilimailiskin olasilik fonksiyonu,

P(X =x)= p*q (4.185)

dur. Geometrik dagilima sahip X rastgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu

M (t) = E(exp(tx)) = Qés.o p* expltx) = %exp(t) (4.186)
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dir. Beklenen degerleri

_d _g-92 a g _,_p
ve
2\ d? _d*’& q § _._ p@+p)
E(x?)=<zMl=0=— 6 p(t)z%t—O— - (4.188)

P
it (4.189)

olarak bulunur (Gnedenko ve Ushakov 1995).
4.7.6. Negatif Binom Dagilimi

Negatif binom dagilim sabit sayida basariya ulasmadan 6nce gerceklesen
basarisizlik sayisi ile ilgilenildigi durumda kullanilir. Y ani, negatif binom dagilim,
geometrik dagilimin genel seklidir. Asagidaki kosullar1 yerine getiren bir deney
negatif binom dagilim deneyidir.

1. Deney bagimsiz denemelerin bir silsilesinden olusur.

2. Her deneme basaril1 ve basarisiz olacak sekilde iki olasi sonuca sahiptir.

3. Her bir denemede basar1 olasilig sabittir.

4. Deney sabit K sayidaki basar1 gerceklesene kadar devam eder.

Negatif binom dagilimina sahip X rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu,

f(x)= gxk igp‘( (- p)" (4.190)

seklindedir. Negatif binom dagilima sahip X rastgele degiskeni, her X. geometrik
dagilima sahip rastgele degisken olmak lizere,
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X=X, +.+X =g X (4.19)
1£iEn
seklinde de ifade edilebilir. Bu ifadenin ve daha dnce bulunan geometrik dagilima ait
beklenen deger ve varyans bilgilerinin yardimiyla, negatif binom dagiliminin
beklenen degeri ve varyansi sirasiyla

E(x)= § E(x,)="P (4.192)
1£iEn q
ve
Var(X)= § Var(x,)="2 (4.193)
1£iEn q

olarak bulunur (Gnedenko ve Ushakov 1995).

4.7.7. Soldan K esk/K esilmis Logistic Dagilim

Normal ve kesik/kesilmis normal dagilima ait dagilim fonksiyonlarinin kapal1
formlarinin olmamasi, guvenilirlik modellemesinde uygulanabilirlikleri adina zorluk
olusturur. Normal dagilima iliskin yogunluk fonksiyonuna bir alternatif olarak,
matemeatiksel olarak daha elverisli olan logistic olasilik yogunluk fonksiyonu vardir.
Logistic dagilimin grafiksel gosterimi ile normal dagilimin grafiksel gosterimi ayirt
edilemeyecek bicimde benzerdir. Logistic dagilim zamana karsi dayanma modeli
olarak guvenilirlik analizinde kullanilir. Normal dagilim gibi logistic dagilimda,
yipranma peryoduna 6zgu artan risk oran sergiler.

Soldan kesik/kesilmis logistic dagilim, logistic dagilimin soldan sifir
noktasinda kesilmesiyle elde edilir. Kesik yizdesi cok kiciuk oldugunda
kesik/kesilmis logistic dagilimla, logistic dagilim pratik olarak ayirt edilemez olsa da
guvenilirlik modellemesi igin dogru dagilim soldan kesik/kesilmis logistic
dagilimdir. Cunkd guvenilirlik mihendisligi  pozitif zamanda gerceklesen
basarisizliklarla ilgilenir. Kesik miktar1 arttikga, soldan kesik/kesilmis logistic

dagilim daha pozitif ¢arpik olur. Y ipranmaya maruz kalan ve zamana kars1 dayanma

108



4. GUVENILIRLIK ANALIZINDE KULLANILAN BAZI TEK DEGISKENLI

ISTATISTIiK SEL DAGILIM MODELLERI

Ayca Hatice TURKAN

sireleri pozitif carpik olan sistemler icin zamana bagimli basarisizlik davraniglarin

gosermek amaciyla soldan kesik/kesilmis logistic dagilim  kullamlabilir.

Kesik/kesilmis logistic dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu, guvenilirlik

fonksiyonu ve risk fonksiyonu sirasiyla

i ¢ pmud, & p(t- mu
pil+exps j
% 88\@% pe s\/§ d

f(t)= \ - mw x3 0 (4.194)
| éplt-
s\/§%1+expe Z\/_
] u
i i
R{t)=1- gHeXPa? m$+% ! + ! g/ (4.195)
& sv3q 114 expl pt- m)g +oxpEPM of
i £ sV 5 &3 J35h
| i
| |
_ep a 1 |
hit) = :
(t) e T e (4.196)
eXpg- =
0 s+/3 2b

olarak verilir (Jenkins 1982).
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0008 —
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0004 —

fit)
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R
a 200 400 X G600 aaa 1000
Sekil 4.33. Soldan kesik/kesilmis logistic dagilimda m =100 ve s =82.5,
s =214.1 parametre degerleri icin GRAPHER paket program
kullanilarak olusturulan f (t) olasilik yogunluk fonksiyonlarinin
grafikleri (Jenkins 1982).
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0.000
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Sekil 4.34. Soldan kesik/kesilmis logistic dagilimda m =100 ve s =82.5,
s =214.1 parametre degerleri icin GRAPHER paket program
kullanilarak olusturulan R(t) gtvenilirlik fonksiyonlarinin grafikleri
(Jenkins 1982).
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- s =825

hit)

400 500

0.004 , i

Sekil 4.35. Soldan kesik/kesilmis logistic dagilimda m =100 ve s =82.5,
s =214.1 parametre degerleri icin GRAPHER paket program
kullanularak olusturulan h(t) risk fonksiyonlarinin grafikleri (Jenkins

1982).
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5. GUVENILIRLIK ANALIZINDE KULLANILAN BAZI iKi DEGISKENLI
ISTATISTIK SEL DAGILIM MODELLERI

Sistem iki ya da daha fazla bilesenden olusuyorsa, ortak yasam siresi, dogal
olarak herbir bilesenin yasam stiresine bagli olan ¢ok degiskenli dagilim tarafindan
tanimlanir.

Bazen hata oram birden fazla nedenden 6tiri meydana gelebilir. Cok
degiskenli dagilimlar bu tir durumlart modellemek icin uygun dagilimlarcir. Ornegin
T, ve T,, iki bilesenli elektronik bir sistemdeki bilesenlere ait basarisizlik zamanlari

olsun. Eger bilesenler aym1 zamanda, p olasiligi ile basarisizliga ugruyorsa, onlarin

genel basarisizlik zamam bazi tek degiskenli dagilimlara gore dagilabilir. Diger

taraftan bilegsenler 1- p olasilig: ile farkli zamanlarda basarisizliga ugruyor olabilir.

Bu durumda onlarin basarisizlik zamanlari bazi iki degiskenli dagilimlara gore
dagilabilir (Al-Ruzaiza ve EI-Gohary 2007).

5.1. Freund’ un ki Degiskenli Ustel Dagilimi

TANIM 51. C, ve C, bhilesenlerine sahip bir aygit olsun. Bu aygit
bilesenlerden biri basarisiz olsa bile calismaya devam etmektedir. Bu bilesenler
srastyla X, ve X, yasam sirelerine sahiptir. Oyleki, her iki bilesen de calisiyor

durumdaiken f(x ) bagimsiz olasilik yogunluk fonksiyonlars,
f(x)=a exp(-a,x) af xM i=12 (5.1)

seklindedir. Bu sembolik olarak X, ~ f(x;a,) biciminde gosterilir. X, ve X,
arasinda bir bagimlilik vardir. Oyleki herhangi bir bilesendeki bir hata diger
bilesenin yasam dagilimimin parametresini degistirir. Boylece C. ( X, yasam sireli)
basarisiz oldugunda X, ,'nin parametresi a,; iken a§, olarak degismektedir.

Bunun disinda baska bir bagimlilik yoktur.
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ilk hataya kadar gegen zaman exp(a, +a,) olarak dagilir. Basarisizhigin

gerceklestigi ilk bilesenin C. olmast olasilig1 2 , 1 =12 seklindedir. Bir

al +a2

bilesendeki ilk hatadan diger bilesendeki hataya kadar gegen zaman dagilimi olan

. . a a
explal) ve explal) degerleri sirasiyla 2 ve L karma oranlarina
1
a1+a2 a1+a2

sahiptir. Boylece X, ve X, rastgele degiskenleri,

ia agexpl-agxz- (al+a2-ag)xlj O£ x, &,
(Xl *2l= ,
Aaihzexp[ af,x1 ( +a2-af)><2] 0£x2a><l

ortak olasilik yogunluk fonksiyonuna sahiptir. Bu dagilim Freund’un iki degiskenli
Ustel dagilimi olarak adlandirilir. Bu dagilimin uygulama alanlarina drnek olarak; iki
motorlu ugaklarda motor arizalari, ya da insanlarin goz, kulak, bobrek gibi ¢ift olan
organ hastaliklar1 verilebilir (Kotz ve ark. 2000, Freund 1961).

TANIM 5.2. iki degiskenli stel dagilhima iliskin R(x,x,) ortak sag kalim

fonksiyonu,

i, X, )

P(X

byeml 9,%-agx,)+h,-aglem| by+asl,) 0£xac
(5.3)

P

exp( g1X5 - afxl) (al af)exp( (al+a2) )) 0£ Xy
seklindedir. Burada i =1,2 olmak lzere g, =a, +a, - a ¢ dir (Kotz ve ark. 2000).

TANIM 5.3. iki degiskenli Ustel dagilimin degiskenleri X, ve X, olsun.
a,+a,tal (i=12) olmak tzere X, igin f(x) marjinal olasiik yogunluk

fonksiyonu,
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f(Xi): (ai B ai()(al+az)eXp(' (a1+a2)xi) +ai9-3-i exp(- ai(Xi) X 30 (5.4)
a,+ta,-ag¢ a,+a,-at

seklindedir (Kotz ve ark. 2000).

TANIM 5.4. ki degiskenli Ustel dagilimin degiskenleri X, ve X, olsun. X,

ve X,’'nin M (t,,t,) ortak moment gikaran fonksiyonu,

M (tl’tZ) = E[exp(tlxl +t2X2)]

1 i t, & t o
= iazai- L+ +a1§- 2Ty (5.5

a,ta,-t- tzf al¢5

esitligi ile verilir (Kotz ve ark. 2000).

TANIM 5.5. iki degiskenli Gstel dagilimin degiskenleri X, ve X, olsun.

X,"nin E(x ) beklenen degeri ya da ortalamas,

a'i(+a'3-i

X )= )

i=12 (5.6)

dir (Kotz ve ark. 2000).

TANIM 5.6. iki degiskenli Gstel dagilimin degiskenleri X, ve X, olsun.

X, nin Var(x ) varyansi,

— a'I& +2a1a2 +a’3-i2

Var (X, )= . a i=12 (5.7)

dir (Kotz ve ark. 2000).

TANIM 5.7. Degiskenleri X, ve X, olan iki degiskenli tstel dagilim icin,

X, ve X,'nin r (x,,x,) korelasyon katsayist,
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al(a§ -aa,

X, X, )=
N Y ST ¥ e

(5.8)

dir (Kotz ve ark. 2000).

TANIM 5.8. Degiskenleri X, ve X, olan Ustel dagilim igin X, verilmisken

X, yeait f(lexl) kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu,

f(x,/x,)
;Ealaﬁ(al““az - af)m’lq)exp(' by+ay-agh-agx,) 0£xa,
= (5.9

{afashy+a,- af)m’i—l)eXp(' apq- Byvap-afho) 0£x8g

1
dir. Burada h(x,) = (a, - af)a, +a,)exp(- (a, +a,)x)+afa, exp(- afx,) dir (Kotz

ve ark. 2000).

TANIM 5.9. Degiskenleri X, ve X, olan Ustel dagilim igin X, verilmisken
X, 'nin E(X,/ X,) kosullu beklenen degeri,

1 éa
E(X,/X,)= 21 - ad
X = a2 - adltrasx)
a@a
) a, +81.22' al¢{1+ (a1+a2 } afl)xl}exp(- (a1+a2)X1)
+£exp(—a¢<1)] (5.10)
a,+a,-ag !

seklindedir (Kotz ve ark. 2000).

5.1.1. Freund'un iki Degiskenli Ustel Dagihmindaki Parametrelerin Tahmini

Freund'un iki degiskenli Ustel dagilimindaki parametreleri tahmin etmek icin
maksimum likelihood yontemi kullamlacaktir. Bunun igin (5.2)'deki ortak olasilik
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yogunluk fonksiyonuna sahip bir kitleden n hacimli bir rastgele 6rneklem secilsin.

Bu orneklemin r tanesinde ilk kez C, bileseni basarisiz olsun. n- r tanesinde ilk
kez C, bileseni basarisiz olsun. ilk kez C, bileseninin basarisiz oldugu gézlemlerde
C, bilesenlerinin yasam sureleri toplam: é X, , bunakarsin C, bilesenlerinin yasam
streleri toplami g x, 'dir. Ilk kez C, bileseninin basarisiz oldugu gozlemlerde C,
bilesenlerinin yasam sireleri toplam é x¢, buna karsin C, bilesenlerinin yasam

streleri toplami § x¢ dir. Buna gore likelihood fonksiyonu L,

L:?la ? az eXpA ?1+az'az¢ga Xl_a2¢é. X,
-a,'g xg- ? +a, - albaxg:“ (5.11)

seklindedir. Burada r =0 ise L, az(’nin bir fonksiyonu degildir. Bu nedenle

parametreler tahmin edilemez. Benzer bicimde r =n ise L, al(’in bir fonksiyonu

degildir ve bu durumda da parametreler tahmin edilemez.

. ( ( : e
InL’nin a,, a,, a, ve a, parametrelerine gore turevi aliip sifira

esitlenirse bir denklem sistemi olusturulur. Bu denklem sistemi dort parametreye

gore ¢ozllirse a,, a,, a, ve a, parametrelerinin es anli maksimum likelihood

tahmin edicileri,
g =" (5.12)
axtaxs
~ n-r
a,= 65— (5.13
axtaxs
Y L A (5.14)
a x¢- a x¢
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ag= 5 (5.15)
-0 o .
a X, - a X,

olarak bulunur (Freund 1961).
5.2. Marshall ve Olkin’in iki Degiskenli Ustel Dagilim

TANIM 5.10. iki bilesenli bir sissem olsun. Bu sistem herbiri 6limctil olan
soklara maruz kalsin. Soklarin |, |, ve |, parametreleri ile bagimsiz Poisson
sirecleri tarafindan yonetildigi varsayilsin. Sokun sadece 1. bilesene uygulanmasina

iliskin parametre | ,, sokun sadece 2. bilesene uygulanmasina iliskin parametre | ,
ve sokun 1. ve 2. hilesenlere uygulanmasina iliskin parametre | ,,’dir. iki bilesenin

negatif yasam siireleri, X, ve X,’nin, F(x,,x,) ortak dagilim fonksiyonu,
F(x, %) = exp[+1 % +1,% +1 ,min(x,x,)] X,%& (5.16)
seklindedir. Yani P(X, £ x,) = P (yasam_siiresi 3 - x,) dir. Alternatif olarak,
Y =-X, =12 (5.17)

alinirsa,

Péil(Yj fy, )§= o[- 12~ 1,Y,- 1o mex(y,, v,)| v, y,70 (5.18)

=

olur (Johnson ve Kotz 1972). Bunun anlam, soklar arasindaki zamanlar | 1'1, I 2'1ve
| ,”* beklenen degerleri ile bagimsiz Ustel dagilirlar. Bu dagilimin bir ézelligi de
Y, =min(Z,,Z,) ve Y, =min(Z,,Z,) olacak sekilde bagimsiz ve 1, |,, |,
parametreleri ile Ustel dagilima sahip Z,, Z, ve Z, degiskenlerinin olmasidir. Bu

dagilim Marshall ve Olkin’in iki degiskenli Ustel dagilimi olarak adlandirilir (Kotz ve
ark. 2000).
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Iki bilesenli bir sistem dustntlsiin. Bu sistem soklara maruz kalsin. Ancak

soklarin 6lumcll olmasi sartt bulunmasin. Soklarin olusumlari bagimsiz Zl(t;dl),
Z,(t;d,) ve Z,,(t;d,,) Poisson siregleri tarafindan yonetildigi varsayilsin. Sistemin
durumu (0,0), (0), (1,0) ve (11) giftleri ile tammlanmaktadir. Burada ikililerde ilk
(ikinci) sirada, 1'in bulunmast ilk (ikinci) bilesenin ¢alisir durumda oldugunu; 0’ in
bulunmas galismiyor oldugunu ifade eder. Z,(t;d, ) sirecinde gergeklesen olaylar ilk
bileseni etkileyen soklardir. Bu soklar p, olasilikla (Ll) durumunu (0,1) durumuna,
1- p, olasilikla (11) durumunu (11) durumuna doniistiirmektedir. Benzer bigimde
Z,(t;d,) siirecinde gergeklesen olaylar ikinci bileseni etkileyen soklardir. Bu soklar
p, olasilikla (11) durumunu (1,0) durumuna, 1- p, olasihikla (1,1) durumunu (1,1)
durumuna donistirmektedir. Z,,(t;d,,) siirecinde olaylar, her iki bilesene de etki
eden soklardir. Bu soklar (11) durumunu srasiyla py,, Py, Pp V€ Py
olasiliklaryla (0,0), (01), (1,0) ve (11) durumlarina doniistirmektedir. Ayrica bir
bilesene herbir sokun, basarisizlik igin bagimsiz bir firsati ifade ettigi varsayilir. X
ve Y sirasiyla birinci ve ikinci bilesenler icin yasam sirelerini temsil etsin. Zl(t;dl),
z,(t;d,) ve Z,(t;d,) bagimsiz olduklarindan t3 s3 0 igin R(x,y) ortak sag

kalim ya da guvenilirlik fonksiyonu,

Loy 1 & d.s) Ui ¥ d.t) 0]
)= Pl = & ol 0 %) 0- 0 entc .0 0 0y
| k=0 . | 1=0 H
fs & € d Lué d LUl
14 4 Sl 0,90 p il a - 1% (o, 1 p, )
Tn:0m=0'e m []e Eg

= exp{- S[dl P +d12 p01] B t[dz P2 +d12 (1' P - p01)]} (5.19
seklindedir. s3 t 3 0 icin benzer sekilde,
P(XﬁS,Yl’t) = eXp{' S[dl Py +d12 (1' Pu = P )] B t[dz P, +d12 plo]} (5.20)

yazilir. (5.19) ve (5.20)’ deki esitlikler kullamlarak,
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P(X s, Yt) = exp- | ;5- 1 ,t- 1, max(s,t)] (5.21)

yazilir. Burada | , =d,p, +d,py,, |, =d,p,+d,p, ve |, =d,p, seklindedir
(Marshall ve Olkin 1967).

5.2.1. Marshall ve Olkin’in iki Degiskenli Ustel Dagihimindaki Parametrelerin
Tahmini

j=1..,n omak uzere (Y,,Y,), herbiri (5.18)'deki esitlik ile verilen

dagilima sahip bagimsiz degisken ciftleri olsun. 1,, |1, ve |, parametrelerinin

tahminleri
~ 18 W,
| == — t=12 5.22
=pag et (5.22)
~ 1gW3.
|, ==—q —~ 5.23
12 n‘?}l = (5.23)

olarak elde edilir. Burada, Y, a,; iken W,; =1 diger yerlerde 0; Y,;fi,; iken

W,; =1 diger yerlerde 0; Y;; =Y,; iken W, =1 diger yerlerde O ve

T =(n- 1§ min(Y,Y,, ) dir (Johnson ve Kotz 1972, Arnold 1968).

j=1
5.3. Lindley ve Singpurwalla’ min iki Degiskenli Ustel Dagilim

Herbir bileseninin yasam siresi Ustel dagilimla ifade edilen iki bilesenli
paralel bir sistem dusunulsiin. Iki bilesen de basarisiz oldugunda sissem basarisiz
olur. Calisma kosullarimin bir etkisi hesaba katildiginda bilesenlerin ortak yasam
siresi, marjinallerinden biri (5.50)’ de verilen tek degiskenli Pareto dagilimi olan iki
degiskenli dagilimla gosterilir. i =1,2 olmak Uzere | ,, bilesenin parametresi olsun.
iki bilesenin yasamlarinin bagimsiz oldugu varsayilirsa sistemin R(t) gvenilirlik

fonksiyonu,
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R(t): eXp(' I 1t)+eXp(' I 2t)' eXp(' (I 1 +1 2)t) (5-24)

seklindedir. Caligma kosullarinin, ortak pozitif faktor h araciligiyla |, parametresini

etkiledigi varsayilsin. Bu durumda sistemin R(t) givenilirlik fonksiyonu,
R(t) = eXp(' hi 1t)+eXp(' hi 2t)' eXp(' h(l 1 +1 z)t) (5-25)

seklinde ifade edilir. Burada h bilinmeyen fakat belirsizligi G(h) dagilim
fonksiyonuyla tammlanan bir nicelik olsun (Lindley ve Singpurwalla 1986). Bu

durumda sistemin R(t) guvenilirlik fonksiyonu,

Rt)=G"(1.4)+G (1 .t)- G[(1, +1, )] (5.26)
esitligi ile verilir. Burada,

G (y) = ¢exp(- hy)dG(h) (5.27)

olup; G*, G’ nin Laplace doniistimiidiir (Elsayed 1996). G(¥ fonksiyonunun

g(h):baﬂhaM O<h<¥, b>0, a+1>0 (5.28)
al

olasilik yogunluk fonksiyonu ile iki parametreli gama dagilimimin dagilim

fonksiyonu ve

dGh) _ perya P 0D) | oo (529)

dh al

oldugu varsayilir. Oncelikle bilesenlerin yasam siireleri icin ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu,

f(t,,t,) = chl Lexp(- hi t hl , exp(- hl ,t,)dGh) (5.30)
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ifadesi ile verilir (Kotz ve ark. 2000). Boylece, f(tl,tz) ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu
f(t,,t,) =¥@| cexp(- hi t hl, exp(- hl 2tz)ba*lhawdh
0
= lim g;n cexp(- hi ,t, hl, exp(- hl 2tz)ba‘*lhawdh
_ % im S;] 2 expl- h(l t, +1 ,t, +blh (5.31)
seklinde yazilir. Burada,
| = ¢h*2expl- h(l t, +1 ,t, +Db)jdh (5.32)
olsun. Bu esitlikte h (I ,t, +1 ,t, +b) = u doniistimii uygulandiginda
- (I ,t, +1 1t +b)**® QI224£442du (5:33)
esitligi elde edilir. Kismi integrasyon yontemiyle,
J.., =-u*?exp(- u)+(a+ 2)916‘*1 eX£ - 2)%.1 (5.34)
J,., =-u™ex +(a+1)p 44%( 23 (5.35)
J,=-u? exp +aq1 eX£ 4)3 (5.36)
M
J, =-uexp(- u)+3¢u? exp(- u)du (5.37)
J, =-u’exp(- u)+2¢uexp(- u)du (5.38)
J, =-uexp(- u)+ cexp(- u)du (5.39)
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esitlikleri elde edilir. Buradan da,

J.., =-u*?exp(- u)+(@+2)J,,,

J.,=-uexp(- u)+(@a+1)J, ~(a+2)

Ja :-Uanp(- u)+a‘]a-1 ’ (a+1)(a+2)

M
J,=-ulexp(- u)+3J, " 4.ala+1)(a+2)

J, =-u?exp(- u)+2J, “3.ala+1)(a+2)

3, =-uexp(- u)+ ¢exp(- u)du = - uexp(- u)- exp(- u)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

yazilir. Istenen J,,, ifadesini bulmak igin yukardaki a+2 sayidaki esitlik

yanlarindaki ifadelerle carpilir. Daha sonra yeni elde edilen a+2 sayidaki esitlik

toplanarak J

a+2?

3. =ep(- u)- U2 - U (a+2)- u(a+1)(a+2)- .- u(23.(a+2))
- exp(- u)2.3..(a+2) (5.46)

olarak elde edilir. Bulunan bu ifade 6nce (5.33)'teki | igin verilen esitlikte sonra

(5.31) deki esitlikte yerine konursa, f(t,,t,) ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

(1) =" ,(a+1)(a+ 2™
v (I 1t1 +I 2t2 + b)a+3

(5.47)

olarak elde edilir (Kotz ve ark. 2000, Elsayed 1996). (5.27)'deki esitligin

hesaplanmastyla R(t) gtivenilirlik fonksiyonu,

a+l a+l a+l

&2 b O & b 0 x b 0
R(t)= - - - =
O vz "Ens EIL b

olarak elde edilir. h(t,,t,) risk fonksiyonu da tammindan,
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_(a+1fa+2) .,
h(tl,tz) - (b + 1t1 + th)z (549)

bulunur. (5.47)'deki esitligin t,’ye gore integrali hesaplandiginda t,’in f(t,)
marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,
1, (a+2)p*

f (tl) = W (5.50)

olarak elde edilir (Elsayed 1996). Bu dagilim da ikinci tip Pareto dagilimi olarak
adlandirilir (Lindley ve Singpurwalla 1986).

5.4. iki Degiskenli Pareto Dagilimi

Pareto dagilimi, genellikle yapim, imalat ya da Uretim islemlerini izlemekte
kullarlir. Ornegin bir makina bakir tel Uretsin. Makina ara sira tel boyunca bazi
noktalarda kusur/hata olusturacaktir. Pareto dagilim, ard arda gelen kusurlar/hatalar
arasindaki tel uzunlugunu modellemek icin kullanilir (StatSoft 2007).

Bu dagilimin, gelir servet modellemesi, basarisizlik zamanlari, dogum orani,
6lum oran ve guvenilirlik modelleri alanlarinda uygulamalari da vardir. Burada 6zel
bir durum olarak marjinalleri tek degiskenli Pareto formunda olan, genel formuyla
iki degiskenli bir Pareto dagilimi sok modeli olarak verilecektir. Genellikle sistem
bilesenlerinin yasam slreleri arasinda bagimlilik oldugunu varsaymak gercekci bir
yaklagim olur. Bu dagilimda iki bagiml1 bilesene sahip bir sistem dustnilmektedir.
Uc bagimsiz kaynaktan soklar olsun. ilk kaynaktan gelen sok sadece sistemin birinci

bilesenine rastgele T, zamaninda etki etsin. T,’in R(t,) givenilirlik fonksiyonu,

1

-1-Ox,

: 4 a,q0 (5.51)

. e
R(tl) = P(Tlrtl) = gaiait
1

Q

ile verilir. TIkinci kaynaktan gelen sok sistemin sadece ikinci bilesenine rastgele T,

zamaninda etki etsin. T, nin R(t,) gtivenilirlik fonksiyonu,
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.02

x 0
%2 2 (L a,g,D (552

(%]

Rt)= Pir,) =8
2 2

ile verilir. Uglincli kaynaktan gelen sok ise sistemin her iki bilesenini de rastgele T

zamaninda etkilesin. T 'nin R(t) gtivenilirlik fonksiyonu,

R(t)= P(Tft) = 8819 tf0  a,qfo (5.53)
eattg

ile verilir. Boylece sistemin birinci ve ikinci bilesenine ait rastgele yasam stireleri X,

ve X,,
X, =min(T,,T), X, = min(T,,T) (5.54)
esitliklerini saglamak zorundadir (Al-Ruzaiza ve El-Gohary 2007).

TEOREM 5.1. T, ve T rastgele degiskenlerinin R(t,t) ortak giivenilirlik

fonksiyonu,

0 - 12 (5.55)
(%]

seklindedir (Al-Ruzaiza ve El-Gohary 2007).

TEOREM 52. X, ve X, rastgele degiskenlerinin R(x,,x,) ortak

guvenilirlik fonksiyonu,

% O
e g :]_ a-|+

R(x., X,) z = max(x,, X, ) (5.56)

o'
g

seklindedir (Al-Ruzaiza ve El-Gohary 2007).
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TEOREM 5.3. i =1,2 olmak iizere X, , rastgele degiskeninin R(x, ) marjinal

guvenilirlik fonksiyonu,

2 (=12) (5.57)
g

seklindedir (Al-Ruzaiza ve El-Gohary 2007).

TEOREM 5.4. Eger iki degiskenli ortak giivenilirlik fonksiyonu R(x,,x,)
(5.56)"daki esitlik formunda ise, X, ve X,'nin f(x,x,) ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu,

' fl&xl’XZ{ X ™
f(Xl’XZ):.E. fol %) X @y (5.58)
ol xa) X =xp =

seklindedir. Burada,

f,(x,,%,)=
.42+l A L0+l el ,q+1 L1
®e a 0 & e 0" @ a 0 ®a 0 e o' u
Gk O ghEd g Sl e L
Q, ga, X, g & tX g atXg agatX g a1+X1ﬂH
(%, %,) =
L0+l A ,0p+1 q ,g+1 d;
o2 0 €, a 0 e o} o2 0O & a o0°U
g X g gaz aQtX g atX,g agatX,g a, + 2@H
. .4 q+1
p=iEa 0Ea Qzéaea 9 (5.61)
° aga +Xy &a, +Xgy éa+Xg '

dir (Al-Ruzaiza ve El-Gohary 2007).
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TEOREM 5.5. Ortak olasilik yogunluk fonksiyonlar: (5.58) deki esitlik ile
verilen X, ve X, rastgele degiskenlerinin f(x) marjinal olasiik yogunluk

fonksiyonlari,

q+1 g+ (o}
gz a 0 ®a 0 LJaea 0 ‘®a 0 .
f =1 T T+ T T =12 (5.62
0=t Gan: Tabarni Garxy 1269

seklindedir (Al-Ruzaiza ve El-Gohary 2007).
Ayrica ortak olasilik yogunluk fonksiyonlar: (5.58) deki esitlik ile verilen X,

ve X, rastgele degiskenlerine iliskin; i =1,2 olmak lzere X, X.* ve X, X, icin
2 i i 17%2 (;

beklenen degerler ve X. igin varyans sirasiyla

E(X)=—2 5.63
X)=43q ™ (5.63)

={x)- aro g 2 '+ A

(2q +q1 +q2 - 2)8.2

E(X,, X,)= 5.65

( ) (@+q,- 2a+a,- Y +a, +a, - 2) (569
ve
var(x,) = @

G+q -a+q-2) 274 1512 (5.66)

seklindedir. Kovaryans ve korelasyon katsayisi ise,

a’g
Cov(X,, X 0 (5.67)
(X x2)= (@+a,- 1)a+a,- ) +a, +q, - 2)

ve
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r = q \/(q +q; - 2)(q *q, - 2) q +qi|7'Q i =12 (568)
q+q, +q,- 2\ (@+a, - 1) +a, - 1)

seklindedir (Al-Ruzaiza ve El-Gohary 2007).
5.5. Yasam Slres Dagihmiicgin Veri Ciftlerinin Analizi

i =1...,n olmak Uzere n boyutlu bir cihazdan alinan ¢érneklemde yasam
sresi testi gergeklestirilsin. Bu cihaz icin ilk basarisizliga kadar yasam siiresi X, ,
kaydedilsin. Cihaz onarildiktan sonra, aym cihaz icin ikinci basarisizliga kadar
yasam siiresi Y, kaydedilsin. Herbir (X;,Y;) cifti icinde bagimlilik vardr.

Cantor ve Knapp (1985), veri ciftlerinin sag kalim strelerini modellemek igin
bir dagilim 6nermiglerdir. Veri ciftleri igindeki bagimlilik baska bir rastgele degisken
Q tarafindan modellendirilmistir. Q degiskeni nesnenin duyarliligim ya da direncini
gogerir. Yani parametre, zayiflik parametresi (frailty parameter) olarak
dusiintlebilir. qf0 olacak sekilde Q, h(g) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip
_4

1

olsun. Q =g, verilmisken sag kalim siiresi X, 'nin dagilimi E(x) ortalamal1

tistel dagilimdir. Bu dagilim f, (x/q) ile gosterilsin. Q =q, verilmisken sag kalim

siresi Y, 'nin dagihimi E(y,) = ?—'

2

ortalamal: tistel dagilimdir. Bu dagihm f,(y/q)

ile gosterilsin.  X,/Q=q,}'nin kosullu dagihm:  Y,{Q=q,} nin kosullu
dagilimindan bagimsizdir. Bunlara bagli olarak kosullu ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu

f(x yia)= f.(xa)f,(ya)

=1, ,a2expl- g %( x+1,y)| 1,1,/ qfo (5.69)
dir. Ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

t(x v.q)= f(x y/a)n(a) (5.70)
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dir. Ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

¥

£, (x y)=of (x y.q)dg (5.72)

0

kullanmilarak marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlari X 'eve Y 'ye gore sirasiyla

¥

£.(x) = Of , (%, y)dy (5.72)
ve
f,(y)= 0f , (x y)ox (5.73)

0

olarak elde edilir (Owen ve ark. 2000, Cantor ve Knapp 1985).
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6. GUVENILIRLIK ANALIZINDE KULLANILAN BAZI iSTATISTIiK SEL
KARMA DAGILIM MODELLERI

6.1. Genel Bilgiler

Bu bdlimde bilesenleri, bilinen dagilimlar olan istatistiksel dagilimlarla
ilgilenilecektir. Soz konusu dagilimlar karma dagilimlar olarak adlandirilir. Ornegin,

bir cocuk kitlesindeki boy uzunlugu dagilimi asagidaki gibi ifade edilebilir.

f (boy_uzunlugu)=
f, (boy_uzunlugu;erkek) p (erkek)+ f, (boy_uzunlugu;kiz) p (kiz) (6.1)

Burada p (erkek) ve p (kiz), kitleden segilen bir gocugun sirasiyla erkek olmasi ve
kiz olmast olasiliklaridir. f, ve f, sirasiyla erkek ve kizlar igin boy uzunluguna

iliskin olasilik yogunluk fonksiyonlaridir. Béylece boy uzunlugu olasilik yogunluk
fonksiyonu, iki tane kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu ile ifade edilir (Everitt ve
Hand 1981).

Veri modellemede esnek bir yol olarak, bir dagilimin yeterli olmadig:
durumlarda karma dagihimlarin uygulamalar1 vardir. Oncelikle karma dagilimin
gereksinim nedenleri ve buna bagli olarak tarihi agiklanacaktir. Karma dagilimin
kullamm yaklasik olarak yiiz yil éncesine dayanmaktachr. Unlii biyometrici Karl

2

Pearson'a ait 1894 tarihli yayinda, sirastyla m ve m, ortalamal, s, ve s,
varyansli, p, ve p, oranl iki normal olasilik yogunluk fonksiyonunun karmasi

incelenmistir. Pearson’in calismasinda kullandig1 veriler meslektast Weldon (1892,
1893) tarafindan saglanmustir. Veriler bir yengec turiinden alinan 1000 yengece
iliskin alin genisliginin boy uzunluguna oram oOlgimlerini igermektedir. Weldon
(1893), tek degiskenli normal dagilimin kullanildig: verilere ait histogram grafiginde
asimetrinin varliginin iki yeni alt tir yizinden oldugunu distunir ve matematiksel
bilgisini yetersiz bularak meslektas1 Karl Pearson’dan yardim ister. Yani Pearson’in
karma modeli iki alt tur oldugu dusuncesine dayamr. Bu calisma, biyolojik
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problemler igin istatistiksel analizi temel metod olarak 6ngorur (McLachlan ve Peel
2000).

Karma dagilimlarin yaygin bir bicimde kullamldigi formu, normal bilesenleri
iceren formudur. Medgyessi (1961), elektroforez ile yapilan protein aywrma
sonuclarinda karma normal dagilima basvurmustur. Bhattacharya (1967), bir balik
turiinde uzunluk dagilimini galismis ve gozlemleri yas kategorilerine gore ayirmustur.
Her bir kategori, karma dagilimda bir normal dagilim bileseni seklinde
disUntlmastdr. Cassie (1954), aym problemi calismustir. Gregor (1969), farelerin
karaciger hucrelerinde gekirdekte DNA igerik olcumleri verilerinde karma normal
dagilima basvurmustur. Bu uygulamada karma normal dagilimin distndlmesinin
nedeni bazi organlarda hicrelerin gekirdeklerinin ¢esitli simiflarinin bulunmasidir.
Oyleki cekirdeklerin DNA igeriklerinde karekteristik farkliliklar vardir (Everitt ve
Hand 1981).

Karma dagilimlarin diger bir uygulama alam, hata verileridir. Burada
gozlemler, bir drneklemde nesnenin zamana kars1 dayanma sureleridir. Genellikle
hatalar birden fazla neden yliziinden ortaya ¢ikar. Her bir neden igin hata dagilim bir
yogunluk fonksiyonuna yakinsar. Boylece tim hata dagilimi da karma dagilim olur.
Elektronik valflerde hata dagihimina karma dagilim disuntlmistar.  Ornegin,
Mendenhall ve Hader (1958), Ustel bilesenleri; Kao (1959), Weibull bilesenleri
kullanmigtir. Thomas (1966), sinir hiicrelerinde desarj olma sireleri dagilimin
modellemek igin karma tstel dagilimi kullanmistir (Everitt ve Hand 1981).

Bilesen kitlelerinin gogu heterojen yapidadir. Yani populasyon kisa dmurlt
zayif bilesenlerden ve uzun Omirlii giiclii bilesenlerden olusur. Ornegin 6zdes
Unitelerin bir kismi, hammadde veya uygun olmayan Uretim nedeniyle olagan disi
dranler olabilirler. Dolayisiyla tnitelerin bu kisminin émurleri kisa olacaktir veya
alcak yuk/gerilim dizeylerinde basarisiz olacaktir. Standart Gnitelerin 6mri daha
uzun olur. Bu Uniteler daha yiksek yuk/gerilim dizeylerine dayanabilirler (Jiang
1991).

Blackstone, Naftel ve Turner (1986) acik kalp ameliyatlarinda 6ltm riskinin
¢ safhaya gore sekillendigini distindller. Risk erken safhada yiksek, orta safhada
sabit ve son safhada dismeye baglar. Burada, ¢ 6lim safhasina gore ¢ bilesenli
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karma dagilim sag kalim modellemesi igin etkili bir yoldur. Cinku farkl: safhalara
gore, ayr1 parametrik modeller uygulama bakimindan uygun bir modelleme degildir.

Weibull dagilimi, yasam stresi dagilim modeli olarak kullamilan en yaygin
dagilimdir. Bunun nedeni esnekligi ile olasilik yogunluk, sag kalim ve risk
fonksiyonlarimin  kolay ifade edilebilmesidir. Weibull risk fonksiyonu sekil
parametresine bagli olarak monoton artar, azalir veya sabittir. Esnekligi ile gok genis
cesitlilikteki yasam slresi verilerine iyi uyum saglar. Buna bagli olarak karma
Weibull dagilimlarinin  heterojen verilerle birlikte sag kalim ve guvenilirlik
analizinde yaygin bir bigcimde kullamm sasirtict degildir. Patra ve Dey (1999), ¢ok
degiskenli karma Weibull dagilimlarini glivenilirlik modellemesinde distinmslerdir.
Weibull dagiliminda sekil parametresi bire esit alinirsa Ustel dagilim elde edilir.
Karma tstel dagilimlarin kullanimina ise bilimde ve sosyal bilimlerde sikga rastlanr
(McLachlan ve Peel 2000). Boylece daha esnek ve kullamigli dagilimlar olarak
bilinen karma dagilimlarin tarinte nasil yer edindigi konusunda agiklamalar
tamamlanmistir. Karma dagilimlarin matematiksel olarak nasil ifade edildikleri

gosterilecektir. X, f,(x) ve f,(x) seklinde olasilik fonksiyonlarina sahip olsun.

X 'in f (x) olasilik yogunluk fonksiyonu,
f(x)=af,(x)+af,(x) a,a, a,+a,=1 (6.2)

seklinde gosterilebilir. Burada f,(x) ve f,(x) karmanin bilesen olasilik yogunluk
fonksiyonlaridir. a, ve a, karmaagirliklar: ya da oranlaridir. a, ve a, sirasiyla f,
ve f, fonksiyonlarinin secilme olasiliklaridr.

Daha kullarisl bir formil igin f (x) olasilik fonksiyonunun | parametreli bir
fonksiyon oldugu diistincesi ile f (x;1 ) ailesi gosterimi tercih edilir. Her | degerinin

bir agirhg: vardir, dyleki bu g(l ) ile gosterilsin,

fig=arflaol) ve aol)=1 (6:3)
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seklindeki gosterim ile X rastgele degiskeni, karma dagilima sahiptir (Douglas
1980).

Daha yaygin olarak kullamilan karma dagilim gosterimi asagidaki tammla
verilmistir.

TANIM 6.1. X bir rastgele degisken ve f (x) olasiik yogunluk

fonksiyonlari olmak Uzere,

f()=ap f(x), 0£p £1, &p, =1 (6.4)

i=1 i=1

seklinde olasilik yogunluk fonksiyonu tamimlamr. Buna gore X, sonlu karma

dagilima sahiptir denir. Burada, p,,...p, karma oranlari ve f,(x)..., f (x) karma
bilesen yogunluklar: olarak adlandirilir (McLachlan ve Peel 2000).

TANIM 6.2. Olasilik yogunluk fonksiyonu (6.4)’ deki gibi olan X rastgele
degiskeninin F(x) dagilim fonksiyonu,

A N g 1
F(x)= of (v)dy= ¢a p. f.(y)dy =& p; of: (v)dy (6.5)
-y _yi=l i=1 -y
yardimiyla,
3 3
F(X):apiFi(X) , OEp,£1, ap; =1 (6.6)
i=1 i=1

olarak bulunur.
6.2. Weibull Dagihmlarimin Karmas

Cok tepeli Weibull olarak da bilinen karma Weibull dagilimi, Weibull olasilik
grafiginde bir dogru lzerine diismeyen verileri modellemek icin kullanilir. Ozel
olarak hata strelerine iligkin veriler olasilik grafiginde S bigimli ise bu durum birden

fazla hata modu oldugunu gosterir. Guvenilirlik muhendisliginde elektrikli ve
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mekanik ekipmanlarin genelllikle birden fazla hata moduna ya da nedenine sahip
oldugu bilinir (Kegecioglu ve Wang 1998). Hata modlar1 hayat bdlgelerine gore
ortaya cikar. Birinci tip hata yani azalan hata orani, genellikle bilesenlerin
omirlerinin erken safhalarina aittir. ikinci tip hata bilesenin sans eseri basarisizliga
ugradigi, hata oranimin hemen hemen sabit oldugu duruma karsilik gelir. Bu tip
hatalar bilesenin 6mrii siiresince gerceklesebilir. Uglincii tip hata yipranmaya bagl:
olarak gerceklesen hatadir. Hata modlar1 kimliklendirilmeli ve hata dagilimlar
belirlenmelidir. Her bir mod igin zamana kars1 dayanma sureleri, Weibull dagilimina
sahip olabilir. Karma Weibull dagilim bir kag Weibull alt kitlesinden olusan bir
kitleyi gosterir. Her bir alt kitlenin kendine ait bir hata modu ve dagilimi vardir.

Mendenhall ve Hader (1958), bir sistemin veya aracin basarisizliklarin iki ya
da daha fazla nedenle ifade etmislerdir. Bir elektronik tipln basarisizligi, gaz
kusurlari, mekanik kusurlar veya katotda normal yipranmaya bagli olarak ortaya
¢cikmug olabilir. Herbir neden tipi igin zamana kars1 dayanma siiresinin kendine ait
dagilim vardir. Bu nedenle, elektronik tlptn yasam siiresi karma dagilima sahiptir
(Jiang 1991).

Kao (1959), elektronik tiplerin dmirlerini gbstermek icin iki bilesenli karma
dagilim 6nermistir. Basarisizliklar, ani ve yipranmaya bagli olmak Uzere iki sinifa
ayrilmistir. Stitch ve ark. (1975), mikrodevrelerin hizlandirilmis testinde, esas ve
anormal ayrik alt Kitlelerle basarisizliklarin iki  tepeli dagilima uydugunu
gbzlemlemistir. Mikrodevrelerin guvenilirligini elde etmek igin ¢dziim, anormal alt
kitleyi belirlemektir. Elektronik bilesenlerin benzer iki tepeli yasam slresi
dagilimlar1 Reynolds ve Stevens (1978), ve Shaw (1987) tarafindan gozlemlenmistir
(Jiang 1991).

Jensen (1989), mekanik bilesenlerin mukavemetini modellemek icin karma
Weibull dagilimmm  kullanmistir. Bilesen mukavemetinde kotulesmenin, kusur
blyUmesinin sonucu oldugunu ileri stirmistr. Bilesen mukavemetinden daha buytk
bir yike/gerilime maruz kalirsa basarisiz olur. Daha biyuk kusur, daha az
dayaniklilik getirecektir. Bir bilesenin disik mukavemeti, iscilik kusurlar: ve imalat
esnasinda edinilen kusurlar gibi bilesenin dogasinda olan kusurlara baglidir (Jiang
1991).
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Singh ve Sinclair (1972), kopru ve dreng tasariminda su baskinlarinin
sikhiginin 6nemli bir faktor olduguna dikkat cekmistir. Istatistiksel analizlerden, iki
dagilimli karmamin, gozlenen su baskim dagilimlarina tek dagilimdan daha iyi
uydugu sonucunu gikarmuslardir. Celik koprilerin tasariminda kamyonlarin dolu
agirliklart esas yorulma yukleridir. Tallin ve Petreshock (1990), yedi eyalete ait
verileri analiz etmigler ve dolu agirliklarin iki tepeli dagilimlar oldugunu
bulmusglardir (Jiang 1991).

g hilesenli karma Weibull dagilimrigin (6.4) deki f.,

AN
i

t

£z et

seklindedir. Boylece karma Weibull dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu,

||oj
ey -

= 0 170, s,f0, h,f0 (6.7)

ts,,h h—
S,

&Ilo:j
mo>(p>m\

Q
(e

'8
&lloj

U
4 tf0, s,f0, h,fD (6.8)
H

olarak ifade edilir (Nagode ve Fajdiga 2000).

TANIM 6.3. Bilesenlerinin dagilim fonksiyonu (4.80)'deki gibi olan
(6.4)’deki g bilesenli karma dagilimin (6.6)  daki dagilim fonksiyonu,

§ o
: i tf0, s,f0, h, D (6.9)

seklindedir (Nagode ve Fajdiga 2000).
6.2.1. Weibull Dagihmlarimin Karmasindaki Parametrelerin Tahmini

Kitle, iki bagimsiz alt kitlenin karmasi seklinde olsun. Herbir kitlenin kendine
ait tek bir hata modu ve dagilimi olsun. Boylece karma kitle icin yasam slresi
dagilim,
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f (t) = pfl(t) + qu(t) (6.10)

ile ifade ediliebilir. Burada f(t), karma Kitlenin olasilik yogunluk fonksiyonunu;
j =12 olmak Uzere f,(t), j. alt kitlenin olasilik yogunluk fonksiyonunu; pi (0,1)
olmak tizere birinci alt kitle icin karma oramni; qi (0,1) olmak tizere ikingi alt kitle

icin karma oranmini gostermektedir. Ayrica
p+g=1 (6.12)

dir. Alt kitlelere ait olasilik yogunluk fonksiyonlari

IO-J.

seklindeki Weibull dagilimu ile ifade edilir. Boylece (6.10) daki esitlik ile ifade
edilen iki bilesenli karma Weibull dagilim h,, s, h,, s, ve p parametrelerine

(I)|3

j=12. (6.12)

Q |- I O-J.

a» q;» o)
|

oo

Q

sahiptir. Kegecioglu ve Wang (1998), bu parametrelerin tahmini icin en kiguk
kareler yontemi ile Bayes teoremini birlestirerek yeni bir algoritma sunmuslardir. Bu
algoritmaicin gerekli tammlamalar asagida verilmistir.

P, (ti), i. gbzlemin j. alt kitleye sonsal ait olma olasiligi (posterior

belonging probability); MON j(ti), ortalama sira sayist (mean order number);

MR (t; ), medyan ranki (median rank) olsun.

Y, (i) =log.{- log.[t- MR, (¢ )} (6.13)
ve

X(i)=1log,(t) (6.14)
amsn. r =r, +r, olacak sekilde r, ve r, Kkorelasyon katsayilarim

gostermektedir.
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Guvenilirlik yasam testi bir Urinin N Unitesinde gergeklestirilmektedir.
Oyleki Urinin iki hata modu vardir. Zamana karsi dayanma orneklemi
{t.i=12..,N} olarak elde edilsin. t &,4.&, ve herbir t zamaninda bir hata
gbzlensin. Kamath ve ark. (1978), Kegecioglu ve Sun (1994), hatamin j. alt kitleye
ait oldugu fikriyle sonsal olasihg1 P, (t;) ile gostermislerdir. Bu gosterim

]

P(t)= P}TT f, (t)/ti - ;Dté'l'éti +;Dt, j=12,i :L2,...,N.§ (6.15)
|

seklindedir. Bayes teoreme basvuruldugunda,

Pit-;DtéTat +2Dt T f,( %P{Tl (0}
- : : " (6.16)
3Pt - oara + 1ot /Tl fvP{TT £ (o)
yazilir. Burada
PTT )= p o
ve
P{TT f,(t)}=1- p=q ©19

dur. BOylece t. zamamnda gergeklesen hatamin 1. alt populasyona ait olmasi

olasilig,

Bt)= pht)  _phlt) _pp (6.19)

pf,(t ) +of,(t)  f(t)

dir. Benzer sekilde t. zamaninda gergeklesen hatanin 2. alt populasyona ait olmasi

olasiligy,
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_ ) o)
Pt )= = i=12,....,N (6.20)
) )™ f)
dir. Ayrica,
Rt)+PR(t)=1 i=12..,N (6.21)

P,(t,), 1. alt kitledeki t, zamaminda basarisiz tinite sayis1 ve P, (t, ), 2. alt kitledeki t,

zamaninda basarisiz tnite sayist olarak dustndlebilir. Boylece,
1. alt orneklem: {{t,, Ry(t,)). (2, P (t. ). (ty Pty )}

2. alt orneklem: {(t,, P, (t,)).(t,, P, (t,)).-...(ty . P, (t )}
seklindedir. j. alt kitledeki i. basarisizligin ortalama sira sayist (mean order

number),

MONl(ti):élﬂ(tk) i=12,..,N (6.22)
ve

MONZ(ti)zéi}PZ(tk) i=12,..,N (6.23)

dir. Ilgili medyan ranklari, 1. ve 2. alt kitle igin srrasiyla,

MON, (t,)

MRl(ti ) = MONl(tN)+O,4 (6.24)
ve
MR, (t )= MON, (t) (6.25)
""" MON,t, )+ 0,4 '

esitlikleriyle hesaplanir. Boylece 1. ve 2. dlt kitleler igin
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{6 MR (6)). (62 MR (t,)).. (8. MR (6)}
{6, MR (t,). (&, MR, (&, ). (£, MR, (14 )}

seklinde iki kiime olusturulur.
En kiclk kareler yontemiyle sonsal parametreler hesaplanabilir. Weibull
dagilimi igin dagilim fonksiyonu ya da giivenilmezlik fonksiyonu,

N

| 1 f

Iogeilogewﬁ =h log,t, - h, log,s | (6.26)
veya lineer formda,

Y,(i)=h;X(i)+b, (6.27)
olarak yazilir. Burada,

Y, (i) =log.{- log.[1- MR, (¢ )} (6.28)

X(i)=log, t, (6.29)

b, =-h;log,s | (6.30)

seklindedir. En kiigik kareler yontemi uygulanarak dagilimin parametre tahminleri,

y : S (& v ()0
a x(y,()- ca xia v, i)
= e.=1N EN (6.31)
8 x2()- ~& x()2
i=1 €i=1 /]
~ 1) ~ 18 .
1 1 32
b N%Y,(u) h,N%X(u) (6.32)
@p o
s =expl 2 (6.33)
&g
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estlikleri ile verilir. Diger taraftan sonsal karma oranlari,

. _ MON,(t,)_ 18
= = P (t. .
="y = Na Rt (6.34)
veya
N
p=1-g=1- MONl) _y 14 b (6.35)
N N =

esitlikleri ile verilir. Ayrica (6.34) ve (6.35) ile verilen tahminler, maksimum
likelihood esitligini de saglarlar.
Dagilimin parametreleri ve veri kimesi biliniyorsa ait olma olasiliklar: ya da

karma oranlar1 hesaplanabilir. Bunun anlam: P (t,) parametrelerin ve veri kiimesinin

bir fonksiyonudur. (6.22)'deki esitlik (6.35)'de kullanmlirsa parametrelerin de ait

olma olasiliklarinin, P, (t;) ve veri kiimesinin fonksiyonlar: oldugu gorlr.

h,=g,b.s.,h,s, pt) =12 (6.36)
s, =0, b.s0h,8,,pt) =12 (6.37)
p=0,0,.s,.h,.5,.pt) (6.39)

(6.36), (6.37) ve (6.38) ssitlikleri h,, s, h,, s,, p parametrelerine ve 6rneklem
verilerine bagli bes esitliktir. Teorik olarak en kiictik kareler parametre tahminleri, bu
bes esitligin ¢ozUmi ile elde edilir. Genelde bu esitliklerin sayisal ¢ozUmi igin
adimsal yontemlere basvurulur. Bununla birlikte tahmin sonuglari baslangi¢ degerine
ve veri kumesinin kalitesine baglidir. Bu durumun disinda, esitlikler ¢6zim
vermeyebilir ya da disuk kalitede tahminler saglar. Verinin kalite durumu ihmal
edilerek en iyi uyan dogru her zaman mevcuttur.

En kucuik kareler prensibine gore en iyi uyan dogru, dogru etrafindaki rezidi

varyanslarint minimum yapar. Genel olarak korelasyon katsayisi, dogrunun veriye ne
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kadar iyi uydugunu gosteren iyi bir ol¢l saglar. Daha blylk korelasyon katsayisi,
dogrunun veriye daha iyi uydugunu gosterir. En iyi parametre tahminlerini elde
etmek icin en kigtk kareler prensibi kullanilir. Yani h;, s,, h,, s, ve p degerleri
Uzerine archsik islemler yapilir. Degerler, nokta ile dogru arasindaki sapmayi
minimum yapacak, diger bir ifadeyle korelasyon katsayisim maksimum yapacaktir.
Herhangi bir h,, s,, h,, s, ve p seti icin korelasyon katsayilar: (6.19) ve (6.26)

esitliklerinden yararlanarak,

r J — . i=1 IZ\I\?I=1 i=1 u — (639)
ey N lad o oved Ly 1ad \0Y
ea x*(i)- €a X(i)% ed v,*(i)- Né“é Y02 d
gi=1 €i=1 (%] gei=t ei=1 (%] 9]

olarak ifade edilir. ki dogru da eszamanl: olarak Weibull alt kitlesinden gelen iki alt
ornekleme uymak zorunda oldugundan herbir parametre her iki korelasyon katsayisi
Uzerinde etkiye sahiptir. Bu nedenle iki korelasyon katsayisinin kareleri toplam
uyumun derecesi icin en iyi 6lcl olabilir. iki Weibull karmas: icin korelasyon
katsayist daima pozitiftir. Uyumun derecesi igin basitge korelasyon katsayilari
toplamu kullanilabilir.

r=r,+r, (6.40)

Ardisik islemlerle, baslangic degerleri olarak grafik tahminleri alinarak, r degerini

maksimum yapacak sekilde parametre tahminleri elde edilir (Kegecioglu ve Wang
1998).

6.3. Normal Dagihmlarin Karmas

g hilesenli karma Normal dagilimigin (6.4)’deki f.,

- ¥&x&, -¥ama, s i (6.41)
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seklindedir. Boylece karma Normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

X -

- ¥iX&¥, -¥én&, si0 (642

Nll—‘

S,

|| Q)OLQ

0. L expt-
s

QIIO
Q -l IO

(eme )= gy
olarak ifade edilir (Vlassis ve ark. 1999).

TANIM 6.4. Bilesenlerinin dagilim fonksiyonu (4.4)'deki gibi olan
(6.4)’'deki g bilesenli karma dagilimin (6.6)  daki dagilim fonksiyonu,

g 1 % ®1ay-mo0 , , .
F(xms)=q p,—— cpxp%- = T Ay - ¥éxa¢, - ¥énd¥ , sf0 (6.43)
bims)=ap oo gpoe oS
dir. Burada,

X P> 2) 20

= C?Xpé %&y mg dy (6.44)
2 g

olsun. (6.44)'de u:u donisuimi  uygulanarak, karma normal dagilimin
S

dagilim fonksiyonu,

x-m

F(xms)= ig‘p, 6expg-—u —du - ¥ XA | - YinA , sT0 (6.45)

Vop 5

dur.

6.3.1. Normal Dagihmlarin Karmasindaki Parametrelerin Tahmini
g bilesenli karma normal dagihmda j =1,...,g olacak sekilde m, ve s jz

parametrelerinin maksimum likelihood tahminleri, agirlikli 6rneklem ortalamas: ve
agirlikli 6rneklem varyansi ile ifade edilebilir. Ayricatiim ortalama ve tim varyansin
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maksimum likelihood tahminleri, 6rneklem ortdamasi ve orneklem varyansi ile

uyumludur. Karmanin tiim ortalamave varyans;, a ve b,

J
a=4 pm (6.46)
j=1
ve
g & 0O
b=a pj(sj2+mj2)_ apmz (6.47)
j=1 j=1 2

esitlikleri ile verilir.
X5 X, (6.42) esitligi ile verilen yogunluga sahip dagilimdan alinmus bir

rastgele 6rneklem olsun. Orneklem ortalamasi ve 6rneklem varyansi sirasiyla,

x=18 x (6.48)
Nz
ve
2 1 On —\2
S :Ea (xi - x) (6.49)
i=1

-1
seklindedir. p, =1- %‘ p; ansin. Likelihood fonksiyonunun logaritmasi,

=1

iy [ 1
L=alogia p;f,(x )g (6.50)

i=1 | =1
esitligi ile verilir. Boylece likelihood denklemleri,

{fj(xi)_ g(Xi)}
f(Xi)

=0 j=1..g-1 (6.51)

a

=
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&p; 9g (Xi - mj)fj(xi)

6 5 1)

=0 j=1..9 (6.52)

2p; 9 {(Xi - mj)z' sz}fj(xi)
§25j45ia:.1 f(Xi)

=0 j=1..9 (6.53)

olarak bulunur. (6.51) esitliginin her iki tarafi p; ile carpilir sonug j Gzerinden

toplanirsa,
g f,(x)
o =n (6.54)
21K
elde edilir. (6.54) esitligi (6.51) esitliginde yerine konursa,
g flx)_
a =n j=1..0 (6.55)
i=1 f(Xi)

bulunur. i =1,...,n ve j =1,...,g olacak sekilde,

wy = 1) (6.56)
" {nf(x )} '
olsun. (6.55) ve (6.56) ssitliklerinden,
6°1n w; =1 j=1..9 (6.57)

bulunur. m, s

2 ~ 2 .. .
J ;© ve p;, srastyla m, s ;° ve p; parametrelerinin maksimum

j

likelihood tahminleri olsun. W.;: m, s .° ve p; parametrelerinin, maksimum

ij ] ]
likelihood tahminleri ile yer degistirilmesi sonucu elde edilen w; tahmini olsun.

(6.56) esitligi p; ilecarpilip j Gzerinden toplanirsa,

143



6. GUVENILIRLIK ANALIZINDE KULLANILAN BAZI iSTATISTIiK SEL
KARMA DAGILIM MODELLERI Avyca Hatice TURK AN

d . . 1 .
a ;W :E i=1..,n (6.58)

bulunur. Ayrica,

aw =1 j=1..g (6.59)

=

seklindedir. (6.52) ve (6.53) esitlikleri kullanilarak (6.55) ve (6.56) esitliklerinin de
yardimiyla,

m=awx j=1..9 (6.60)
i=1
SAj2 :é- AiniZ' Ajz j=1...9 (6.61)

bulunur. a ve b parametrelerinin, a ve b parametre tahminlerini elde etmek icin

(6.46) ve (6.47) ssitliklerinde m, s °

;© ve p; parametreleri, tahminleri ile

toplanir, (6.58) esitliginden faydalanilirsa,
a=x (6.62)

bulunur. (6.61) esitliginin her iki tarafi p; ile carpilip j Uzerinden toplanir, (6.58)

ve (6.62) esitliklerinden faydalanilirsa,

b = s? (6.63)

p=a bW j=1l..9-1 (6.64)
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formunda yazilr ve (6.60), (6.61) esitliklerinin de kullanilmasiyla parametre
tahminleri bulunur. Bilinmeyen parametrelerin baslangi¢c degerleri biliniyorsa sistem
ardigik islemlerle ¢cozulebilir (Behboodian 1970).

6.4. Ustel Dagihmlarin Karmas

Karma Ustel dagilim, yasam testi uygulamalarinda ortaya cikar. Farkl
nedenlerle ortaya ¢ikan hatalarin karma tstel olasilik yogunlukla ifade edilmesi hata
ozellikleri icin daha iyi tammlamalar yapilmasina olanak saglar. Ornegin, elektronik
valf hatalar;; gaz kusurlari, mekanik kusurlar ve katotda normal ¢lrime/bozulma
yuziinden olusan kusurlar olmak tizere U gruba ayrilabilir.

Davis (1952), Sistemlerin en cok insan ve mekanik nedenlerin bir
kombinasyonu dolayisiyla basarisizliga ugrayabilecegini belirtmistir (Everitt ve
Hand 1981).

g bilesenli karma tstel dagilim igin (6.4)  deki olasilik yogunluk fonksiyonu

-1

s f0 (6.65)

QIIO

& X (
=P s,
seklindedir. Boylece karma Ustel dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

f(xs)= ap.S. eng Sl X3 0 (6.66)

=1

QIIO

olarak ifade edilir (Everitt ve Hand 1981).

TANIM 6.5. Bilesenlerinin dagilim fonksiyonu (4.55)'deki gibi olan
(6.4)’'deki g bilesenli karma dagilimin (6.6)  deki dagilim fonksiyonu,

F(xs)=1- & p, Ee Sl (6.67)

QIIO
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seklindedir (Everitt ve Hand 1981).
6.4.1. Ustel Dagihmlarin Karmasindaki Parametrelerin Tahmini

Ustel dagilimin karmasindaki parametrelerin tahmini icin Mendenhall ve
Hader (1958) tarafindan gelistirilen yontem kullanilacaktir. Bu yontemle bilinmeyen
oranlarda iki Ustel basarisizlik dagilimimin karmasi tarafindan elde edilen kitlenin
parametre tahmin yontemi agiklanacaktir.

Iki alt kitleden olusan bir kitle distnulsiin. Bu iki alt kitle iki basarisizlik
tipini temsil etmekte ve kitle icinde p O£ p£1 ile q=1- p oranlarinda

bulunmaktadirlar. Kitledeki herbir bilesen hangi alt kitleye ait oldugunu gosteren bir
etiket icerir. Etiket bilgisi basarisizlik nedenidir ve ancak basarisizlik gerceklestikten

sonra elde edilir. i =12 olmak Uzere i. alt kitle icin basarisizlik zamanlarinin

dagilim fonksiyonu,
F(t)=1- exp(- t/a,) O£ta¢ (6.68)

ile tammlanir. p, Unitelerin 1. alt kitlesine ait olmasi oram ise populasyon igin

dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu sirasiyla,

F(t)= pF.(t) + aF, (t) (6.69)
ve

£(t) = pf,(t) + of , (t) (6.70)
seklindedir. Ayrica alt kitleler ve kitle igin guvenilirlik fonksiyonlar: sirasiyla,

R(t)=1- F(t) (6.71)
ve

R(t)=1- F(t) (6.72)
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dir. Bir kitle test edildiginde karma oranlart zamanla degisir. Bir alt kitledeki
nesneler digerindekilere gore daha hizh &lebilir. t aminda alt kitleler p(t) ve
q(t)=1- p(t) karmaoranlarinda bulunur. Bu miktarlar kosullu karma oranlar: olarak
adlandrilir ve

pR(t)

p(t)=% ve p(0)=p (6.73)

seklindedir.

Test icin kullanilabilir slrenin kisith olmasi nedeniyle, arastirmacilar
genellikle yasam testini tahmini slire gectikten sonra veya onceden basarisizligi
tahmin edilen sayida Unite basarisiz olduktan sonra yapmay: isterler. Bu sekildeki
ornekleme, sansirli drneklem (censored sample) denir. Bu parametre tahmin
yonteminde sabit test bitirme siiresi ile sanstirlenmis 6rneklem distntilecektir.

n sayidaki tniteden (kitleden) rastgele drneklem secilip test uygulansin. Test

sabit T zamamnda bitirilsin. Bu strenin sonunda i. at kitleden r, sayida unite
basarisiz olmustir. Yani toplam r, +r, =r Unite basarisizdir. i. alt kitleden, j.
Unitenin basarisizhik zamam olan gozlem t; ile gogerilmistir. n- r sayidaki

basarisiz olmayan Unitenin hangi alt kitleden geldigi bilgisi mevcut degildir. Boylece
gozlenen rastgele degiskenler i =12 olmak lzere r, ve j =12,...,r; olmak Uzere t;

seklindedir.
1.Durum: Alt kitle parametrelerinin goreli buyUkligu bilinmesin. Kitle

parametrelerinin tahmini maksimum likelihood yontemi kullanilarak hesaplanacaktir.
Bitirme zaman T "dir. Bu yuzden x:% ve b, :?I_—i olsun. Boylece, her bir bilesen

icin F,(x) dagilim fonksiyonu ve sonsal olasiliklar srasiyla

I-1-O:

F (x) =1- expg:‘ O£ xa¢ (6.74)

X
b, ¢

Q

ve
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P(r,,r,,n-r/n)=

o [ pF, @)]" [aF, @)]*[R@W]"™ (6.75)

rlrl(n

seklindedir. r; ve x; £1 verilmisken elde edilen Xx;,,X,...,X, swral gozlemlerinin

kosullu yogunlugu,

r,!é') fi(xij)
P(xil,xiz, X 115X £1)—j:1— (6.76)

T RAT
seklindedir. Likelihood fonksiyonu ise,

A

L= (n_.r)! RD)™ pq O (Xu )6 fz( ) (6.77)

j=1

bulunur. In L’ nin parametrelere gore tirevi alimirsa,

finL _k(n-r)_ 1n  n% (6.78)

b, b’ b, b}

TinL _@-K)n-r) r, X

-2 4272 6.79
o, b, b, b,’ (6.79)
finL _ k(n- r)+r1_ (1- K)(n- r)+r, (6.80)
Tp p q '
esitlikleri elde edilir. Burada,
pexpl 2
b,
= g e (6.8)
—+qexp 9 aalgexpgl 1w
g b B Py &b, sz
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dir. (6.73) esitligine gore k = p(1) oldugu gérilir. Parametrelere gore alinan tiirevler

sifira esitlenirse parametre tahminleri sirasiyla,

f):i+|2(”' 1) (6.82)
n n
b, =xl+|2(”; ") (6.83)
1
b, =%, +L- kr”' ") (6.84)
2

é.xij
X == i=12. (6.85)
i
k= 1 : (6.86)
o €1 11U
1+§a}i€‘><pé¢' ~0
Pg @b, b,g
seklindedir.

2.Durum: Alt kitle parametrelerinin goreli buyukltgu bilinsin. b, =b, =b

0zel durumu icin maksimum likelihood tahminleri,

~ T
p =71 (6.87)
b= nX +rX+ (n' I‘) (6.88)

r

seklindedir. Genel olarak, tahminleri elde etmek icin 1.durumu kullanmak
zorunludur. Fakat, b, b, iken b, £b, ise veya, b,&, iken b, 3 b, ise 2. duruma
ait tahminler kullamlir (Johnson ve ark. 1994).
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7. GUVENILIRLiK ANALIZINDE KULLANILAN DIiGER iSTATIiSTIiK SEL
KARMA DAGILIM MODELI VE BILESIK DAGILIM MODELIT

Veri modellemede esnek bir yol olarak, bir dagilimin yeterli olmadig:
durumlarda uygulanan sonlu karma dagilim modellerine ek olarak, bu bélimde diger
karma dagilim modeli ya da karistirilmis (mixed) dagilim modeli incelenecektir.

7.1. Guvenilirlik Analizinde Kullamlan Diger Karma Dagilim M odelleri

Bir ekipmann guvenilirligi, matematiksel olarak yasam stiresi dagilimi olarak
bilinen bir olasilik dagilimina gore ifade edilir. Bir ekipmanin yasam slresini en iyi
sekilde tamimlayan dagilim modeli en az bir bilinmeyen parametreye baglidir.

Birgok durumda, belirli bir anda bir cihazin basarisizligindan sorumlu (tek
basina veya kolektif etkili) birkag rastgele fiziksel neden olabilir. Bu durumda,
varsayillan yasam siresi dagilimi tarafindan igerilen parametrenin bilinmeyen bir
olasilik dagilimina gére davranan bir rastgele degisken oldugu disuntlir. Ornegin,
parcalar konturolli kosullar altinda imal edilse bile pargalarin yasam slresinin
dagilim parametresinin, bir parcadan digerine veya bir kissm parcadan diger kisma
rastgele degistigi gorilmektedir. Yani bir kutuda birkag grup cihaz varsa ve yasam
siresinin dagilim parametresi bir gruptan digerine rastgele degisiyorsa, rastgele
secilen bir pargcanin yasam siresinin dagilim fonksiyonu, rastgele parametrenin
degerine baglidir (Padgett ve Tsokos 1979).

TANIM 7.1. f(x]) parametrik ailesi alinsin. Burada x ve | rastgele
degiskenlerdir. X rastgele degiskenine iliskin olasilik yogunluk fonksiyonu |
rastgele parametresine baghdir. G(I ), L taum kimesinde | rastgele

parametresinin birikimli dagilim fonksiyonudur. Bu durumda karistirilmis (mixed)
dagilim modelinin olasilik yogunluk fonksiyonu

G (x1)dG(l ) (7.2)

L

seklinde tammlanir. Burada G(| )’ ya agirlik dagilimi da denir (Douglas 1980).
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ORNEK 7.1. X, web sunucusunun hizmet siresini, Y, ulasan talep sayisini
gosteren rastgele degiskenler olsun. X rastgele degiskeni,

f(x)= mexp(- mx) xfO (7.2)
olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip olsun. X 'in belirli bir degeri igin Y rastgele

desiskeni,

p(y/ x)= (%) e’;f’(' ) y=012.. |xf0 (7.3)

Poisson olasilik fonksiyonuna sahip olsun. Buradan

; (1x)” expl- 1x)

P(Y = y) = (‘)p(y/x)f (x)dx =0 mexp(- m<)dx

y ¥
N

= n:/! O exp(- 1 x- mx)dx (7.4)

elde edilir. (7.4)deki esitlikte (I +m)x=u ve (I +m)dx=du olacak sekilde
degisken degistirme yapilirsa,

m Y er ¢ 1
P(Y = v) = = = 7.
(r=y) (m+1 )" gl+r g 1+r (7:9)

bulunur. Burada,

r (7.6)

_|
m

dur. Boylece, Y rastgele degiskeni r ortalamali geometrik dagilima sahiptir
(Trivedi 2006).
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TANIM 7.2. f(x) olasilik fonksiyonuna sahip kesikli tipteki bir X rastgele

degiskeninin g(z) ile gosterilen olasilik gikaran fonksiyonu,

o(2)=E(z") (7.7)
seklindedir (Douglas 1980).

TANIM 7.3. X ragtgele degiskenine ait olasilik ¢ikaran fonksiyonu g(z;l )
olsun. | siirekli tipte bir rastgele degisken olsun. G(I ), L tamm kiimesinde tarimi1

olmak Uzere | 'nin birikimli dagilim fonksiyonu olsun. Bu durumda karistirilmis

dagilimin olasilik ¢ikaran fonksiyonu,

do(z1 )da(l) (7.8)

L

seklindedir. | , g(l ) olasilik fonksiyonuna sahip kesikli tipte bir rastgele degisken

ise olasilik gikaran fonksiyonu,

é. g(z! Joll ) (7.9)

olur (Douglas 1980).

ORNEK 7.2. | ortalamali Poisson dagilimimn olasilik fonksiyonu ve

olasilik ¢ikaran fonksiyonu sirasiyla,

f(x)=exp(- | )('X?X (7.10)

ve
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seklindedir.

| , Gama dagilimina sahip olsun. Oyleyse olasilik yogunluk fonksiyonu,
gl )=t ep® L9% 170, rro, kio (7.12)
CON S

seklindedir. Ayrica Gk )=(k - 1) dir. Boylece kanstrilms dagilimin olasilik

¢ikaran fonksiyonu,
a(zl )=exp(- 1 +12) (7.13)
ve
r« &l 9
dG(1 )=~ —~expg: —3 ““dl 7.14
( ) G(k)eng r o (7.14)

esitliklerinden yararlanilarak,

cexp(- 1 +12)dG(1 )=(g- r2)* (7.15)
olarak bulunur (Douglas 1980).
7.2. Guvenilirlik Analizinde K ullanmilan Bilesik Dagihm M odelleri

7.2.1. Rastgele Terimlerin Toplam

Degiskenleri birlestirmenin yollarindan biri, toplamlarimin  dagilimin:
hesaplamaktir. X, ve X, , dagilimlar: bilinen rastgele degiskenler olmak lUzere w
rastgele degiskeni

w=X, +X, (7.16)

olarak tammlansin. X, ve X,; 012,... kesikli degerlerini alsin. Bu durumda,
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P(X, + X, =w) = P(X, = 0)P(X, =w)+ P(X, =1)P(X, =w- 1) +...
+P(X, =w)P(X, =0)
a a P(X, =x)P(X, =x,)

Xq +Xp =W

4 P(x, = x)P(X, = w- x)

1l

= & P(X, + X, =w/ X, =x)P(X, =x,)

Xq X =W

=a P(X, =w- x)P(X, =x,) (7.17)

esitlikleri yazilabilir. X, ve X, rastgele degiskenlerine ait olasilik Gikaran

fonksiyonlar1 sirasiyla g, (z) ve g,(z) olmak izere,

= é. é. ZWP(Xl = Xl)P(XZ = Xz) (7.18)
elde edilir. Béylece, g,,(z), X, + X, degiskeninin olasilik gikaran fonksiyonu ise,

9.(2) = 0.(2)9,(2) (7.19)

seklindedir. Bu ifade n tane rastgele degiskenin toplamina genellestirilebilir.
X, Xy X5 sirasyla g, (2),9,(2).....9,(z) olasilik cikaran fonksiyonlarina sahip

birbirinden bagimsiz rastgele degiskenler ise X, + X, +...+ X, degiskeninin

dagilimina ait olasilik ¢ikaran fonksiyon,

0:(2)9,(2)..0,(2) (7.20)
seklindedir. Y ukarida,

S, =X, + X, +.+ X, (7.21)
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ifadesi icin n bilinen bir say: oldugunda ve bagimsiz rastgele degiskenlerin olasilik
cikaran  fonksiyonlart  bilindiginde, olasilik  dagilimimmin  belirlenebilecegi

gorulmektedir. S, icin olasilik dagilimmni bulmak, n yumurta kiimesinde g6zlenen

toplam yumurta sayisinin olasilik dagilimini bulmak olarak distntlebilir. Burada her
bir kiimenin dagilim bilinmektedir. Bununla birlikte, yumurta kiimelerinin sayisi
N 'in, her bir X, ‘den bagimsiz, P(N = n) olasilik fonksiyonuna sahip hir rastgele

degisken oldugu dustincesi ile,
Sy =X, + X, +..+ X (7.22)
olmak Uzere,

P(S, =s)=Q P(S, =s/N =n)P(N =n)

a P(s, =s)P(N =n) (7.23)

esitligi yazilir. S, icin olasilik ¢ikaran fonksiyon,

h(z)= 2°P(S, =0)+ zP(S, =1)+ 22P(S, =2)...

=4 & z°P(s, =s)P(N =n) (7.24)

9(z2)=& z"P(N =n) (7.25)

f(z)=8 z*P(X, = x) (7.26)

dir. Boylece S, = X, + X, +...+ X, i¢in olasilik ¢ikaran fonksiyonu,
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a z°P(s, =s)=[f(2)]" (7.27)

S

yardimiyla S icin olasilik ¢ikaran fonksiyon,

alf(z)]"P(N =n) (7.28)

n

olarak bulunur (Douglas 1980, Feller 1968).

TANIM 7.4. M bir stokastik sayr olsun. k=12,..,M olmak Uzere Y,

M
stokastik degiskenleri W = é Y, seklinde toplansin. Bu durumda W' nun olasilik

k=1

fonksiyonu,

h(w) :5 f(w/i)g, (7.29)

=0

seklinde tammlanir ve W stokastik degiskeni bilesik (compound) dagilima sahiptir

denir. Burada f(w/i), M =i iken § Y, toplami icin yogunluk, g, M =i igin
k=1

olasiliktir (Grubbstrom ve Tang 2006). M =0 iken W =0 dr.

Bilesik (compound) dagilima 6rnek olarak bir depodan talepler distintlebilir.
Oyleki, misteri sayisi ve her bir musteri tarafindan yapilan talep miktar: bagimsiz
birer rastgele degiskendir (Grubbstrom ve Tang 2006). M , taleplerin sayising; Y, , i.
talebin miktarimt ve W, toplam talep miktarim gosersin. Olasilik fonksiyonu

yardimiyla, dagilim fonksiyonu,

HW)= PW £ w)= & g F(w/i) (7.30)

I
=0

seklindedir. BuradaF (w/i), M =i iken W igin dagilim fonksiyonudur. Giivenilirlik

fonksiyonu ise,
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R(w) = P(Wiw) :5 g, R(w/i) (7.31)

=0

olarak bulunur. Burada R(w/i), M =i iken W igin givenilirlik fonksiyonudur.

Bdylece glvenilirlik fonksiyonu, toplam talep miktarinin belirli bir miktar1t asmasi
olasiligichr (Cai 1998).

ORNEK 7.3. Bir ailedeki cocuk sayist m ortalamali Poisson dagilimina

sship X rastgele degiskeni olsun. Yani P(X =r)=ni M ve r =012,... olur.
r!

Bir gocugun erkek olmasi olasiligi p olsun. Rastgele segilen bir ailedeki erkek

cocuk sayisi Y rastgele degiskeni olmak Uzere, Y rastgele degiskeninin dagilim

istenmektedir. i=1..,X ve | Bemnolli rastgele degiskeni olmak Uzere

P(I. =1)=p P(I, =0)=1- p=q olur. Y=1,+..+1,, j=012... olacak sekilde
P(Y = j) ifadesini bulmak gerekmektedir. P(Y = j),

|

®0Q
+
+

SERNe)

= exp(- mo)m (7.32)

olarak elde edilir.
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Boylece Y rastgele degiskeninin np ortalamali Poisson dagilimina sahip
oldugu bulunur (Joanes 2000).

7.2.2. Standart Gama Dagilimi

Bu bolimde k tane standart Ustel dagilima sahip rastgele degiskenlerin
toplam olarak standart gama dagilimi incelenecektir.

TANIM 7.5. X, X,,...,X, herbiri standart ustel dagilima sahip bagimsiz ve

k
ozdes dagilan rastgele degiskenler olsun. Y = § X, rastgele degiskeni,

i=1
f (x) = x** exp(- x)@ Xf0 kPO (7.33)
olasilik yogunluk fonksiyonu ile k parametreli standart gama dagilimina sahiptir.

Bu dagilima iliskin dagilim fonksiyonu, moment c¢ikaran fonksiyonu,
beklenen deger, varyans ve mod sirasiyla

F(x)=1- C((al((k))() (7.34)

M({t)=@-t)* ta (7.35)

E(X)=k (7.36)

Var(X) =k (7.37)
ve

mod=k-1 k31 (7.38)

seklindedir (Patil ve ark. 1984).
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7.2.3. Bilesik Poisson Dagilimi

N, It ortalamali Poisson dagilimina sahip bir rastgele degisken olsun.
X, X,, Xs,.., X 0zdes dagilima sahip bagimsiz rastgele degiskenler olsunlar. Bu
rastgele degiskenler ayni zamanda N ’'den de bagimsizdirlar. Boylece (7.22)’ deki

esitlik ile verilen S,

P(S, =s)=a P(S, =s)P(N =n

~—

—expl- 118 1) (s =) (7:29)

olasilik fonksiyonu ve

& [1(2"P(N =) = expl- 104 tfrff))” ol 1t+1H(2) (740

n

olasilik c¢ikaran fonksiyonuyla bilesik (compound) Poisson dagilimina sahiptir.

Burada f(z), i =1,2,...,N olmak (izere her bir X, igin olasilik gikaran fonksiyondur.

Belirli bir t zaman araliginda, yildirim ¢carpmast sayist | t ortalamali Poisson
dagilimina sahiptir. Bu zaman araliginda yildirimlarin neden oldugu toplam zarar ise
bilesik (compound) Poisson dagilimina sahiptir (Kapadia ve ark. 2005).

t uzunluktaki zaman araliginda, gerceklesen kozmik 1sin sagnagi sayisi
N’in, |t ortalamali Poisson dagilima sahip oldugu varsayilir. Birden fazla sayag
oldugu dustinulsiin. Burada herhangi bir sayag icin (sagnak) kayit sayis bir rastgele
degiskendir. t zaman araliginda, toplam kayit sayisi S, rastgele degiskeni, bilesik
(compound) Poisson dagilimina sahiptir.

X, n. kazaya dahil olan otomobillerin sayisi olsun. Kaza sayisi olan N,

Poisson dagilimina sahip bir rastgele degiskendir. Kazalara dahil olan toplam
otomobil sayist X, + X, +...+ X, ise bilesik (compound) Poisson dagilimina

sahiptir (Feller 1968).
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7.2.4. Bilesik Poisson Sir eci

TANIM 7.6. Bir stokastik siireg {N(t),t3 0} olsun. (Bir stokastik siireg
{N(t)t1 T} bir rastgele degisken toplulugudur ve her tT T igin N(t) bir rastgele
degiskendir.) N(t), [0,t] araliginda gergeklesen olaylarin sayisini gosteriyorsa bu bir
sayma siirecidir. N(t) asagidaki kosullar: saglamalidir.

i. N(t)2 o.

ii. N(t), her t degeri igin tamsaydhr.

iii. sé& ise N(s) £ N(t) dir.

iv. sé& icin N(t)- N(s), (s,t) araliginda gergeklesen olaylarin sayisidr.

Ayrik zaman araliklarinda gerceklesen olaylarin sayisi bagimsiz ise, sayma
slirecinin bagimsiz artislara sahip oldugu sdylenir (Ross 1997).

TANIM 7.7. Bir sayma sireci olan {N(t),t3 0} asagidaki kosullar:
sagladiginda | orani ile bir Poisson slrecidir.

i. N(0)=0

ii. Iki ayrik alt aralikta gerceklesen olaylarin sayisi, bagimsiz rastgele
degiskenlerdir.

iii. t uzunlukta herhangi bir aralikta gerceklesen olaylarin sayisi, (7.41)’ deki
| t ortalamal1 Poisson dagilimina sahiptir (Ross 1997).

P{N(t +s5)- N(s):n}zw N=04.. st30 (7.42)
TANIM 7.8. Bir stokastik siireg olan {Y(t),t 3 0},

Y{t)=4 D, (7.42)

seklinde ise bilesik (compound) Poisson siirecidir. Burada {N(t),t 3 0} bir Poisson

srecidir. {D,,i =1,2,..} bazimsizdirlar ve 6zdes dagilirlar. Ayni zamanda herbiri
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{N(t),t* 0}*den de bagimsizdir. Y(t) rastgele degiskeni, bilesik (compound) Poisson
rastgele degiskenidir. Ornegin bir marketten misteriler Poisson siirece gore ayrilsin.

D, i. mUsterinin yaptigi 6deme miktarim gostersin. Misteriler tarafindan yapilan
6deme miktarlar bagimsiz ve 6zdes dagilmaktadir. Y(t), t zamanina kadar yapilan
odemeler toplamini gosteriyorsa, {Y(t),t2 0} bilesik (compound) Poisson siirecidir
(Ross 1997).

7.2.4.1. Bilesik Poisson Siirecin Ozellikleri

1. Kosullu beklenen deger yardimiyla bilesik (compound) Poisson siirecin beklenen

E(v(t) = E(E(r(tN(L) = EIN()E(D))) = EN()E(D,) =1 tE(D,) (7.43)

olarak hesaplanr.

2. Bilesik (compound) Poisson slirecin varyansi,

var (¥ (t)) = E(var (v(tN(t)) + var (E(v (LN ()

= E(N(t)var (D)) +Var (N(t)E(D;))
=Var(D, JE(N(t)) + (E(D,))*Var (N(t)
—var(D, ) t+(E(D, )1 ¢
—Itﬁlar D, )+(E(D,))? )
=1tE(D?) (7.44)

olarak elde edilir. Bu hesaplamalar yapilirken toplam varyans kuralindan
yararlanimistur.

3. Bilesik (compound) Poisson stirecin moment ¢ikaran fonksiyonu,
P(Y(t)=i)=3 P(v({t)=i/N(t)=n)P(N(t) = n) (7.45)
toplam olasilik kurali kullanilarak,
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E(exp(sY)) =& exp(s)P(¥(t) =)

=a P(N(t)=n)a exp(s)P(v(t) =i/N(t) =n)
é:l exp(si)P(D, +D, +...+ D, =i)

1 1
DQ_)o DQ_)o DQ_)o DQ_)o _,Q_)o -
Py
Z
1
=

1
e <
©
—_
—
—_—
<
o
—
L
=

(7.46)
seklinde hesaplanmir (Wikipedia 2007).
7.2.5. Bilesik Negatif Binom Dagilimi

N; p, g ve r parametreleri ile negatif binom dagilima sahip bir rastgele
degisken olsun. X, X,, X;,..., X, 0zdes dagilima sahip bagimsiz rastgele

degiskenler olsun. Bu rastgele degiskenler ayni zamanda N ’den de bagimsizdirlar.

Baoylece,
J
Y=3 X (7.47)

icin olasilik dagilimi, bilesik (compound) negatif binom dagilimidir. N =0 ise
Y =0 dir (Wikipedia 2007).

7.3. Genéllestirilmis Dagilim

TANIM 79. X, ve X, srasyla g,(z), g,(z) olasilik gcikaran
fonksiyonlarina sahip bagimsiz rastgele degiskenler olsun. g,(g,(z)) olasilik gikaran
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fonksiyonuna sahip X rastgele degiskeni, X, tarafindan genellestirilmis X,
rastgele degiskeni olarak adlandirilir. X rastgele degiskeninin  dagilim,
genellestirilmis dagilimadir (Patil ve ark. 1984).

7.3.1. Poisson-Binom Dagilim

| , n ve p parametreli Poisson-binom dagilimi: n ve p parametreli binom
dagilim tarafindan | parametreli Poisson dagiliminin genellestirilmesi sonucu elde
edilir. Bu dagilim aym1 zamanda | parametreli Poisson dagilimina sahip y Uzerine,
ny ve p paametreleri ile binom dagilimmin karistirilmig dagilimdir. Poisson-
Binom dagiliminin olasilik fonksiyonu

|}
?‘Jgpxqu — x=012,. 0d & n=12.. (7.48)

¥
P(x) = exp(- axg

=0

dir. Burada 0épél ve g=1- p dir.

Bu dagilima iliskin ortalama ve varyans sirasiyla
nm=nlp (7.49)
ve
?=nl p(np+g) = mnp+q) (7.50)

seklindedir (Patil ve ark. 1984).

Genellestirilmis dagilim tammindan yararlanarak bu dagilimin olasilik
cikaran fonksiyonu hesaplanacaktir. Bunun igin oOncelikle Poisson ve binom
dagilimlarina ait olasilik c¢ikaran fonksiyonlari bulunmalidir. Poisson dagilimina

iliskin olasilik ¢ikaran fonksiyonu (7.11)’ deki esitlikte,

g(z;l ):exp(- [ +1 z) (7.51)
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olarak bulunmustu. Bu olasilik ¢ikaran fonksiyonu genellestirilmis dagilim

tanimindan faydalanarak 1131 altinda g,(z), binom dagiliminin olasilik cikaran

fonksiyonunu ise g,(z) olarak adlandirilir. Binom dagilimi igin olasilik ikaran

fonksiyonunu,
(a+b)" =4 b (7.52)
x=0 X g

esitligi yardimyla,

61 xm X N- X n
0,()=E(z")=4 2 g 2p'q™ =(q+ p2) (7.53)
x=0 Xﬂ

olarak elde edilir. BOylece poisson binom dagiliminin olasilik ¢ikaran fonksiyonu,
0,(0,(2) = 0,(a+ p2)" =expl- | +1 (a+ p2)') (7.54)

olarak bulunur.
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8. YUK - MUKAVEMET GUVENILIRLIK MODELLERINDE
KULLANILAN BAZI iSTATISTiKSEL DAGILIM MODELLERIi

Bolumde iki yik mukavemet gulvenilirlik modellerinde kullamlan bazi
istatistiksel dagilimlar incelenecektir.

8.1. Yuk —Mukavemet Guvenilirlik M odéli |

Birgok guvenilirlik mihendisligi uygulamasinda en u¢ kosullar altinda bir
ekipmanin par¢asinin ya da kendisinin sag kalim yetenegi bilgisine gereksinim
duyulur. Mekanik bir yap: icin, yapinin darbe ya da titresim gibi dis yuklenmelere
veya i¢ gerilime dayanma olasiligi ile ilgilenilir. Elektronik bir ekipmanin, glg
saglayicisinin volta) sigramalariyla veya sinyal girdilerindeki 6nemli degisikliklere
dayanma olasiligiylailgilenilebilir.

Sistem mukavemeti bilinen bir k sabiti, sisteme uygulanan yik ise f,(x)

olasilik yogunluk fonksiyonlu, F, (x) dagilim fonksiyonlu X rastgele degiskeni

olsun. Boylece sistem guvenilirligi, yikin mukavemeti asmamas: olasiligidir. Bu da,

R= :‘)fx(x)dx =F, (k) (8.1)

0

esitligi ile ifade edilir. Bu durumailiskin givenilirlik Sekil 8.1. ile gbsterilmistir.

i
f(x)

.
|u ) |u ) |u} |u} |u} |m}
EREEEEEREEEE)
|u} |u} |u}
I'IDI'IF:
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=]
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g
a
=
a
=
a
=
n

e i e
0D Chy D
O O O
hooCobooooey
=

o o
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T
hpopo

Sekil 8.1. Rastgele yuk ve sabit mukavemet durumunda bilesen guvenilirligi
(Ebeling 1997).
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Sisteme uygulanan yik bilinen bir s sabiti, sistemin mukavemeti ise f,(y)
olasilik yogunluk fonksiyonlu, F,(y) dagihm fonksiyonlu Y rastgele degiskeni
olsun. Boylece sistem guvenilirligi, mukavemetin sabit yiki asmasi olasiligicir. Bu

da,

¥

R=P(Y 3 s)= ), (y)dy =1- F,(s) (8.2)

esitligi ile ifade edilir. Bu durumailiskin givenilirlik Sekil 8.2. ile gbsterilmistir.

i

S R
HOHOR
mfgugnec
B
popnonc
u]slalsFof:lal
‘Il'—'H"i:::l’L'
HeHaWaHnp
i eying; oy
OHoHOHOHOH D,
AT
T e e b b,
Fl'n‘l'l‘l'-!‘n‘n'n OO
H o oA T
HoHoHoHoHo oo,
S Y

Sekil 8.2. Rastgele mukavemet ve sabit yik durumunda bilesen guvenilirligi
(Ebeling 1997).
Genel olarak mukavemet Y ve yik X rastgeledir. ilki herhangi bir
teknolojik islemin blinyesel degiskenligi nedeniyle rastgeledir. Ikincisi ise dogal bir
yolda rastgeledir. Cunkt yik cevresel faktérlere baghdrr. Y ve X rastgele

degiskenleri srasiyla f,(x) ve f,(y) olasiik yogunluk fonksiyonlu, F,(x) ve
F,(y) dagilim fonksiyonlu olsun. Sistemin basaril: bir bicimde calisma olasilig1 yani

guvenilirligi arastirilsin. Burada guvenilirlik, yukin mukavemetten az olmasi
olasiligi ya da mukavemetin yikten biyiuk olmast olasiligidir. Bu durumda

govenilirlik,
v 0
R=P(X £Y)= g0, (x)axqf, (y)dy
0 6o 0]
¥
= F. ()1, (y)dy (8.3
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seklinde yazilabilir. Bu durumailiskin gtvenilirlik Sekil 8.3. ile gosterilmistir.

Sekil 8.3. Rastgele mukavemet ve rastgele yik durumunda bilesen guvenilirligi
(Ebeling 1997).

X ve Y ’'nin bagimsiz rastgele degiskenler olduklarindan Z =Y - X olacak
sekilde yeni bir rastgele degisken tammlanabilir. Boylece glvenilirlik icin yukardaki
gosterimlere ek olarak,

R=P(Y2 X)=P(Y- X3 0)=P(z3 0) (8.4)
ifadesi de kullanlabilir (Gnedenko ve Ushakov 1995, Ebeling 1997).

8.1.1. Baan Ozel Durumlar

Y Uk-mukavemet guvenilirlik modelleri icin kullamlan bazi istatistiksel

dagilim modelleri incelenecektir.
8.1.1.1. Normal Dagilim Durumu

X rastgele degiskeni; m, ortalamali ve s | standart sapmali normal dagilima
sahip olsun. Y rastgele degiskeni ise m, ortalamali ve s, standart sapmali normal

dagilima sahip olsun. Z=X-Y rastgele degiskeni dustnilsin. Bu rastgele

degiskenin ortalamasi,

E(z)=m, - m, (8.5)
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ve standart sapmasi,
s,=,s +s (8.6)

seklindedir. Boylece guvenilirlik,

R:P(Z30):Pl\i.z_ m, -l - m)t

y
. 2 24
S s, s

PLZmz ( )_F(;”L

s %J____

olarak bulunur (Gnedenko ve Ushakov 1995, Ebeling 1997).

6
: ®7)
%]

8.1.1.2. Ustel Dagilim Durumu

X ve Y srasyla m ve m, ortalamali Ustel dagihima sahip rastgele

degiskenler olsun. Bu durumda guivenilirlik,

1 x 0
R = 00— expl- —ioxg—expg- ——dy
060 M, g Mg g é m g
¥é " & yo0
= 8- expf- lfﬁiexpé- Yy
0@ m egnm m g
¥ e y0O ¥ e & au
onL nbﬂ OnL é m anZg
€ @& 1 ou¥
expe- yx—+ —2U
m _§1+1g
m mg .
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Roq. 1 EMM g: om 1 (8.8)
mEmtmg o ometmoo, M
m,

olarak elde edilir (Gnedenko ve Ushakov 1995, Ebeling 1997).
8.1.1.3. Ustel ve Normal Dagilhim Durumu

X, Il ortalamal1 Ustel dagilima sahip rastgele degisken olsun. Y rastgele

degiskeni ise m, ortalamali ve s, standart sapmali normal dagilima sahip olsun.

Boylece guvenilirlik,

¥

1 ‘?18%/ o'u
R=——expé = T d1- exp(- 1y)lay
¥ e
¥ é 2
_ 1 (}335/ gud
PR LN
2\
1 % Si1sy-mol
- —— e T Uexp(- 1y)dy (8.9)
Sy 2p 0 8 2§ Sy QH
seklindedir. Burada,
02
1E- m/:-Iy:. 12[(y-n1/+|sy2)2+2Im/sy2-(Isyz)z](8.10)
2 S, & 2,

esitligi kullanilarak,

_ gsﬂ

QI O

L el 2 [y mrs,Frams,ioies by @1
b

sVp o f 2,
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elde ediiir. t = Si(y m +1's %) ve's dt = dy olacak sekilde degisken degistirme

y

yapildiginda,

elde edilir. Mukavemet m,, O noktasindan gok uzakta bulunmalidir. Bunun anlam

ml >>1 dir. Bu durumda,

PRI

5 € ®em-ls
R=1- expg- 1(2n1/I -1% yz)lfjéL- FG- m/—y‘u (8.13)
£ 2 B & s @
olur. Ayrica | s | kiglktdr. Buda R igin
é 1 2\u
R»1- epg E(ijl e )EI (8.14)

ifadesini yazmaya olanak saglar (Gnedenko ve Ushakov 1995).
8.2. YUk —Mukavemet Guvenilirlik M odéli 11

Nadarajah ve Kotz (2006a), Y rastgele degiskeni ile rastgele mukavemeti ve
X rastgele degiskeni ile rastgele yuki gosterdikleri calismalarinda bilesen
guvenilirlik 6lglimu olarak,

R=P(X&r) (8.15)

formunu kullanmglardir.

170



8. YUK-MUKAVEMET GUVENILIRLiK MODELLERINDE KULLANILAN
BAZ| iISTATISTIiK SEL DAGILIM MODELLERI Avyca Hatice TURK AN

Kat1 yakitl roketlerin yapisi incelensin. Bir kat1 yakitli roket, temel olarak
roketin dis kabugunu olusturan yanma odasi, hareket ettirici yakit yukd, yakiti
atesleyici aygit ve yanmay: durdurucu bir aygittan olusur. Hareket ettirici yakitin
yanmasi, roketin arkasindaki bir memeden hizla puiskirtilen gazlar olusturur. Gazlar
hizl1 Uretildiginden, yanma odasinda yiksek basinglarla birikirler; bu yizden, yanma
odasi bu basinca dayanacak saglamlikta olmalidir. Yanma odasi genellikle celikten,
titanyumdan ya da aliUminyum alasimlardan yapilir. Kiiclk roketlerde yanma odas
bazen plastikle guclendirilmis cam elyafindan yapilir. Yanma odasinin tasarimi
onemlidir. Ornegin, yanma olayinin yanlis hesaplanmasiyla cok fazla basing dogarsa,
oda patlayip roketi parcalayabilir. Burada, Y rastgele degiskeni ile yanma odasinin
saglamligi, X rastgele degiskeni ile yanma odasindaki maksimum basing ifade edilir
(Bilim ve Yasam Ansiklopedisi 2007).

Rulman yataklar1 donel bir saft ekseni icin yik destegi saglamak Uzere
kullamlan monteli bir yatak bicimidir. Yatak mahfazasi saft eksenine paralel bir
yluzeye monte edilir. Uygun yatak secimi; saft boyutuna, radyal ve itme yuki
gereksinimlerine gore yapilir. Rulman yataklari, saft: desteklemek icin tasarlanmustir.
Montaj yiizeyi, saft ekseni ile paralel bir hat izerindedir. Unitenin tabaninda veya
ayaklarindaki uzatilmis civata delikleri rulman yatagimin ayarlanmasina ve kolay
montajina olanak saglar. Orijinal veya degistirilen yatak segilirken, rulman
yataklarimin bazi ebatlar1 ve dlgimleri kritik dnem tasir. Saft ¢capi, yatak Unitesinin
karsilik gelen uygun delik boyutlar1 ile eslestirilir. Safta uygun boyutta Unite secilirse
yatak saft Uzerinde ve pozisyonu igerisine kolaylikla kayacak ve kilitleme aygiti
vasitas: ile sabitlenmeye hazir hale gelecektir. Burada, Y rastgele degiskeni ile
rulman yataginin ¢api, X rastgele degiskeni ile saftin ¢apr gosterilirse guvenilirlik,
ara kesisim noktasi olmadan saftin mil yatagina uymasidir (Emniyet Rulman 2005).

X ve Y, iki elektronik cihazin yasam sirelerini gosersin. Bu durumda
yukarida tanimlanan R, bir cihazin digerinden daha Once basarisiz olmasi
olasiligicir. Nadarajah ve Kotz (2006a), (X,Y)'nin f ortak olasilik yogunluk

fonksiyonlu iki degiskenli Ustel dagilima sahip oldugunu varsaymislar ve

guvenilirligi,
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¥¥

R = o0 (x, y)dydx (8.16)

0 x
olarak hesaplamislardir.
8.2.1. Freund’un iki Degiskenli Ustel Dagihm Durumu

Freund (1961), iki degiskenli Ustel dagilima iliskin ortak olasilik yogunluk

fonksiyonunu, xfO, yf0, a,f, a,, b,f, ve b, olmak lzere

ialbzeXp{' bzy' (al+a2' bz)X} Xéy

f(xy)=i

A7
Tazblexp{' blx' (al+a2' bl)y} yéX (8 )

esitligi ile vermistir. Bu dagilimda X ve Y, iki bilesene ait yasam surelerini
gostermektedir. X ve Y yasam Sireleri, sirasiyla a, ve a, parametreli bagimsiz
Ustel dagilima sahiptir. Burada bilesenler arasinda bir bagimlilik vardir. Bir bilesenin
basarisizlig: diger bilesenin yasam stresi dagilimimin parametresini degistirmektedir.
Birinci bilesen basarisizliga ugrarsa Y icin parametre b, olarak, ikinci bilesen
basarisizliga ugrarsa X igin parametre b, olarak degismektedir. X ve Y igin
marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlar: tstel degildir. Bu fonksiyonlar karma Ustel
dagilim formundadir. X ve Y ic¢in marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlar

sirasiyla,
f (X) = alTlZ_bl[(al - bl)(al +a2)exp{- (al +az)X}+ blaz eXp(' blx)] (8-18)
f (y) = ﬁ[(az - bz)(al +a2)exp{- (al +az)y}+ bzaleXp(' bzy) (8-19)

esitlikleri ile verilir. Glvenilirlik,

¥y
R:albz(‘I‘?Xp{' b,y- (a1+a2 - bz)X}dde
0 x
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al
a,+a,

R :alz‘)axp{- (a, +a,)xjdx = (8.20)

seklindedir (Nadarajah ve Kotz 20064).
8.2.2. Marshall ve Olkin’in iki Degiskenli Ustel Dagilim Durumu

Marshall ve Olkin (1967), iki degiskenli Ustel dagilima iliskin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonunu, xfO, yfO, q,, g, ve q,f olmak tzere

10, (0, +a,)expl- a,x- (@, +a,)y} xéy
} oy (8.21)

F(xy) = 10,0, +as)expl- a,y- (@, +as)x
% qseXp{' (q1+q2 +q3)y} X=Yy

esitligi ile vermiglerdir. Bu dagilimda X ve Y, iki bilesene ait yasam surelerini
gostermektedir. Bu bilesenler Ug tip soka maruz kalmaktadirlar. Bu soklar q,, g, ve
g, parametreli Poisson sirecleri tarafindan yonetilmektedir. Sokun sadece 1.
bilesene uygulanmasina iliskin parametre q,, sokun sadece 2. bilesene
uygulanmasina iliskin parametre g, ve sokun 1. ve 2. bilesenlere uygulanmasina
iliskin parametre ¢,’ddr. X ve Y’'nin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlar:

srasiylaq, +q, ve q, +0, parametreli Ustel dagilimlardir. Guvenilirlik,

¥ ¥
R=0,(a, +a,)0cexel- a.x- (@, +as)y}dydx
0 x

¥
:qlc‘?xp{' (ql 0, +q3)X}dX
0

S (8.22)

0; +Q, *0;

seklindedir (Nadarajah ve Kotz 20063).
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9. DONANIM VE YAZILIM GUVENILIRLIGINDE KULLANILAN BAZI
ISTATISTIiK SEL DAGILIM MODELLERI

Glnuimuzde her alanda kullammi yayginlasan bilgisayarlar, donanim ve
yazilim elemanlariin is birligi ile calisirlar. Bilgisayarin gbzle gorulup elle
dokunulabildigi yap elemanlar1 toplulugu, donammi olusturur. Donanim
elemanlarina 6rnek olarak klavye, monitdr ve sabit disk verilebilir. Bilgisayarda
kullanilan her tarli program ise yazilim olarak adlandirilir. Y azilim gbzle gorilmez,
bilgisayarda calistirildigi zaman giris ve c¢ikis birimlerinde gordlebilir. Yazilimlar
degisik ortamlara kaydedilmis, bilgisayarin ¢alismasim yonlendiren, verilerin dzel
amaclar dogrultusunda degerlendirilmesini saglayan sayisal kodlardir (Kesici ve
Kocabas 2006).

9.1. Donamim Guvenilirligi icin Kivet Egris

Donamm guvenilirligi icin kivet egrisi, Sekil 9.1'de verilmistir. Bu sekil ile
ilgili ayrintili agiklamalar daha 6nce 3. bolumde verilmisti.

Anlik
hata oranm

h(t)

0 Zaman t

Sekil 9.1. Donamm guvenilirligi icin kiivet egrisi (Pan 1999).
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9.2. Yazihm Guvenilirligi icin Klvet Egris

Y azilim guvenilirligi icin olast egri ise Sekil 9.2'de verilmistir. Donanim ve
yazilim egrileri arasinda iki temel farklilik vardir. Son safhalari incelendiginde
yazilimin donanim gibi artan hata oranina sahip olmadigi gortlir. Bu safhada
yazilm eskimeye baslar. Hata oram degismez. ikinci farkhilik yararli 6mir
safhasindadir. Bu safhada ise yazilim hata oraminda guclu artislar olur. Hata oram
seviyeleri asamalidir. Bunun nedeni hatalar/kusurlar bulunur ve dizeltilir. Bu

nedenle de artis sonrasi sabitleme durumu vardir.

test wararh amor ezkime

hata oram

T

Zaman

Sekil 9.2. Yazilim guvenilirligi icin kiivet egrisi (Pan 1999).

9.3. Donamim Y azihm iliskis
Donamm ve yazilim 6zellikleri karsilastirmali olarak Tablo 9.1’ de verilmisir.
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Tablo 9.1. Donamim ve Y azilim Ozellikleri Karsilastirilmas: (Ireson ve ark. 1996)

Donanim

Yazilim

» Basarisizliklar  (failures), tasarimin,
dretimin, kullanimin ve bakimin eksiklikleri

sonucu olabilir.

. Basarisizliklar, oncelikle tasarim
kusurlarindan (faults) kaynaklanir. Tamirler,
basarisizliklara neden olan kogullara karsin
saglamlik kazanmak agisindan tasarimin

diizenlenmesiyle gerceklestirilir.

* Basarisizliklar, yipranmaya bagh olarak

gerceklesenbilir. Bazen basarisizliklar

gerceklesmeden 6nce uyari gelir.

* Yipranma olgusu s6z konusu degildir.

Yazilim basarisizliklar uyari vermeden

gerceklesir.

* Tamir, ekipmanlar daha glvenilir hale

getirebilir.

» Tamir durumu yoktur. Tek ¢dzim yeniden

programlamadir.

* Guvenilirlik, hata oraninin azaldigi, arttig

ya da sabit oldugu yasam peryodlarina

* Guvenilirlik zamana bagimli dedgildir.

Guvenilirlik gelisimi zamandan etkilenebilir

baglidir. fakat bu isleme suresi iligkisi degildir. Daha
dogrusu kusurlari  (errors) bulmak ve
dizeltmek yuzinden kodun guvenilirlik
gelisiminin bir fonksiyonudur.

. Guvenilirlik zamanla iligkilidir. | «Guvenilirik ~ zamanla iligkili  degildir.

Basarisizliklar, calisma (veya depolama)

suresinin bir fonksiyonu olarak gerceklesir.

Basarisizliklar, bir program basamaginda ya

da yolunda basarisizlia neden olan

kusurlar icerildiginde gergeklesir.

* Guvenilirlik sicakhk, titresim, nem gibi

cevresel faktdrlere baghdir.

» Dis cevre program girdilerini etkilemedigi

surece givenilirligi etkilemez.

* Guvenilirlik tasarim, kullanim ve cevresel
stres faktorleri bilgilerinden teoride tahmin

edilebilir.

* Guvenilirlik herhangi bir fiziksel esastan
tahmin edilemez. Clnkl tamamen tasarim

asamasinda insan faktoriine baglhidir.

» Guvenilirlik genellikle fazlallk saglanarak

gelistirilir.

» Paralel program vyollari 6zdes ise fazlalik
guvenilirligi - gelistirmez.  Ornegin, bir yol
basarisizliga ugrarsa, diger yollarda da ayni
sorun ortaya ¢ikacaktir. Yani, 6zdes yazilim
bilesenleri kullanimi yazihm guvenilirligini
Ancak herbiri  farkl

tarafindan yazilan ve kontrol edilen farkli

gelistirmez. takim
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programlara sahip yedek durumunda paralel
yollar, guvenilirligi geligtirir.

» Basarisizliklar, bir 6rnekte bir sistemin | « Ayrik komutlarin analizinden basarisizliklar
bilesenlerinde gergeklesebilir.  Guvenilirlik | nadiren tahmin edilir. Kusurlar, programin
kritik listeleri, yiksek riskteki cihazlar | icinde rastgele var olmaktadir. Herhangi bir
tanimlamak icin kullanighdir. komut kusurlu olabilir. Guvenilirlik  kritik

listeleri uygun/isabetli degildir.

» Donanim ara yuzleri gérseldir. * Yazim arayuzleri gotrselden c¢ok

kavramsaldir.

e Donanim Urunleri, temel yapi tasl olarak | « Yazihmda standart parca yoktur.
standart bilesenleri kullanirlar. Standartlasmis mantik yapilari vardir. Yani
kisith miktarda yazihimin yeniden kullanimi

s6z konusudur.

Donanim ve yazilim birbirinden farkli olduklari halde donamim guvenilirlik
modellemesinde kullamilan matematige, yazilim guvenilirlik modellemesinde de
basvurulur.

Donanim ve yazilim guvenilirlik mihendisligi bircok kavram ve birgok
matematiksel ve istatistiksel anlatima sahiptir. Bir bilesenin ya da bir sistemin
gelecekteki davranmisim tahmin etmek amaciyla gegmis hata verilerini modellemek
icin matematik ve istatistige basvurulur. Donamim givenilirlik modellemesinde
kullamlan temel istatistiksel dagilimlar Ustel, gama, Weibull, binom, Poisson,
normal, lognormal, Bayes ve Markov dagilimlarini igerir. Bu dagilimlar: kullanmak
icin sistemlerin hatalarindan toplanan veriler, maksimum likelihood veya en kuguk
kareler tahminleri gibi yontemlerle uyumlu olmalidir. Uyumun iyiligi, ki-kare gibi
istatistiksel yontemler kullanilarak dogrulanmalidir. Elektronik ve mekanik sistemler,
zamanla koétilesme egilimindedir. Bu gavenilirlik dagilimlart degisken olarak
zamana baglidir (Wallace ve Coleman 2001).

9.4. Yazihm Giivenilirlik M tihendidiginin Onemli Kavramlari

Yazilim guvenilirligi belirli bir zamanda, tamml1 gevresel kosullar altinda,
yazilimin basarisizliga ugramaksizin islevini yerine getirme olasiligi olarak

tanimlanur.
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Bazi girdi verileri icin ¢ikti sonuglart dogru degilse, yazilim kusur (fault)
iceriyor denir. Kusur her zaman yazilimda bulunabilir ve yazilimin hatali kisminin
duzeltiimesiyle ortadan kaldirilir. Genel olarak kusur yazilimda herhangi bir
probleme neden olan kisimlardir.

Cikt1 yanlis oldugunda yazilim basarisizligi gozlenir. Bir basarisizlik yazilim
kusuru veya insan hatasi nedeniyle ortaya ¢ikar. Bir basarisizlik gozlendiginde,
yazilimda bir ya da daha ¢ok kusur bulunabilir. Kusurlar dizeltildiginde, aym
basarisizlik tekrar gerceklesmez (Zhang 1999).

Kodta veya kullamci davramist da dahil olmak Uzere cevresel kosullarda
degisiklik yapilmadig: strece yazilimin guvenilirligi sabit kalir. Herbir basarisizlik
sonrasinda, basarisizliga neden olan kusur tespit edilir ve duzeltilir. Sonra yazilimin
guvenilirligi zamanla artar. Bu durum test fazlar1 ya da safhalar: icin boyledir. t
zamanina kadar belirlenen basanisizlik sayiss M(t) ile gosterilir. M(t) nin
davramigini anlatan modeller yazilim guvenilirlik biydme modelleri (software
reliability growth models-SRGMs) olarak adlandirilir. Basarisizlik zamanlar: t,,t,,...
veya basarisizliklar arast zamanlar Dt ,Dt,,... testlerle elde edilerek modellerin

parametreleri bulunabilir. Ortalama deger fonksiyonu mlt), t anina kadar belirlenen

basarisizliklarin beklenen degerini gostermektedir. Ortalama deger fonksiyonunun

dm(t)

zamana gore tirevi, o basarisizlik yogunlugu olup | (t) ile gosterilir. Bu da

Dt® 0 iken [t;t+Dt) arahiginda belirlenen basarisizliklarin beklenen degerinin
[imitini gOsterir.

Basarisizlik yogunlugu risk orami ile kanstirlmamalidir. (i - 1). basarisizlik
t., amnda gergeklesmis iken i. basarisizligin t., + Dt amnda belirlenmesi icin
olasilik yogunlugu, risk oramdir. Risk orani, z(Dt/t,_,) ile gosterilsin. Sag kalim
analizinde bilesenlerin risk oram genellikle | (t) ile gogterilir. Bir gok arastirmaci

program risk oramni, hata oram veya basarisizlik yogunlugu olarak adlandirir.

Aslinda program risk oram z(Dt/t, ,), yazilim giivenilirlik bilytime modelleri igin

t . +Dt amnda basarisizlik yogunluguna esittir. TUm kusurlar isleyis sikligi
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bakimindan es degerse basarisizliga kadar gereken zaman ayni olasilik yogunluguna

f(t) sahiptir. Herbir kusur igin dagilim fonksiyonu

F. (t) = Of (x)ax (9.2)

z,(t)= .0 9.2)

seklindedir. Boylece herbir kusur risk orani, heniiz isleyis durumunda olmayan 6zel

bir kusurun bir basarisizliga neden olmasi olasilig: icin bir 6l¢imdir (Grottke 2001).
9.5. Yazihm Guvenilirlik M odelleri

Yazilim guvenilirlik mihendisligi, yazilim guvenilirligi icin bir 0lgu
saglamak amaciyla hata verilerine dayali olarak yazilim sisteminin bir modelini
uretir. Modellere iliskin esitlikler, en kicuk kareler ya da maksimum likelihood
tahmini gibi yontemler kullamlarak tahmin edilecek parametrelere sahiptir. Belirli bir
veri kimesi icin secilen modelin dogrulugunu kamtlamak, model fonksiyonlarinin
calisiimasint ve yinelemeyi gerektirir. Bu sonuclardan, kalan hata sayisi tahmini ve
bir sonraki hata gergeklesinceye kadar gegecek sire tahmini yapilabilir. Ayrica
tahminler icin gliven araliklar: da hesaplanabilir (Wallace ve Coleman 2001).

Baz1 popiler modellerin algoritmalar: Tablo 9.2’ de verilmistir. Tablo 9.2'de
a : tahmin edilecek bir parametreyi; f : orantili sabiti, herhangi bir kusurun tim

programa katkisint veya herbir kusur icin risk oramni; N : programdaki baslangic
kusurlarinin sayising; t.: i. ve (i - 1). basansizliklar arasindaki siireyi; D : programin
baglangi¢c hata oramini; k: geometrik fonksiyonun parametresini; p: bir basarisizlik

gerceklestiginde basarisizligin ortadan kaldirilma olasiligim gostermektedir (Wallace
ve Coleman 2001).
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Tablo 9.2. Yazilim guvenilirlik hata oram modelleri (Wallace ve Coleman 2001).

Model adi
f(t) olasilik yogunluk (TN G- VMool £ (N- (-1
ko N~ G- Despl- £ (N- - 1))
inski- —
Moranda R(t')_l F(t) _ exp(- f (N - i+1),)
guvenilirlik fonksiyonu
| (t,) risk fonksiyonu fIN-(i-1)]
f(ti)_ olasilik  yogunluk FIN- (- D exp ( 1)]t.zg
fonksiyonu é o
Schick-
Wolverton | R(t)=1- F(t) expae MQ
guvenilirlik fonksiyonu 2 o
| (t,) risk fonksiyonu fIN- (-2
f(ti)_ olasilik  yogunluk DK+ expl- DKt
M fonksiyonu
Geometric R(t'):lF(t') _ exp(— Dki'lti)
guvenilirlik fonksiyonu
| (t,) risk fonksiyonu exp(- DK'"?)
f(t) olasilik yogunluk IN- ofi - Vel 1IN - ofi -
o, |onksyon [N - pi- Dexp(- [N - p(i- 1))
o TR(t)=1-F()
' ! fIN - t.
Okumoto guvenilirlik fonksiyonu exp( [ p( ) )
| (t,) risk fonksiyonu f[N- p(i- 1]
f(t) olashk yoguniuk| € x(i) dé 1 @
fonksiyonu & +x()8 & +x()g
Littlewood- | R(t ) =1- F(,) daex() ve 1 o
Verrdl | givenilirlik fonksiyonu Pfags+x(i)H Ss+x(i)$s
: _ a
| (t,) risk fonksiyonu Cox ()
f(t) olasihik yogunluk b(t-g)b'lexpa? g-9¢ 9
fonksiyonu q° é 8 q g 5
_ b
wabu | RU)=L- L) oo §00 2
guvenilirlik fonksiyonu edqd gy
b-1
| (t,) risk fonksiyonu %&Mg
q @
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Homojen olmayan Poisson sireci (non-homogeneous Poisson process-
NHPP), yazilim guvenilirlik analizinde, kusur belirleme sirecini (fault detection
process) tanimlamak icin kullanilir.

{N(t),t2 0}, t amna kadar birikimli basarisizlik sayisini gostersin. N(t),
m(t) ortalama deger fonksiyonu ile Poisson dagilimina sahipse, sayma siireci

{N(t).t2 o}, I (t) yogunluk fonksiyonu ile homojen olmayan Poisson siirecidir.

p{N(t) =k} = 2P r'if))mk(t) k=012.. 9.3)

Burada m(t):E[N(t)] dir. Yani, ortalama deger fonksiyonu birikimli
basarisizliklarin beklenen degeridir. Yazilhim givenilirligi, R(x/t) t amunda son
basanisizhgin  gerceklestizi  verilmisken, (t,t+x) zaman araliginda yazihm

basarisizlig1 gerceklesmemesi olasiligidir.

R(x/t) = exp[- (m(t +x)- mit))] (94)

seklinde yazilir. t =0 iken R(x/0)=-m(x) ve t =¥ iken R(x/¥)=1 dir.

Homojen olmayan Poisson siireci modelleri, basarisizlik yogunlugunun, artan
kusur icerigi (residual fault content) ile orantili oldugunu varsayar. Homojen
olmayan Poisson sireci yazilim guvenilirlik biyime modellerinin  (software
reliability growth modelsy SRGMs) genel sinifi,

9T0) ) i) ©5)

diferansiyel denkleminin géziimi ile elde edilir. a(t) ve b(t) fonksiyonlarinin sabit
olmasi, Goel-Okumoto NHPP modeli olarak bilinir (Goel ve Okumoto 1979).
a(t)’nin sabit olmasi, hata ayiklama (debugging process) esnasinda yeni kusurun
dahil olmadig: anlamina gelir. Sabit b(t), basarisizlik yogunluk fonksiyonunun | (t)

artik kusurlarin (remaining faults) sayisi ile orantili oldugunu ifade eder. (9.5) deki
diferansiyel denklemin genel ¢oziimu,
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mit) = expl- B(t)]Zé_wéa(t bt )exp(B)) ©6)

[ @by ey ent?

t
seklindedir (Pham ve ark. 1999). Burada, B(t)=gplt )dt ve mt,)=m, dir. Hata

0

ayiklama slrecinin baslangic zamam t, ile gosterilir. Birgok NHPP modeli
(9.6)’daki esitlik ile verilen genel modelin 6zel bir durumu olarak distndlebilir.
Artan a(t) fonksiyonu, artan toplam kusur sayisim belirtir. Bu da kusurlu hata
ayiklama (imperfect debugging) durumunu yansitir.

Diger bir model olarak kusurlu hata ayiklama ve 6grenme modelinin (model
with imperfect debugging and learning) varsayimlart:
i. zaman bagiml1 S bigimli kusur tespit fonksiyonu
ii. artan zaman bagimli kusur igerik fonksiyonu
seklindedir.

Bu modelde, kusurlu hata ayiklama ifadesi ile anlatiimak istenen, kusurlarin
hata ayiklama safhasi esnasinda da dahil olabildigidir. Model, kusur tespit oram
fonksiyonu b(t)’nin, azalmayan S bigimli egri oldugunu varsayar (Ohba 1984, Ohba

ve Yamada 1984). a(t) ve b(t) srasiyla

alt)=c+a(l- exp(- at)) (9.7)

_ b
b(t) = 1D el bi) (9.8)

seklindedir.Burada, a =a(0) testten énce yazilimda bulunan baslangi¢ kusurlarinin
toplam sayisi icin parametredir. b(O) = % baslangi¢ kusur tespit oranidir. Burada

toplam kusur icerik fonksiyonu a(t) azalmayan bir fonksiyondur ve zamana gore

Ustel olarak artar. Bunun anlami, baslangigta yazilima ¢ok sayida kusur dahil olabilir.
Test devam ederken baslangic orani (introduction rate) azalir. Test safhasinin
baslangicinda, ¢ok sayida kusur dahil edilir. Belirli bir zaman sonra, gelistirici
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yazilim hakkinda daha ¢ok sey 6grenir ve daha az kusur dahil olur. Bu yilizden c,
yazilimda baslangi¢ kusur sayisi olarak yorumlanabilir ve a kusur baslangic
oramdir. Kusur tespit oram fonksiyonu b(t), artik sabit degildir. Fakat donim S-
sekilli model (inflection S-shaped model) ile azalmayan bir fonksiyondur. Sekil
9.4'te goruldigi gibi, testin baslangicinda kusur tespit orani yavasga artar. Cunki
kontrolculer yazilim hakkinda az bilgiye sahiptir. Belirli bir zaman sonrasinda
bilgileri artar ve kusur tespiti hizli oranda artar. Fakat testin sonunda kusur tespit
oran yavaslar. Clnki artik kusurlarin gogu yazilimdan kaldiril mistir.

|

Sekil 9.3. Kusur icerik fonksiyonu grafigi (Zhang 1999).

Yo

t

Sekil 9.4. Kusur tespit oram fonksiyonu grafigi (Zhang 1999).

(9.7) ve (9.8)'deki srasiyla alt) ve blt) esitlikleri m(0)=0 ile (9.6) daki

esitlikte yerine konursa ortalama deger fonksiyonu,

m(t) = (1/(L+ b exp(- bt))(c+a)

(- expl- bt))- £ Jocp(- ar)- expl- b)) ©9
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olarak elde edilir (Zhang 1999).

t test amnda her bir kusur i¢in kusur tespit oran: ise

d(t):d%t(t)a_ '; 0 (9.10)

seklindedir (Huang ve ark. 2003).

Gulntimtizde yazilim guvenilirlik arastirmalarinda genel tahmin modellerini
gelistirmek oldukga onemlidir. Bu amagla, Li ve ark. (2006), yazilim guvenilirlik
tahmini igin yazilim guvenilirlik modellerinin hiyerarsik bir karmasint (hierarchical
mixture of software reliability modelsHMSRM) o6nermislerdir. Bu Onerileri
uzmanlarin hiyerarsik karmalar1 (hierarchical mixtures of expertYHME) yapisi igin
bir drnek olusturur. HMSRM’de yazilim guvenilirlik modelleri, uzmanlar olarak
kullanlir. Li ve ark. (2006), HMSRM’ nin guvenilirlik tahmini icin gelecegi parlak
bir yontem oldugu sonucuna varmislardir.

Y azilim sisteminde karma dagilim kullamimina da rastlanmaktadir. Moduller
farkl: sirket gruplar1 tarafindan yazilmis olabilir. Karma dagilimda herbir bilesen
yogunlugu farkli bir sirket grubundan saglanmis module aittir. Karma oranlari ise
sirket gruplarimin modul katk: oranlaridir (Trivedi 2006).

9.5.1. Jelinski Moranda M oddli

Bu model ilk guvenilirlik modellerinden biridir. Ustel sira istatistik model
(exponential order statistics model) simifina aittir (Ahuja ve ark. 2003). Sira istatistik
problemi sdyle agiklanmir. Uriin N 3 0 olacak sekilde bilinmeyen N sayida kusur
icersin. i. kusur Uriin islerken ilk kez D, amnda gozlensin. Urlin T =0 amnda
isleme konsun ve Urdndn islemleri sabit TfO amna kadar gozlensin. Gézlenen

kusurlarin aninda rapor edildigi varsayilmaktadir. T zamanina kadar rapor edilen R

sayidaki kusura iliskin rapor zamanlart T, £T, £...£T, olacak sekilde iliskilidir.
Boylece T,,..., T, rastgele degiskenleri D,,...,D, rastgele degiskenlerinin ilk R sira
istatistigidir. Burada D,,...,D,, rastgele degiskenlerinin her birinin bilinmeyen | 7O
oran parametresiyle Ustel dagilima sahip, bagimsiz ve 0Ozdes dagilan rastgele
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degiskenler oldugu varsayilmaktadir. Bu varsayim nedeniyle bu problem Ustel sira
istatistik problemi olarak bilinir. Bu problem ilk kez Jelinski ve Moranda (1972)
tarafindan yazilim glvenilirlik sorunlart icin bir model olarak ileri strGimistor.
Genellikle Jelinski-Moranda olarak sz edilir (Finkelstein ve ark. 1999). Modelin
varsayimlar asagida verilmistir.

1. Tedtin baslangicinda yazilim kodu sabit fakat bilinmeyen u, sayida kusur icerir.

2. Herbir kusur anhik basarisizliga neden olma olasiligi bakimindan esdeger
tehlikelidir. Herbir kusurun risk orant zamanla degismez sabit f degerindedir.

3. Basarisizliklar iliskili degildir. Basarisizliklar arast zamanlar (Dtl,th,...,DtN)

bagimsizdir.
4. Bir basarisizliga neden olan kusur yazilimayeni bir kusur dahil edilmeden ortadan
kaldirilir.

(i - 1). kusur ortadan kaldirldiktan sonra programun risk oran, bir kusurun

risk oraniyla (z, (t)=f ) birlikte yazilimda kalan kusurlarin sayisiyla orantilidhr.
Z(Dt/ti-l) =f [uo -M (ti-l)] =f [uo } (i } 1)] (9.11)

Bu model icin basarisizlik yogunluk fonksiyonu, baslangic kusur sayisi ve tek

bir kusurun isleyisine kadar gerekli zamanin olasilik yogunlugu f,(t) carpimina

esittir. Yani,

~—

% = U, fa(t) = Uf exp(- ft) (9.12)

seklindedir. BOylece ortalama deger fonksiyonu,
m(t) = u,[1- exp(- t)] (9.13)
olarak verilir. (9.12) ve (9.13) ssitlikleri yardimiyla basarisizlik yogunlugu,

dmft) .
T—f[u0 m(t)] (9.14)

~—
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olarak elde edilir. (9.14)'deki esitlige gore, t amnda yazilimin basarisizlik
yogunlugu yazilimda kalan kusurlarin beklenen degeri ile orantilidir (Grottke 2001).

9.5.2. Schick-Wolverton M oddli

Bir varsayim diginda Jelinski Moranda modeli ile aym varsayimlara sahiptir.
Bu modelde risk fonksiyonu, kalan kusur sayisi ve son basarisizliktan bu yana gegen
zaman ile orantilidir (Kadifeli 1989). Bu modele iliskin risk fonksiyonu,

I ()=f[N- (-2 (9.15)

seklindedir. Burada, f : orantil1 bir sabit, herhangi bir kusurun tiim programa katkisi
yada sabit kusur risk oramini; N : programdaki baslangi¢ kusurlarinin sayising; t. : i.

ve (i - 1). bagarisizliklar arasindaki siireyi gostermektedir.

9.5.3. God-Okumoto M oddli

Goel ve Okumoto (1979) tarafindan 6nerilen modelin varsayimlari asagidaki
gibidir.
1. t aninda belirlenen basarisizliklarin sayisi Poisson dagilimina sahiptir. Ortalama

deger fonksiyonunun sinir kosullari,

m(0) =0 (9.16)
ve

limmit) = Na&¥ (9.17)
seklindedir.

2. Dt® 0 iken (t,t+Dt] aralizinda gergeklesen yazilim basarisizliklarinin sayisi,
tespit edilmemis kusurlarin beklenen degeri (N - mft)) ile orantihdir. Orant: sabiti

f'dir. t&,a4.&, olacak sekilde zamanlarin sonlu bir koleksiyonu igin,
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(O,tl), (tl,tz),...,(tn_l,tn) ayrik araliklarin herbirinde gerceklesen basarisizliklarin
say1si birbirinden bagimsizdr.

3. Ne zaman bhir basarisizlik gerceklesse, o basarisizliga neden olan kusur yazilima
yeni bir kusur dahil etmeden anlik olarak ortadan kaldirilir.

Herbir kusur bir basarisizliga neden olduktan hemen sonra tamir stz konusu
oldugundan, testin baslangicinda yazilim baslangic kusurlarimin sayisi, sonsuz
miktarda test sonrasinda gerceklesmis olacak basarisizliklarin sayisina esittir. 1.
varsayimagore M (¥), N ortalamasi ile Poisson dagilimina sahiptir. Bu nedenle, N
baslangic yazilim kusurlarinin  beklenen degeridir. 2. varsayimdan, t amnda
basarisizlik yogunlugu,

dmit) =f [N - m(t)] (9.18)

dt
esitligi ile verilir. Jelinski-Moranda modelinde oldugu gibi basarisizlik yogunlugu,
tek bir kusurun sabit risk oram ile yazilimda kalan kusurlarin beklenen degerinin
carpimina esittir. Bununla birlikte N ’in kendisi bir beklenen degerdir (Grottke
2001).

9.5.4. Bayes Yazihm Guvenilirlik Buyime M odelleri

Daha once incelenen modellerde parametrelerin sabit ama bilinmedigi
distuntlmekteydi. Bayes modellerinde veri yoklugu durumunda parametrelerin sabit
ve bilinmeyen degerde olmadigi dustinultr. Fakat dnsel dagilima (prior distribution)
sship oldugu dustiniilir. Parametre vektorii q'min onsel yogunlugu plg) ile
gogerilsin. Bilinmeyen fakat gozlenen veri (t amnda belirlenen basarisizlik sayisi
veya basarisizlik zamanlar: gibi) y olsun. Bu gbzlenen veriler yazilim guvenilirlik
blyime modeli yoluyla parametrelere baglicir. Belirli bir parametre degeri icin veri,
p(y/q) kosullu dagilimina sahiptir. Parametre degerleri bilinmediginden, y’'nin
Onsel dagilimi, olast g degerleri Uzerinde y ve g’min ortak dagilimimin integrali

alindiginda,
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p(y) = ¢ p(y,a)da = ¢ p(y/a)pla)da (9.19)

esitligi ile verilir. Bir yazilim guvenilirlik biyume modeli verilmisken, model
parametrelerinin  dagilimina iliskin varsayim saglamyorsa, miktarlarin dagilimi
hesaplanabilir. Ornegin t, amnda gozlenen basarisizliklarin sayisinin dagilimi
dolayisiyla onun beklenen degeri elde edilebilir. Yani hichir basarisizlik
g6zlenmeden bu bilgilere ulasilabilir.

Model parametrelerinin 6nsel dagilimi, yazilimin yapisal bilgiler ya da
deneyimler sonucu olusturulur. Ancak bu gergekle gelisebilir. Veriler kullamlabilirse,
model parametrelerinin varsayilan dagilimlari; gozlenen deger verilmis iken model
parametrelerinin

_pla.y) _ plya)p@)
P)=00) = Splyialola)de (620

kosullu dagilimimin hesabr ile giincellestirilebilir. Goriildugi gibi, p(g/y) sonsal
dagilimini  (posterior distribution) elde etmek igin sadece p(y/q) ve p(q)
gerekmektedir. Ornegin t, aminda ilk basarisizlik gozlendikten sonra y:{tl} ve
q'nin 6nsel dagilimi (9.20)'deki esitlik kullanilarak p(gly) hesaplanabilir. t, + Dt
aninda belirlenen basarisizlik sayisi dagilimi tahmin edilebilir. Genel olarak, bir

sonraki basarisizlik gergeklesene kadar gececek zaman gibi bilinmeyen gozlenebilen
y 'min sonsal tahmin dagilim (posterior predictive distribution),

p(¥1y) = ¢ p(¥.a0y)da = ¢ p(¥a. y)plary)da
= ¢ p(¥/a) plary)da (9.21)

esitligi ile verilir (Grottke 2001).
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9.5.4.1. Littlewood ve Verrall Bayes M odeli

Bu model basarisizliklar arasi zamana dayali, Bayes yazilim guvenilirlik
blyime modelidir. Basarisizliklar arast zamamin Ustel dagilima sahip oldugu
varsayilir. Oyleki, dagihimin parametresi, gama dagilimina sahip bir rastgele
degiskendir (Wagner ve Fischer 2005). Modelin varsayimlar: asagidaki gibidir.

1. Basarisizliklar arasindaki basarili uygulama zamanlar: i =1,...,n olmak Uzere x,

parametreleri ile bagimsiz Ustel rastgele degiskenlerdir. Yani ilgili olasilik yogunluk

fonksiyonu
F(t /%) =x exp(- xt,) 9.22)

seklindedir (Wu ?77?).
2. Bagimsiz rastgele degiskenlerin bir silsilesi olan x,’lerin herbiri a ve Y (i)
parametreleri ile gama dagilimina sahiptir. Burada a sekil parametresi iken, Y (i)

yayilim parametresidir. Buna gore X; igin olasilik yogunluk fonksiyonu,

g(xi)=““§(;a§“exp(- Y (i) ©23)
seklindedir. 1. ve 2. varsayimlardan,
16)= 07l ol o, =a 029

yazilabilir. Ayrica guvenilirlik fonksiyonu,
" é v() u
RL) =1- oo (et = ei()u (0.25)

seklindedir (Wu 222?).
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3. Y(i), artan bir fonksiyondur. Programcinin deneyimini/tecriibesini ve gorevin
zorlugunu tammlar. Bu modelde, Y (i) igin birinci dereceden ve ikinci dereceden

formlar dnerilmistir (Wagner ve Fischer 2005). Bunlar sirastyla

Y(i)=b, +b,i (9.26)
ve

Y(i)=b, +b,i? (9.27)

seklindedir (Cetiner 2007).
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10. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasinda, guvenilirlik analizinde kullanmilan tek degiskenli, iki
degiskenli, karma, karistirilmis, bilesik ve genellestirilmis istatistiksel dagilim
modellerinin uygulama alanlar1 ve 6zellikleri incelenmistir. Guvenilirlik analizi
problemine en uygun istatistiksel dagilimun belirlenmesi ele alinmis ve drneklerle
aciklanmugtir.

Bu tez calismasindan hareketle bundan sonra sistem guvenilirligi
arastrmasinda, sistem yasam siresi dagilim icin guvenilirlik blok diyagramlarinin
olusturulmasi, bu guavenilirlik blok diyagramlart igin  olasilik  yogunluk
fonksiyonlarimin  ve buna bagli olarak glvenilirlik fonksiyonlarimin ve risk
fonksiyonlarinin olusturulmas: arastirilabilir. Uriin givenilirligini hesaplamak icin
farkl: yaklasimlarla dahaiyi yontemler gelistirilebilir.
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