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OZET
YUKSEK LiSANS TEZI

H*(r) HIPERBOLOID MODELIi UZERINDEKIi SPIRALLERIN
GEOMETRISi

Feray irem BATMACA YILMAZ
Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Mustafa KAZAZ

Bu tez ¢alismast 3-boyutlu Minkowski uzaymnda H*(r) Hiperboloid modeli

tizerinde yatan spiraller tizerine bir ¢alismadir. Birinci bolim giris kismina
ayrilmistir. Ikinci boliimde Minkowski 3-uzay: ile ilgili gerekli temel kavramlar
verilmistir. Minkowski 3-uzayindaki vektorler, egriler ve ylizeyler spacelike,

timelike ve lightlike karakterine sahip olabilmektedir. r —yarigapli ve O merkezli

timelike vektorlerin kiimesi H;?(r) ile gosterilen hiperbolik kiiredir. HZ*(r),

Oklidyen anlamda iki kanatli hiperboloid olup, pozitif kanadi H* (r) ile gosterilir.

H+(I’) spacelike yiizeyi lizerinde herhangi bir noktadaki teget diizlem spacelike

olacagindan, bu yiizey ilizerinde sadece spacelike egriler mevcuttur. Boylece bu
yiizey lizerindeki spiraller spacelike egrilerdir.

Bu c¢alismada, oncelikle H*(r) modeli tizerindeki spirallerin Frenet catisi,

Frenet tiirev formiilleri, ani ddnme vektdrii hesaplanmustir. Ikinci olarak, bu egrilerin
Darboux ¢atisi, Darboux tiirev formiilleri ve Darboux ani donme vektorii elde
edilmistir. Frenet ve Darboux c¢atis1 arasindaki iliski incelenmistir. Son olarak,
egrinin diferansiyel geometrik 6zellikleri incelenmis ve Maple programu ile grafikleri
¢izilmistir.

Anahtar Kelimeler: Darboux Catisi, Frenet Catisi, Minkowski 3-uzayi, Spacelike
egriler, Spacelike ylizeyler.
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

THE GEOMETRY OF SPIRALS ON THE HYPERBOLOID MODEL H" (r)
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Manisa Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Mustafa KAZAZ

This thesis is a study on spirals on the Hyperboloid model H*(r) in 3-

dimensional Minkowski space. The first chapter is devoted to the introduction. In the
second chapter, some necessary basic concepts about Minkowski 3-space are given.
Vectors, curves and surfaces in Minkowski 3-space may have spacelike, timelike and
lightlike characters. The set of timelike vectors r —radius and with center O is the

hyperbolic sphere H;?(r). In Euclidean case, Hj*(r) is a hyperboloid of two
sheets and its positive side is denoted with H* (r) . Since tangent plane at any point

on the spacelike surface H*(r) is spacelike, only spacelike curves exist on this
surface. Therefore, the spirals on this surface are spacelike curves.

In this study, firstly, the Frenet frame, the Frenet derivative formulas, and the
instantaneous rotation vector of the spirals on the H+(r) model were calculated.
Secondly, the Darboux frame, the Darboux derivative formulas and the Darboux
instantaneous rotation vector of these curves are obtained. The relationship between
the Frenet and Darboux frames is investigated. Finally, the differential geometric
properties of the curve were investigated and their graphs were drawn with the Maple
program.

Keywords: Darboux frame, Frenet frame, Minkowski 3-space, Spacelike curves,
Spacelike surfaces.
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1.GIRiS

3-boyutlu reel uzay IR® igin 1847 yilinda Frenet ve 1851°de ise Serret
birbirinden habersiz olarak uzay egrilerinin diferansiyel geometrileri ile ilgili
caligmalar yapmustir [7]. Frenet ¢atist bir egriyi analiz etmede kullanilan 6nemli
araglardan olup egrinin her noktasinda koordinat sistemini saglayan hareketli bir

catidir. Frenet ¢atisi ile egrinin iizerinde egrilik ve burulma fonksiyonlar: tanimlanir

[9]. Frenet ve Serret, {T, N, B} Frenet ¢atisi olarak bilinen ortonormal gatiy1 bir s

yay parametresi tarafindan parametrize edilen bir o uzay egrisi boyunca
tamimlamustir. Bu o egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlari tanimim ilk defa
Aoust 1876 yilinda ifade edilmistir. Monge ise analitik olarak egrilik tanimini 1775
yilinda ifade ederken, burulmay1 Lancet 1806 yilinda ilk kez ifade etmistir [7].
Diferensiyel geometride uzay egrileri i¢in 6nemli bir yere sahip olan Darboux
tarafindan bulunan ve bir egri boyunca Frenet ¢atismin ani donme vektori

f =7T + xB olarak tanimlanmistir [8].

3-boyutlu Minkowski uzaymda egriler ve yiizeylerin geometrik o6zellikleri
bir¢ok bilim insani tarafindan arastirilmistir. Minkowski uzay1 matematiksel fizikteki
gorelilikten tiiremistir. Minkowski, eski 6grencisi Albert Einstein tarafindan 1905'te
ortaya atilan ve Lorentz ve Poincaré'nin onceki ¢aligmalarina dayanan 6zel gorelilik
teorisine dayanir. 1907'de Alman matematik¢i Minkowski tarafindan uzayin iig
boyutu ile zaman boyutunu birlestiren dort boyutlu bir uzay zamani olabildigi ifade
edilmistir. Teorik fizikte Minkowski uzay ile Oklid uzay1 birbirinden farklidir. Oklid
uzay1 sadece spacelike boyuta sahipken, Minkowski uzay ise timelike boyuta sahip
olur. Bdylece simetri grubu Oklid uzaymnda bir Oklidyen grup olurken, Minkowski
uzayda Poincare gruptur [12]. Oklid uzaymda iyi bilinen ve Oklidyen olmayan

geometrilerden Hiperbolik geometrinin, IR’ uzayinda H;(r) ile gdsterilen ve

hiperboloid modeli olarak isimlendirilen bir modeli vardir. Bu model, gergekte, r—
uzunluklu timelike vektorlerin kiimesi olan r —yarigaplt Hiperbolik kiiredir [13].
Spiral, bir merkez noktadan dogup bu nokta etrafinda donerek kademeli
sekilde uzaklasan bir egridir. Dogada spiraller i¢in birgok drnek gérmek miimkiindiir.
Ornegin; galaksiler, bitkiler ve hayvanlarin yapisinda spiral  &rnekleri
bulunabilmektedir. Spiraller tizerine bazi ¢alismalar [6, 11, 14, 15] kaynaklarindan

incelenebilir.



Bu tez calismasinda yararlandigimiz [1] numarali g¢alismada spacelike

spiralleri veren diferansiyel denklemler tanimlanmis ve bu bilgiler yardimiyla bu
egrilerin parametrizasyonlar1 verilmistir. Hiperboloid H*(r) modelinin yiizeyindeki
tiim spiralleri

2re™ 2re™ r(1+e*)
ai(t): o, 1C0$(t),m3|n(t),w

parametrizasyonu ile verildigini gostermislerdir [1]. Bu tezde bu egrinin Frenet
catisi, Frenet tiirev formiilleri, ani donme vektorii hesaplanmistir. Daha sonra bu
egriye ait Darboux catisi, Darboux tiirev formiilleri, Darboux ani donme vektorii

hesaplanmistir. Son olarak bu iki ¢at1 arasindaki iligki bulunmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, IR’ Minkowski 3-boyutlu uzaymin temel kavramlar: ile bu

uzaydaki egrilerin teorisi ve Frenet tiirev formiilleri, son olarak da yiizeyler teorisi ve

Darboux tiirev formiilleri verilmistir.

2.1. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Temel Kavramlar

Bu boliimde, 3-boyutlu Minkowski uzayr IR} ile ilgili temel tanim ve

teoremler verilecektir.

Tamm 2.1.1. IR® standart reel vektor uzayi iizerinde Minkowski i¢ ¢arpim
<,>: IR*xIR®* = IR
(a,b)—>(a,b)=ah +a,b, —ah,
olarak tanimlanir. Burada a=(a,,a,,a,) ve b=(b,b,,b,) e IR’ diir. Bu Lorentziyen
i¢ carpim ile birlikte IR® Afin uzayi, Minkowski 3-uzay1 (veya Lorentziyen 3-uzay

veya 3-boyutlu Lorentziyen uzay1) olarak isimlendirilir ve IR/ ile gosterilir [3, 10].

Lorentziyen i¢ carpim pozitif tammli olmadigi igin, IR} uzaymdaki vektdrler

asagidaki gibi ii¢ farkli Lorentziyen karaktere sahip olabilirler.

Tanm 2.1.2. a=(a,,a,,3;) € IR} olmak iizere,
i) (a,a)>0 veya a=0 ise a vektdriine spacelike (uzayst),
i) (a,a)<0 ise a vektoriine timelike (zamans),
iii) <a,a> =0 ve a=0 ise a vektoriine lightlike (1s1ks1, null)

vektor denir [2, 10].

IR} uzayinin biitiin 151ks1 vektorlerinin kiimesi
r={aeIR}|(a,a)=0,a=0

esitligi ile verilir ve 151k konisi olarak adlandirilir [2].



Timelike vektorlerin 11k konisinin iginde, lightlike (veya null) vektorlerin 1s1k
konisinin iizerinde ve spacelike vektorlerin de 1s1k konisinin disinda bulundugunu

Sekil 2.1.1. gostermektedir [3].

£ 2

b lighl-like

c space-iike

D e ek - Y

- - —

Sekil 2.1.1. IR} Uzayinda Vektorler [3]

Tamm 2.1.3. Bir a=(a,,a,,3,) € IR} vektdriiniin normu

] = l{a.a)

olarak tanimlanir. Eger ||a|| =1 ise, bu vektore birim vektor denir [3].

Tamm 2.1.4. ([13]):

i) Hiperbolik aci: a ve b, IR® de iki timelike vektér olsun.
<a,b>:—||a||||b||cosh9 olacak sekilde bir #>0 reel sayisina, a ve b

vektorleri arasindaki hiperbolik ag1 denir.

ii) Merkez aci: a ve b, IR} de iki spacelike vektdr ve bu vektodrlerin gerdigi
diizlem timelike olsun. <a,b>:||a|||| b||COSh49 olacak sekilde bir >0 reel

sayisina, & ve b vektorleri arasindaki merkez ag1 denir.

iii) Spacelike aci: a ve b, IR? de iki spacelike vektdr ve bu vektodrlerin gerdigi
diizlem spacelike olsun. \(a,b)\:||a|||| b||C086’ olacak sekilde bir >0 reel

sayisina, & ve b vektorleri arasindaki spacelike ag1 denir.



iv) Lorentziyen timelike ag1: a, IR} de bir spacelike vektdr ve b, IR} de bir
timelike vektor olsun. |(a,b)|=||a]|[bfsinhé olacak sekilde bir §>0 reel

sayisina, & ve b vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike ag1 denir.

Lemma 2.1.5. IR} uzayimdaki vektorler icin asagidaki dzellikler saglanir:

i) ki timelike vektor birbirine dik olamaz.
i) Iki lighlike (null) vektoriin birbirlerine dik olmalar1 i¢in gerek ve yeter sart bu
vektorlerin lineer bagimli olmalaridir.

iii) Bir timelike vektor ile bir lighlike (null) vektor birbirlerine dik olamaz [2].

Tamm 2.16. a=(a,a,a,) ve b=(b,b,b)elIR’ keyfi iki vektér olsun. Bu
vektorlerin Lorentziyen vektorel ¢arpimi
axb=(ab,—ab;,ab,—ah,ab, —ab)

seklinde tanimlanir [3].

Buna gore
5_1,i=jise ve e—(55 5) i=123
IJ_O,Iijise P i1 ~i21~i3 /s e
olmak tizere
- —€, &
axb=det q a, a; =(asbz—azb3,a1b3—a3b1,a1b2—azbl)
b, b, b,

ile verilir. Burada
e, xXe,=6,, €,X8,=—€, ;X =—6,
dir [3].
Teorem 2.1.7. ([3]) a=(a,a,,a;), b=(h,b,,b;) ve c=(c,c,,c,)elIR’ uzaymnda
ti¢ vektor olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler mevcuttur.

i) (axb,c)=—det(a,b,c)

ii) (axb)xc=-(a,c)b+(b,c)a
iif) (axb,a)=0 ve (axh,b)=0
{

iv) (axb,axb)=—(aa)(b,b)+((ab))’



2.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Egriler Teorisi ve Frenet Catisi

Bu béliimde, 3-boyutlu Minkowski uzayr IR de egriler teorisi ve Frenet

catisi i¢in temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.2.1. I IR ve I=(a,b) agik alt araligs igin,
a:l IR}
t—>a(t)=(a (). (1).a(1)
diferansiyellenebilir bir déniisim olmak iizere a(I)c IR} alt kiimesi IR}

Minkowski uzayinda diferensiyellenebilir egri (parametrik egri) olarak adlandirilir
[10].
a:lcIR=> IR}, a(t)=(a(t),a,(t).as(t)) egrisi diferansiyellenebilir

olsun. a'(t)z(al'(t), a,(t), a;(t))e IR} vektoriine « egrisinin «(t) noktasindaki

teget vektorli (hiz vektori) denir [10].

Her tel icin o (t) vektorii sifirdan farkli ise yani her tel icin o (t) =0

oluyorsa (dolayisiyla,

Hd” 1 —>IR, t—> Ha”(t) = Ha' (t)” = \/‘[al (t)]z +[a'2 (t)}2 _[aé (t)]

olarak tanimlanan Ha” fonksiyonuna o egrisinin skaler hiz fonksiyonu ve

a (t)” #0) ise a ya regiiler egri denir [10].

2

Ha' (t)” € IR reel sayisina da a egrisinin t noktasindaki (skaler) hizi denir [10].

a:l cIR—> IR, a(t)=(a(t),a,(t),ay(t)) egrisi diferansiyellenebilir
olsun. Her tel igin o (t)|=1 ise @ ya birim hizli bir egri denir. Bu durumda
t el parametresine de egrinin yay uzunlugu parametresi denir [10]. Genellikle bir
egrinin yay uzunlugu parametresi t yerine s ile gosterilir. Her t el igin Ha' (t)” =1

ise a ya birim hizli olmayan bir egri denir.



Tamm 2.2.2. «:1 c IR— IR} birim hizli bir egri olsun. a'(s):T(S) esitligi ile
gosterilen T (S) vektoriine S noktasindaki birim teget vektdr denir ve

[T () =|

noktasindaki egriligi denir. K(S) # 0 olan noktalarda T'(S) = K(S) N (S) esitligi ile

a'(s)”:l dir. K(S)=||T'(S)|| sayist ile gosterilen « egrisinin S

verilen N (S) birim vektorine S noktasindaki asli normal vektdor denir.
B(S)=T(S)>< N (S) birim vektorine S noktasindaki binormal vektor denir.

B’(S):—r(S)N(S) ile tanimlanan 2'(8) sayisina ¢ egrisinin S noktasindaki

burulmasi denir [2].

Tamm 2.2.3. «:1 cIR— IR, a=«a(t), IR’ de bir diferansiyellenebilir egri olsun.
Eger o egrisinin o'(t) teget vektdrii bir spacelike, timelike veya null vektor ise

a = a(t) egrisine, sirasiyla, spacelike, timelike veya null egri ad1 verilir [10].

Minkowski 3-uzayinda regiiler bir egri @ ve teget vektorii T olsun. Eger T

vektorii sabit bir dogrultuyla sabit bir ag1 yapiyorsa,
(T,u) =sabit =0

ise a egrisine Minkowski 3- uzayinda genel helis denir [16].

Biitiin noktalar1 bir diizlem tizerinde kalan egrilere diizlemsel egri denir.

Teorem 2.2.4. Eger bir (spacelike veya timelike) a egrisi IR} de bir helis ise bu

durumda, L sabit bir fonksiyondur. 7 =0 ise a diizlem egrisidir [2].
K

Simdi birim hizli egriler i¢in Frenet catisini, egrilik, burulma, Frenet tiirev

formiillerini ve Frenet ani donme vektorlerini verelim.

Tamm 2.2.5. a:1 — IR} Minkowski 3-uzayinda birim hizli bir egri olsun. Vt € |

icin « =a(t) egrisinin spacelike ve timelike olma durumlarina gére Frenet tiirev

formiilleri asagidaki gibi verilir [2, 3, 5]:



1) o egrisi bir spacelike egri olsun. Dolayisiyla, egrinin T(t) birim teget
vektorii de bir spacelike vektordiir. Bu durumda T'(t) vektdriiniin spacelike
veya timelike olma durumlarina gore Frenet tiirev formiilleri asagidaki gibi
verilir:

° T'(t) spacelike vektor olsun. Bu durumda <T ,T> =1, <N N > =lvyani T (t)
ve N (t) vektorleri spacelike vektordiir. <B,B>=—1 olup B(t) vektoril ise
timelike vektordiir.

{T.N,B} Frenet catis;, «(t) egrilik ve 7(t) burulma fonksiyonlar: ve Frenet

catisinin t yayina gore tiirev formiilleri matris formunda

T

T(t)=a'(t), N(t)= HT H B(t)=T(t)xN(t),
T'(0)] z(t)==(N'(t),B(1)),

ve
T' 0 ~ O|T
N'|l=|-x 0 7| N
B’ 0 7 0OfB
bi¢imindedir.

Spacelike asal normalli spacelike egriler i¢in Frenet ani donme vektori

f=7:T-xB

bigiminde tanimlanir.

e T'(t) timelike vektor olsun. Bu durumda (T, T)=1, (B,B)=1 yani T(t)
ve B(t) vektérleri spacelike vektordiir. (N,N)=—-1 olup N (t) vektdrii ise

timelike vektordir.

{T,N,B} Frenet catisi, K‘(t) egrilik ve T(t) burulma fonksiyonlar1 ve Frenet

catisinin t yayina gore tiirev formiilleri matris formunda

T(O)=e(1), N(t)::—g), B(t)=—T (t)x N (1),

'), #()=(N"(1).B(1))




ve
T’ 0 « OT
N'|l=lx 0 t
r 0| B

W
o
=z

bigimindedir.
Bu timelike asli normalli spacelike egriler i¢in Frenet ani donme vektorii
f=—T+xB

bi¢iminde tanimlanir.

i) a egrisi bir timelike egri olsun. Dolayisiyla, egrinin T(t) birim teget
vektorii de bir timelike vektordiir. Bu durumda T'(t) #0 vektoriiniin bir

spacelike vektor olacaktir. Buna gore Frenet tiirev formiilleri asagidaki gibi
verilir:
T'(t) timelike vektdr oldugundan (N,N)=1 (B,B)=1 dir. Yani N(t) ve B(t)
vektorleri spacelike vektordiir.

{T,N,B} Frenet catisi, K‘(t) egrilik ve T(t) burulma fonksiyonlari ve Frenet

catisinin t yayina gore tiirev formiilleri matris formunda

T(t)=(t), N(t):%, B(t) =T (1) N (1),

ve
T 0 « O|T
N'|= 0 —z|IN
B’ 0 r 0(B
bigcimindedir.

Bu timelike egri i¢in Frenet ani donme vektorii
f=7T-«xB

bigiminde tanimlanir.



Simdi de birim hizli olmayan egriler icin Frenet c¢atisi, egrilik ve burulma

fonksiyonlarini, Frenet tiirev formiillerini ve Frenet ani donme vektorlerini verelim.

Tanim 2.2.6. «: 1 — IR’ Minkowski 3-uzayinda birim hizli olmayan bir egri olsun.

Vtel i¢in a= a(t) egrisinin spacelike ve timelike olma durumlarina gore Frenet
tiirev formiilleri asagidaki gibi verilir:

) a:a(t) egrisi birim hizli olmayan bir spacelike egri olsun. Dolayistyla,

egrinin T (t) birim teget vektorii de bir spacelike vektordiir. Bu durumda

T'(t) vektoriiniin spacelike veya timelike olma durumlarina gore Frenet

tiirev formiilleri asagidaki gibi verilir:

e T'(t) spacelike vektor olsun. Bu durumda
(T.T)=1, (N,N)=1,(B,B)=-1
T(t)xN(t)=B(t), N(t)xB(t)=-T(t), B(t)xT (t)=—N(t)

dir. Egrinin Frenet ¢atisi

T(t)= ”“'“) B(t)= M N(1)=T (t)xB(1)

« (1)) txa’(t)]

seklindedir. o egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonu sirasiyla,

- ol ()
. O el

o (©)xe” (V)]

o (1)

bagintist ile verilir.

da

v(t) =l O] =5

dt

olmak iizere birim hizli olmayan spacelike asli normalli « spacelike egrisinin Frenet

tirev formiilleri

T'(t) 0 «(t) 0 ||T(t)
N'(t) |=v(t)|-x(t) 0 z(t) | N(t)
B'(t) 0 z(t) 0 | B(t)

seklindedir [4].
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Bu egri igin Frenet ani donme vektori ise
() =v(O)z(OT (O) —v(Ox (O B(Y)
bi¢iminde tanimlanir.
e T'(t) timelike vektor olsun. Bu durumda
(T.T)=1, (N,N)=-1 (B,B)=1
ve
T(t)xN(t)=-B(t), N(t)xB(t)=-T(t), B(t)xT(t)=N(t)

dir. Egrinin Frenet catisi

_ oY)
T(t)= 2O (2.1)
__a(t)xa'(t)
B(t)= T (O Q) (22)
N (t)=B(t)xT(t) (2.3)
seklindedir. & egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonu sirasiyla,
o' (t) x e (1)
() = e (24)
o (V)]
(t) = <a'(t)xa”(t),a’”(t)> .
O el -
bagintist ile verilir.
v(®) = (0] = |5 (26)

olmak tizere birim hizli olmayan timelike asli normalli & spacelike egrisinin Frenet

tirev formilleri

T'(t) 0 x(t) 0 |[T(t)
N'(t) |=v(t)| «(t) 0 z(t)|| N(t)
B'(t) 0 «z(t) 0 || B(t)

seklindedir [4].
Bu egri igin Frenet ani donme vektorii ise
f(t)=—v(t)z()T (t) +v(t)x(t)B(t)

bigiminde tanimlanir.
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i) a=c(t) erisi birim hizli olmayan bir timelike egri olsun. Bu durumda
T'(t) #0 vektorii bir spacelike vektordiir. Bdylece
(T.T)=-1, (N,N)=1,(B,B)=1
ve
T(t)xN(t)=—B(t), N(t)xB(t)=T(t), B(t)xT(t)=-N(t)

dir. Egrinin Frenet ¢atisi

()= By=— WO o)

el e (xe ()
seklindedir. o egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonu sirasiyla,
~ Ha’(t)xa"(t)u o <a’(t)xa”(t),a”’(t)>
K‘(t)——’ —, 7(t)= ; =
o (t)] o (t)<a (1)
bagntisi ile verilir.
da
t)=|la'(t)|=|—
() =Ja ()] - [
olmak iizere birim hizli olmayan « timelike egrisinin Frenet tiirev formiilleri
T'(t) 0 «(t) 0 [[T(t)
N'(t) [=v(t)| x(t) O —z(t)[| N(t)
B'(t) 0 «z(t) 0 | B(t)

seklindedir [4].
Bu egri i¢in Frenet ani donme vektorii ise
£(1) =v(OzOT () -v(O)x(t)B(t)

bi¢giminde tanimlanir.
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2.3. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Yiizeyler Teorisi ve Darboux Catisi

Bu béliimde, 3-boyutlu Minkowski uzay: IR} de yiizeyler teorisi ve Darboux

catis1 i¢in temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.3.1. U c IR® bostan farkli bir acik alt ciimle olsun. x:U < IR* - IR®

olmak {izere
x(U)= {x(u,v)|(u,v) eU} c IR®
goriintiisiine bir yiizey adi verilir. ¥ (u,v)eU igin

X (u,v) = (% (u,v), %, (U,v), %, (u,v))
bi¢iminde yazilabilir. Burada X, X, ve X, iki degiskenli koordinat fonksiyonlaridir.
Eger v(u,v) €U noktasinda x, ve x, vektorleri lineer bagimsiz (yani X, x X, #0)

ise X ylizeyine regiiler yiizey denir. Burada X, ve X,, Sirasiyla U ve V ye gore

kismi tlirevlerdir. Ayrica
X XX,
%%

vektoriine X regiiler yilizeyinin birim normal vektorii denir [10].

Tamm 2.3.2. S, IR’ uzaymda bir yiizey olsun. S yiizeyi iizerine indirgenmis
metrik pozitif tanimli ise S ye spacelike yiizey denir. S yiizeyi iizerine indirgenmis
metrik Lorentz metrigi ise S ye timelike yiizey denir. Yani, IR} uzaymdaki
spacelike (timelike) bir yiizeyin birim normal vektori timelike (spacelike)
karakterdedir. S yiizeyinin biitiin teget diizlemleri lightlike (null) yani yiizeyin
normal vektorii lightlike ise S ye lightlike yiizey denir [2].
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Tamim 2.3.3. IR} uzayindaki orijin merkezli ve r >0 uzunluklu spacelike (sirasiyla,

timelike) vektorlerin kiimesine r yarigcapli Lorentziyen (sirasiyla, hiperbolik) kiire

denir ve bu kiireler sirasiyla
Sf(r):{a:(al,az,aa)e IR’:(a,a)=a/ +a; —a; = r2}
ve
Hy(r)={a=(a,a,a,) € IR’ :(a,a)=a] +a; —a; =—r°|
bi¢iminde ifade edilirler [3]. r=1 ic¢in Lorentziyen (sirasiyla, hiperbolik) birim
kiireler elde edilir ve S? (sirasiyla, HZ) ile gosterilir.

IR? uzayindaki tiim lightlike vektorlerin kiimesi

/\(r):{a:(al,az,aa)e IR’:(a,a)=a+a; —a; :O}

olarak tanimlanir. Bu kiimeye null vektorlerin kiimesi denir ve A ile gosterilmistir

[2]. Birim kiireler Sekil 2.3.1. ile verilmistir.

Sekil 2.3.1. IR} Uzayinda Birim Kiireler [3]

IR} uzayinda S?(r) Lorentziyen kiiresi bir timelike yiizeydir. HZ(r) hiperbolik
kiiresi ise bir spacelike yiizeydir.
HZ (r) hiperbolik kiiresi,
H*(r)={aeH;(r):(ae,) <0}
={a=(a,a,a,) IR :a} +a; —a; =—r’, a,>0}
pozitif kanat ve
H™(r) :{a eHi(r):(a.e)> O}

negatif kanat olmak iizere iki par¢alidir.
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Bir spacelike ylizey iizerindeki herhangi bir noktada teget diizlem spacelike
oldugu i¢in bu yiizey iizerinde yatan biitlin egriler spacelike egri olur [3].
S bir spacelike yiizey olsun. S yiizeyinin bir parametrizasyonu x = X(u,v)

olarak verilir. a bu yiizey lizerinde spacelike bir egri olsun. @ egrisinin Frenet

catisindan bagska Darboux catis1 olarak isimlendirilen ikinci bir ¢atis1 vardir. Darboux

catisi {T,g,n} ortonormal koordinat sistemi olarak tanimlanir. Burada T birim

vektori, o spacelike egrisinin bir M noktasinda ylizeye ve egriye teget olan birim

teget vektor alanidir. N, yilizeyin M noktasindaki birim normal vektdr alani ve birim
geodezik normal vektor alan1 g=-nxT esitligi ile tanmimlanir. Ayrica, n timelike

oldugundan, T ve g birim vektorleri spacelike vektorlerdir. Bu vektorler arasinda
Txg=n, gxn=-T, nxT =-g (2.7)

bagintilar1 vardir [3].

Tamim 2.3.4. S, R® de bir yiizey ve bu yiizey iizerinde :1 cIR—S bir egri
olsun. « egrisinin a(s)e S noktasindaki teget diizlemi tizerindeki iz diisiim
egrisinin egriligine, « egrisinin bu noktadaki geodezik egriligi denir ve k, ile

gosterilir.

Tamm 2.35. S, R® de bir yiizey ve U vektorii S {izerinde herhangi bir M €S

noktasinda ylizeye teget bir vektor olsun. S yilizeyinin M noktasinda U
dogrultusundaki normal egriligi, yiizeyin M noktasindaki normali ve U vektoriiniin
belirledigi diizlem ile yiizeyin arakesit egrisinin M noktasindaki egriligi olarak

tanimlanir ve Kk, ile gosterilir.

Tamm 2.36. S, R® de bir yiizey ve a:l cIR—>S ye bir egri olsun. «(s)eS

noktasindaki n yiizey normalinin, o egrisinin T teget vektorii etrafindaki degisim

oranini veren egrilige, a egrisinin bu noktadaki geodezik burulmasi denir ve z, ile

gosterilir.
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{T, g, n} Darboux gatisinin S yayina gore tiirev formiilleri matris formda

T 0 Kk, Kk ||T
9 |=|-k 0 7,9
n’ ke 7, n

ile verilir. Burada k, geodezik egrilik, k, normal egrilik ve 7, geodezik

burulmadir. Darboux tigylizliisiiniin Darboux ani donme vektorii
@o=7,T -k g—k;n

bigiminde tanimlanir. O halde, Darboux tigyiizliisiine ait tiirev formiilleri
dg dn

d
T :a)XT’ —:a)xg, —=wWXn

E ds ds

ile verilir [3].

Teorem 2.3.7. S, IR} de bir spacelike yiizey ve a : 1 — S, S yiizeyi iizerinde bir

spacelike egri olsun. Bu taktirde,

K, =-(T"n), (28)
K =2(T"g), (29)
r, =-2(g'n) (2.10)

ile verilir [4].

Teorem 2.3.8. S, IR} de bir spacelike yiizey ve a : 1 — S, S yiizeyi iizerinde bir
spacelike egri olsun. Bu taktirde Vv :||a’|| olmak tlizere {T, g ,n} Darboux c¢atisinin

tirev formilleri

T’ 0 vk, vk, || T
g'|=|-vk, 0 vz |lg
n' vk, vz, 0 [N

seklindedir [4].

16



Teorem 2.3.9. ([3]) « yiizey ilizerinde bir egri olsun. Asagidaki Onermeler
verilmistir:

a bir geodezik egridir. < k, =0

a bir asimptotik egridir. < k. =0

a bir egrilik ¢izgisidir. < 7, =0.

Simdi Frenet ile Darboux ¢atilar1 arasindaki iligkiyi inceleyelim. T vektorii

Frenet ve Darboux ¢atilarinda ortak oldugundan diger N, B, g ve n vektorleri ayni
diizlemde bulunurlar. Frenet catisi, T spacelike ekseni etrafinda pozitif yonde

¢ =¢(s) hiperbolik agilik bir dénmeye tabi tutulursa Darboux ¢atisi elde edilir. Bu

ise g ile N arasindaki merkez a¢1 ve n ile B arasindaki hiperbolik a¢inin ¢
olmas1 demektir. Frenet ve Darboux ¢atilari arasindaki baginti matris formda

T 1 0 0 T
g|=|/0 coshg sinhg || N (2.12)
n 0 sinhg coshg|| B

ile verilir. Frenet tiirev formiilleri, Darboux tiirev formiilleri ile Frenet ve Darboux

catilart arasindaki bagintidan

K2 =KE K,
k, =xcoshg,
k, =—xsinhg, (212)
7, :r+d—¢

ds

esitlikleri elde edilir [3].
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3.ARASTIRMA BULGULARI

Spiraller, bir donel yiizeyin biitiin meridyenlerini (veya paralellerini) bir sabit

ac1 altinda kesen tiirevlenebilir egrilerdir. Bu tez ¢alismasinda [1] numarali makalede
verilen o, (t) spiral egrileri i¢in Frenet ve Darboux ¢atilar1 verilerek aralarindaki
iliski ortaya konmustur. H*(r) hiperboloid modeli {izerindeki tiim spirallerin
parametrik denklemi

2re™ 2re™ r(l+e*
C(;{(t): eZM_J-COS(t),eZM—_lSln(t),% (31)

sekilde verilmistir [1]. Burada A=cot® dir. 6, meridyenler ile o, (t) spacelike
egrisi arasindaki sabit spacelike agidir.
H* (r) Hiperboloid modeli yiizeyinin parametrik denklemi
x(u,v)=(rsinhucosv,rsinhusinv, rcoshu)
ile verilir [1].
H*(r) Hiperboloid yiizeyi iizerine yatan spiral egrilerinin
u(t)=2arctanhe®, v(t)=t, A=cotd

oldugunda elde edilen «, (t) egrilerinin oldugunu biliyoruz [1].

3.1. HY (r) Hiperboloid Modeli Uzerinde «, (t) Spiral Egrilerinin Frenet Catisi

[1] numarali makalede verilen
H'(={a=(a,a,3,)eIR’:a +a; —a] =—r°, a,>0}
hiperboloid modeli iizerinde yatan

2re™ 2re™ r(l+e™
a,(t)=(a(t).a,(t), o (t)) = 77 1cos(t),msm(t),%

spiral egrisinin Frenet ¢atisini olusturalim.
r(1+e*)

2e™'rcos(t) 2e”rsin(t)
- O=—7pm et _1

a(t)=—r— @t)=—Fw 7 al(t)=

olsun.
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Buradan bu fonksiyonlarin birinci tiirevleri alinirsa

2e™r (ﬂ (1+€**)cos(t)+(-1+e** )sin (t))
- (ezzt _ 1)2
2¢"r (A (1+e*)sin () + cos(t)(-1+e*"))

o) (t) = (3.3)

(eut _ 1)2

()=

47e*r
(eut _ 1)2

elde edilir. Boylece o (t)=( (1), ) (t), a4 (t)) dir.
Buradan,

r (1+ /12)
(ezzt _1)2

oldugundan o egrisi birim hizli degildir. Simdi Frenet elemanlart T, N ve B vyi

#1

o (t)] = 2¢*

birim hizli olmayan spacelike egriler i¢in verilen formiiller ile bulacagiz.

Egrinin birim teget vektorii

t

OO0 i ol

(t)
olmak tizere

r(/i(e“t +1)cos(t)+(e“‘ —1)sin(t))

0= —
(ez,u _1)2 r 2(2;4—/1 2)
[

r ((e“t —~1)cos(t) - A(e** +1}sin (t))

0+ e
(ezm _1)2 r z(i+j' 2)
(¢ -1)

2r Ae™

& (t)z_ 2 2
(ezm _1)2 r z(i—'_i 2)
| (e -1)

elde edilir. (3.4) ifadesinden

)=t +[LOT -[LO)] =1

oldugu goriiliir.
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Boylece olmasi gerektigi gibi o, (t) egrisinin spacelike bir egri oldugu goriiliir.

Binormali elde etmek i¢in e, (t) ifadesinin ikinci tiirevi alinirsa

@ ()= (1), (1), (1))

olmak lizere

2re™ (cos(t)(—(e“t 1)+ 22 (L+ 6% + et )) +22 (e ~1)sin (t))

=)
(- 2re (—2&(‘3“t ~1)cos(t)+ (—(E;j‘—l;zz + A7 (1+6e" +e* ))sin (t)) (35)

8ri2e’t (e“t +1)
(ezm _1)3

elde edilir. @, (t) nin birinci ve ikinci tiirevinin vektérel ¢arpimindan

813" r? (1+ A2 )sin (t) 8ae*r? cos(t)(1+ A2 ) 4e°#r? (1+ A2 )
(eZJ,t _1)3 2 (eZJ,t _1)3 : (eut _1)2

a'(t)xa'(t)=

ve

r (1+ 22 )2 RE: ((eut _1)2 _4izezﬂt)

(eut _1)6

bulunur. Boylece o, (t) egrisinin birim binormal vektor alani igin

B(t) - (bl (t)1b2 (t)’bs (t))

e (6) <" (0)] = 4, |-

olmak tlizere
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22e¥'r? (1+ A% )sin(t)

" 3 r <1+ 22 )2 ptt ((eut _1)2 _4/1262/1t)

(e B ) B (eut _1)6

22€¥r? cos (t)(1+ 2°)

r (1+/12 )2 e ((ezu _1)2 _4/1262}4)
(eZAt _1)6

er? (1+ 4%)
r (1+ 22 )2 ptit ((EZAI _1)2 —4ﬂ,zew)

(ez/u _ 1)6

(em _1)3 _

bi¢iminde elde edilir. Buradan (B,B)=1 oldugundan «,(t) egrisinin binormal

vektoriiniin spacelike vektor oldugu goriiliir.

Bulunan T ve B ifadelerinden asli normal

N (t)=(n, (1), ().ms (1))

olmak lizere

r*(1+2°) (e _1)5 \/_ r*(1+4° )2 et EE{e“ —61)2 - 4/12e“t)
(e -1)
r (1+ A° )em (_Sin (t)((ew —1)2 +42%e* ) - /1(64’“ —1)cos(t))

n, (t) = (3'7)

7 {1+ 47) o _1)5 i r*(1+ /12)2 et ((eM —1)2 —4/12e“‘)
(em _1)2 (ez,u _1)6

2276 (1+ A7) (1+€*)r®
2 (l+/12) (ew _1)5 \/ r (1_’_12 )2 e ((em _1)2 _4/1262,1t)

(ez/u _1)2 (eut _1)6

n,(t)=

elde edilir. <N, N> =-1 oldugundan «;, (t) egrisinin asli normal vektori timelike
vektordiir. Boylelikle, Frenet vektorleri hesaplanmis olur. Simdi o (t) egrisinin

K (t) egrilik fonksiyonunu ve 7 (t) burulma fonksiyonunu bulalim.
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Egrilik fonksiyonu

r (1+ 22 )2 RE: ((ez/u _1)2 _ 4/12e2/u)

K(t):% (e _1) 3

2 2 %
p34 r (1+/12)
(eut _1)

Burulma fonksiyonunu bulmak i¢in ¢« (t) ifadesinin {iglincli tiirevi alinirsa

olarak bulunur.
“Zl(t) = (051”’ (t) ) 062'" (t) , 053”' (t)) olmak tlizere
2e™r (A(1+¢e* )coS(t)(—B(e”‘ —1)2 + A% (1+22e°* + ' ))

(GZM r 1)4

(e —1)(—(e“t —1)2 +32° (1+ 66" + 4> ))sin (1))

—+

(eut _1)4
2e™r (—(e®* —1)cos(t (— 2 _1)" +32%(1+6e2* +¢** )
O o e e R D
(eZM _1)4
A +1)(-3(e™ ~1) + 47 (L+ 226 + ¢ sin(1))
M (ez,u _1)4
162°%*"'r (1+ 4™ +e'*)
a)(t)=—

(eZM _ 1)4

elde edilir. Boylece «, (t) egrisinin burulma fonksiyonu

2

Al -1)
r(—(e“ —1)2 +4/12e”‘)

7(t) =

olarak hesaplanir. Ayrica, 7#0 oldugundan egri diizlemsel degildir.

L % sabit oldugundan egri helis degildir.
K
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Frenet ani donme vektori,
ZeM/”L(cos(t)/l(e“t —1)—4sin(t)/12eth +Zsin(t)(e“t —1)2)

(_(eut _1)2 +4/12e2/1t)(eut _1)

f(t)=

ZeM}L(sin ()4 (eMt —1) +4cos(t) 2%e* — 2cos(t)(em —1)2 )

(—(e“‘ —1)2 +4/12e2“)(e“t -1) - (39)

(ez/n _1)2
(_(eZM _1)2 +4/12eut)

bulunur. Boylece Frenet ¢atisi, egrilik, burulma ve Frenet ani donme vektorii elde

edilmis olur.

3.2. HY (r) Hiperboloid Modeli Uzerinde «, (t) Spiral Egrilerinin Darboux

Catis1

Egri boyunca ylizey normali

0 r?sinh (Zarctanh et )2 cos(t) r?sinh (2 arctanh e )2 sin(t)
n, (t) = , ,
\/sinh (2arctanh et )2 r* \/sinh (2 arctanh e )2 r*

r?sinh (2arctanh e™ ) cosh ( 2arctanh e )

\/sinh(Zarctanh e“)2 r

olarak bulunur. <na (t).n, (t)> = —1 oldugundan yiizey normali timelike vektordiir.
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Yiizey tizerindeki o egrisinin g geodezik normali

) (sinh (2arctanhe™)r® )(cosh (2arctanhe™ )[—isin (t)(e** +1)+cos(t)(e* —1)])

9(t) = Ire (1+.2)
\/r (cosh(Zarctanhe ) —1)(e -1) (em—l)z

(sinh (2 arctanh e* ) rl ) 2e* Asin (t)sinh (2arctanh e )

2 o\
\/r“(cosh(Zarctanheﬂt )2 —1)(e“‘ _1)2 r*(1+27)
(ezﬂt _1)2

(sinh (2arctanhe” )r® )(cosh (2arctanh e® )(/1 cos(t)(e* +1)+sin(t)(e* —1)))

2 2
\/r“ (cosh(Zarctanh e )2—1)(53% _1)2 y (1+’1 )
(eut _1)2

(sinh (2arctanhe™)r® ) 2e" Acos(t)sinh (2 arctanh e* )

* 2 2 ’
\/r“ (cosh(Zarctanh e )2 —1) (e”'t —1)2 ' (1+ A )
(ez/u _1)2

(cosh (2 arctanh e )2 —1) r3

r*(1+4%)
(eut _1)2

\/r“ (cosh(Zarctanh e )2 —1) (e“t —1)

olarak elde edilir.

Teorem 2.3.7. den k, normal egriligi, k, geodezik egriligi ve 7, geodezik burulmay:

hesaplayabiliriz. Oncelikle v(t)= Ha' (t)” oldugundan

r? (12 +1)

v(t)=2e" (e”‘ _1)2

olarak bulunur.
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Boylece, normal egrilik (2.8) denklemi ile

1| ¢ rsinh(2arctanhe™ )( 24" cosh (2arctanh e ))(e”‘ +1)

2 (/12 +1)(e”t —1)\/r4 (cosh(2arctanh e )2 —1)

kn

e Mr (sinh (2arctanh e ))2 ((e“t —1)2 — 472 )

(2% +1)(e* -1 \/r“ (cosh (2arctanhe™ )2 —1)
seklinde elde edilmis olur. k, # 0 oldugundan egri asimptotik egri degildir.

Geodezik egrilik (2.9) denklemi ile

1 e *r?sinh(2arctanhe* )cosh ( 2arctanhe™ )

k92

2 2
r(/1+1)\/r4 (cosh (2arctanh et )2 —1)
(eut _1)2

olarak bulunur. k; # 0 oldugundan egri geodezik egri degildir.

Geodezik burulma (2.10) denklemi ile

1

T, ==

T2 (/12 +1)r(cosh(2arctanh et )2 —1)

e " Acosh (2arctanhe™ )sinh (2arctanhe” )(cosh (2arctanh e )2 (e“‘ + 1) e - 1)

e 1cosh (2 arctanhe™ )sinh (2 arctanh e* )2 (ZeM cosh (2 arctanh e* ))

(/12 +1)r (cosh (Zarctanh et )2 —1)

olarak bulunur. 7, # 0 oldugundan egri egrilik ¢izgisi degildir
Darboux ani donme vektorii
@o=7,T -k g—k;n

ile bulunabilir.
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Frenet catilari, Darboux c¢atilari, egrilik ve burulma fonksiyonlari i¢in bazi 6zel

incelemeler yapalim.

i 3
Ornek 3.1. 8= %, r =1 alalim. Bu durumda A =coté = £ olur. Buradan
3, 3, 243,
2e® cos(t) 2e2 sin(t) e +1
a/l:ﬁ (t) - 243, L 2B, "2,
: e’ -1 e -1 ed® -1

denklemi igin birinci tiirevler

B, 283, 245,
2e3 [cos(t)\/g[e 3 +1]+3sin(t)(e 3 1}}
'(t)=—3 ( 25, Jz
ed® -1
, e (sin(t)\@[ezg§t +1J+300$(t)£1e2ft]]
o ()=

§ (Z\Et ]2
e3 _

&

olarak bulunur. Buradan

o (1)
3

< <t>,oa3<t>>=‘”§ il

3

i¢in
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1 Mt &t
J3sgn o cos(t)\/§ e +1|+3sin(t)le?® -1
1 e? —1
t1(t)=_g 25
e’ -1
1 Lﬁt &t
J3sgn v sin(t)\/§ e’ +1|+3cos(t){1-e?
1 ed -1
L="¢ 23
ed -1
1| &
son| — & e
B
e -1
tS(t) - 23,
e’ -1
-1; f(x)<0
elde edilir. Burada, sgn(f(x)): 0 ; f(x)=0 isaret fonksiyonunu gosterir.
1; f(x)>0

ap (t) nin ikinci tiirevi,

3

CAORAVIAC)

]
w‘w 2
S
~+
N—

Il

i¢cin

B, 2B, 4B, 448,
es cos(t)[6e3 —e 3 —1J+ 3sin(t)[e3 —1]

14 4
0{1('[)25 5 3
B, 2B, 4B, 4B,
e? |sin(t)|6e * —e® —1|++3cos(t)|-e* +1
n 4
az(t)=§ iy 3
23 23
[e 3 +1]e 8
14 8
“S(t)_g

olarak bulunur.
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a5 (t) nin birinci tiirevi ile ikinci tiirevinin vektorel garpimi

3

ge“ﬁt\@sin(t) 32 eﬁ‘\/§cos(t) 16

o' (t)xa'(t)

9 (28, Y 9 ( 24
e’ -1 e’

olarak elde edilir. Bu ifadenin normu

_1]3 '3(83

43

e 3

4\Et zﬁt

t[—3e3 +10e ° —3J

() ()] 2L

|

B.s (1) = (by (1).b, (1).b4 (1))
i¢in
¥ sin
(1)=- 227y

4B, 2\B,
-3e % +10e® -3

26, Y
e -1

2V cos(t)

4‘/§t %t &t
-3e 3 +10e ® -3

e 3
26, Y
ed -1

288
by ()= L
’ o (4B 28
g3 {—3e3 +10e 3 —3]

olarak bulunur.
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Buradan asli normali

olmak lizere

%t l &t @t %t
3 3 3 1 3
e 3 sgn . cos(t)(lOe ~3e —3J+ 3sm(t)(e —1]

4B, LNER 23,
e |-3e? +10e® -3

1 3 _
nl(t):E € 1
L

4

Lﬁ[ 1 %t &t %t
e 3 sgn| 7 sin(t){ 3e ¢ —10e * +3|++/3cos(t)[e® -1
1 EF_
n,(t)=—= a1
2 45 48, 2,
ed |33 +10e3® -3

26, Y
ed -1

elde edilir.
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K (t) egrilik fonksiyonu

&

w|

4B, 4B, 2\3,
ed | -3 +10e® -3

)
e’ -

1
<eﬁt>[ o]
e -1

olarak bulunur. Burulma fonksiyonu i¢in & g (t) egrisinin iigiincii tiirevi

3

248, 44, 248, 4B, 24,
g3 \/§cos(t) de 3 —e?® ge8 _q +9sin(t){ e ® -e3

"y 16
(o (t) :—3

16

ﬁt ﬂl &’[ %t %t
E \/§sin(t) de 3 —e?® i4e 1 +9cos(t)|e3 —e?
a)(t)=-—

9 28, Y
<
2B (4B 2B
e’ |e® +4e° +1
163 ( }
9 IR
o

olarak bulunur. 7 5 (t) burulma fonksiyonu

3
L
J3le?d -1
sl)=5 %
3 -3e 3 +10e ¥ -3

al(t)=

bi¢iminde elde edilir.
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Frenet ani donme vektori

243 7$3

2\/§e3t[«/gcos(t)[ef*t—eﬁ‘J+63in(t)e3 ~16sin(t)e T+6e sm(t)]

3 4B, 243, ’
-3e® +10e 3 - -1

23, 7$3

e [\/gsin(t)[e3t —eﬁ‘J—Gcos(t)e3 +16cos(t )e 3

f(t) =

t

—6e” cos(t)}

243
| Sl G ’
-3e3® +10e® -3fe3 -1
2J' 44’
—-6e® +3°3% +3
44’ 24’

-3¢ 3 +10e3® -3
olarak elde edilir. Egri boyunca yiizey normali

&Y &Y
sinh| 2arctanhe ® | cos(t) sinh| 2arctanhe® | sin(t)
n, (t)= ,

ﬁt ? ﬁt ?
sinh| 2arctanhe 3 sinh| 2arctanhe 3

3, B,
cosh| 2arctanhe 3 |sinh| 2arctanhe 3

&Y
sinh| 2arctanhe 3

seklinde elde edilir.
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Yiizey tizerindeki o & (t) egrisinin g geodezik normali
3

3, W3,
—Zs,in(t)e3 sinh| 2arctanhe 3
1

B e 3 —1| [cosh|2arctanhe?® | -1

cosh| 2arctanhe ® || sin(t)| e ® +1|+~3cos(t) —e 3 +1

+ )

25, )
e 3 —1] |cosh| 2arctanhe 3 -1

B, B,
—2cos(t)e ® sinh| 2arctanhe 3

1 &,
a(t)= Esinh 2arctanhe ® |sgn
e

1

esd -1 = 5t
{e 8 —1} cosh(Zarctanhe3 J -1

cosh| 2arctanhe ® || cos(t)[ e * +1|++/3sin(t)| e ® -1

ﬁt ﬁt ’
e ® —1] |cosh| 2arctanhe 3 -1

1 5 2
- 3| cosh| 2arctanhe® | —1|sgn

1 a2y
—Esinh 2arctanhe 3 |sgn

e’ -1

olarak elde edilir. Oncelikle v(t) :|

a'(t)” olmak iizere

ile gosterelim.
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Normal egrilik

B, B,
2 cosh| 2arctanhe 3 2J§ e g3 |_ge®

ﬁ
sinh| 2arctanhe 3
! oz |
e 8 —1] |cosh| 2arctanhe 3 -1

1
B, B, B, 4B, 243,
6e 3 cosh| 2arctanhe® |[+sinh| 2arctanhe?® || 3e 3 (J§+1)+3J§—3—10J§e 3

e 3 _
2465, Y
e’ — cosh| 2arctanhe 3 -1

1 *ﬁt\/—
k =—e 3 4/3sgn
" o1 g

N—

+

seklinde elde edilir.

Geodezik egrilik
,ﬁt 1 %t ﬁt ﬁt
e 3 \/§sgn o e 3 —1|sinh| 2arctanhe 3 |cosh| 2arctanhe 3
1 e: 1
g 2

B,
cosh| 2arctanhe @ -1

olarak bulunur.

Geodezik burulma

B, 3, 3,
e 3 \/§cosh 2arctanhe ® |sinh| 2arctanhe 3 2
1 %t ﬁt
T == 5 e 3 cosh| 2arctanhe 2
g 8 ﬁt
cosh| 2arctanhe 3 -1

ﬁt ﬁt ﬁt ﬁt ? &t
—2e 3 cosh| 2arctanhe 3 |sinh| 2arctanhe ® |+cosh| 2arctanhe 3 —ed -1

bulunmus olur.

H*(r)  Hiperboloid modeli yiizeyinin  parametrik  denklemi
x(u,v) =(rsinhucosv,rsinhusinv,rcoshu) ile verilir [1]. -1<u<1, -2n<v<2n

icin egrinin farkli agilardan grafikleri Sekil 3.1.1. ile gdsterilmistir.
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1 035 0 -0.5 -1

3
3

Sekil 3.1.1. 1 = igin H™(r) Hiperboloid modeli yiizeyinin iizerinde yatan
spiral egrisi
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Ornek 3.2. 9= % r =1 alalm. Bu durumda A = cot& =+/3 olur. Buradan

B Ze@cos(t) Zeﬁ‘sin(t) 1+
%)= —1+e® T _14e® 140

denklemi i¢in birinci tiirevler

) Zeﬁ‘ (cos(t)\/g(ez“@t +1)+sin(t)(e”§t —l))
F
e (sin(t)\/§(e”§t +1)+ cos(t)(—e”§t +1))

()

olarak bulunur. Buradan

bulunur. « ; (t) egrisinin birim teget vektdr alani

Ta(t)=(t (1) (1)t (1)

o (1) = (a5 (1) g (1)) =4 [ -

i¢cin
. sgn(ezﬁ%_J(cos(t)\@(ez“/§t +1)+sin(t)(e”§t —1))
tl(t):_a ezﬁt—l ;
L 500 (ezé_lj(sin (t)\/§(e2“ﬁt +1)+cos(t)(—e2«ﬁt +1)),
tz(t):_a e2«/§t _1
1
t,(t)=— R
elde edilir.
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a g (t) nin ikinci tiirevi

e (cos(t)(e“§t +10e* +1)+\/§sin(t)(e‘”§t —1))

o (ezﬁt _1)3

S IO 08 3] Boose )
: -

ag(t) =24 (e(Z:tJ; 1)19)24?:t

olmak tizere
a\/g" (t) =(al” (t)’azﬂ (t)’a3” (t))

dir. @ 4 (t) nin birinei tiirevi ile ikinci tiirevinin vektrel garpimi

33t 3sin(t 33 23
oy (t)xay (t)=| 32° J_S'ng),—sze ﬁc"i(t),le A
(ezﬁt —1) (ez“ﬁt —1) (ezﬁt —1)

seklinde elde edilip bu ifadenin normu agagidaki gibi elde edilmistir.

g3 (e“§t —14e23 4 1)

@

a5 (t)x ey (t)H =16 |-

Boylece o (t) egrisinin binormali

olmak lizere
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b, (t) == TN 243
(ezJit _1)3 \/_ e (e —14e6 +1)
(eZ«/gt _1)
. (1)- 2e**[3cos(t)
/) . . e4ﬁt (e4ﬁt —1482\@ +1)
(e —1) - (eZ«/§t _1)6
ez«ﬁt
b, (t) - , | et (e4J§t _ 14> +1)
(ezJ§t —l) - 6
\/ (ezﬁt _1)

seklinde bulunur. Buradan asli normali
N (t)= (n(t).n, (t),my (1))

olmak lizere

e*sgn (em}t_lj(cos (t)(14e2’ﬁt V% —1) ++/3sin(t) (e“ﬁ" —1))

1
nl(t)=§ 4t [ o 2.3t
(eZﬁt 1)4\/e (e - +1)
o
P T ——
n(t)=-3 (2 1)4J o et 14t 1)
e _q)" |
o
(ez«ﬁt +1)"_«’,e3«5t5gn (ezﬁt _J
) Y 84@(64@_1492@“)
(e _1) - (ezﬁt _1)6

elde edilir. x ; (t) egrilik fonksiyonu

ehV3 (e“ﬁt _ 142 +1)
)

3 1
(eﬁ) (ez\ﬁt _1)3

1
’fﬁ(t)zz

olarak bulunur.
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Burulma fonksiyonu i¢in « A (t) egrisinin ti¢linci tiirevi,

eV (sin (t)(eﬁﬁt + Bt g2V —1) +9+/3cos(t) (e”§t 42 ))

o(t) =—16 )
e (-cos (t) %3+ 6e"® — e _1)+9/3sin (t) g3 4 g2
aé”(t) — —16 ( ( (ezﬁt _1)4) ( ))

J3e? (e“’J§t + 42 +1)

)

olmak tlzere

ag”(t)=(a" ()2 (t).a (1))

olarak bulunur. Burulma fonksiyonu

bi¢iminde elde edilir.

Frenet ani donmesi

2/3e"® (cos(t)\/§(e“"§t —1)+ 25in(t)e”§t —163in(t)e”§t + 25in(t))
= (—e“”5 +14e2R —1)(e2‘/§‘ —1)
2e% (sin(t)«/§(e”§‘ —1) —2cos(t)e"™ +16cos(t)e*™ - 2cos(t))
(—e*P +14 —1)(e2® -1

7 J

—e*3 11423 1

bulunur.
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Egri boyunca yiizey normali

sinh (2 arctanh ¥ )2 cos(t) sinh (Zarctanh e )2 sin(t)

\/sinh(Zarctanhe’Jé‘)z | \/sinh(2‘31mtanheﬁt)2

n,(t)=

cosh (2 arctanh e*® )sinh (2 arctanh e®® )

\/sinh(Zarctanh e )2

olarak elde edilir.

Yiizey tizerindeki o 5 (t) egrisinin g geodezik normali

1 j —2\/§eﬁtsin(t)sinh(Zarctanhe@)

1. Ja
g(t)= —smh(2arctanhe )sgn( =
. e -1 (ez“/§t —1)\/cosh(2arctanh e )2 -1

(cosh (Zarctanh e )[\/§sin (t)(ezﬁt +1) + cos(t)(—ezﬁt +1)})

(ez‘ﬁ" - 1) \/cosh (2 arctanhe’® )2 -1

+

1 j —2J3e cos(t)sinh(Zarctanheﬁ‘)
1

—isinh 2arctanhe® sgn(
2 ( ) e - (e”g‘ —1)\/cosh(2arctanh e )2 -1

(cosh (Zarctanh e )(\/§cos(t)(e”§t +1) +sin (t)(e”§t —1)))
+ )
(em‘ —1) \/cosh (2arctanh gl )2 -1

2
—lsgn ! \/cosh(Zarctanh e\ﬁ‘) -1
2 e?® _1

olarak elde edilir.

Oncelikle v(t) =

a'(t )” olmak iizere

1

v(t)= 43 m

ile gosterelim.
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Normal egrilik

6 cosh (2 arctanh ¥® )(e3ﬁ Lol )

(emt —l) \/cosh (Zarctanh el )2 -1

2
k, = 1e‘“"@‘sgn ! sinh (2arctanh eV
8 e 1

2:/3 cosh (2 arctanhe’® )(e“’?t _ e )

n
(e”§t —1)\/cosh(2arctanh e )2 -1
smh(Zarctanhe )( gt _ 14623 _ \/_+\/_e4‘/_‘+1)

+

m \/cosh 2arctanh e ) -1

seklinde elde edilmistir.

Geodezik egrilik

e“ﬁtsgn(ezg_lj( g2V _ )smh(Zarctanhe )cosh(Zarctanhe“ﬁ‘)

1
kg=z

2
\/cosh (Zarctanh e ) -1

olarak bulunur.

Geodezik burulma

1 e Pcosh (2 arctanh e*® )«/§Sinh (2 arctanh e™ )

2
. - [ezﬁ‘cosh (2 arctanh e’ )
8 cosh (2 arctanh e’ ) -1

2
—2¢cosh (2 arctanh e™® )sinh (2 arctanh e™® )+cosh (2 arctanh ™ ) —e2P _ 1}

bulunmus olur.
H*(r) Hiperboloid modelinin yiizeyi x(u,v)=(rsinhucosv,rsinhusinv,rcoshu)

olarak verilmistir [1]. -1<u <1, —27<V<2x i¢in egrinin farkli agilardan grafikleri

Sekil 3.1.2. gbsterilmistir.
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5.0

Sekil 3.1.2. 2 =+/3 igin H* (r) Hiperboloid modeli yiizeyinin iizerinde yatan spiral

egrisi
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Ornek 3.3. 9= % r =1 alalim. Bu durumda A =cot@ =1 olur. Buradan

2e' cos(t) 2e'sin(t) 1+e®
aﬂ—l(t):( em_:f_)’ e2t_§_)’ezt_1]

denklemi i¢in birinci tiirevler
, ' (cos(t) (e +1)+sin(t)(e* —1))

al’(t):_ 2
=

, el (cos(t)(e2t ~1)—sin(t)(e* +1))
e

olarak bulunur. Buradan

. . ' eZt
Ap (t)H 3 <aﬂ’aﬁ> =242 2

B

seklinde bulunur. a_, (t) egrisinin birim teget vektor alani

T (t) = (t'l (t)’tz (t)’ts (t))

i¢in
o J2sgn (eﬂl_l)(cos(t)(e2t +1)+sin(t)(e” —1))
tl(t)——a et 1
. J2sgn (eml_l)(—sin (t)(e* +1)+cos(t)(e* —1))
t (t):E o2 _1
1 t
:_sgn (6 1) J2e
(- ——
elde edilir.
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a, nm ikinci tiirevi i¢in
. ¢! (4e2t cos(t)+sin(t)(e" —1))

)

. e (—4e2t sin(t)+cos(t)(e" —1))

(e —1)3

olmak tizere
@ (t)=(a’ (t).a (1), (1))

olarak bulunur. a, (t) nin birinci tiirevi ile ikinci tiirevinin vektorel ¢arpimi

ay(t)xay (t)[lee3t sin(t) _1663t cos(t) o o2t ]

Ny (-1 (e*-1) " (e -1)

elde edilir ve bu ifadenin normu asagidaki gibi elde edilmistir.

e (e" —6e™ +1)
(e -1)

o) (t)xa) (t)HS\/

Boylece ., (t) egrisinin Binormali

B, (1) = (b (1).b; (1), s (1))

olmak tlizere
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2e* sin(t)
) E _1)3 \/ e’ (e -6e™ +1)
EE)
b, (1) = 2e* cos(t)
E _1)3 \/_ e’ (e —6e” +1)
(e f

e2t

(eZI _1)2 3 e4t (e4t _ Gezt +1)
(e -1)

seklinde bulunur. Buradan asli normali

N, (t) - (nl (t)’ n, (t),n3 (t))

olmak tzere

J2e?'sgn ( : j(cos(t)(—e4t +60” —1)+sin (t)(e* ~1))

e’ -1

1
n(t)=—
(1) 2 (em _1)4 \/_ ol (e4t _ge? +1)

(ezt_l)ﬁ
2t 1 . i ” .
nz(t)=_%\/§e sgn(em_lj(sm(t)(e —6e” +1)+cos(t)(e _1))
(e2t1)4\/e (e" —6e™ +1)

EE

(e2t+1)«/§e3‘sgn( ! J

e -1
t =
n3( ) 4 e4t e4’(_6e2’[ +1
(eZt —l) _
EE)

elde edilir.
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K, (t) egrilik fonksiyonu

olarak bulunur. 7, (t) Burulma fonksiyonu i¢in «, (t) egrisinin t¢linci tiirevi

gl (sin (t)(e6t +9e* —9e? ) —cos (t)(eGt —13e* —13e* +1))

)

a(t)=—4

) ' (—cos(t)(eGt +9e* —9e? —1) —sin (t)(e6t —13e* —13e* +1))

EE

olmak tzere

bi¢iminde elde edilir.
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Frenet ani donme vektord,

‘o - {Ze (cos( )(e* —1)+2sin(t)e" —8sin(t)e™ +25in(t)),

(—e* +6e” —1)(e™ -1)
2¢' (sin (t)(e4t —1) —2cos(t)e* +8cos(t)e” - Zcos(t))
(—e* +6e” —1)(e* -1)

(e -1)

bulunur.

Egri boyunca ylizey normali

{sinh(Zarctanh e! )2 cost sinh(2arctanh e‘)zsint
n, (t)=

\/sinh(Zarctanhe‘)z | \/sinh(Zarctanhe‘)z

cosh (2arctanh el )sinh (2 arctanh e' )2 J

\/sinh (2arctanh ! )2

olarak bulunur.

Yiizey tizerindeki a, egrisinin g geodezik normali

2¢' sin(t)sinh(2arctanhe'
g(t)ﬁ{—sinh(Zarctanhe‘)sgn( Ztl j{ (t)sinh( )
2 e” -1 (

e’ —1) \/cosh (2arctanh e’ )2 -1

+

(cosh (2arctanhe' )| —sin(t)(e® +1)+cos(t)(e* 1)])]

(e - 1)\/cosh(2arctanhe) -1

Sinh(zarctanhet)sgn( 1 j{ 2etsinh(2arctanhet)cos(t)
(

e =1} (gn —1) \/cosh (2arctanh el )2 -1

) (cosh (2arctanhe )[cos(t)(—e2t —1)+sin(t)(-e™ + 1)])}

(e2t 1)\/cosh(2arctanhe) -1
-5 n( 1
9 T

olarak elde edilir.

j\/cosh (2 arctanh e' )2 —lj
1
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Oncelikle v(t) =|

a'(t )|| olmak iizere

2

v(t)=2¢' |————
(&1

ile gosterelim.

Normal egrilik

sinh(2arctanhe' )(—6e* +2¢* )

2
Kk, ~Letsgn (%} sinh(2arctanhe')
4 er -1 (e* —1)\/cosh(2arctanhet)2—1

4e' cosh (2 arctanh e' )

N (e2t —1) \/cosh (2arctanh el )2 |

seklinde elde edilmistir.

Geodezik egrilik

e (e2t —1)«/§sgn (eZtl ljsinh (2arctanh e' )cosh (Zarctanh e' )

1
kg:Z

\/cosh (2 arctanh e' )2 -1

olarak bulunur.

Geodezik burulma

cosh (2 arctanh e' )2 (ezt +1)

7, :le"cosh(Zarctanh ¢' )sinh (2arctanh ' -
4 cosh(2arctanhe' )" -1

2e'cosh (2arctanh el )2 sinh (2arctanh el ) —e? 1

cosh (2 arctanh e' )2 -1

bulunmus olur.

H*(r)  Hiperboloid modeli  yiizeyinin  parametrik  denklemi

x(u,v)=(rsinhucosv,rsinhusinv,rcoshu) olarak verilmistir [1]. -1<u<1,
=27 <V <27 icin egrinin farkl agilardan grafikleri asagidaki sekillerde Sekil 3.1.3.
gosterilmistir.
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Sekil 3.1.3. 2 =1 i¢in H*(r) Hiperboloid modeli yiizeyinin iizerinde yatan spiral

egrisi
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Frenet ve Darboux c¢atis1 arasindaki iliski igin (2.11) ve (2.12)

denklemlerinden ve g ile N arasindaki merkez a¢1 ve n ile B arasindaki

hiperbolik a¢inin ¢ olmak tlizere

e**r*(4* +1)cosh(2arctanh ™ )sinh  2arctanh e™ )

cosh¢g =—
REN (/12 +1)2 ((ez,u _1)2 _4/~tzezﬂt) 2 2
- o] (e -1) \/r“ (cosh(Zarctanh e™) —1)
e -1

ve

r* (4% +1) _ A

(o )2 rie?t (smh(Zarctanh e“)(cosh(Zarctanh e’t)(-4e" 2? —49“/12)))

e -1
sinhg = —

RES (12 +1)2 ((eut _1)2 > 4/1292&) . .
h ) \/r“ (cosh(Zarctanh e) —1)(e2’“ -1)
e -1
rz (ﬂ/z +1) 3,24t H At 3 At 2,47t 24t 92 2 24t 2
Wr e (smh(Zarctanhe )(smh(Zarctanhe )(A%e* + 66 2% + 47— (e -1) ))
e —
i
ettpd (42 41 2( e _1 2 —4/1282/“)
\/— ( )( 2(ﬂ ; ) \/r“(cosh(Zarctanh e") —1)(e“‘ -1y
e -1

seklinde elde edilir.
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4. SONUCLAR

Bu calismada, oncelikle H” (r) hiperboloid modeli iizerindeki spirallerin
Frenet catisi, Frenet tiirev formiilleri, ani donme vektdrii hesaplanmustir. ikinci
olarak, bu egrilerin Darboux catisi, Darboux tiirev formiilleri ve Darboux ani donme
vektori elde edilmistir.

Egrinin diferansiyel geometrik 6zellikleri incelenmistir. Bu egrilerin helis ve
diizlem egrisi olmadig1 goriilmiistiir. Egrilikler k, #0, k; #0 ve 7, # 0 olmak iizere
sirasiyla egri asimptotik egri, geodezik egri ve egrilik ¢izgisi olmadigr goriilmiistiir.

Frenet ve Darboux catilar1 arasindaki iligki ortaya konmustur.

B3

A nin H*(r) Hiperboloid modeli iizerinde /"Lz?, A=+3 ve 1=1 bzel

degerleri igin Frenet ve Darboux catilar ile egrilik ve burulma incelenmistir. Son

olarak, A nin bu dzel degerleri icin H*(r) Hiperboloid modeli yiizeyi iizerinde

yatan spiral egrilerinin Maple programu ile grafikleri ¢izilmistir.
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