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ÖZET 

 

Sabit nokta teorisinde, lineer olmayan denklemlerin yaklaşık olarak çözülebilmesi için 

iterasyon yöntemleri etkin bir araç olmuştur. Bu tez çalışmasında, literatürde bulunan 

ve sabit noktayı mümkün olduğunca az sayıda adımla hesaplamak iddiası ile 

tanımlanan bir dört adımlı iterasyon yöntemi kullanılmıştır. Bu yöntem ile belirli 

şartlar altında veri bağlılığı sonucu elde edilmiştir. Bu sonuç bir örnek ile 

desteklenmiştir. Ayrıca bu iterasyon yöntemi mevcut literatürde yer alan sabit nokta 

teoremlerine yer verilmiştir. Bu dört adımlı iterasyon kullanılarak uygun koşullar 

altında bir Hadamard fonksiyonel kesirli diferansiyel denklemin çözümü 

incelenmiştir. Bu diferansiyel denklem için aynı iterasyon yönteminden yararlanarak 

belirli şartlar altında veri bağlılığı sonucuna varılmıştır. Ek olarak bir örnek ile 

desteklenmiştir. Son olarak elde edilen sonuçlara yer verilmiştir ve gelecekte yapılacak 

çalışmalara yönelik öneriler sunulmuştur. 
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1. GİRİŞ 

Matematikte lineer olmayan denklem veya denklem sistemlerinin çözümünün 

varlığının veya bu çözümlerin tekliklerinin belirlenmesi önemli bir yer tutmaktadır. 

Bu belirtilen lineer olmayan denklemler diferansiyel denklemler, integral denklemler, 

fark denklemleri, kısmi diferansiyel denklemler, kaotik sistem denklemleri, 

optimizasyon ve kısıtlamalı denklem sistemleri, denge problemleri, oyun teorisi gibi 

denklemleri içermektedir. Bu denklemlerin çözümüne ulaşmak ya da yaklaşık olarak 

çözümü elde edebilmek için matematikte birçok yöntem bulunmaktadır. Örneğin, bir 

lineer olmayan denklemin sayısal çözümüne ulaşmak için, uygun şartlar altında 

Newton yöntemi tercih edilebilir. Ayrıca, doğrudan analitik çözüm mümkün olmadığı 

durumlarda ve iteratif bir yaklaşım gerektiğinde de Newton yöntemi kullanılabilir. 

Benzer şekilde, lineer olmayan denklemlerin yaklaşık olarak çözümünde, özellikle 

sabit noktaların bulunmasında, sabit nokta iterasyon yöntemleri de sıkça tercih 

edilmektedir. Bu doğrultuda, 19. yüzyıla Picard [1] iteratif yaklaşım yöntemini 

sistematik hale getirerek, formülize edip diferansiyel denklemlerin çözümünde 

uygulamıştır. Burada kullanılan bu iteratif yaklaşıma Picard iterasyon yöntemi [1] 

veya ardışık yaklaşımlar yöntemi adı verilir. Picard ek olarak bu süreçlerin yakınsama 

garantilerini formalize etmiştir [1]. Iterasyon yöntemleri, bir 𝑇 fonksiyonun 𝑇(𝑥) = 𝑥 

denklemini sağlayan 𝑥 değerlerini hesaplamak üzere kullanılan etkin bir yöntemdir. 

Bu 𝑥 değerlerine 𝑇 fonksiyonun sabit noktası olarak adlandırılır [2]. Sabit nokta 

teorisinde uygun şartlarda belirli kurallar altında sıklıkla iterasyon yöntemleri 

tanımlanmaktadır. Bu bağlamda, 1953 yılında Mann iterasyonu [3], 1974 yılında 

Ishikawa iterasyonu [4], 2000 yılnda Noor iterasyonu [5], Agarwal iterasyonu [6], 

Khan tarafından tanımlanan Picard Mann hibrit iterasyonu [7] gibi birçok iterasyon 

yöntemleri örnek olarak verilebilir. Bu bağlamda iterasyon yöntemleri kullanılarak 

birçok sabit nokta sonuçları ve teoremleri elde edilmiş ve edilmektedir. 

Sabit nokta teorisindeki önemli bazı teoremlerden bahsetmek gerekirse; 1922 yılında 

Banach tarafından ortaya konulan Banach sabit nokta teoremi ile tam metrik uzaylarda 

sabit noktanın tekliği garanti altına almıştır [8]. Ayrıca 1909 yılında Brouwer 

tarafından [2], 1930 yılında Schauder tarafından [2], 1968 yılında Kannan tarafından 

[9], 1972 yılında Chatterjea tarafından [10] ve aynı yıl Zamfirescu tarafından [11] 

ortaya konulan sabit nokta teoremlerinde bahsetmek mümkündür. Günümüzde etkin 
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olarak kullanılan bu teoremlere ek birçok teorem ispatlanmakla birlikte, yeni teoremler 

ortaya konulmaktadır [12-18]. Ayrıca elde edilen teoremlerin ya da sonuçların daha 

genel hallerini ortaya koymak ayrı ve önemli çalışma alanlarından biridir. 1969 yılında 

Nadler tarafından Banach sabit nokta teoremini küme değerli dönüşümlere 

genellemesini [19] bu yöndeki çalışmalara örnek olarak verilebilir.  

Daha önceki tartışmalara ek olarak sabit nokta teorisinde yakınsaklık, yakınsaklık 

anlamında denkliği, yakınsaklık hızı, veri bağlılığı ve kararlılık gibi etkin olarak 

araştırmacıların ilgisini çeken kavramlardan söz edilebilir [20-26].  

Bu tez çalışmasında ise 2020 yılında Shatanawi vd. [27] tarafından tanımlanan dört 

adımlı iterasyon yöntemi kullanılarak zayıf contraction şartı altında veri bağlılığı 

sonucu elde edilmesi amaçlanmıştır. Shatanawi vd. [27] tarafından verilen örnek 

yeniden revize edilerek uygun şartlar altında veri bağlı olduğu sonucunun bir 

uygulaması verilmiştir. Ayrıca, 2024 yılında Balachandra vd. [28] tarafından, 

Hadamard fonksiyonel kesirli diferansiyel denklemlerin sabit nokta teoremlerini 

kullanarak, uygun koşullar altında varlık ve teklik teoremleri ispatlamışlardır. Verilen 

bu şartlar altında bir Hadamard fonksiyonel kesirli diferansiyel denklem çözümü bu 

iterasyon yöntemi kullanarak incelenmiştir. Son olarak bu denklemin veri bağlılığı 

sonucuna varılmıştır ve örneklendirilmiştir.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER 

Bu bölümde tezin diğer bölümde kullanılan temel tanım, teorem, lemma ve 

sonuçlardan bahsedilecektir. 

Tanım 2.1. 𝑋  boş olmayan bir küme ve 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ bir fonksiyon olsun. Her 

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için;  

M1) 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0   

M2) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦  

M3) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥)  

M4)  𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

şartlarını sağlayan 𝑑 fonksiyonuna üzerinde bir metrik veya uzaklık fonksiyonu, (𝑋, 𝑑) 

ikilisine metrik uzay denir [29]. 

Tanım 2.2 𝑋 bir metrik uzay ve {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  bu uzayda bir dizi olsun. Her bir 𝜀 > 0 için 

𝑛 ≥ 𝑛0 olduğunda, 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛0 = 𝑛0(𝜀) ∈ ℕ varsa, {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  

dizisine 𝑥 ∈ 𝑋 noktasına yakınsaktır denir [29]. 

Tanım 2.3  𝑋 bir metrik uzay ve {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  bu uzayda bir dizi olsun. Her bir 𝜀 > 0 için 

𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 olduğunda, 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛0 = 𝑛0(𝜀) varsa, {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  

dizisine Cauchy dizisi denir [29]. 

Tanım 2.4 (𝑋, 𝑑) metrik uzayında alınan her keyfi cauchy dizisi yakınsak ise tam 

metrik uzay denir [29].  

Tanım 2.5 (𝑋, 𝑑) ve (𝑌, 𝜌) iki metrik uzay, 𝑓: 𝑋 → 𝑌 bir dönüşüm ve 𝑥0 ∈ 𝑋 olsun. 

Her bir 𝜀 > 0 sayısı için, 𝑑(𝑥, 𝑥0) < 𝛿 olduğunda 𝜌(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥0)) < 𝜀 olacak şekilde 

bir 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 sayısı varsa, 𝑓 dönüşümüne 𝑥0 noktasında süreklidir denir. 𝑓, 𝑋’in 

her noktasında sürekli ise, 𝑓 dönüşümüne 𝑋’te süreklidir denir [30] 

Tanım 2.6  𝐿 boş olmayan bir küme ve 𝐾 bir cisim olsun. +: 𝐿 × 𝐿 → 𝐿 ve ⋅: 𝐾 × 𝐿 →

𝐿 işlemleri tanımlansın. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa 𝐿’ye 𝐾 cismi üzerinde 

vektör uzay (lineer uzay) denir:  

 𝐿 kümesi+ işlemine göre değişmeli bir gruptur. Yani,  
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V1. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 için 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐿 

V2. Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿için 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 

V3. Her 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑥 + 𝜃 = 𝜃 + 𝑥 = 𝑥 olacak şekilde 𝜃 ∈ 𝐿 vardır,  

V4. Her 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑥 + (−𝑥) = (−𝑥) + 𝑥 = 𝜃olacak şekilde −𝑥 ∈ 𝐿 vardır, 

V5. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 için 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 

 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 ve 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾 olmak üzere aşağıdaki şartlar sağlanır: 

V6. 𝛼 ⋅ 𝑥 ∈ 𝐿 

V7. 𝛼 ⋅ (𝑥 + 𝑦) = 𝛼 ⋅ 𝑥 + 𝛼 ⋅ 𝑦  

V8. (𝛼 + 𝛽) ⋅ 𝑥 = 𝛼 ⋅ 𝑥 + 𝛽 ⋅ 𝑥  

V9. (𝛼 ⋅ 𝛽) ⋅ 𝑥 = 𝛼 ⋅ (𝛽 ⋅ 𝑥)  

V10. 1 ⋅ 𝑥 = 𝑥 dir (Burada 1, 𝐾’nın birim elemanıdır). 

𝐾 = ℝ ise 𝐿 ye reel vektör uzay, 𝐾 = ℂ ise 𝐿’ye kompleks vektör uzay adı verilir [31].  

Tanım 2.7  𝐿 bir reel vektör uzay ve 𝐴 ⊆ 𝐿 olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 için  

𝐵 = {𝑧 ∈ 𝐿: 𝑧 = 𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦, 0 ≤ 𝛼 ≤ 1} ⊆ 𝐴 

ise, 𝐴 kümesine konvekstir denir [31]. 

Tanım 2.8 𝑋 bir vektör uzay olsun ve 𝐾 cismi ℝ olmak üzere, ‖. ‖: 𝑋 → 𝐾 

fonksiyonunun 𝑥 noktasındaki değeri ‖𝑥‖ ile verilsin. Bu fonksiyon  

N1. ‖𝑥‖ = 0 ⇔ 𝑥 = 𝜃 

N2. Her 𝛼 ∈ 𝐾 ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için ‖𝛼 ⋅ 𝑥‖ = |𝛼| ⋅ ‖𝑥‖ 

N3. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

şartlarını sağlıyorsa ‖. ‖ fonksiyonuna 𝑋 üzerinde bir norm, (𝑋, ‖. ‖) ikilisine de 

normlu uzay denir [32].  

Tanım 2.9  𝑋 normlu vektör uzay olsun. 𝑋 uzayı, 𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖(𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋) norm 

metriğine göre tam ise 𝑋’e Banach uzayı denir [33]. 

Tanım 2.10  𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 herhangi bir dönüşüm olsun. Eğer  

𝑇𝑥 = 𝑥 olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑋 varsa, bu 𝑥 noktasına 𝑇’nin sabit noktası denir ve 

𝑇’nin tüm sabit noktalarının kümesi 𝐹𝑇, 𝐹(𝑇) veya 𝐹𝑖𝑥(𝑇) ile gösterilir [2]. 
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Tanım 2.11  𝑋 bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝜆 ⋅ 𝑑(𝑥, 𝑦) (2.1) 

olacak şekilde bir 𝜆 > 0 sayısı mevcut ise 𝑇’ye bir Lipschitzian dönüşüm,  

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)  (2.2) 

ise 𝑇’ye bir nonexpansive dönüşüm,  

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝜆 ⋅ 𝑑(𝑥, 𝑦)  (2.3) 

olacak şekilde en az bir 𝜆 ∈ [0,1) sayısı bulunabiliyorsa 𝑇’ye contraction dönüşüm,  

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) < 𝑑(𝑥, 𝑦)  (2.4) 

ise 𝑇’ye strict contraction dönüşüm [2], 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑎 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑏 𝑑(𝑥, 𝑇𝑦)  (2.5) 

olacak şekilde en az bir 𝑎 ∈ [0,1) sayısı, 𝑏 ≥ 0 bulunabiliyorsa 𝑇’ye zayıf contraction 

dönüşüm denir [34]. Bu verilen dönüşüm sınıflarının norm hali 𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖ 

eşitliği göz önüne alınarak yeniden ifade ediebilir. 

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ 𝑎 ‖𝑥 − 𝑦‖ + 𝑏 ‖𝑥 − 𝑇𝑦‖  (2.6) 

Birinci kısımda belirtilen bazı teoremlerin ifadeleri: 

Teorem 2.12 𝑋 bir tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 (2.3) şartını sağlayan bir contraction 

dönüşüm olsun. Bu durumda  𝑇, 𝑋’te bir tek 𝑥 sabit noktasına sahiptir ve herhangi bir 

𝑥0 ∈ 𝑋 için 

𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑥𝑛  (2.7) 

burada 𝑛 = 0,1,2, … ile tanımlı Picard iterasyonu [1] tarafından üretilen {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  

iterasyon dizisi 𝑥 noktasına yakınsar. Bu teorem Banach Sabit Nokta Teoremi denir 

[8]. 

Teorem 2.13 [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ olmak üzere 𝑓: [𝑎, 𝑏] → [𝑎, 𝑏] sürekli bir dönüşüm olsun. Bu 

durumda 𝑓’nin [𝑎, 𝑏] aralığında bir sabit noktası vardır [2].  



6 

 

Teorem 2.14 𝑋 bir Banach uzayı, 𝐶, 𝑋’in kompakt, konveks alt kümesi ve 𝑓: 𝐶 → 𝐶 

sürekli bir dönüşüm olsun. Bu durumda 𝑓, 𝐶’de en az bir sabit noktaya sahiptir [2]. 

Teorem 2.15 𝑋 bir tam metrik uzayı, 𝑇: 𝐶 → 𝐶 (2.8) ile verilen bir dönüşüm olsun. 

Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  için 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝜆1(𝑑(𝑥, 𝑦) +  𝑑(𝑥, 𝑇𝑦))  (2.8) 

olacak şekilde bir 𝜆1 ∈ [0,
1

2
)  sayısı varsa bu durumda 𝑇 bir picard operatörüdür [9]. 

Teorem 2.16 𝑋 bir tam metrik uzayı, 𝑇: 𝐶 → 𝐶 (2.9) ile verilen bir dönüşüm olsun. 

Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  için 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝜆2(𝑑(𝑥, 𝑇𝑦) +  𝑑(𝑦, 𝑇𝑥))  (2.9) 

olacak şekilde bir 𝜆2 ∈ [0,
1

2
)  sayısı varsa bu durumda 𝑇 bir picard operatörüdür [10]. 

Teorem 2.17 𝑋 bir tam metrik uzayı, 𝑇: 𝐶 → 𝐶 (2.3), (2.8), (2,9) ile verilen 

dönüşümlerden en az birisinin doğru olduğu ve  𝜆 ∈ [0,1), 𝜆1 ∈ [0,
1

2
), 𝜆2 ∈ [0,

1

2
) 

şartlarını sağlayan 𝜆, 𝜆1, 𝜆2 sayıları varsa bu durumda 𝑇 bir picard operatörüdür [11]. 

Birinci kısımda belirtilen iterasyonlara ek olarak sıklıkla karılaşılan bazı iterasyon 

yöntemlerini adım sırasına göre verilirse: 

İterasyon yöntemlerinin en genel hali: 𝑛 = 0,1,2, … için 

{
𝑥0 ∈ 𝑋,

𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑇, 𝑥𝑛),
  (2.10) 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝑋 bir normlu uzay. 𝑓 bir fonksiyon, 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir 

dönüşümdür [2]. 

Tanım 2.18  Her 𝑛 ∈ ℕ için 

{

𝑥0 ∈ 𝑋,

𝑥𝑛+1 =
1

2
𝑥𝑛 +

1

2
𝑇𝑥𝑛

  (2.11) 

şeklindeki iterasyon yöntemine Krasnoselskii iterasyon yöntemi denir [35].  

Tanım 2.19 Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛 ∈ [0,1] belirli şartları sağlayan bir reel sayı dizisi 

olmak üzere, 
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{
𝑥0 ∈ 𝑋,

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑥𝑛
  (2.12) 

şeklinde ifade edilen iterasyon yöntemine (𝑀𝑛) Mann iterasyon yöntemi denir [3]. 

Tanım 2.20 Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛, 𝛽𝑛 ∈ [0,1] şartlarını sağlayan reel sayı dizileri olmak 

üzere,  

{
𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛
    𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑥𝑛

  (2.13) 

şeklinde ifade edilen iterasyon yöntemine (𝐼𝑛) Ishikawa iterasyon yöntemi denir [4].  

Literatürde bulunan bazı üç adımlı iterasyonlar ise: 

Tanım 2.21 Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛, 𝛽𝑛 ∈ [0,1] şartlarını sağlayan reel sayı dizileri olmak 

üzere,  

{
𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑇𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛
    𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑥𝑛

  (2.14) 

şeklinde ifade edilen iterasyon yöntemine (𝐴𝑅𝑆𝑛) S iterasyon yöntemi denir [36]. 

Tanım 2.22 Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛 ∈ [0,1] şartlarını sağlayan reel sayı dizileri 

olmak üzere, 

{  

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛
  𝑦𝑛  = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛
   𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑥𝑛

  (2.15) 

şeklinde ifade edilen iterasyon yöntemine (𝑁𝑛) Noor iterasyon yöntemi denir [5]. 

Tanım 2.23 Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛 ∈ [0,1] şartlarını sağlayan reel sayı dizileri 

olmak üzere, 

{

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑇𝑦𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑧𝑛
     𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑇𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛
     𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑥𝑛

  (2.16) 

şeklinde tanımlanan iterasyon yöntemine Abbas ve Nazır İterasyon Yöntemi denir 

[37]. 
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Tanım 2.24 Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛 ∈ [0,1] şartlarını sağlayan reel sayı dizileri 

olmak üzere, 

{

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑇𝑦𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑧𝑛
     𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑧𝑛
     𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑥𝑛

  (2.17) 

şeklinde tanımlanan iterasyon yöntemine (𝑆𝑛) Sintunavarat ve Pitea iterasyon yöntemi 

denir [38]. 

Dört adımlı bazı iterasyon yöntemleri ise 

Tanım 2.25 Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛, 𝜇𝑛 ∈ [0,1] olmak üzere;  

{
 

 
𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑦𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛
    𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑇𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛
 𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑤𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑤𝑛
𝑤𝑛 = (1 − 𝜇𝑛)𝑥𝑛 + 𝜇𝑛𝑇𝑥𝑛

. (2.18) 

şeklinde tanımlanan iterasyon yöntemine (𝐸𝑌𝑛) İterasyon Yöntemi denir [39]. 

Tanım 2.21 Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛, 𝜇𝑛 ∈ [0,1] olmak üzere;  

{
 

 
𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑇𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛
    𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑇𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛
  𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑤𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑤𝑛
 𝑤𝑛 = (1 − 𝜇𝑛)𝑥𝑛 + 𝜇𝑛𝑇𝑥𝑛

. (2.19) 

şeklinde tanımlanan iterasyon yöntemine (𝑀𝑆𝑛) İterasyon Yöntemi denir [40]. 

Tanım 2.22 Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛, 𝜇𝑛 ∈ [0,1] olmak üzere;  

{
 

 
𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛
   𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛
  𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑤𝑛
 𝑤𝑛 = (1 − 𝜇𝑛)𝑥𝑛 + 𝜇𝑛𝑇𝑥𝑛

. (2.20) 

şeklinde tanımlanan iterasyon yöntemine (𝐴𝐻𝑛) İterasyon Yöntemi denir [41]. 
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Tanım 2.23 Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛, 𝜇𝑛 ∈ [0,1] olmak üzere;  

{
 

 
𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑇𝑦𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑧𝑛
    𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑇𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛
  𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑤𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑤𝑛
 𝑤𝑛 = (1 − 𝜇𝑛)𝑥𝑛 + 𝜇𝑛𝑇𝑥𝑛

. (2.21) 

şeklinde tanımlanan iterasyon yöntemine (𝐺𝑌𝑛) İterasyon Yöntemi denir [42]. 

Tanım 2.24 {𝛼𝑛}𝑛=1
∞  ve {𝛽𝑛}𝑛=1

∞  iki dizi olsun. Bu diziler sırasıyla 𝛼 ve 𝛽 limitlerine 

sahip olsunlar. 

lim
𝑛→∞

|𝛼𝑛 − 𝛼|

|𝛽𝑛 − 𝛽|
= 𝑙 

olmak üzere; 

1.Eğer 𝑙 = 0 ise {𝛼𝑛}𝑛=1
∞  dizisinin  𝛼 noktasına yakınsaması, {𝛽𝑛}𝑛=1

∞  dizisinin 𝛽 

noktasına yakınsaması daha hızlıdır. 

2.Eğer 0 < 𝑙 < ∞ ise {𝛼𝑛}𝑛=1
∞  ve {𝛽𝑛}𝑛=1

∞  dizilerinin yakınsama hızları eşittir [43]. 

Tanım 2.25 𝑋 bir normlu uzay, {𝑝𝑛}𝑛=1
∞  ve {𝑞𝑛}𝑛=1

∞  iki dizi olsun. kabul edelim ki 

{𝑝𝑛}𝑛=1
∞  ve {𝑞𝑛}𝑛=1

∞  dizileri 𝑧 ∈ 𝑋 noktasına yakınsasın. 0 yakınsayan  {𝛼𝑛}𝑛=1
∞  ve 

{𝛽𝑛}𝑛=1
∞  negatif olmayan diziler ‖𝑝𝑛 − 𝑧‖ ≤ 𝛼𝑛 ve ‖𝑞𝑛 − 𝑧‖ ≤ 𝛽𝑛  şartını sağlasın. 

Eğer  {𝛼𝑛}𝑛=1
∞  dizisi {𝛽𝑛}𝑛=1

∞  dizisinden daha hızlı 0 yakınsıyorsa, {𝑝𝑛}𝑛=1
∞  dizisi de 𝑧 

noktasına {𝑞𝑛}𝑛=1
∞  dizisinden daha hızlı yakınsıyor denir [43]. 

Tanım 2.26: Bir 𝑋 kümesi içinde tanımlı {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  ve {𝑦𝑛}𝑛=0

∞  dizileri verildiğinde, bu 

dizilerin her bir terimi sıfıra yaklaşırsa, yani  

lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖ = 0 (2.22) 

şartı sağlanıyorsa, bu iki dizi denk olarak kabul edilir [44]. 

Tanım 2.27 Bir 𝑋 kümesi içinde tanımlı {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  ve {𝑦𝑛}𝑛=0

∞  dizileri verildiğinde, her 

𝑘 ∈ ℕ için bir 𝜀(𝑘) değeri varsa ve 𝑛 ≥ 𝑘 olduğunda  

‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖ ≤ 𝜀(𝑘)  (2.23) 
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şartı sağlanıyorsa {𝑦𝑛}𝑛=0
∞  dizisi, {𝑥𝑛}𝑛=0

∞  dizisinin yaklaşık dizisi olarak adlandırılır 

[2].  

Tanım 2.28 𝑇, 𝑆: 𝑋 → 𝑋 iki operatör olsun. Her 𝑥 ∈ 𝑋 ve uygun bir 𝜀 > 0 için 

‖𝑇𝑥 − 𝑆𝑥‖ ≤ 𝜀 

ise 𝑆’ye 𝑇’nin bir yaklaşım operatörü denir [45]. 

Lemma 2.29 {𝑎𝑛} negatif olmayan bir dizi, her 𝑛 ∈ ℕ için 𝜇𝑛 ∈ (0,1), ∑ 𝜇𝑛 =
∞
𝑛=1

∞ ve 𝜂𝑛 ≥ 0 olsun. Her 𝑛 ≥ 𝑛0 için  

𝑎𝑛+1 ≤ (1 − 𝜇𝑛)𝑎𝑛 + 𝜇𝑛𝜂𝑛 

eşitsizliğinin sağlanacağı şekilde bir 𝑛0 sayısı mevcut olsun. Bu durumda 

0 ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝 𝑎𝑛 ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝 𝜂𝑛 

eşitsizliği sağlanır [45]. 

 

.
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3. BİR DÖRT ADIMLI İTERASYON İÇİN BAZI SABİT NOKTA 

TEOREMLERİ 

3.1 (𝑺𝑩𝑻𝒏 ) İterasyonu ve Veri Bağlılığı 

2020 yılında Shatanawi vd. [27], sabit noktayı mümkün olduğunca az sayıda adımla 

hesaplamak veya tahmin etmek için yeni bir iterasyon yöntemi tanımladılar. ‘Four-

Step Iteration Scheme to Approximate Fixed Point for Weak Contractions, CMC, vol. 

64, no. 3, pp. 1491-1504, 2020’ başlıklı çalışmada, Teorem 1’de, tanımlanan bu dört 

adımlı iterasyon yönteminin, Tanım 2.24 ile Tanım 2.25’teki ifadeler kullanılarak ve 

belirli şartlar altında, Sintunavarat ve Pitea [38], Agarwal, O'Regan ve Sahu [36], 

Mann [3], Ishikawa [5] tarafından tanımlanan iterasyon yöntemlerinden daha hızlı 

yakınsadığını ispatlanmıştır. Ayrıca aynı makalede bu iddiasını desteklemek için 

MATLAB programından yararlanılarak bazı sayısal örnekler verilmiştir. Son olarak 

Newton'un soğuma kanunundan ortaya çıkan bir problemi uygulamalı olarak ortaya 

koymuşlardır. Bu makalede dönüşüm sınıfı olarak zayıf contraction şartı kullanılmıştır 

[27]. Bu iterasyon yöntemi Shatanawi vd. [27] tarafından 

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑇𝑧𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛 

𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑇𝑧𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑤𝑛 

𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑤𝑛 

𝑤𝑛 = (1 − 𝜇𝑛) 𝑥𝑛 + 𝜇𝑛𝑇𝑥𝑛 

(3.1) 

şeklinde tanımlanmış ve (𝑆𝐵𝑇𝑛 ) olarak adlandırılmıştır. Burada 𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛, 𝜇𝑛 kontrol 

dizileridir. Ayrıca [27] ile verilen çalışmadaki Teorem 1 de 𝛼𝑛 ∈ [𝛼, 1 − 𝛼], 𝛽𝑛 ∈

[𝛽, 1 − 𝛽], 𝛾𝑛 ∈ [𝛾, 1 − 𝛾], 𝜇𝑛 ∈ [𝜇, 1 − 𝜇] , 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜇 ∈ (1,
1

2
) ve 𝛼 <

𝛾

1−𝛾
 olarak 

alınmıştır. Fakat (3.1) ile verilen iterasyon yöntemi kullanılarak dönüşümlerin sabit 

noktalarının veri bağlı olup olmadığı daha önce araştırılmamıştır. Bu nedenle ilk olarak 

sabit nokta teorisinde veri bağlılığı kavramı üzerinde durulacaktır. 

(3.1) ile verilen iterasyon yöntemi kullanılarak zayıf contraction şartı altında 

dönüşümlerin sabit noktalarının veri bağlılığı incelenecektir: 

Teorem 3.1  𝑋 bir Banach uzayı ve 𝐶 bu uzayın boştan farklı, kapalı ve konveks bir 

alt kümesi olmak üzere 𝑇, 𝑆: 𝐶 → 𝐶, (2.5) ile verilen şartı sağlayan zayıf contraction 

operatörler olsun. 𝑝 sabit noktasına sahip S operatörü, 𝑝∗  sabit noktasına sahip 𝑇’nin 
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yaklaşım operatörü olsun. 𝑇 operatörü için (3.1) ile verilen iterasyon yönteminden elde 

edilen dizi {𝑥n}𝑛=1
∞  ile gösterilsin. 𝑆 operatörü için aşağıda verilen iterasyondan elde 

edilen dizi {𝑢𝑛}𝑛=1
∞  ile gösterilisin: 

𝑢𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑆𝑘𝑛 + 𝛼𝑛𝑆𝑣𝑛 

𝑣𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑆𝑘𝑛 + 𝛽𝑛𝑆ℎ𝑛 

𝑘𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑢𝑛 + 𝛾𝑛ℎ𝑛 

ℎ𝑛 = (1 − 𝜇𝑛) 𝑢𝑛 + 𝜇𝑛𝑆𝑢𝑛 

(3.2) 

burada her 𝑛 ∈ ℕ için {𝛼𝑛}𝑛=1
∞ , {𝛽𝑛}𝑛=1

∞ , {𝛾𝑛}𝑛=1
∞ , {𝜇𝑛}𝑛=1

∞ ∈ [0,1] ve 
1

2
≤ 𝛼𝑛 dir. 𝜀 >

0 ve 𝛿 =
𝛿1

(1−𝛿2)
< 1 olmak üzere 𝑛 → ∞ için 𝑢𝑛 → 𝑝∗ ise 

‖𝑝 − 𝑝∗‖ ≤
[2 + 2𝛿𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿

2𝛽𝑛𝜇𝑛 + 𝛿
2(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿]𝜀

1 − 𝛿
  

eşitsizliği geçerlidir. 

İspat (2.5) ile verilen zayıf contraction şartı, (3.1) ve (3.2) ile verilen iterasyon 

yöntemleri kullanılarak; 

‖𝑤𝑛 − ℎ𝑛‖ ≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝜇𝑛‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑆𝑢𝑛‖ 

                    ≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝜇𝑛‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑢𝑛‖ + 𝜇𝑛‖𝑇𝑢𝑛 − 𝑆𝑢𝑛‖ 

                      ≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝜇𝑛‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑢𝑛‖ + 𝜇𝑛𝜀  

(3.3) 

burada  

‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑢𝑛‖ ≤ 𝛿1‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝛿2‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑢𝑛‖ 

                           ≤ 𝛿1‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝛿2‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛‖ + 𝛿2‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑢𝑛‖ 

(1 − 𝛿2)‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑢𝑛‖ ≤ 𝛿1‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝛿2‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛‖ 

 ‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑢𝑛‖ ≤
𝛿1

(1−𝛿2)
‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ +

𝛿2

(1−𝛿2)
‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛‖                  

(3.4) 

elde edilir. Ayrıca 

𝐴1 =
𝛿2

(1 − 𝛿2)
‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛‖ (3.5) 



13 

 

𝛿 =
𝛿1

(1 − 𝛿2)
 

olarak tanımlansın, (3.4) eşitsizliği ve (3.5) eşitlikleri (3.3) eşitsizliğinde yerine 

yazılırsa 

‖𝑤𝑛 − ℎ𝑛‖ ≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝜇𝑛‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑢𝑛‖ + 𝜇𝑛𝜀 

                     ≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝜇𝑛𝛿‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝜇𝑛𝐴1 + 𝜇𝑛𝜀 

                      ≤ (1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿))‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝜇𝑛𝐴1 + 𝜇𝑛𝜀  

(3.6) 

elde edilir. (3.6) eşitsizliği kullanılarak 

‖𝑧𝑛 − 𝑘𝑛‖ ≤ (1 − 𝛾𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝛾𝑛‖𝑤𝑛 − ℎ𝑛 ‖ 

                    ≤ (1 − 𝛾𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝛾𝑛(1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿))‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ 

                     +𝛾𝑛𝜇𝑛𝐴1 + 𝛾𝑛𝜇𝑛𝜀 

(3.7) 

elde edilir. Burada  

𝑎1 = (1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿)) (3.8) 

(3.8) eşitliği (3.7) eşitsizliğinde yerine yazılırsa 

‖𝑧𝑛 − 𝑘𝑛‖ ≤ (1 − 𝛾𝑛(1 − 𝑎1))‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝛾𝑛𝜇𝑛𝐴1 + 𝛾𝑛𝜇𝑛𝜀𝑛  (3.9) 

ve 

‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ ≤ (1 − 𝛽𝑛)‖𝑇𝑧𝑛 − 𝑆𝑘𝑛‖ + 𝛽𝑛‖𝑇𝑤𝑛 − 𝑆ℎ𝑛‖ 

                    ≤ (1 − 𝛽𝑛)‖𝑇𝑧𝑛 − 𝑇𝑘𝑛‖ + (1 − 𝛽𝑛)‖𝑇𝑘𝑛 − 𝑆𝑘𝑛‖ 

                   +𝛽𝑛‖𝑇𝑤𝑛 − 𝑇ℎ𝑛‖ + 𝛽𝑛‖𝑇ℎ𝑛 − 𝑆ℎ𝑛‖ 

                    ≤ (1 − 𝛽𝑛)‖𝑇𝑧𝑛 − 𝑇𝑘𝑛‖ + 𝛽𝑛‖𝑇𝑤𝑛 − 𝑇ℎ𝑛‖ + 𝜀 

(3.10) 

olur. Burada işlemlerde kolaylık sağlaması açısından aşağıdaki eşitlikler verilmiştir. 

𝐴2 =
𝛿2

(1 − 𝛿2)
‖𝑤𝑛 − 𝑇𝑤𝑛‖ 

𝐴3 =
𝛿2

(1 − 𝛿2)
‖𝑧𝑛 − 𝑇𝑧𝑛‖ 

(3.11) 
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𝐴4 =
𝛿2

(1 − 𝛿2)
‖𝑦𝑛 − 𝑇𝑦𝑛‖ 

olarak alınır. (3.5) ve (3.11) eşitliği yerine yazılırsa 

‖𝑇𝑤𝑛 − 𝑇ℎ𝑛‖ ≤
𝛿1

(1 − 𝛿2)
‖𝑤𝑛 − ℎ𝑛‖ +

𝛿2
(1 − 𝛿2)

‖𝑤𝑛 − 𝑇𝑤𝑛‖ 

                           =
𝛿1

(1 − 𝛿2)
‖𝑤𝑛 − ℎ𝑛‖ + 𝐴2 

                           = 𝛿‖𝑤𝑛 − ℎ𝑛‖ + 𝐴2 

(3.12) 

ve 

‖𝑇𝑧𝑛 − 𝑇𝑘𝑛‖ ≤
𝛿1

(1 − 𝛿2)
‖𝑧𝑛 − 𝑘𝑛‖ +

𝛿2
(1 − 𝛿2)

‖𝑧𝑛 − 𝑇𝑧𝑛‖ 

                           =
𝛿1

(1 − 𝛿2)
‖𝑧𝑛 − 𝑘𝑛‖ + 𝐴3 

                           = 𝛿‖𝑧𝑛 − 𝑘𝑛‖ + 𝐴3 

(3.13) 

şeklinde elde edilir. (3.5), (3.8) ve (3.11) eşitlikleri, (3.6), (3.9), (3.12) ve (3.13) 

eşitsizlikleri kullanılarak (3.10) yeniden yazılırsa 

‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ ≤ (1 − 𝛽𝑛)𝛿‖𝑧𝑛 − 𝑘𝑛‖ + (1 − 𝛽𝑛)𝐴3 + 𝛽𝑛𝛿‖𝑤𝑛 − ℎ𝑛‖ 

                  +𝛽𝑛𝐴2 + 𝜀 

                ≤ (1 − 𝛽𝑛)𝛿[(1 − 𝛾𝑛(1 − 𝑎1))‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝛾𝑛𝜇𝑛𝐴1 + 𝛾𝑛𝜇𝑛𝜀] 

               +𝛽𝑛𝛿[(1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿))‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝜇𝑛𝐴1 + 𝜇𝑛𝜀 ] + 𝛽𝑛𝐴2 

               +(1 − 𝛽𝑛)𝐴3 + 𝜀 

               ≤ 𝛿‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + (1 − 𝛽𝑛)𝛿𝛾𝑛𝜇𝑛𝐴1 + 𝛽𝑛𝛿𝜇𝑛𝐴1 + 𝛽𝑛𝐴2 

               +(1 − 𝛽𝑛)𝐴3 + 𝛽𝑛𝛿𝜇𝑛𝜀 + (1 − 𝛽𝑛)𝛿𝛾𝑛𝜇𝑛𝜀 + 𝜀 

(3.14) 

sonucuna ulaşır. Burada 1 − 𝛾𝑛(1 − 𝑎1) < 1, 1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿) < 1 oldukları kullanıldı. 

Ayrıca 

‖𝑇𝑦𝑛 − 𝑇𝑣𝑛‖ ≤
𝛿1

(1 − 𝛿2)
‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ +

𝛿2
(1 − 𝛿2)

‖𝑦𝑛 − 𝑇𝑦𝑛‖ (3.15) 
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                           =
𝛿1

(1 − 𝛿2)
‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ + 𝐴4 

                           = 𝛿‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ + 𝐴4 

ve 
1

2
≤ 𝛼𝑛 olduğu, (3.11), (3.12), (3.13), (3.15) eşitlikleri (3.7), (3.9), (3.14) 

eşitsizlikleri kullanılarak, gerekli işlemler ve düzenlemeler yapılarak  

‖𝑥𝑛+1 − 𝑢𝑛+1‖ ≤ (1 − 𝛼𝑛)‖𝑇𝑧𝑛 − 𝑆𝑘𝑛‖ + 𝛼𝑛‖𝑇𝑦𝑛 − 𝑆𝑣𝑛‖ 

                             ≤ (1 − 𝛼𝑛)‖𝑇𝑧𝑛 − 𝑇𝑘𝑛‖ + (1 − 𝛼𝑛)‖𝑇𝑘𝑛 − 𝑆𝑘𝑛‖ 

                              +𝛼𝑛‖𝑇𝑦𝑛 − 𝑇𝑣𝑛‖ + 𝛼𝑛‖𝑇𝑣𝑛 − 𝑆𝑣𝑛‖ 

                             ≤ (1 − 𝛼𝑛)‖𝑇𝑧𝑛 − 𝑇𝑘𝑛‖ + 𝛼𝑛‖𝑇𝑦𝑛 − 𝑇𝑣𝑛‖ + 𝜀 

                             ≤ 𝛿(1 − 𝛼𝑛)‖𝑧𝑛 − 𝑘𝑛‖ + 𝛼𝑛𝛿‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ 

                            +(1 − 𝛼𝑛)𝐴3 + 𝛼𝑛𝐴4 + 𝜀 

                            ≤ 𝛿(1 − 𝛼𝑛)(1 − 𝛾𝑛(1 − 𝑎1))‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ 

                            +𝛿(1 − 𝛼𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛𝐴1 + 𝛿(1 − 𝛼𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛𝜀 

                            +𝛿2𝛼𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝛼𝑛𝛿
2(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛𝐴1 

                            +𝛿2𝛼𝑛𝛽𝑛𝜇𝑛𝐴1 + 𝛼𝑛𝛿𝛽𝑛𝐴2 + 𝛼𝑛𝛿(1 − 𝛽𝑛)𝐴3

+ 𝛼𝑛𝛿
2𝛽𝑛𝜇𝑛𝜀 + 𝛼𝑛𝛿

2(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛𝜀 + 𝛼𝑛𝛿𝜀 

                           +(1 − 𝛼𝑛)𝐴3 + 𝛼𝑛𝐴4 + 𝜀 

                          ≤ 𝛿(1 − 𝛼𝑛(1 − 𝛿))‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ 

                         +[𝛿2𝛼𝑛(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿(1 − 𝛼𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿
2𝛼𝑛𝛽𝑛𝜇𝑛]𝐴1 

                         +[𝛿𝛼𝑛𝛽𝑛]𝐴2 + [𝛿𝛼𝑛(1 − 𝛽𝑛) + (1 − 𝛼𝑛)]𝐴3 + 𝛼𝑛𝐴4 

                         +[1 + 𝛿(1 − 𝛼𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿
2𝛼𝑛𝛽𝑛𝜇𝑛 + 𝛿

2𝛼𝑛(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛

+ 𝛿𝛼𝑛]𝜀 

                          ≤ 𝛿(1 − 𝛼𝑛(1 − 𝛿))‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ 

                         +𝛼𝑛[𝛿
2(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛 + 2𝛿𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿

2𝛽𝑛𝜇𝑛]𝐴1 

                         +𝛼𝑛[𝛿𝛽𝑛]𝐴2 + 𝛼𝑛[𝛿(1 − 𝛽𝑛) + 2]𝐴3 + 𝛼𝑛𝐴4 

                        +𝛼𝑛[2 + 2𝛿𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿
2𝛽𝑛𝜇𝑛 + 𝛿

2(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝑎1]𝜀 

(3.16) 
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elde edilir. Burada (2.5) ile verilen zayıf contraction şartı kullanılarak 

‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑝‖ ≤ 𝛿1 ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛿2 ‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑝‖ ≤ (𝛿1 + 𝛿2) ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ (3.17) 

olur. (3.17) eşitsizlik kullanılarak 

‖𝑤𝑛 − 𝑝‖ ≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝜇𝑛‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

                    ≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝜇𝑛(𝛿1 + 𝛿2) ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

                    ≤ (1 − 𝜇𝑛(1 − 𝜃  ))‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

(3.18) 

burada 𝜃 = (𝛿1 + 𝛿2) dir. (1 − 𝜇𝑛(1 − 𝜃  ) < 1 olduğu kullanılarak 

‖𝑧𝑛 − 𝑝‖ ≤ (1 − 𝛾𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛾𝑛‖𝑤𝑛 − 𝑝‖ 

                    ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 
(3.19) 

elde edilir. 𝜃 = (𝛿1 + 𝛿2) ve. (1 − 𝜇𝑛(1 − 𝜃  ) < 1 olduğu kullanılarak 

‖𝑦𝑛 − 𝑝‖ ≤ (1 − 𝛽𝑛)‖𝑇𝑧𝑛 − 𝑝‖ + 𝛽𝑛‖𝑇𝑦𝑛 − 𝑝‖ 

                    ≤ (1 − 𝛽𝑛)𝜃‖𝑧𝑛 − 𝑝‖ + 𝛽𝑛𝜃 ‖𝑤𝑛 − 𝑝‖ 

                    ≤ 𝜃‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

(3.20) 

ve  

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ (1 − 𝛼𝑛)‖𝑇𝑧𝑛 − 𝑝‖ + 𝛼𝑛‖𝑇𝑦𝑛 − 𝑝‖ 

                      ≤ (1 − 𝛼𝑛)𝜃‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛼𝑛𝜃
2 ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

                      ≤ 𝜃(1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜃))‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

(3.21) 

elde edilir. Burada gerekli işlemler ve düzenlemeler yapılarak limit alınırsa 𝑛 → ∞ 

iken 𝑥𝑛 → 𝑝 olur. (3.17) benzer şekilde (2.5) ile verilen zayıf contraction şartı 

kullanılarak 

‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ ≤ ‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑝‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ ≤ (𝜃 + 1) ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ (3.22) 

elde edilir. Aynı şekilde ve (3.20) eşitsizliğinden yararlanarak 

‖𝑇𝑦𝑛 − 𝑦𝑛‖ ≤ ‖𝑇𝑦𝑛 − 𝑝‖ + ‖𝑦𝑛 − 𝑝‖ ≤ (𝜃 + 1)‖𝑦𝑛 − 𝑝‖ 

                       ≤ (𝜃 + 1)𝜃‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 
(3.23) 
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ve (3.19) eşitsizliğinden yararlanarak 

‖𝑇𝑧𝑛 − 𝑧𝑛‖ ≤ ‖𝑇𝑧𝑛 − 𝑝‖ + ‖𝑧𝑛 − 𝑝‖ ≤ (𝜃 + 1) ‖𝑧𝑛 − 𝑝‖ 

                       ≤ (𝜃 + 1)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

(3.24) 

ve (3.19) eşitsizliğinden yararlanarak 

‖𝑇𝑤𝑛 − 𝑤𝑛‖ ≤ ‖𝑇𝑤𝑛 − 𝑝‖ + ‖𝑤𝑛 − 𝑝‖ ≤ (𝜃 + 1) ‖𝑤𝑛 − 𝑝‖ 

                        ≤ (𝜃 + 1) (1 − 𝜇𝑛(1 − 𝜃  ))‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 
(3.25) 

elde edilir.  

O halde Lemma 2.29 daki şarların sağlandığını daha iyi görebilmek için aşağıda 

verilen eşitlikler dikkate alınarak  

𝑎𝑛 = ‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖, 

𝜇𝑛 = 𝛼𝑛(1 − 𝛿) ∈ (0,1) 

𝜂𝑛 =

{

[𝛿2(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛 + 2𝛿𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿
2𝛽𝑛𝜇𝑛]𝐴1

+[𝛿𝛽𝑛]𝐴2 + [𝛿(1 − 𝛽𝑛) + 2]𝐴3 + 𝐴4
+[2 + 2𝛿𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿

2𝛽𝑛𝜇𝑛 + 𝛿
2(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿]𝜀

}

(1 − 𝛿)
 

(3.26) 

şeçilirse Lemma 2.29’den 

0 ≤ lim
𝑛→∞

sup‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ 

≤ lim
𝑛→∞

sup

{

[𝛿2(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛 + 2𝛿𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿
2𝛽𝑛𝜇𝑛]𝐴1

+[𝛿𝛽𝑛]𝐴2 + [𝛿(1 − 𝛽𝑛) + 2]𝐴3 + 𝐴4
+[2 + 2𝛿𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿

2𝛽𝑛𝜇𝑛 + 𝛿
2(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿]𝜀

}

(1 − 𝛿)
 

=
[2 + 2𝛿𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿

2𝛽𝑛𝜇𝑛 + 𝛿
2(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿]𝜀

1 − 𝛿
 

(3.27) 

elde edilir. [27] makale Teorem 1’den ya da (3.21) eşitsizliği göz önüne alınarak 𝑛 →

∞ iken 𝑥𝑛 → 𝑝 dir. Ayrıca kabul gereği 𝑛 → ∞ iken 𝑢𝑛 → 𝑝∗ ve  

𝛿 =
𝛿1

(1−𝛿2)
< 1 dır. Sonuç olarak, 

‖𝑝 − 𝑝∗‖ ≤
[2 + 2𝛿𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿

2𝛽𝑛𝜇𝑛 + 𝛿
2(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿]𝜀

1 − 𝛿
 (3.28) 
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elde edilir. 

Şimdi Teorem 3.1’in bir uygulaması için ilk olarak [27] ile verilen kaynaklar 

bölümündeki çalışmada, Example 2 de, Shatanawi vd. tarafından uygun şartlar altında 

(SBTn) iterasyon yöntemi (Sn), (ARSn), (In) ve (Mn) iterasyonlarından daha hızlı 

olduğunu göstermişlerdir. Bu örnek temel alınarak veri bağlılığı için yeniden 

düzenlenmiştir. 

Örnek 3.2 𝐶 = [0,2] ⊂ ℝ kümesi üzerinde ‖𝑥‖ = |𝑥| standart norm tanımlı olsun. 

𝑇: 𝐶 → 𝐶, 

𝑇𝑥 = 𝑒sin
(𝑥)−

3

2  (3.29) 

şeklinde tanımlansın. 𝛼𝑛 ∈ [𝛼, 1 − 𝛼], 𝛽𝑛 ∈ [𝛽, 1 − 𝛽], 𝛾𝑛 ∈ [𝛾, 1 − 𝛾], 𝜇𝑛 ∈ [𝜇, 1 −

𝜇], 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜇 ∈ (1,
1

2
) ve 𝛼 <

𝛾

1−𝛾
 olmak üzere 𝛽 = 𝛾 =

2

5
 ve 𝜇 = 𝛼 =

1

4
. Ayrıca 𝑛 =

1, 2, … için 𝛽𝑛 = 𝛾𝑛 =
1

2
 ve 𝛼𝑛 = 𝜇𝑛 =

3

4
−

1

4+𝑛2
 olsun. (2.6) ile verilen zayıf 

contraction şartındaki 𝑎 = 0.7, 𝑏 = 0.2 olarak şeçilsin.  Ortalama değer teoreminden 

dolayı 𝑇 dönüşümü zayıf contraction şartını sağlar. Ayrıca Mathematica programı 

kullanılarak zayıf contraction şartının sağlandığı da gösterilebilir (bkz. Şekil 3.1). 

 

Şekil 3.1. 𝑇 dönüşümünün zayıf contraction şartını sağlaması 
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Başlangıç noktası 𝑥0 = 2 ve 𝑇 nin sabit noktası MATLAB programı ile 

hesaplandığında 𝑝 = 0.299786903282166 olarak elde edilmiştir [27]. Bu bilinen 

bilgiler doğrultusunda veri bağlılığı teoreminin bir uygulamasını ortaya koymak için 

gerekli düzenlemeler ve kabuller aşağıdaki gibi sebepleri ile birlikte verilmiştir.  

Veri bağlılığı tanımı kullanılarak 𝑇 operatörünün yaklaşım operatörü 𝑆: 𝐶 → 𝐶;  

𝑆(𝑥) = 0.22𝑥 − 0.02𝑥4  (3.30) 

olarak seçilirse {𝑢𝑛}𝑛=1
∞  dizisinin sabit noktası 𝑝∗ = 0 olarak hesaplanır. Ayrıca 

Tanımı 2.28 kullanarak ve |𝑇 − 𝑆| < 𝜀 gereğince ve 𝐶 = [0,2] aralığında olduğundan 

yani 𝑥 ∈ [0,2] için 

|𝑒sin
(𝑥)−

3
2 − (0.22𝑥 − 0.02𝑥4)| < 0.303 (3.31) 

olarak alınabilir. Teorem 3.1 de kullanılan 𝛿 = 𝛿1 + 𝛿2 = 0.7 + 0.2 = 0.9, ya da (2.6) 

ile verilen zayıf contraction şartındaki 𝛿1 = 𝑎 = 0.7, 𝛿2 = 𝑏 = 0.2 olarak olarak 

yazılabilir. (3.2) ile verilen iterasyon yönteminde yukarıda verilen veriler ile birlikte 

yerine yazılırsa: 

𝑢𝑛+1 =
8 + 𝑛2

4 (4 + 𝑛2)
(0.22𝑘𝑛 − 0.02𝑘𝑛

4) 

         + (
8 + 3𝑛2

4(4 + 𝑛2)
) (0.22𝑣𝑛 − 0.02𝑣𝑛

4) 

𝑣𝑛 =
1

2
(0.22𝑘𝑛 − 0.02𝑘𝑛

4) +
1

2
(0.22ℎ𝑛 − 0.02ℎ𝑛

4) 

𝑘𝑛 =
1

2
𝑢𝑛 +

1

2
ℎ𝑛 

ℎ𝑛 =
8 + 𝑛2

4 (4 + 𝑛2)
 𝑢𝑛 + (

8 + 3𝑛2

4(4 + 𝑛2)
) (0.22𝑢𝑛 − 0.02𝑢𝑛

4) 

(3.32) 

elde edilir. 

Çizelge 3.1 de (3.32) ile verilen iterasyon yönteminin 𝑥0 = 2  başlangıç koşulu ile 

yakınsaması Matlab programı yardımıyla elde edilmiştir. Sonuç olarak Çizelge 3.1 den 

de görüleceği üzere (3.32) ile verilen iterasyon yöntemi 12. adımda sabit noktaya 

ulaşmaktadır. 
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Çizelge 3.1. (3.32) ile verilen iterasyon yönteminin yakınsaması 

𝑢0 2 

𝑢1 0.128952730549081 

𝑢2 0.010518973030658 

𝑢3 0.000765707867279 

⋮ ⋮ 

𝑢11 0.000000000000011 

𝑢12 0 

Yukarıdaki bürtün kabuller ve elde edilen bazı sonuçlar Teorem 3.1 de elde edilen 

(3.38) eşitsizliğinde yerine yazıldığında aşağıdaki eşitsizlik elde edilir. 

|𝑝 − 𝑝∗ | = 0.299786903282166 

            ≤
[2 + 2𝛿𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿

2𝛽𝑛𝜇𝑛 + 𝛿
2(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿]𝜀

1 − 𝛿
 

           =

[
2 + 2 ⋅ 0.9

1
2 (
3
4 −

1
4 + 𝑛2

) + (0.9)2
1
2 (
3
4 −

1
4 + 𝑛2

) 

+(0.9)2
1
4 (
3
4 −

1
4 + 𝑛2

)  + 0.875
] 0.303 

1 − 0.9
 

(3.33) 

𝑛 → ∞ iken limit aldığı durumda ise 

|𝑝 − 𝑝∗ | ≤ 12.137  

elde edilir.  

Böylece Teorem 3.1’in bir uygulaması verilmiştir. Bundan sonraki sonuçlar ise bir 

lineer olmayan denklem için sabit nokta teoremleri üzerinde durulacaktır. 
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3.2 Hadamard Fonksiyonel Kesirli Diferansiyel Denklemlerin Sabit Nokta 

Teorisi ile Çözümü ve Veri Bağlılığı 

Bu bölümde Hadamard fonksiyonel kesirli diferansiyel denklemlerin sabit nokta 

teorisi ile çözümü için gerekli teoremler ve şartlar belirlenecektir. 

Tüm sürekli fonksiyonların uzayı 𝐶(𝐽, ℝ) = 𝐵 olmak üzere bu küme üzerinde tanımlı 

supremum normu verilsin. O halde 𝐶(𝐽, ℝ) = 𝐵 bir Banach uzayı olur [28]. 

Aşağıdaki kesirli diferansiyel denklemi göz önüne alınırsa 

𝐷𝐻
𝑎+
𝛼,𝜓
𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)),        𝑡 ∈ 𝐽 = [𝑎, 𝑏],  

           𝑥(𝑎) = 𝑥𝑎, 

(3.34) 

burada 𝐷𝐻
𝑎+
𝛼,𝜓

, Hadamard fonksiyonel kesirli türevi, 0 < 𝛼 < 1, 𝑓: 𝐽 × ℝ → ℝ sürekli 

bir fonksiyon ve tüm 𝑡 ∈ 𝐽 ve  𝜓′(𝑡) > 0 için 𝜓 ∈ 𝐶1(𝐽, ℝ) dır. Bu problem aşağıdaki 

şekilde ifade edilebilir [28]: 

𝑥(𝑡) = 𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑥𝑛(𝜏))𝑑𝜏 (3.35) 

Bu integral denklem sabit nokta teorisinde operatör olarak 

𝑇𝑥(𝑡) = 𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑥𝑛(𝜏))𝑑𝜏 (3.36) 

yazılabilir. 

Hadamard fonksiyonel kesirli diferansiyel denklemlerin varlık teoremleri, sabit nokta 

teoremleri kullanılarak ve uygun koşullar altında, Balachandra ve arkadaşları [28] 

tarafından 2024 yılında ispatlanmıştır. Şimdi sonuçlarımızı elde edebilmek için gerekli 

teoremi verelim. Bu teorem Balachandra ve arkadaşları [28] tarafından (3.34) ile 

verilen problemin çözümünün varlığını ve tekliğini göstermektedir. 

Teorem 3.3 𝐿 aşağıda verilen A1 şartını sağlayan bir pozitif sayı olsun. Ayrıca tüm 

𝑡 ∈ 𝐽 ve 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ için 

𝐴1) |𝑓(𝑡, 𝑢) − 𝑓(𝑡, 𝑣)| ≤ 𝐿|𝑢 − 𝑣|, 

𝐴2) 
𝐿

Γ(𝛼 + 1)
(𝑙𝑛𝜓(𝑏) − 𝑙𝑛𝜓(𝑎))

𝛼
< 1 

(3.37) 

şartları altında (3.34) ile verilen problemin tek bir çözümü vardır [28]. 
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Teoremlerin ispatındaki ara işlemlerde kullanılmak üzere aşağıdaki integral 

hesaplanması gerekir. 

1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑥𝑛(𝜏))𝑑𝜏 (3.38) 

integralinin hesaplanması için değişken dönüşümü yapılırsa: 

𝜓(𝜏) = 𝑘, 𝜓′(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑑𝑘,  

Bu yapılan değişken değiştirmeden sonra integralin üst sınırı 𝜓(𝑡) ve alt 

sınırı 𝜓(𝛼) olur. 

 

  ∫
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝑘)𝛼−1

𝑘
𝑑𝑘

𝜓(𝑡)

𝜓(𝛼)

   

𝑙𝑛𝑘 = 𝑧,   
1

𝑘
𝑑𝑘 = 𝑑𝑧 

Bu yapılan değişken değiştirmeden sonra ise integralin üst sınırı ln𝜓(𝛼) ve 

alt sınırı ln𝜓(𝑡) olur. 

 

∫ (𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑧)𝛼−1

𝑙𝑛𝜓( 𝛼)

𝑙𝑛𝜓(𝑡)

 𝑑𝑧  

𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑧 = 𝑚, −𝑑𝑧 = 𝑑𝑚 

integralin üst sınırı 𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝛼) ve alt sınır 𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝑡) = 0 

olur. 

 

 

− ∫ (𝑚)𝛼−1

𝑙𝑛𝜓(𝑡)−𝑙𝑛𝜓(𝛼)

0

𝑑𝑚= − −
𝑚𝛼

𝛼
|
0

𝑙𝑛𝜓(𝑡)−𝑙𝑛𝜓(𝛼)

  

                                                  =
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝛼))

𝛼

𝛼
  

Sonuç olarak 

1

𝛤(𝛼)
∫

𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1𝑡

𝑎
𝑑𝜏=

(𝑙𝑛𝜓(𝑡)−𝑙𝑛𝜓(𝑎))
𝛼

𝛤(𝛼+1)
      (3.39) 

elde edilir. 
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Şimdi (3.1) ile verilen dört adımlı bir iterasyon yöntemi kullanılarak (3.34) ile verilen 

problemin çözümüne nasıl, hangi şartlar altında ulaşılabileceği aşağıdaki teorem ile 

verilmiştir. 

Teorem 3.4 Teorem 3.3 ile verilen (A1) ve (A2) şartları altında (3.34)-(3.35) ile 

verilen problem 𝑝 gibi bir tek çözüme sahiptir ve {𝛼𝑛}𝑛=0
∞ , {𝛽𝑛}𝑛=0

∞ , {𝛾𝑛}𝑛=0
∞ , {𝜇𝑛}𝑛=0

∞   

kontrol dizileri [0,1] aralığına ait olmak üzere ∑ 𝛼𝑛 = ∞∞
𝑛=1  şartı altında (3.1) ile 

verilen dört adımlı iterasyon yönteminden elde edilen dizi bu çözüme yakınsar.  

İspat. 𝑇: 𝐵 → 𝐵 olmak üzere 

𝑇𝑥𝑛(𝑡) = 𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑥𝑛(𝜏))𝑑𝜏 (3.40) 

şeklinde yazılır. Bu operatörün sabit noktası 𝑝 olmak üzere, (3.40) operatörü altında 

(3.1) ile verilen iterasyon yöntemi gerekli düzenlemeler ile aşağıda verilen hali elde 

edilir. 

𝑥𝑛+1 = 

       (1 − 𝛼𝑛) (𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑧𝑛(𝜏))𝑑𝜏) 

       +𝛼𝑛 (𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑦𝑛(𝜏))𝑑𝜏) 

𝑦𝑛 = 

        (1 − 𝛽𝑛) (𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑧𝑛(𝜏))𝑑𝜏) 

       +𝛽𝑛 (𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑤𝑛(𝜏))𝑑𝜏) 

𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑤𝑛 

𝑤𝑛 = (1 − 𝜇𝑛)𝑥𝑛 

(3.41) 
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          +𝜇𝑛 (𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑥𝑛(𝜏))𝑑𝜏) 

şeklinde yazılır. 𝑇𝑝 değeri için: 

𝑇𝑝(𝑡) = 𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑝(𝜏))𝑑𝜏 (3.42) 

olarak ifade edilebilir. İşlemlere yardımcı olması amacıyla Teorem 3.3 ile verilen 

teoremin ispatından yararlanarak aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

|𝑇𝑢𝑛 − 𝑇𝑝| 

         ≤

|

| (𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑥𝑛(𝜏))𝑑𝜏)

−(𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑝(𝜏))𝑑𝜏)|

|

 

         ≤
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

|𝑓(𝜏, 𝑥𝑛(𝜏)) − 𝑓(𝜏, 𝑝(𝜏))|𝑑𝜏 

         ≤
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝐿|𝑥𝑛(𝜏) − 𝑝(𝜏)|𝑑𝜏 

(3.43) 

ve ayrıca (3.43) ile verilen eşitsizliğin supremumu alınırsa: 

‖𝑇𝑢𝑛 − 𝑇𝑝‖ 

     ≤
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

‖𝑓(𝜏, 𝑢𝑛(𝜏)) − 𝑓(𝜏, 𝑝(𝜏))‖𝑑𝜏 

      ≤
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝐿‖𝑢𝑛 − 𝑝‖𝑑𝜏 

      =
𝐿‖𝑢𝑛 − 𝑝‖

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑑𝜏 

      ≤
𝐿‖𝑢𝑛 − 𝑝‖

Γ(𝛼 + 1)
(𝑙𝑛𝜓(𝑏) − 𝑙𝑛𝜓(𝑎))

𝛼
 

(3.44) 
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şeklinde ifade edilebilir. (3.41) iterasyon yöntemi, (3.39) eşitliği ve (3.43) eşitsizliği 

kullanılarak  

‖𝑤𝑛 − 𝑝‖ ≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

     +𝜇𝑛

‖

‖ (𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑥𝑛(𝜏))𝑑𝜏)

−(𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑝(𝜏))𝑑𝜏)‖

‖

 

≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝜇𝑛
1

Γ(𝛼)
∫

𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝐿‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

𝑡

𝑎

𝑑𝜏 

≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝜇𝑛
𝐿‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑑𝜏 

≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝜇𝑛
𝐿‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

Γ(𝛼 + 1)
(𝑙𝑛𝜓(𝑏) − 𝑙𝑛𝜓(𝑎))

𝛼
  

(3.44) 

elde edilir. Burada 𝜃 =
1

Γ(𝛼+1)
𝐿(𝑙𝑛𝜓(𝑏) − 𝑙𝑛𝜓(𝑎))

𝛼
 olarak seçilirse (3.44) 

eşitsizliği 

‖𝑤𝑛 − 𝑝‖ ≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝜃𝜇𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

                    ≤ (1 − 𝜇𝑛(1 − 𝜃))‖𝑥𝑛 − 𝑝‖   
(3.45) 

elde edilir. (3.41) iterasyon yöntemi ve (3.45) eşitsizliği kullanılarak 

‖𝑧𝑛 − 𝑝‖ ≤ (1 − 𝛾𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛾𝑛‖𝑤𝑛 − 𝑝‖ 

                    ≤ (1 − 𝛾𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛾𝑛(1 − 𝜇𝑛(1 − 𝜃))‖𝑥𝑛 − 𝑝‖   
(3.46) 

ve burada (1 − 𝜇𝑛(1 − 𝜃) < 1 olduğundan dolayı 

‖𝑧𝑛 − 𝑝‖ ≤ (1 − 𝛾𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛾𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

                  ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 
(3.47) 
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elde edilir. (3.41) iterasyon yöntemi, 𝜃 =
1

Γ(𝛼+1)
𝐿(𝑙𝑛𝜓(𝑏) − 𝑙𝑛𝜓(𝑎))

𝛼
 eşitliği, (3.43) 

eşitsizliği kullanılarak 

‖𝑦𝑛 − 𝑝‖ 

             ≤ (1 − 𝛽𝑛) 

           ⋅

‖

‖ (𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑧𝑛(𝜏))𝑑𝜏)

−(𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑝(𝜏))𝑑𝜏)‖

‖

 

     +𝛽𝑛

‖

‖(𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑤𝑛(𝜏))𝑑𝜏)

−(𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑝(𝜏))𝑑𝜏)‖

‖

 

        ≤ (1 − 𝛽𝑛)
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1
𝐿‖𝑧𝑛 − 𝑝‖𝑑𝜏

𝑡

𝑎

 

       +𝛽𝑛
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1
𝐿‖𝑤𝑛 − 𝑝‖𝑑𝜏

𝑡

𝑎

 

        ≤ (1 − 𝛽𝑛)
𝐿‖𝑧𝑛 − 𝑝‖

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑑𝜏 

       +𝛽𝑛
𝐿‖𝑤𝑛 − 𝑝‖

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑑𝜏 

        ≤ (1 − 𝛽𝑛)
𝐿‖𝑧𝑛 − 𝑝‖

Γ(𝛼 + 1)
(𝑙𝑛𝜓(𝑏) − 𝑙𝑛𝜓(𝑎))

𝛼
 

        +𝛽𝑛
𝐿‖𝑤𝑛 − 𝑝‖

Γ(𝛼 + 1)
(𝑙𝑛𝜓(𝑏) − 𝑙𝑛𝜓(𝑎))

𝛼
 

        = 𝜃(1 − 𝛽𝑛)‖𝑧𝑛 − 𝑝‖ + 𝜃𝛽𝑛‖𝑤𝑛 − 𝑝‖ 

(3.48) 
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elde edilir. (3.48) eşitsizliğinde (3.45) ve (3.47) eşitsizlikleri yerine yazılırsa ve 

(1 − 𝜇𝑛(1 − 𝜃)) < 1 olduğu kullanılırsa 

‖𝑦𝑛 − 𝑝‖ ≤ 𝜃(1 − 𝛽𝑛)‖𝑧𝑛 − 𝑝‖ + 𝜃𝛽𝑛‖𝑤𝑛 − 𝑝‖ 

                   ≤ 𝜃(1 − 𝛽𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝜃𝛽𝑛(1 − 𝜇𝑛(1 − 𝜃))‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

                   ≤ 𝜃‖𝑥𝑛 − 𝑝‖  

(3.49) 

olur. (3.41) iterasyon yöntemi, 𝜃 =
1

Γ(𝛼+1)
𝐿(𝑙𝑛𝜓(𝑏) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏𝑎))

𝛼
 eşitliği, (3.43) 

eşitsizliği kullanılarak 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ 

≤ (1 − 𝛼𝑛) 

⋅               

‖

‖ (𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑧𝑛(𝜏))𝑑𝜏)

−(𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑝(𝜏))𝑑𝜏)‖

‖

 

       +𝛼𝑛

‖

‖ (𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑦𝑛(𝜏))𝑑𝜏)

−(𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑝(𝜏))𝑑𝜏)‖

‖

 

          ≤ (1 − 𝛼𝑛)
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1
𝐿‖𝑧𝑛 − 𝑝‖𝑑𝜏

𝑡

𝑎

 

          +𝛼𝑛
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1
𝐿‖𝑦𝑛 − 𝑝‖𝑑𝜏

𝑡

𝑎

 

           ≤ (1 − 𝛼𝑛)
𝐿‖𝑧𝑛 − 𝑝‖

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑑𝜏 

(3.50) 
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            +𝛼𝑛
𝐿‖𝑦𝑛 − 𝑝‖

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑑𝜏 

           ≤ (1 − 𝛼𝑛)
𝐿‖𝑧𝑛 − 𝑝‖

Γ(𝛼 + 1)
(𝑙𝑛𝜓(𝑏) − 𝑙𝑛𝜓(𝑎))

𝛼
 

            +𝛼𝑛
𝐿‖𝑦𝑛 − 𝑝‖

Γ(𝛼 + 1)
(𝑙𝑛𝜓(𝑏) − 𝑙𝑛𝜓(𝑎))

𝛼
 

            = 𝜃(1 − 𝛼𝑛)‖𝑧𝑛 − 𝑝‖ + 𝜃𝛼𝑛‖𝑦𝑛 − 𝑝‖ 

(3.50) eşitsizliğinde (3.47) ve (3.49) eşitsizlikleri yerine yazılırsa ve (1 − 𝜇𝑛(1 −

𝜃)) < 1 olduğu kullanılırsa 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ 𝜃(1 − 𝛼𝑛)‖𝑧𝑛 − 𝑝‖ + 𝜃𝛼𝑛‖𝑦𝑛 − 𝑝‖ 

                       ≤ 𝜃(1 − 𝛼𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛼𝑛𝜃
2‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

                       ≤ 𝜃(1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜃))‖𝑥𝑛 − 𝑝‖  

(3.51) 

sonucuna ulaşılır. (3.51) eşitsizliğinde tümevarıma geçilirse, 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑥∗‖∞ ≤ 𝜃𝑛∏(1− 𝛼𝑘(1 − 𝜃))‖𝑥0 − 𝑝‖ 

𝑛

𝑘=0

 (3.52) 

olur. (1 − 𝛼𝑘(1 − 𝜃)) < 1 olduğundan ve her 𝑥 ∈ [0,1] için 1 − 𝑥 ≤ 𝑒−𝑥 

eşitsizliğinin sağlandığı bilindiğinden dolayı  

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ 𝜃
𝑛‖𝑥0 − 𝑝‖∏𝑒−(1−𝜃)𝛼𝑘

𝑛

𝑘=0

 

                       = 𝜃𝑛‖𝑥0 − 𝑝‖𝑒
−(1−𝜃)∑ 𝛼𝑘

𝑛
𝑘=0  

(3.53) 

 elde edilir. 𝑛 → ∞ için son eşitsizlikte limit alınırsa 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ = 0 olur. 

Teorem 3.4 ile verilen teoremin şartları azaltılarak aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 3.5 Teorem 3.3 ile verilen (A1) -(A2) şartları altında (3.34) -(3.35) ile verilen 

problem 𝑝 gibi bir tek çözüme sahiptir ve {𝛼𝑛}𝑛=0
∞ , {𝛽𝑛}𝑛=0

∞ , {𝛾𝑛}𝑛=0
∞ , {𝜇𝑛}𝑛=0

∞  kontrol 

dizileri [0,1] aralığına ait olsun. Bu durumda (3.1) ile verilen dört adımlı iterasyon 

yönteminden elde edilen dizi bu çözüme yakınsar. 
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İspat Teorem 3.4 ispatında elde edilen (3.51) eşitsizliği ile verilen 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ 𝜃(1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜃))‖𝑥𝑛 − 𝑝‖  (3.54) 

bu eşitsizlikte (1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜃)) < 1 olması sebebi ile aşağıdaki gibi yazılabilir: 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ 𝜃‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

                    ≤ 𝜃𝑛‖𝑥0 − 𝑝‖  
(3.55) 

elde edilir. 

     ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ ≤ 𝜃‖𝑥𝑛−1 − 𝑝‖ 

‖𝑥𝑛−1 − 𝑝‖  ≤ 𝜃‖𝑥𝑛−2 − 𝑝‖  

                     ⋮  

                     ⋮  

       ‖𝑥1 − 𝑝‖ ≤ 𝜃‖𝑥0 − 𝑝‖ 

(3.56) 

olur. Son olarak  

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ 𝜃
𝑛‖𝑥0 − 𝑝‖  (3.57) 

elde edilir. Son olarak 𝑛 → ∞ için (3.57) eşitsizliğinde limit alınırsa 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ = 0 

olur. Bu teoremin sonucu olarak daha az şartla (3.34) -(3.35) ile verilen problemin 

çözümüne ulaşılabilir. 

Teorem 3.1 de (2.5) ile verilen şartı sağlayan zayıf contraction altında (3.1) iterasyon 

yöntemi kullanarak veri bağlı olduğu gösterilmişti. Aşağıda verilen Teorem 3.6 ise, 

Teorem 3.5’nin ispatında (3.41) ile verilen iterasyon yöntemi kullanılarak 

dönüşümlerin sabit noktalarının veri bağlılığı incelenecektir: 

𝑇, 𝑆: 𝐵 → 𝐵 tanımlı iki operatör, 𝑓, 𝑔: 𝐽 × ℝ → ℝ sürekli bir fonksiyon ve 𝐶(𝐽, ℝ) =

𝐵 bir Banach uzayı olmak üzere; 

𝑇𝑥(𝑡) = 𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏))𝑑𝜏 (3.58) 

ve 
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𝑆𝑥(𝑡) = 𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑔(𝜏, 𝑥(𝜏))𝑑𝜏 (3.59) 

şeklinde tanımlansın.  

Teorem 3.6 Teorem 3.3 ile verilen (A1-A2) şartları altında (3.34)- (3.35) ile verilen 

problem 𝑝 gibi bir tek çözüme sahiptir ve 𝑇operatörüyle inşa edilen ve (3.1) ile verilen 

iterasyondan elde edilen dizi {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  ile gösterilsin. {𝑢𝑛}𝑛=0

∞  ise 𝑆 operatörü (3.19) ile 

inşa edilen aşağıdaki iterasyondan elde edilen bir dizi olsun: 

𝑢𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑆𝑘𝑛 + 𝛼𝑛𝑆𝑣𝑛 

𝑣𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑆𝑘𝑛 + 𝛽𝑛𝑆ℎ𝑛 

𝑘𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑢𝑛 + 𝛾𝑛ℎ𝑛 

ℎ𝑛 = (1 − 𝜇𝑛) 𝑢𝑛 + 𝜇𝑛𝑆𝑢𝑛 

(3.60) 

burada {𝛼𝑛}𝑛=0
∞ , {𝛽𝑛}𝑛=0

∞ , {𝛾𝑛}𝑛=0
∞ , {𝜇𝑛}𝑛=0

∞  kontrol dizileri ve 
1

2
≤ 𝛼𝑛 şartını 

sağlamaktadır. Ayrıca 𝑥0 = 𝑢0 olmak üzere her 𝑢 ∈ 𝐵 ve 𝜀 ≥ 0 için ve 

‖𝑓(𝑢) − 𝑔(𝑢)‖ ≤ 𝜀 sağlansın. Eğer 𝑝 ve 𝑝∗ sırasıyla (3.58) ve (3.59) ile verilen 

eşitliklerin çözümleri ve 𝜃 =
1

Γ(𝛼+1)
𝐿(𝑙𝑛𝜓(𝑏) − 𝑙𝑛𝜓(𝑎))

𝛼
< 1 şartını sağlıyor ise, bu 

durumda aşağıda verilen eşitsizlik geçerlidir:  

‖𝑝 − 𝑝∗‖ ≤
(2𝛾𝑛𝜇𝑛𝜃 + 2𝜃 + 𝛿(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛𝜃 + 𝛽𝑛𝜇𝑛𝜃𝛿)𝜀

1 − 𝛿
 (3.61) 

İspat Bu teoremin istenilen sonucuna ulaşmak ve eşitsizliklerin ara işlemlerinde 

kullanmak için öncelikle aşağıdaki eşitsizliği verelim. 

|𝑇𝑎𝑛 − 𝑇𝑏𝑛| 

       ≤

|

| (𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑎𝑛(𝜏))𝑑𝜏)

−(𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑏𝑛(𝜏))𝑑𝜏)
|

|

 

      ≤
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

|𝑓(𝜏, 𝑎𝑛(𝜏)) − 𝑓(𝜏, 𝑏𝑛(𝜏))|𝑑𝜏 

(3.62) 
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        ≤
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝐿|𝑎𝑛(𝜏) − 𝑏𝑛(𝜏)|𝑑𝜏 

 ve ayrıca (3.62) ile verilen eşitsizliğin supremumu alınırsa: 

‖𝑇𝑎𝑛 − 𝑇𝑏𝑛‖ 

     ≤
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

‖𝑓(𝜏, 𝑎𝑛(𝜏)) − 𝑓(𝜏, 𝑏𝑛(𝜏))‖𝑑𝜏 

      ≤
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝐿‖𝑎𝑛 − 𝑏𝑛‖𝑑𝜏 

      =
𝐿‖𝑎𝑛 − 𝑏𝑛‖

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑑𝜏 

      ≤
𝐿‖𝑎𝑛 − 𝑏𝑛‖

Γ(𝛼 + 1)
(𝑙𝑛𝜓(𝑏) − 𝑙𝑛𝜓(𝑎))

𝛼
 

(3.63) 

 (3.41) ve (3.60) ile verilen iterasyon yöntemi, Teorem 3.3 de verilen (A1)-(A2) 

şartları, (3.63) eşitsizliği, 𝜃 =
1

Γ(𝛼+1)
𝐿(𝑙𝑛𝜓(𝑏) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏𝑎))

𝛼
< 1 ve teoremin 

hipotezi kullanılarak; 

|𝑇𝑥𝑛(𝑡) − 𝑆𝑢𝑛(𝑡)|

=

|

|
𝑥0 +

1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑥𝑛(𝜏))𝑑𝜏

−𝑢0 −
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑔(𝜏, 𝑢𝑛(𝜏))𝑑𝜏
|

|

   

≤ |𝑥0 − 𝑢0| +

|

|

1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑥𝑛(𝜏))𝑑𝜏

−
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑢𝑛(𝜏))𝑑𝜏
|

|

 

(3.64) 
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+

|

|

1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑢𝑛(𝜏))𝑑𝜏

−
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑔(𝜏, 𝑢𝑛(𝜏))𝑑𝜏
|

|

 

≤ ‖𝑥0 − 𝑢0‖ 

+|
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1
(𝑓(𝜏, 𝑥𝑛(𝜏)) − 𝑓(𝜏, 𝑢𝑛(𝜏)))

𝑡

𝑎

𝑑𝜏| 

+|
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1
(𝑓(𝜏, 𝑢𝑛(𝜏)) − 𝑔(𝜏, 𝑢𝑛(𝜏)))

𝑡

𝑎

𝑑𝜏| 

≤ |𝑥0 − 𝑢0| 

 +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1
|(𝑓(𝜏, 𝑥𝑛(𝜏)) − 𝑓(𝜏, 𝑢𝑛(𝜏)))| 𝑑𝜏

𝑡

𝑎

 

+
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1
|𝑓(𝜏, 𝑢𝑛(𝜏)) − 𝑔(𝜏, 𝑢𝑛(𝜏))|

𝑡

𝑎

𝑑𝜏 

elde edilir. Bu eşitsizliğin supremumu alınırsa  

‖𝑇𝑥𝑛(𝑡) − 𝑆𝑢𝑛(𝑡)‖ 

 ≤ ‖𝑥0 − 𝑢0‖ 

+
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1
‖𝑓(𝜏, 𝑥𝑛(𝜏)) − 𝑓(𝜏, 𝑢𝑛(𝜏))‖

𝑡

𝑎

𝑑𝜏 

+
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1
‖𝑓(𝜏, 𝑢𝑛(𝜏)) − 𝑔(𝜏, 𝑢𝑛(𝜏))‖

𝑡

𝑎

𝑑𝜏 

≤ ‖𝑥0 − 𝑢0‖ +
𝐿‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑑𝜏 

(3.65) 
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+
𝜀

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑑𝜏 

≤ ‖𝑥0 − 𝑢0‖ +
𝐿‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖

Γ(𝛼 + 1)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼
 

+
𝜀

Γ(𝛼 + 1)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼
 

= ‖𝑥0 − 𝑢0‖ + 𝜃𝐿‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝜃𝜀 

(3.63) eşitsizliğinden ve 𝜃 =
1

Γ(𝛼+1)
𝐿(𝑙𝑛𝜓(𝑏) − 𝑙𝑛𝜓(𝑎))

𝛼
< 1 yararlanarak ve (3.65) 

eşitsizliği kullanılarak 

‖𝑤𝑛 − ℎ𝑛‖ ≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝜇𝑛‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑆𝑢𝑛‖     

                    ≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝜇𝑛‖𝑥0 − 𝑢0‖ 

+
𝜇𝑛
Γ(𝛼)

∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1
‖𝑓(𝜏, 𝑥𝑛(𝜏)) − 𝑓(𝜏, 𝑢𝑛(𝜏))‖

𝑡

𝑎

𝑑𝜏 

+
𝜇𝑛
Γ(𝛼)

∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1
‖𝑓(𝜏, 𝑢𝑛(𝜏)) − 𝑔(𝜏, 𝑢𝑛(𝜏))‖

𝑡

𝑎

𝑑𝜏 

       ≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝜇𝑛‖𝑥0 − 𝑢0‖ + 𝜇𝑛𝜃𝐿‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝜇𝑛𝜃𝜀 

       = (1 − 𝜇𝑛(1 − 𝜃𝐿))‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝜇𝑛‖𝑥0 − 𝑢0‖ + 𝜇𝑛𝜃𝜀 

(3.66) 

(3.66) eşitsizliği ve (1 − 𝜇𝑛(1 − 𝜃𝐿)) < 1 olduğu kullanılarak 

‖𝑧𝑛 − 𝑘𝑛‖ = (1 − 𝛾𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝛾𝑛‖𝑤𝑛 − ℎ𝑛‖     

                     ≤ (1 − 𝜇𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝜇𝑛‖𝑥0 − 𝑢0‖ + 𝜇𝑛𝜃𝐿‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ 

                     +𝜇𝑛𝜃𝜀 

                  = ‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + 𝛾𝑛𝜇𝑛‖𝑥0 − 𝑢0‖ + 𝛾𝑛𝜇𝑛𝜃𝜀 

(3.67) 

elde edilir. (3.62) ve (3.63) eşitsizlikleri ve (3.65) ve (3.66) eşitsizliklerine benzer 

işlemler yaparak  
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|𝑇𝑧𝑛(𝑡) − 𝑆𝑘𝑛(𝑡)|

=

|

|
𝑥0 +

1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑧𝑛(𝜏))𝑑𝜏

−𝑢0 −
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑔(𝜏, 𝑘𝑛(𝜏))𝑑𝜏
|

|

   

≤ ‖𝑥0 − 𝑢0‖ 

+|
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1
(𝑓(𝜏, 𝑧𝑛(𝜏)) − 𝑓(𝜏, 𝑘𝑛(𝜏)))

𝑡

𝑎

𝑑𝜏| 

+ |
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1
(𝑓(𝜏, 𝑘𝑛(𝜏)) − 𝑔(𝜏, 𝑘𝑛(𝜏)))

𝑡

𝑎

𝑑𝜏| 

(3.68) 

ve 𝜃 =
𝐿

Γ(𝛼+1)
(𝑙𝑛𝜓(𝑏) − 𝑙𝑛𝜓(𝑎))

𝛼
< 1 ve ayrıca (3.68) ile verilen eşitsizliğin 

supremumu alınırsa:  

‖𝑇𝑧𝑛(𝑡) − 𝑆𝑘𝑛(𝑡)‖ 

≤ ‖𝑥0 − 𝑢0‖ 

    +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

‖𝑓(𝜏, 𝑧𝑛(𝜏)) − 𝑓(𝜏, 𝑘𝑛(𝜏))‖𝑑𝜏 

    +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

‖𝑔(𝜏, 𝑘𝑛(𝜏)) − 𝑓(𝜏, 𝑘𝑛(𝜏))‖𝑑𝜏 

      ≤ ‖𝑥0 − 𝑢0‖ +
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝐿‖𝑧𝑛 − 𝑘𝑛‖𝑑𝜏 

     +
𝜀

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑑𝜏 

  ≤ ‖𝑥0 − 𝑢0‖ + 𝜃‖𝑧𝑛 − 𝑘𝑛‖ + 𝜃𝜀 

(3.69) 

elde edilir. 

 Ayrıca ara işlemler için gerekli olan aşağıdaki eşitsizlikler (3.62), (3.63), (3.64), 

(3.65), (3.68) ve (3.69) eşitsizliğindeki benzer işlemler yapılırsa  
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‖𝑇𝑦𝑛(𝑡) − 𝑆𝑣𝑛(𝑡)‖ ≤ ‖𝑥0 − 𝑢0‖ + 𝜃𝐿‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ + 𝜃𝜀 (3.70) 

son olarak  

‖𝑇𝑤𝑛(𝑡) − 𝑆ℎ𝑛(𝑡)‖ ≤ ‖𝑥0 − 𝑢0‖ + 𝜃𝐿‖𝑤𝑛 − ℎ𝑛‖ + 𝜃𝜀 (3.71) 

eşitsizlikleri elde edilir. (3.67), (3.68), (3.69) ve (3.71) eşitsizlikleri ve (1 − 𝜇𝑛(1 −

𝜃𝐿)) < 1 olduğu kullanılırsa  

‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ 

= (1 − 𝛽𝑛)

|

|
𝑥0 +

1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑧𝑛(𝜏))𝑑𝜏

−𝑢0 −
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑔(𝜏, 𝑘𝑛(𝜏))𝑑𝜏
|

|

 

      +𝛽𝑛
|

|
𝑥0 +

1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑤𝑛(𝜏))𝑑𝜏

−𝑢0 −
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑔(𝜏, ℎ𝑛(𝜏))𝑑𝜏
|

|

 

             ≤ ‖𝑥0 − 𝑢0‖ + (1 − 𝛽𝑛)𝜃𝐿‖𝑧𝑛 − 𝑘𝑛‖ + 𝛽𝑛𝜃𝐿‖𝑤𝑛 − ℎ𝑛‖ + 𝜃𝜀 

≤   𝜃𝐿‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + (1 − 𝛽𝑛)𝜃𝐿𝛾𝑛𝜇𝑛‖𝑥0 − 𝑢0‖ + (1 − 𝛽𝑛)𝜃𝐿𝛾𝑛𝜇𝑛𝜃𝜀

+ 𝛽𝑛𝜃𝐿𝜇𝑛‖𝑥0 − 𝑢0‖ + 𝛽𝑛𝜃𝐿𝜇𝑛𝜃𝜀  

(3.72) 

elde edilir. Son olarak 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑢𝑛+1‖

= (1 − 𝛼𝑛)

|

|
𝑥0 +

1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑧𝑛(𝜏))𝑑𝜏

−𝑢0 −
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑔(𝜏, 𝑘𝑛(𝜏))𝑑𝜏
|

|

  
(3.73) 
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+𝛼𝑛
|

|
𝑥0 +

1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏, 𝑦𝑛(𝜏))𝑑𝜏

−𝑢0 −
1

Γ(𝛼)
∫
𝜓′(𝜏)

𝜓(𝜏)
(𝑙𝑛𝜓(𝑡) − 𝑙𝑛𝜓(𝜏))

𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑔(𝜏, 𝑣𝑛(𝜏))𝑑𝜏
|

|

 

(3.69), (3.70), (3.71) ve (3.72) eşitsizlikleri kullanılırsa 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑢𝑛+1‖ = (1 − 𝛼𝑛)‖𝑥0 − 𝑢0‖ + (1 − 𝛼𝑛)𝜃𝐿‖𝑧𝑛 − 𝑘𝑛‖ 

                     +(1 − 𝛼𝑛)𝜃𝜀 + 𝛼𝑛‖𝑥0 − 𝑢0‖ + 𝛼𝑛𝜃𝐿‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ + 𝛼𝑛𝜃𝜀 

                    = ‖𝑥0 − 𝑢0‖ + (1 − 𝛼𝑛)𝜃𝐿‖𝑧𝑛 − 𝑘𝑛‖ + 𝛼𝑛𝜃𝐿‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ + 𝜃𝜀 

                     ≤ (1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜃𝐿)‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + (1 − 𝛼𝑛)‖𝑥0 − 𝑢0‖

+ (1 − 𝛼𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛‖𝑥0 − 𝑢0‖ + (1 − 𝛼𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛𝜃𝜀

+ (1 − 𝛼𝑛)𝜃𝜀 + 𝛼𝑛(1 − 𝛽𝑛)𝜃𝐿𝛾𝑛𝜇𝑛‖𝑥0 − 𝑢0‖

+ 𝛼𝑛(1 − 𝛽𝑛)𝜃𝐿𝛾𝑛𝜇𝑛𝜃𝜀 + 𝛼𝑛𝛽𝑛𝜃𝐿𝜇𝑛‖𝑥0 − 𝑢0‖

+ 𝛼𝑛𝛽𝑛𝜃𝐿𝜇𝑛𝜃𝜀    

(3.74) 

(3.74) eşitsizliğinde 𝛿 = 𝜃𝐿 olarak alınır ve yeniden düzenlenirse 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑢𝑛+1‖ ≤ (1 − 𝛼𝑛(1 − 𝛿))‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ 

                             +𝛼𝑛(2 + 2𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿𝛽𝑛𝜇𝑛)‖𝑥0 − 𝑢0‖ 

                             +𝛼𝑛(2𝛾𝑛𝜇𝑛𝜃 + 2𝜃 + 𝛿(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛𝜃 + 𝛽𝑛𝜇𝑛𝜃𝛿)𝜀    

(3.75) 

ve 

𝑎𝑛 = ‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖, 

𝜇𝑛 = 𝛼𝑛(1 − 𝛿) ∈ (0,1) 

𝜂𝑛 =

{
(2 + 2𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿𝛽𝑛𝜇𝑛)‖𝑥0 − 𝑢0‖

+(2𝛾𝑛𝜇𝑛𝜃 + 2𝜃 + 𝛿(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛𝜃 + 𝛽𝑛𝜇𝑛𝜃𝛿)𝜀   
}

(1 − 𝛿)
 

(3.76) 

şeklinde seçilirse Lemma 2.29’den 

0 ≤ lim
𝑛→∞

sup‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ (3.77) 
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≤ limsup
𝑛→∞

{
(2 + 2𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛 + 𝛿𝛽𝑛𝜇𝑛)‖𝑥0 − 𝑢0‖

+(2𝛾𝑛𝜇𝑛𝜃 + 2𝜃 + 𝛿(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛𝜃 + 𝛽𝑛𝜇𝑛𝜃𝛿)𝜀   
}

(1 − 𝛿)
 

=
(2𝛾𝑛𝜇𝑛𝜃 + 2𝜃 + 𝛿(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛𝜃 + 𝛽𝑛𝜇𝑛𝜃𝛿)𝜀

1 − 𝛿
 

elde edilir. Teoem 3.1 den 𝑥𝑛 → 𝑝 dir. Ayrıca kabul gereği 𝑛 → ∞ için 𝑢𝑛 → 𝑝∗ dır. 

Sonuç olarak, 

‖𝑝 − 𝑝∗‖ ≤
(2𝛾𝑛𝜇𝑛𝜃 + 2𝜃 + 𝛿(1 − 𝛽𝑛)𝛾𝑛𝜇𝑛𝜃 + 𝛽𝑛𝜇𝑛𝜃𝛿)𝜀

1 − 𝛿
 (3.78) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 3.6’in bir uygulaması için:  

Örnek 3.7 Aşağıdaki kesirli diferansiyel denklemi göz önüne alınırsa 

𝐷𝐻
𝑎+
𝛼,𝜓
𝑥(𝑡) =

𝑥(𝑡)

5(1 + 𝑡)
+
𝑒−𝑡

4
,   𝑡 ∈ 𝐽 = [0,1],  

           𝑥(0) = 1, 

(3.79) 

burada 𝐷𝐻
𝑎+
𝛼,𝜓

,  Hadamard fonksiyonel kesirli türevi, 𝛼 =
1

2
, 𝑓: 𝐽 × ℝ → ℝ sürekli bir 

fonksiyon, 

 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) =
𝑥(𝑡)

5(1+𝑡)
+
𝑒−𝑡

4
  

ve tüm 𝑡 ∈ 𝐽 ve 𝜓(𝑡) = 2𝑡 > 0 için 𝜓 ∈ 𝐶1(𝐽, ℝ) dır. Ayrıca 

 |𝑓(𝑡, 𝑥) − 𝑓(𝑡, 𝑦)| =
1

5(1+𝑡)
|𝑥 − 𝑦|  

ve 

 
𝐿

Γ(𝛼+1)
(𝑙𝑛𝜓(𝑏) − 𝑙𝑛𝜓(𝑎))

𝛼
=

𝐿

Γ(
1

2
+1)

(𝑙𝑛2 − 𝑙𝑛1)
1

2 < 0.1878 < 1. 

Böylece (3.79) ile verilen problemin tek çözümü vardır [28].  

Bu problem aşağıdaki şekilde ifade edilebilir  

𝑇𝑥(𝑡) = 𝑥0 +
1

Γ(𝛼)
∫ 𝑙𝑛2(𝑙𝑛2𝑡 − 𝑙𝑛2𝜏)𝛼−1
𝑡

0

(
𝑥(𝜏)

5(1 + 𝜏)
+
𝑒−𝜏

4
)𝑑𝜏 (3.80) 
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yazılabilir. Ayrıca yaklaşım operatörü için 

𝑆𝑢(𝑡) = 𝑢0 +
1

Γ(𝛼)
∫ 𝑙𝑛2(𝑙𝑛2𝑡 − 𝑙𝑛2𝜏)𝛼−1
𝑡

0

(
𝑢(𝜏)

5(1 + 𝜏)
+
𝜏2

8
−
𝜏

4
)𝑑𝜏 (3.81) 

burada 𝑢0 = 1 dir. 

 𝑔(𝑡, 𝑢(𝑡)) =
𝑢(𝑡)

5(1+𝑡)
+
𝑡2

8
−

𝑡

4
. 

Ayrıca 𝑛 = 1, 2, … için 𝛽𝑛 = 𝛾𝑛 =
1

2
 ve 𝛼𝑛 = 𝜇𝑛 =

3

4
 olsun. 

 ‖𝑓(𝑢) − 𝑔(𝑢)‖ ≤ 0.25 = 𝜀, 

 𝐿 =
1

5(1+𝑡)
=

1

10
, 

 𝜃 =
𝐿

Γ(𝛼+1)
(𝑙𝑛𝜓(𝑏) − 𝑙𝑛𝜓(𝑎))

𝛼
< 0.1878,  

𝛿 = 𝜃𝐿 = 0.01878  

verileri göz önüne alınırsa (3.61) eşitsizliği 

 ‖𝑝 − 𝑝∗‖ ≤ 0.132089  

olarak elde edilir.  

 

.
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Sonuç olarak, sabit nokta teorisi Hadamard fonksiyonel kesirli diferansiyel denklemin 

çözümüne tam olarak ya da yaklaşık olarak ulaşmak için güçlü ve etkili bir yöntem 

olduğu ayrıntılı olarak gösterilmiştir. Bu denklemlerin çözümüne ulaşmaya ek olarak 

farklı etkileşime girdiği diferansiyel denklemler, integral denklemler, fark 

denklemleri, kısmi diferansiyel denklemler, kaotik sistem denklemleri, optimizasyon 

ve kısıtlamalı denklem sistemleri, denge problemleri, oyun teorisi gibi çeşitli 

matematiksel denklemlerin çözümünde de kullanıldığı vurgulanmıştır.  

Sabit nokta teorisi yoluyla, birçok bilim dalının zengin ve etkileyici uygulama 

alanlarına dair fikir edinilmiştir. Böylece öncelikli olarak kullanılmış ve önemli 

sonuçlar elde edilmiş bir teoridir. 

Daha önce yapılmış çalışmalardan bilindiği üzere yeni iterasyonlar tanımlamak, 

tanımlanan iterasyonları farklı uzaylarda ifade edebilmek ya da sabit nokta 

iterasyonları kullanılarak belirli şartlar altında yakınsaklık, kararlılık sonucu, 

yakınsaklıklarının denkliği, veri bağlılığı sonucu ve lineer olmayan denklemlerin 

köklerinin yaklaşık olarak hesaplanması gibi birçok kavramı içermektedir.  

Bu tezde ise, Picard ile başlayan iterasyon yöntemlerinin adım sayısına göre 

sınıflandırılarak bazı örneklere yer verilmiştir. Ayrıca dört adımlı bir iterasyon 

yöntemi kullanılarak, belirli şartlar altında bazı sabit nokta sonuçları elde edilmiştir. 

Bu dört adımlı iterasyon ile zayıf contraction şartı altında sabit noktaların veri bağlılığı 

sonucuna varılmıştır. Yakınsaklık hızlarının karşılaştırılmasında kullanılan bir örnek 

revize edilerek veri bağlılığı sonucunun bir uygulaması olarak verilmiştir. 

Bu çalışmanın asıl amacı, Hadamard fonksiyonel kesirli diferansiyel denklemin 

çözümü için bu dört adımlı iterasyon yöntemi kullanılarak ulaşıla bileceği üzerinde 

durulmuş ve gerekli şartlar belirlenmiştir. Bazı şartların azaltılmasıyla bu sonuca 

ulaşılabileceği gerçeği ortaya konmuştur. 

Son olarak, Hadamard fonksiyonel kesirli diferansiyel denklem ile yaklaşım operatörü 

yazılmıştır. Böylelikle bu operatörler altında sabit noktaların veri bağlılığı 

incelenmiştir. Teorinin sonucunu destekleyen bir örnek verilmiştir. 
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Daha sonra yapılabilecek çalışmalara örnek teşkil edebilecek, bu tezde kullanılan 

teknikler ile farklı lineer olmayan denklemlerin yaklaşık çözümü için gerekli şartlar 

belirlenerek, benzer sonuçlar elde edilebilir. Ya da yeni iterasyon yöntemleri yazılarak 

yukarıda belirtilen sabit nokta sonuçları yeniden yeni şartlar ile elde edilebilir. Ek 

olarak literatürde bulunan sabit nokta teoremlerinin şartlarının azaltılması ile ilgili 

çalışmalar yapılabilir. Ayrıca farklı uzaylara taşınarak daha genel sabit nokta sonuçları 

da elde edilebilir.  
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