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YUKSEK LiSANS TEZi

HADAMARD FONKSIYONEL KESIRLi DIFERANSIYEL
DENKLEMIN COZUMU iCiN ITERATIF YAKLASIM
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OZET

Sabit nokta teorisinde, lineer olmayan denklemlerin yaklasik olarak ¢oziilebilmesi i¢in
iterasyon yontemleri etkin bir ara¢ olmustur. Bu tez ¢alismasinda, literatiirde bulunan
ve sabit noktayr miimkiin oldugunca az sayida adimla hesaplamak iddias1 ile
tanimlanan bir dort adimli iterasyon yontemi kullanilmigtir. Bu yontem ile belirli
sartlar altinda veri bagliligi sonucu elde edilmistir. Bu sonug¢ bir o6rnek ile
desteklenmistir. Ayrica bu iterasyon yontemi mevcut literatiirde yer alan sabit nokta
teoremlerine yer verilmistir. Bu dort adimli iterasyon kullanilarak uygun kosullar
alinda bir Hadamard fonksiyonel kesirli diferansiyel denklemin ¢ozimi
incelenmistir. Bu diferansiyel denklem i¢in ayn1 iterasyon yonteminden yararlanarak
belirli sartlar altinda veri baglili§i sonucuna varilmistir. Ek olarak bir 6rnek ile
desteklenmistir. Son olarak elde edilen sonuglara yer verilmistir ve gelecekte yapilacak
caligmalara yonelik oneriler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Sabit nokta, iterasyon yontemi, veri bagliligi, Hadamard
fonksiyonel kesirli diferansiyel denklem.
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ABSTRACT

In fixed point theory, iteration methods have been an effective tool for solving
nonlinear equations approximately. In this thesis, a four-step iteration method, which
is found in the literature and is defined with the claim of calculating the fixed point
with the fewest possible steps, has been used.With this method, a data dependency
result has been obtained under certain conditions. This result has been supported with
an example. In addition, this iteration method has included fixed point theorems in the
current literature. Using this four-step iteration, the solution of a Hadamard functional
fractional differential equation has been examined under appropriate conditions. Using
the same iteration method for this differential equation, a data dependency result has
been reached under certain conditions. In addition, it has been supported with an
example. Finally, the results obtained are given and suggestions for future studies are
presented.

Keywords: Fixed point, iteration method, data dependence, Hadamard functional
fractional differential equation.
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1. GIRIS

Matematikte lineer olmayan denklem veya denklem sistemlerinin ¢oziimiiniin
varliginin veya bu ¢6ziimlerin tekliklerinin belirlenmesi 6nemli bir yer tutmaktadir.
Bu belirtilen lineer olmayan denklemler diferansiyel denklemler, integral denklemler,
fark denklemleri, kismi diferansiyel denklemler, kaotik sistem denklemleri,
optimizasyon ve kisitlamali denklem sistemleri, denge problemleri, oyun teorisi gibi
denklemleri igermektedir. Bu denklemlerin ¢oziimiine ulasmak ya da yaklasik olarak
¢oziimii elde edebilmek igin matematikte bircok ydntem bulunmaktadir. Ornegin, bir
lineer olmayan denklemin sayisal ¢oziimiine ulasmak icin, uygun sartlar altinda
Newton yontemi tercih edilebilir. Ayrica, dogrudan analitik ¢6ziim miimkiin olmadig1
durumlarda ve iteratif bir yaklasim gerektiginde de Newton yontemi kullanilabilir.
Benzer sekilde, lineer olmayan denklemlerin yaklagik olarak ¢oziimiinde, ozellikle
sabit noktalarin bulunmasinda, sabit nokta iterasyon yontemleri de sik¢a tercih
edilmektedir. Bu dogrultuda, 19. yiizyila Picard [1] iteratif yaklagim yontemini
sistematik hale getirerek, formiilize edip diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde
uygulamistir. Burada kullanilan bu iteratif yaklasima Picard iterasyon yontemi [1]
veya ardisik yaklagimlar yontemi adi verilir. Picard ek olarak bu siireglerin yakinsama
garantilerini formalize etmistir [1]. Iterasyon yontemleri, bir T fonksiyonun T (x) = x
denklemini saglayan x degerlerini hesaplamak iizere kullanilan etkin bir yontemdir.
Bu x degerlerine T fonksiyonun sabit noktasi olarak adlandirilir [2]. Sabit nokta
teorisinde uygun sartlarda belirli kurallar altinda siklikla iterasyon yontemleri
tanimlanmaktadir. Bu baglamda, 1953 yilinda Mann iterasyonu [3], 1974 yilinda
Ishikawa iterasyonu [4], 2000 yilnda Noor iterasyonu [5], Agarwal iterasyonu [6],
Khan tarafindan tanimlanan Picard Mann hibrit iterasyonu [7] gibi birgok iterasyon
yontemleri 6rnek olarak verilebilir. Bu baglamda iterasyon yontemleri kullanilarak

bir¢ok sabit nokta sonuglar1 ve teoremleri elde edilmis ve edilmektedir.

Sabit nokta teorisindeki 6nemli bazi teoremlerden bahsetmek gerekirse; 1922 yilinda
Banach tarafindan ortaya konulan Banach sabit nokta teoremi ile tam metrik uzaylarda
sabit noktanin tekligi garanti altina almistir [8]. Ayrica 1909 yilinda Brouwer
tarafindan [2], 1930 yilinda Schauder tarafindan [2], 1968 yilinda Kannan tarafindan
[9], 1972 yilinda Chatterjea tarafindan [10] ve aynmi yi1l Zamfirescu tarafindan [11]

ortaya konulan sabit nokta teoremlerinde bahsetmek miimkiindiir. Giiniimiizde etkin



olarak kullanilan bu teoremlere ek bir¢ok teorem ispatlanmakla birlikte, yeni teoremler
ortaya konulmaktadir [12-18]. Ayrica elde edilen teoremlerin ya da sonuglarin daha
genel hallerini ortaya koymak ayr1 ve 6nemli ¢alisma alanlarindan biridir. 1969 yilinda
Nadler tarafindan Banach sabit nokta teoremini kiime degerli doniisiimlere

genellemesini [19] bu yondeki ¢aligmalara 6rnek olarak verilebilir.

Daha Onceki tartismalara ek olarak sabit nokta teorisinde yakinsaklik, yakinsaklik
anlaminda denkligi, yakinsaklik hizi, veri baghligi ve kararlilik gibi etkin olarak

arastirmacilarin ilgisini ¢geken kavramlardan s6z edilebilir [20-26].

Bu tez ¢alismasinda ise 2020 yilinda Shatanawi vd. [27] tarafindan tanimlanan dort
adiml iterasyon yontemi kullanilarak zayif contraction sarti altinda veri bagliligi
sonucu eclde edilmesi amaglanmistir. Shatanawi vd. [27] tarafindan verilen Grnek
yeniden revize edilerek uygun sartlar altinda veri bagh oldugu sonucunun bir
uygulamasi verilmistir. Ayrica, 2024 yilinda Balachandra vd. [28] tarafindan,
Hadamard fonksiyonel kesirli diferansiyel denklemlerin sabit nokta teoremlerini
kullanarak, uygun kosullar altinda varlik ve teklik teoremleri ispatlamiglardir. Verilen
bu sartlar altinda bir Hadamard fonksiyonel kesirli diferansiyel denklem ¢oziimii bu
iterasyon yontemi kullanarak incelenmistir. Son olarak bu denklemin veri bagliligi

sonucuna varilmistir ve 6rneklendirilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde tezin diger bolimde kullanilan temel tanim, teorem, lemma ve

sonuclardan bahsedilecektir.

Tamm 2.1. X bos olmayan bir kiime ve d: X x X = R* bir fonksiyon olsun. Her

x,y,z € X igin;
M1) d(x,y) =0
M2)d(x,y) =0 x=y

M3) d(x,y) = d(y,x)
M4) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)

sartlarini saglayan d fonksiyonuna lizerinde bir metrik veya uzaklik fonksiyonu, (X, d)

ikilisine metrik uzay denir [29].

Tanim 2.2 X bir metrik uzay ve {x, }»—o bu uzayda bir dizi olsun. Her bir € > 0 i¢in
n = ny oldugunda, d(x,, x) < € olacak sekilde bir ny, = ny(e) € N varsa, {x,}n-o

dizisine x € X noktasina yakinsaktir denir [29].

Tanim 2.3 X bir metrik uzay ve {x,}5-, bu uzayda bir dizi olsun. Her bir £ > 0 i¢in
m,n = ny oldugunda, d(x,, x,,) < € olacak sekilde bir ny, = ny(e) varsa, {x,}n=o
dizisine Cauchy dizisi denir [29].

Tamim 2.4 (X, d) metrik uzayinda alinan her keyfi cauchy dizisi yakinsak ise tam

metrik uzay denir [29].

Tanmm 2.5 (X, d) ve (Y, p) iki metrik uzay, f: X — Y bir doniisim ve x, € X olsun.
Her bir € > 0 sayisi igin, d(x, xy) < & oldugunda p(f(x),f(xo)) < € olacak sekilde
bir § = 6(e) > 0 sayisi varsa, f doniisiimiine x, noktasinda siireklidir denir. f, X’in

her noktasinda stirekli ise, f doniistimiine X te stireklidir denir [30]

Tamim 2.6 L bos olmayan bir kiime ve K bir cisimolsun. +:L X L - Lve <K X L =
L islemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa L’ye K cismi lizerinde

vektor uzay (lineer uzay) denir:

L kiimesi+ islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

3



V1. Herx,y€Liginx +y €L

V2. Herx,y,z€Liginx+ (y+2z)=x+y)+z

V3. Herx € Ligin x + 8 = 6 + x = x olacak sekilde 8 € L vardr,

V4. Her x € L i¢in x + (—x) = (—x) + x = folacak sekilde —x € L vardur,
V5. Herx,y€ELichx+y=y+x

x,y € Lve a,f € K olmak tlizere asagidaki sartlar saglanir:

V6.a-x €L

Viia-(x+y)=a-x+a-y

V8 (a+pf) x=a-x+p-x

VO.(a-B)-x=a-(B-x)

V10. 1 - x = x dir (Burada 1, K’nin birim elemanidir).

K = Rise L ye reel vektor uzay, K = C ise L’ye kompleks vektor uzay adi verilir [31].
Tanmim 2.7 L bir reel vektor uzay ve A € L olsun. Her x,y € A i¢in
B={zelz=ax+(1—-a)y0<a<1}cA

ise, A kiimesine konvekstir denir [31].

Tanmim 2.8 X bir vektér uzay olsun ve K cismi R olmak tizere, |.|[:X = K

fonksiyonunun x noktasindaki degeri ||x|| ile verilsin. Bu fonksiyon
Nl ||[x]| =0 x=206

N2. Her a € K ve her x € X i¢in [|a - x|| = |a]| - |[x]]

N3. Her x,y € X igin ||x + y|l < ||lx|| + [yl

sartlarin1 sagliyorsa ||. || fonksiyonuna X iizerinde bir norm, (X, ||.||) ikilisine de

normlu uzay denir [32].

Tanim 2.9 X normlu vektor uzay olsun. X uzayi, d(x,y) = |[x — y|/(x,y € X) norm

metrigine gore tam ise X’e Banach uzay1 denir [33].
Tamim 2.10 X bos olmayan bir kiime ve T: X — X herhangi bir doniisiim olsun. Eger

Tx = x olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T’nin sabit noktasi denir ve

T’nin tiim sabit noktalarinin kiimesi Fr, F(T) veya Fix(T) ile gosterilir [2].

4



Tamim 2.11 X bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger her x, y € X i¢in

d(Tx, Ty) < A-d(x,y) (2.1)
olacak sekilde bir 4 > 0 sayis1 mevcut ise T’ye bir Lipschitzian doniisiim,

d(Tx,Ty) < d(x,y) (2.2)
ise T’ye bir nonexpansive doniisiim,

d(Tx,Ty) < A-d(x,y) (2.3)
olacak sekilde en az bir A € [0,1) sayist bulunabiliyorsa T’ye contraction doniisiim,

d(Tx,Ty) < d(x,y) (2.4)
ise T’ye strict contraction dontisiim [2],

d(Tx,Ty) <ad(x,y)+bd(x,Ty) (2.5)

olacak sekilde en az bir a € [0,1) sayisi, b = 0 bulunabiliyorsa T’ye zayif contraction
doniistim denir [34]. Bu verilen doniisiim smiflarinin norm hali d(x,y) = ||x — y||

esitligi gdz oniine alinarak yeniden ifade ediebilir.
ITx = Tyll < allx =yl +bllx = Tyll (2.6)

Birinci kisimda belirtilen bazi teoremlerin ifadeleri:

Teorem 2.12 X bir tam metrik uzay ve T: X — X (2.3) sartin1 saglayan bir contraction

doniisiim olsun. Bu durumda T, X’te bir tek x sabit noktasina sahiptir ve herhangi bir

Xy € X igin
Xn+1 = TXy (2.7)
buradan = 0,1,2, ... ile tanimli Picard iterasyonu [1] tarafindan iretilen {x,}5—o

iterasyon dizisi x noktasia yakinsar. Bu teorem Banach Sabit Nokta Teoremi denir
[8].
Teorem 2.13 [a, b] € R olmak iizere f: [a, b] = [a, b] siirekli bir doniisiim olsun. Bu

durumda f’nin [a, b] araliginda bir sabit noktasi vardir [2].



Teorem 2.14 X bir Banach uzayi, C, X in kompakt, konveks alt kiimesi ve f:C — C

stirekli bir doniisiim olsun. Bu durumda f, C’de en az bir sabit noktaya sahiptir [2].
Teorem 2.15 X bir tam metrik uzayi, T: C — C (2.8) ile verilen bir doniisiim olsun.

Her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < A,(d(x,y) + d(x,Ty)) (2.8)

olacak sekilde bir 4; € [0, %) say1st varsa bu durumda T bir picard operatoriidiir [9].

Teorem 2.16 X bir tam metrik uzayi, T: C = C (2.9) ile verilen bir doniisiim olsun.

Her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < A,(d(x,Ty) + d(y,Tx)) (2.9)

olacak sekilde bir 4, € [O, %) say1s1 varsa bu durumda T bir picard operatoriidiir [10].

Teorem 2.17 X bir tam metrik uzayi, T:C = C (2.3), (2.8), (2,9) ile verilen
doniistimlerden en az birisinin dogru oldugu ve A € [0,1), 4; € [0, %), A, € [0, %)
sartlarini saglayan 4, 44, A, sayilari varsa bu durumda T bir picard operatoriidiir [11].

Birinci kisimda belirtilen iterasyonlara ek olarak siklikla karilagilan bazi iterasyon

yontemlerini adim sirasina gore verilirse:

Iterasyon yontemlerinin en genel hali: n = 0,1,2, ... igin

{ Xo € X, (2.10)

Xn4+1 = f(T, xn):
seklinde tanimlanir. Burada X bir normlu uzay. f bir fonksiyon, T:X — X bir
doniistimdiir [2].

Tanim 2.18 Her n € N igin
Xo € X,
1 1 (2.11)

Xn+1

= Exn +§Txn

seklindeki iterasyon yontemine Krasnoselskii iterasyon yontemi denir [35].

Tanmm 2.19 Her n € N i¢in a, € [0,1] belirli sartlar1 saglayan bir reel say1 dizisi

olmak tizere,



Xo € X,

2.12
{xn+1 = (1 - an)xn + anTxn ( )

seklinde ifade edilen iterasyon yontemine (M,,) Mann iterasyon yontemi denir [3].

Tanmim 2.20 Her n € N i¢in a,, 8,, € [0,1] sartlarin1 saglayan reel say1 dizileri olmak

lizere,

{xn+1 = (1 - an)xn + a, Ty, (2 13)

Yo = (1= Br)xn + BrTxy

seklinde ifade edilen iterasyon yontemine (I,,) Ishikawa iterasyon yontemi denir [4].
Literatiirde bulunan baz1 {i¢ adimli iterasyonlar ise:
Tamim 2.21 Her n € N igin a,,, 8,, € [0,1] sartlarin1 saglayan reel say1 dizileri olmak

uzere,

{xn+1 =1 - a)Tx, + a,Ty,

yn = (1 = B)xn + BuTxy (2.14)

seklinde ifade edilen iterasyon yontemine (ARS,,) S iterasyon yontemi denir [36].

Tanmmm 2.22 Her n € N i¢in ay,, B, ¥n € [0,1] sartlarin1 saglayan reel say1 dizileri

olmak {izere,

Xn+1 = (1 - an)xn + a,Ty,
Yo = A = Bp)xn + BrTzy (2.15)
Zp = (1 - Vn)xn + yuTxy,

seklinde ifade edilen iterasyon yontemine (N,,) Noor iterasyon yontemi denir [5].

Tanmmm 2.23 Her n € N i¢in ay, B, ¥n € [0,1] sartlarin1 saglayan reel sayr dizileri

olmak tizere,

Xn+1 = (1 - an)Tyn + a,Tz,
Yn = (1 - .Bn)Txn + .BnTZn (2-16)
Zp = (1 - Vn)xn + ynTxy

seklinde tanimlanan iterasyon ydntemine Abbas ve Nazir Iterasyon Y&ntemi denir

[37].



Tanmmm 2.24 Her n € N i¢in ay,, By, ¥n € [0,1] sartlarin1 saglayan reel say1 dizileri

olmak tizere,

Xn+1 = (1 - an)Tyn +a,Tz,
Yn = (1 = Bn)xn + Buzn (2.17)
Zn = (1 - Vn)xn + YnTxy

seklinde tanimlanan iterasyon yontemine (S,) Sintunavarat ve Pitea iterasyon yontemi
denir [38].
Dort adimli bazi iterasyon yontemleri ise

Tanmm 2.25 Her n € N i¢in a,, By, Vs Un € [0,1] olmak lizere;

(xn+1 = (1 — an)yn + a,Ty,
Yn = (1 b Bn)Txn + BTz, (2 18)
Zn = (A =y )wy + ¥ Twy, l
Wy = (1 — )X + iy Txy

seklinde tanimlanan iterasyon yontemine (EY;,) Iterasyon Y®&ntemi denir [39].

Tanim 2.21 Her n € N i¢in ay,, B, Yn, Un € [0,1] olmak tizere;

Xn4+1 = (1 - an)Txn + a,Ty,

Yn = (1 - ﬁn)Txn + BTz, (2 19)
Zp = (1 - Vn)Wn + Y Twy
Wy = (1 = ) xy + pnTxy

seklinde tanimlanan iterasyon yontemine (MS,,) Iterasyon Yontemi denir [40].

Tanim 2.22 Her n € N i¢in ay,, Bn, Yn, Un € [0,1] olmak tizere;

Xnp1 = (1 — ap)x, + apTy,
Yo = (1= Bp)xn + BrTz, (2.20)
Zn = (1= yp)xn + vnTwy .
Wy = (1= p)xp + 1Ty

seklinde tanimlanan iterasyon yontemine (AH,,) Iterasyon Yéntemi denir [41].



Tamim 2.23 Her n € N igin a,, B, ¥, Un € [0,1] olmak tizere;

Xpp1 = (1 — an)Tyn + a,Tz,
Yn = (1- ﬁn)Txn + BnTzy
Zp = 1- Vn)Wn + VnTwy .
wyp = (1 — up)xpn + upTxy

(2.21)

seklinde tanimlanan iterasyon ydntemine (GY;,) Iterasyon Yontemi denir [42].
Tanim 2.24 {a, };=1 Ve {Bn}m=4 iki dizi olsun. Bu diziler sirasiyla a ve g limitlerine

sahip olsunlar.

im 1=l
n-oo |.8n_ﬁl

olmak iizere;

1.Eger | =0 ise {a,}n=; dizisinin a noktasina yakinsamasi, {f,}n=, dizisinin B

noktasina yakinsamasi daha hizlidir.
2.Eger 0 <l < oo ise {a,}n=q1 Ve {Bn}ne dizilerinin yakinsama hizlar esittir [43].

Tanmm 2.25 X bir normlu uzay, {p,}m=1 Ve {qn}n= iki dizi olsun. kabul edelim ki
{Pn}n=1 Ve {q}n=q dizileri z € X noktasina yakinsasin. 0 yakinsayan {a,}n—; Ve
{Br)n=1 negatif olmayan diziler ||p, — z|| < a,, ve |lq, — z|| < B, sartin1 saglasin.
Eger {a,}ne dizisi {f,}n=1 dizisinden daha hizli 0 yakinsiyorsa, {p,,}n=, dizisi de z

noktasina {q, }y=, dizisinden daha hizli yakinsiyor denir [43].

Tanim 2.26: Bir X kiimesi iginde tanimli {x;, };—o V& {Vn}n=o dizileri verildiginde, bu

dizilerin her bir terimi sifira yaklasirsa, yani
lim [lx, — ynll =0 (2.22)
sart1 saglantyorsa, bu iki dizi denk olarak kabul edilir [44].

Tanim 2.27 Bir X kiimesi i¢inde tanimli {x,,}5—o V€ {¥n}n=o dizileri verildiginde, her

k € N i¢in bir e(k) degeri varsa ve n = k oldugunda

”xn - yn” < g(k) (2-23)



sart1 saglaniyorsa {y,},=o dizisi, {x, }n=, dizisinin yaklagik dizisi olarak adlandirilir
[2].

Tamm 2.28 T, S: X — X iki operator olsun. Her x € X ve uygun bir € > 0 i¢in

|Tx — Sx|| < ¢

ise S’ye T’nin bir yaklasim operatorii denir [45].

Lemma 2.29 {a,} negatif olmayan bir dizi, her n € N i¢in u, € (0,1), Yorq ln =

oo ve n, = 0 olsun. Her n > n, i¢in
Ane1 = (1= pp)ay + pinln
esitsizliginin saglanacagi sekilde bir n, sayist mevcut olsun. Bu durumda

0 < limsupa, < limsupn,
n—-oo

n—-wo

esitsizligi saglanir [45].
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3. BIR DORT ADIMLI ITERASYON ICIN BAZI SABIT NOKTA
TEOREMLERI

3.1 (§BT,, ) iterasyonu ve Veri Baghhg

2020 yilinda Shatanawi vd. [27], sabit noktay1 miimkiin oldugunca az sayida adimla
hesaplamak veya tahmin etmek i¢in yeni bir iterasyon yontemi tanimladilar. ‘Four-
Step Iteration Scheme to Approximate Fixed Point for Weak Contractions, CMC, vol.
64, no. 3, pp. 1491-1504, 2020’ baslikli ¢alismada, Teorem 1’de, tanimlanan bu dort
adimli iterasyon yonteminin, Tanim 2.24 ile Tanim 2.25’teki ifadeler kullanilarak ve
belirli sartlar altinda, Sintunavarat ve Pitea [38], Agarwal, O'Regan ve Sahu [36],
Mann [3], Ishikawa [5] tarafindan tanimlanan iterasyon yontemlerinden daha hizli
yakinsadigini ispatlanmistir. Ayrica aynt makalede bu iddiasini desteklemek ig¢in
MATLAB programindan yararlanilarak bazi sayisal 6rnekler verilmistir. Son olarak
Newton'un soguma kanunundan ortaya ¢ikan bir problemi uygulamali olarak ortaya
koymuslardir. Bu makalede doniisiim sinifi olarak zayif contraction sarti kullanilmigtir

[27]. Bu iterasyon yontemi Shatanawi vd. [27] tarafindan

Xnt1 = (1 — an)Tz, + anTyy
Yn = (1= Bp)Tzy + BrTwy
Zn = (1 = v)xn + YaWn
W = (1 = upn) xn + unTxy

3.1)

seklinde tanimlanmis ve (SBT,, ) olarak adlandirilmistir. Burada a,,, 8., ¥n, #n KOntrol

dizileridir. Ayrica [27] ile verilen ¢alismadaki Teorem 1 de a, € [a,1 — ], B, €
1
[,8'1_,8]' Vne[%l—y];l«lne[ﬂ,l—/i] ) C(,,B,)/,,LLE(LE) ve 0(<1]_/_y olarak

alinmistir. Fakat (3.1) ile verilen iterasyon yontemi kullanilarak doniisiimlerin sabit
noktalarinin veri bagli olup olmadigi daha 6nce arastirilmamistir. Bu nedenle ilk olarak

sabit nokta teorisinde veri bagliligi kavrami tizerinde durulacaktir.

(3.1) ile verilen iterasyon yontemi kullanilarak zayif contraction sarti altinda

doniisiimlerin sabit noktalarinin veri bagliligi incelenecektir:

Teorem 3.1 X bir Banach uzay1 ve C bu uzayin bostan farkli, kapali ve konveks bir
alt kiimesi olmak tizere T,S: C — C, (2.5) ile verilen sart1 saglayan zayif contraction

operatdrler olsun. p sabit noktasina sahip S operatorii, p* sabit noktasina sahip T’nin

11



yaklasim operatorii olsun. T operatorii igin (3.1) ile verilen iterasyon yonteminden elde
edilen dizi {x,},-; ile gosterilsin. S operatorii igin asagida verilen iterasyondan elde

edilen dizi {u, }5-, ile gosterilisin:

Upse1 = (1 — ap)Sky, + a,Sv,
Un = (1= Bn)Skn + BnShy
kn = (1 = yn)un + vnhy
hp = (1 = pin) Un + U Sty

3.2)

burada her n € N igin {ct, iy, (Bndics, b, Utn}iies € [0,1] Ve - < a, dir. £ >

__%
Oved = 60

< 1 olmak iizere n = o igin u,, = p* ise

[2 + 28y, + 52ﬁn,un + 52(1 — Bn)Vnlin + 6le
1—-6

lp—p’ll <
esitsizligi gecerlidir.

Ispat (2.5) ile verilen zayif contraction sart;, (3.1) ve (3.2) ile verilen iterasyon
yontemleri kullanilarak;
”Wn - hn” < (1 e .un)”xn F un” i .un”Txn - Sun”
< (1 - .un)”xn - un” + :un”Txn - Tun” + ,un”Tun - Sun” (33)

< (1 - .un)”xn - un” + .un”Txn - Tun” + Uné€

burada
”Txn - Tun” < 61”xn - un” + 62”xn - Tun”

< 61”xn - un” + 62”xn - Txn” + 62”Txn - Tun”

(3.4)
(1 - 62)”Txn - Tun” < 61”xn - un” + 62”xn - Txn”
Ty = Tunll < =2~ |l — gl + =2 [l — Tty
Yn T il = sy M =l 7 75y 19 = 2
elde edilir. Ayrica
2
A = a=s) 2, — Toxnl (3.5)
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6y

‘=T =5p

olarak tanimlansin, (3.4) esitsizligi ve (3.5) esitlikleri (3.3) esitsizliginde yerine

yazilirsa
wp, — hnll = (1 = ) llxn — upll + wallTxn — Tug |l + une
< (1= w)llxn — unll + pn6llxn, — upll + pa Ay + pne (3.6)

< (1 - .un(l - 6))”xn - un” + .unAl + Un&

elde edilir. (3.6) esitsizligi kullanilarak
lzn — kull < (1 = ydllxn — unll + vallwn — by ||
< (1 - Vn)”xn r un” + Vn(l - .un(1 - 6))”xn _ un” (37)

+Vn.unA1 + Ynlné€

elde edilir. Burada

a, = (1 - pn(1-6)) (38)

(3.8) esitligi (3.7) esitsizliginde yerine yazilirsa

”Zn - kn” < (1 - Vn(l - al))”xn - un” + )/n.unAl + Ynlnén (3-9)

ve
“yn - vn” < (1 - ﬁn)”TZn - Skn” + ﬁn”TWn - Shn”

< (1 - ﬁn)”TZn - Tkn” + (1 - ﬁn)”Tkn - Skn”
(3.10)
+ﬁn”TWn - Thn” + ﬁn”Thn - Shn”

< (1 - ﬁn)”TZn - Tkn” + ﬁn”TWn - Thn” + &

olur. Burada islemlerde kolaylik saglamasi acisindan asagidaki esitlikler verilmistir.

2
A, =—=— —T
2 (1 _ 52) ”Wn Wn”
(3.11)
Ay = =2 iz~ Tz
3 = (1 _ 52) Zn Zn
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5,
A4 - (1 — 62) ”yn - Tyn”

olarak alinir. (3.5) ve (3.11) esitligi yerine yazilirsa

é
ITwn = Thyll < 7 — 5y 1Wn = hall + 7 - 5 Iwn = Tl
3.12
= gy = el + 4 (3.12)
2
= 6”Wn - hn” + 4,
ve
61 2
Tz, — Tkyll < a=s) zn — knll + a=s) 1zn — Tz,
(3.13)

— 1_ —
- (1 _ 62) ”ZTL le” + A3

= 6”Zn - kn” + As

seklinde elde edilir. (3.5), (3.8) ve (3.11) esitlikleri, (3.6), (3.9), (3.12) ve (3.13)

esitsizlikleri kullanilarak (3.10) yeniden yazilirsa
Ilyn = vull < (1 = Bn)bllzn — knll + (1 = Br) Az + BrSllwn — hall
+6,4, + €
< (1= B)S[(1 = va(1 = a))llxn = unll + VnttnAs + Vutine]
+Bn8[(1 = a1 = O))llxy — unll + tnAs + pne | + BnAs (3.14)
+(1 - B A3+ ¢
< Sllxn — upll + (1 = Br)6vninAs + Brbunds + Bra;
+(1 = Bu)As + Brbune + (1 — Br)Syntine + €
sonucuna ulagir. Burada1 — y,(1 — a;) < 1,1 — u,,(1 — §) < 1 olduklar1 kullanildu.
Ayrica

8>
(1-6)

!

1Ty, = Togll <
N CET

”yn - Un” + ”yn - Tyn” (315)
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!

- A
(1 _ 62) ”yTl v‘l’l” + 4

= 6llyn — vnll + As
ve % < a, oldugu, (3.11), (3.12), (3.13), (3.15) esitlikleri (3.7), (3.9), (3.14)
esitsizlikleri kullanilarak, gerekli islemler ve diizenlemeler yapilarak
X410 — Unsall < (1 = @) ITzn = Sknll + an Ty, — Svall
< (@ = a)lTzy = Tknll + (1 — ap) [Tk, — Skl
+anllTyn — Topll + anllTvy, — Svy |l
< (= a)liTzy = Tknll + anllTy, — Tvpll + €
< 861 = ap)llzn = knll + @ llyn — vl
+(1—ap)lz +a,As+ ¢
<81 - ap)(1 = 1 (1 = ap)llxy — gl
+6(1 = an)VnitnAr + (1 — an)¥nhine
+8%ayllxn — unll + €2 8%(1 = B)¥nktnAs

+62anﬁn.unA1 + an6ﬁnA2 + an6(1 - ﬁn)AS
+ @, 82 Bpine + @y 62(1 — Bp)Vnlin€ + ayds (3.16)

+(1— ap)As + apA, + €
< 6(1 — an(1 = 8))llxy — uyll

+[8%an (1 — Br)Vnbtn + 6(1 — an)Vnbtn + 8% anfniin] Ay
+[0anfnlAz + [6a,(1 — By) + (1 — ap)]A; + anA,

+[1 + 6(1 - an)ynun + 520‘11.311#11 + Szan(l - .Bn)yn:un
+ Say,le

< 6(1 = an(1 = 8)) 2y — uyl
+an [52(1 - .Bn)ynun + 25)/an + 52,311.“11]‘41
+an [(SBn]AZ + an [5(1 - .Bn) + 2]A3 + anA4

+an[2 + 26Vn.un + 6zﬁn.un + 62(1 - ﬁn)yn.un + al]g
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elde edilir. Burada (2.5) ile verilen zay1f contraction sart1 kullanilarak

ITx, = Tpll < &1 llxn = pll + 82 llxn = Tpll < (61 + 62) llxn — pll (3.17)

olur. (3.17) esitsizlik kullanilarak
lwn —pll < (1 — ) llxn — pll + pallTxn — pli
< (1 = w)llxn = pll + 1 (81 + 82) Il — pll (3.18)

<(1—pu(1—6 Nllx, —pll

burada 8 = (5, + 6,) dir. (1 — u,, (1 — 08 ) < 1 oldugu kullanilarak

1zn = pll < (1 = v)llxn = pll + allwn —pll

(3.19)
< |[x, — pll
elde edilir. 8 = (6; + 83) ve. (1 — up,(1 — 0 ) < 1 oldugu kullanilarak
ly, —pll < (1 = BTz, — pll + BallTys — DIl
< (1 - B0z, —pll + B0 llw, —pll (3.20)
< Ollx, —pll
ve
lxpe1 —2ll < (1 — a)lITz, — pll + anlI Ty, — pll
< (1 - an)gllxn - p” + ang2 ”xn - p” (321)

<01 = ap(1-0)llx, —pll

elde edilir. Burada gerekli islemler ve diizenlemeler yapilarak limit alinirsa n — oo
iken x, = p olur. (3.17) benzer sekilde (2.5) ile verilen zayif contraction sarti

kullanilarak

ITxn — xpll < ITxn —pll + llxn, — pll < (6 + 1) [lx, — plI (3.22)

elde edilir. Ayn1 sekilde ve (3.20) esitsizliginden yararlanarak
ITyn = yull < ITyn = Il + llyn —pll < (6 + Dlly, —pll

(3.23)
< (0 + DO||x, — pll
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ve (3.19) esitsizliginden yararlanarak

1Tz, — znll < IT2 = pll + Nz — pll < (6 + 1) llz,, — DI

(3.24)
< (6 + Dllx, —pll
ve (3.19) esitsizliginden yararlanarak
ITwy, = wull < ITwy, = pll + llwy, —pll < (6 + 1) llwn, — pll
(3.25)

=< (9 + 1) (1 - un(l -0 ))”xn _p”

elde edilir.

O halde Lemma 2.29 daki sarlarin saglandigini daha iyi gorebilmek i¢in asagida

verilen esitlikler dikkate alinarak

an = |l — ugll,
fn = an(1—96) € (0,1)
[6%(1 = Br)Vnbtn + 28Vnttn + 8% Briin]As (3.26)
+[6Bn]Az + [6(1 — B) + 2]43 + A,

_ +[2 ) 26Vn.un + 62ﬁn.un + 62(1 — ﬁn)yn.un + 6]8

secilirse Lemma 2.29°den
0 < lim sup||x, — u,||
n—-oo

[62(1 - ﬁn)ynﬂn + 25]/,1,&71 + 62.8n.un]A1
+[6Bn]A; + [6(1 — B,) + 2]A5 + A,

. +[2 + 28¥nttn + 8 Bubtn + 82(1 = Br)Vabtn + Sle (3:27)
< lim sup 1-0)
n—->oco J—

[2 + 25Yn.un + 62ﬁn.un + 62(1 - ﬁn)yn.un + 6]8
1-6

elde edilir. [27] makale Teorem 1’den ya da (3.21) esitsizligi goz oniine alinarak n —

o iken x,—>p dir. Ayrica kabul geregi n—>o iken u, -p* ve

__&
0= 1=52) < 1 dir. Sonug olarak,
2 201 _
Iy — |l < [2 + 28ynpin + & B”“{‘fg (1 — Bn)¥nbtn + &]e (3.28)
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elde edilir.

Simdi Teorem 3.1°in bir uygulamasi igin ilk olarak [27] ile verilen kaynaklar
boliimiindeki ¢alismada, Example 2 de, Shatanawi vd. tarafindan uygun sartlar altinda
(SBTn) iterasyon yontemi (Sn), (ARSn), (In) ve (Mn) iterasyonlarindan daha hizh

oldugunu gostermislerdir. Bu 6rnek temel alinarak veri baglili§i ic¢in yeniden

diizenlenmistir.

Ornek 3.2 C = [0,2] © R kiimesi iizerinde ||x|| = |x| standart norm tanimli olsun.
T:C - C,

Tx = 53 (3.29)

seklinde tanimlansin. a, € [a,1 —al, B, €[, 1—B], Vvn Elv,1 -V u, €1, 1 —

ul, a,B,y,u € (1,%) ve a < 1)—/_1/ olmak tizere f =y =gve U=a =i. Ayrica n =

N, 1 3 1 : .
1,2,.. icin B, =y, = S Ve an = fy =T olsun. (2.6) ile verilen zayif
contraction sartindaki a = 0.7, b = 0.2 olarak se¢ilsin. Ortalama deger teoreminden

dolay1 T doniisiimii zayif contraction sartin1 saglar. Ayrica Mathematica programi

kullanilarak zay1if contraction sartinin saglandigi da gosterilebilir (bkz. Sekil 3.1).

04

. = S
— —+5in{x) —-—+50{))
[ N e

K SR
——+51))
—& 2 +Xx

W o2

+0.7" |x-y]

Sekil 3.1. T doniistimiiniin zayif contraction sartin1 saglamasi
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Baglangic noktasi x, =2ve Tnin sabit noktasi MATLAB programi ile
hesaplandiginda p = 0.299786903282166 olarak elde edilmistir [27]. Bu bilinen
bilgiler dogrultusunda veri baglilig1 teoreminin bir uygulamasini ortaya koymak igin

gerekli diizenlemeler ve kabuller asagidaki gibi sebepleri ile birlikte verilmistir.

Veri baglilig1 tanimi kullanilarak 7' operatdriiniin yaklasim operatorii S: C — C,
S(x) =0.22x — 0.02x* (3.30)

olarak segilirse {u,}yn—,; dizisinin sabit noktas1 p* = 0 olarak hesaplanir. Ayrica
Tanimi 2.28 kullanarak ve |T — S| < € geregince ve C = [0,2] araliginda oldugundan

yani x € [0,2] i¢in
. 3
eS"M77 — (0.22x — 0.02x*)| < 0.303 (3.31)

olarak alinabilir. Teorem 3.1 de kullanilan § = §; + 6, = 0.7 + 0.2 = 0.9, yada (2.6)
ile verilen zayif contraction sartindaki 6; = a = 0.7, §, = b = 0.2 olarak olarak
yazilabilir. (3.2) ile verilen iterasyon yonteminde yukarida verilen veriler ile birlikte

yerine yazilirsa:

8 + n? A
Up+1 = m(O.Zan - O'Oan )

+ 8 + 3n? (022 . 4)
4(4+n2)) Vn = UULUn
1 1

1 1
kn = Eun +Ehn

8 + n? 8 + 3n?
) un T

hyo=— —
"T1G + n2) T\ 4@+ 2

) (0.22u, — 0.02u,*)

elde edilir.

Cizelge 3.1 de (3.32) ile verilen iterasyon yonteminin x, = 2 baslangi¢ kosulu ile
yakinsamasi Matlab programi yardimiyla elde edilmistir. Sonug olarak Cizelge 3.1 den
de goriilecegi tizere (3.32) ile verilen iterasyon yontemi 12. adimda sabit noktaya

ulagmaktadir.
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Cizelge 3.1. (3.32) ile verilen iterasyon yonteminin yakinsamasi

Ug 2
Uy 0.128952730549081
U, 0.010518973030658
Uz 0.000765707867279
Uqq 0.000000000000011
Uiy 0

Yukaridaki biirtiin kabuller ve elde edilen bazi sonuglar Teorem 3.1 de elde edilen
(3.38) esitsizliginde yerine yazildiginda asagidaki esitsizlik elde edilir.
Ip — p* | = 0.299786903282166

_ [2+ 26ynpn + 6%Bupin + 82(1 — Br)Ynkin + ]
= 1-6

(3.33)
1/3 1 2173 1
2+2:097 (3= 5372) + 09733~ 7372)
21 é_#
+(0.9) 4(4 4+n2) + 0.875

1-09

0.303

n — oo iken limit aldig1 durumda ise
lp —p" | <12.137

elde edilir.

Boylece Teorem 3.1’in bir uygulamasi verilmistir. Bundan sonraki sonuglar ise bir

lineer olmayan denklem i¢in sabit nokta teoremleri lizerinde durulacaktir.
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3.2 Hadamard Fonksiyonel Kesirli Diferansiyel Denklemlerin Sabit Nokta

Teorisi ile Coziimii ve Veri Baghhgi

Bu bolimde Hadamard fonksiyonel kesirli diferansiyel denklemlerin sabit nokta

teorisi ile ¢ozlimii igin gerekli teoremler ve sartlar belirlenecektir.

Tiim stirekli fonksiyonlarin uzay1 C(J, R) = B olmak iizere bu kiime {izerinde taniml
supremum normu verilsin. O halde C(J, R) = B bir Banach uzay1 olur [28].

Asagidaki kesirli diferansiyel denklemi g6z oniine alinirsa

"Dilx(t) = f(6x(®), te]=lab] (3.34)

x(a) = xg,

burada Dpr, Hadamard fonksiyonel kesirli tiirevi, 0 < a < 1, f: ] X R = R siirekli
bir fonksiyon ve tiim ¢t € J ve ¥'(t) > 0 igin y € C1(J, R) dir. Bu problem asagidaki
sekilde ifade edilebilir [28]:

(Y@

22 () — ()™ £ (1, 20 (2))dT (3.35)

W =%ty | o

Bu integral denklem sabit nokta teorisinde operator olarak

(D)

@) 9@ (tnp(®) = ()"~ £ (7, 20 (1))l (3.36)

Tx(t) = xo +

yazilabilir.

Hadamard fonksiyonel kesirli diferansiyel denklemlerin varlik teoremleri, sabit nokta
teoremleri kullanilarak ve uygun kosullar altinda, Balachandra ve arkadaslar [28]
tarafindan 2024 yilinda ispatlanmistir. Simdi sonuglarimizi elde edebilmek i¢in gerekli
teoremi verelim. Bu teorem Balachandra ve arkadaslari [28] tarafindan (3.34) ile

verilen problemin ¢ézlimiiniin varligini ve tekligini gostermektedir.
Teorem 3.3 L asagida verilen Al sartin1 saglayan bir pozitif say1 olsun. Ayrica tim

t eJveu,v € Rigin

Al) |f(t,'U,) —f(t,v)l < Llu - vl!

L « (3.37)
A2) @D (inyp(b) — Iny(a)) <1

sartlar1 altinda (3.34) ile verilen problemin tek bir ¢oziimii vardir [28].
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Teoremlerin ispatindaki ara islemlerde kullanilmak iizere asagidaki integral

hesaplanmasi gerekir.

1 (PO
@) ¥@®

(lm/)(t) - lm/)(r)) f(t,x,(7))dt (3.38)

integralinin hesaplanmasi i¢in degisken doniisiimii yapilirsa:

Y(1) =k, Y'(r)dr = dk,
Bu yapilan degisken degistirmeden sonra integralin tist sinir1 Y (t) ve alt

siirt Y (a) olur.

¥ (Inp(t) — Ink)*1
k

dk
Y(a)

Ink = z, %dk — dz

Bu yapilan degisken degistirmeden sonra ise integralin tist sinir1 Iny () ve
alt sinar1 Inp (t) olur.
n(a)
(Inp(t) —2)% 1 dz
Iny(t)
Iny(t) —z=m,—dz=dm
integralin tist sinir1 Iny (t) — Inp (@) ve alt sinir Iny(t) — Inp(t) =0

olur.

lmp(t)flm/)(a) me Iny(t)-Inyp(a)

m*tdm=—-—-—
a

0
0

_ (@ ~ nyp(@)"

a
Sonug olarak
1 tw €3] a-1 (i@ -tnp(@)”
@ a e (l Y(t) — lnl,l)(r)) dt= e (3.39)
elde edilir.
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Simdi (3.1) ile verilen dért adimli bir iterasyon yontemi kullanilarak (3.34) ile verilen
problemin ¢oziimiine nasil, hangi sartlar altinda ulasilabilecegi asagidaki teorem ile

verilmistir.

Teorem 3.4 Teorem 3.3 ile verilen (Al) ve (A2) sartlar1 altinda (3.34)-(3.35) ile
verilen problem p gibi bir tek ¢6ziime sahiptir ve {@,;, }r=0, {Bntn=0, Wntn=0, {ln}n=0
kontrol dizileri [0,1] araligina ait olmak {lizere Y,;,—; a, = o sarti altinda (3.1) ile

verilen dort adimli iterasyon yonteminden elde edilen dizi bu ¢6ziime yakinsar.

Ispat. T: B » B olmak iizere

t
1 a-1
Tx,(t) = x, F—f ¥ ((TT)) (lny(6) — Iny(7))”  f(1,x,(x))dx (3.40)

seklinde yazilir. Bu operatdriin sabit noktasi p olmak tizere, (3.40) operatorii altinda
(3.1) ile verilen iterasyon yontemi gerekli diizenlemeler ile asagida verilen hali elde

edilir.

Xn+1 =

1—a,) | x + LJ V'@ (lm,b(t) — lmp(r))a_l f(r, Zn(‘[))d‘[

() — np ()™ f (1, yn(2))dr

In = (3.41)

A-=-B)| xo + (1 )fllpp(r) (lnl,b(t) — lnv,b(T)) (T, zn(r))dr

a

Y@ (zmp(t) ()" £ (1, we (1)) dr

t
1
il i | e

Zp = (1 - yn)xn + YnWn
Wy = (1 - .un)xn
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1 -
+un <xo —)flp(r) (iny(6) — Iny (7)) 1f(T'xn(T))dT>

seklinde yazilir. Tp degeri igin:

Y'(D)

i (mp(© = @) @ p(m)dr (3.42)

t

1
o0 =50+ s |
a

olarak ifade edilebilir. islemlere yardimci olmasi amaciyla Teorem 3.3 ile verilen

teoremin ispatindan yararlanarak asagidaki esitsizlik elde edilir:

|Tu, — Tpl

t
1 a—1
( —) f lﬁ} ((TT)) (lny(0) — ny())”  f(x, xn(r))d1>
t

IA

_ <x0 + m lp(r) (lm/)(t) lm/J(‘L'))O(_1 f(T,p(‘L'))dT)

J (3.43)
1 ; a-1
< r_j lzp/)((:)) (@ ~ tmp@)"  |f (7,20 (D) = £(z.p(D)|dr
1 ; a-1
: mf lzpp((:)) (g = (D))" Llxa(0) = p(D)ld7
ve ayrica (3.43) ile verilen esitsizligin supremumu alinirsa:
ITu,, — TpII
1 ! a—-1
r(@ ) E ((TT)) () = np@)" || (1.1 (D) = £ (z.p(@) | dr
1 ; a-1
F_j lp((‘:)) (lnll)(t) — ln‘(l)(’[)) Lllun - p”dT (3.44)

_ Ll —pll (¥ @
(@ ) 9o

< Lllu, — pll
INa+1)

(lnl,l)(t) - lm,[)(r))a_1 dt

(I (b) — np(a))”
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seklinde ifade edilebilir. (3.41) iterasyon yontemi, (3.39) esitligi ve (3.43) esitsizligi

kullanilarak

”Wn - p” < (1 - .un)”xn - p”

L) f '@ (lmp(t) lm/)(‘r)) f (7,2, (1))dr

+in

t
1 "( a—
— xo + —f p (lm/)(t) Iny (7)) ! f(r,p(®))dr

(3.44)

D (i) - mp)* ",

t
1
< (1~ )y — +unr—f 70
: Lilx, ~ pl

Lllx —pll [9'(D)
(@ ) 9@

< (1 = p)llxy = pll + ptn () — tnp(0) " dr

Lllx, — pll

< (1 - .un)”xn F p” + Un

Iny (a))a olarak segilirse (3.44)

elde edilir. Burada 8 = F(

esitsizligi

lw, —pll <= (1 = w)llxn — pll + Ounllx, — pll
(3.45)

< (1= (1= 0)llx, — pll
elde edilir. (3.41) iterasyon yontemi ve (3.45) esitsizligi kullanilarak

|z, —pll = (1 = v)llxn — 2l + vallwy, — 2l
(3.46)

< (1 - Vn)”xn - p” + Vn(l - .un(l - 0))”xn - p”
ve burada (1 — u, (1 — 0) < 1 oldugundan dolay1

1z = pll = (1 = y)llxn = pll + vallxy = pll
(3.47)

< llxy = pll
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elde edilir. (3.41) iterasyon yontemi, 8 =

esitsizligi kullanilarak

a +1)L(lml’(b) — Iny(a))” esitligi, (3.43)

lyn — pll
< (1 - .Bn)
1 t
< —) f '@ (lm/)(t) lm/)(‘r)) f (T Zn(‘[))d‘[>
1 a g Y'(t
_ <x0 +(—! o) (lm/)(t) lnl/)(‘[)) f(r p(r))dr)
1 g a—
<XO e j lf’p © tp(©) = p (@) Wn(T))dT>
+Bn y
1 Ll l l d
~{ %+ f L2 () — (@) f (5 p0)de
1 a—
<A-Blvrx (a ) lfjp((:)) (Iny () — (7)) 1L||zn - plldt (3.48)
1 (@
Hhnties | s ((© — b)) Llw, — plds
Lllz, = pll [9'(D)
<A-p8 r@ J o) (lmp(t) — lmp(r)) dt
L - fy a-1
+L, var(la) Pl ?p((:)) (lnl,l)(t) — lnz,[)(‘r)) dt
L||z, — pl| a
< (1= B Ty (mb(b) = mp(@)
Lilw,, — a
0 o2 1y (5) — b (@)
=0(1 - Bn)”zn - P” + Hﬁn”Wn - p”
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elde edilir. (3.48) esitsizliginde (3.45) ve (3.47) esitsizlikleri yerine yazilirsa ve
(1 — up(1—0)) < 1 oldugu kullanilirsa

lyn —pll < 61 = Bllzn — pll + 6Bnllwy, — plI
< 01 = Bllxn = pll + 6B, (1 = pa (1 = 0)) 1, — | (3.49)

< Ollx, —pll

L(Inp(b) — np(za))” esitligi, (3.43)

olur. (3.41) iterasyon yontemi, 6 = — +1)

esitsizligi kullanilarak

l%n+1 =2

<A-a,)

Q

<x0 oo v (:) (I (e) — mp(0)* ™" £(x, Zn(r))dr>

il (Xo @ j o) (lm,l}(t) — lnv,b(r)) f(r p(T))dT)

1 ! a—
(xo + o) d (TT) (lm,b(t) — lmp(r)) 1f(r, yn(r))dr>

['(a)
ta, ‘. (3.50)
1
_ (xo + m] o) (lm,l}(t) — lmp(r)) f(r p(r))dr)
1 ' a-1
<A-ap) = 1/; 52 (lnp () — mp(2))" "Lllz, — pllde

Ma) ) ¥(™)

1 (v a1
s f C () = mp(0)) ™ Ly — plde

Lliza = pll {¥'(@)

'@ J o) (lny(t) — Iny(z)) dr

<(1-a,)
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o L=l (o)
ORI R

(lm/)(t) — lm/)(r))a_l dt

<(-a,) ”(” il (n(b) — p(@))”
||J’n pll

= 9(1 - an)”Zn - p” + ean“yn - p”

(3.50) esitsizliginde (3.47) ve (3.49) esitsizlikleri yerine yazilirsa ve (1 — Un(1—
6)) < 1 oldugu kullanilirsa

lxp+1 — Il < 01 — @)z, — pll + Baynlly, — pll
< 9(1 - an)”xn - p” o angzllxn - p” (3-51)

S 01 = ap(1=60)llx, —pll

sonucuna ulasilir. (3.51) esitsizliginde tiimevarima gegilirse,

n

tnsr = 2l < 07| (1= (1 = 0))llxo = (352)

k=0

olur. (1—ay(1—-6)) <1 oldugundan ve her x€[0,1] i¢cin 1—x<e”*

esitsizliginin saglandigi bilindiginden dolay1

n
lxp+1 — Il < 0™ [xo — plI 1_[ e~ (1-0)ax
) (3.53)

= Bn”xo — plle_(l_e)z;cl=0ak

elde edilir. n — oo igin son esitsizlikte limit alinirsa lim||x,, — p|| = 0 olur.
n—-oo

Teorem 3.4 ile verilen teoremin sartlar1 azaltilarak agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.5 Teorem 3.3 ile verilen (A1) -(A2) sartlar1 altinda (3.34) -(3.35) ile verilen
problem p gibi bir tek ¢oziime sahiptir ve {a,, =0, {Brtr=0 Wntn=o, tntn=o kontrol
dizileri [0,1] araligina ait olsun. Bu durumda (3.1) ile verilen dort adimli iterasyon

yonteminden elde edilen dizi bu ¢ézlime yakinsar.
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Ispat Teorem 3.4 ispatinda elde edilen (3.51) esitsizligi ile verilen

IXn+1 — pll < 61 — @, (1 = 6))lx, — pll (3.54)

bu esitsizlikte (1 — a,(1 — 0)) < 1 olmas1 sebebi ile asagidaki gibi yazilabilir:

X412 — Pl < Ollx, = pll

(3.55)
< 0™|xo — pll
elde edilir.
llx, — pll < Bllxy—1 — I
lxn—1 — 2l < Ollxp—2 — plI
(3.56)
Iz, — pll < Bllxo — pll
olur. Son olarak
|x%p+1 — 2l < 0™lx0 — pll (3.57)

elde edilir. Son olarak n — oo igin (3.57) esitsizliginde limit alinirsa lim||x,, — p|| = 0
n—o0

olur. Bu teoremin sonucu olarak daha az sartla (3.34) -(3.35) ile verilen problemin

¢Ozlimiine ulagilabilir.

Teorem 3.1 de (2.5) ile verilen sart1 saglayan zayif contraction altinda (3.1) iterasyon
yontemi kullanarak veri bagl oldugu gosterilmisti. Asagida verilen Teorem 3.6 ise,
Teorem 3.5’nin ispatinda (3.41) ile verilen iterasyon yontemi kullanilarak

dontisiimlerin sabit noktalarinin veri baglilig1 incelenecektir:

T,S: B — B tanmiml iki operator, f, g: ] X R = R siirekli bir fonksiyon ve C(J,R) =

B bir Banach uzay1 olmak iizere;

b f Y@ (Inp(t) — Inp(0)“" £ (1, x(x))dr (3.58)

ve
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V@ (lm,b(t) — ()" g(r,x(x))dr (3.59)

t

1
Sx(t) = x, F—f
a

seklinde tanimlansin.

Teorem 3.6 Teorem 3.3 ile verilen (A1-A2) sartlar1 altinda (3.34)- (3.35) ile verilen
problem p gibi bir tek ¢6ziime sahiptir ve Toperatdriiyle insa edilen ve (3.1) ile verilen
iterasyondan elde edilen dizi {x;, }5—, ile gosterilsin. {u, }5—, ise S operatorii (3.19) ile

inga edilen asagidaki iterasyondan elde edilen bir dizi olsun:

Uptr = (1 — ap)Sky + @Sy
v, = (1 = Bp)Skn + BrShy

(3.60)
kyn = 1- Vn)un + Ynhn
hy = (1 = pp) up + unSu,
burada {@,}r—0, {Brtn=0, Vitn=0 {tntrn=o kontrol dizileri ve % < a, sartini

saglamaktadir. Ayrica x, = u, olmak ftlizere her u€B ve £>0 igin ve

If (u) — g(w)|| < € saglansin. Eger p ve p* sirasiyla (3.58) ve (3.59) ile verilen

- lmp(a))a < 1 sartin1 sagliyor ise, bu

esitliklerin goziimleri ve 6 = ———

durumda asagida verilen esitsizlik gecerlidir:

”p _ p*” < (Zyn.une + 260 + 6(11_ ﬁg)yn.ung + ﬁnﬂn96)€ (361)

Ispat Bu teoremin istenilen sonucuna ulasmak ve esitsizliklerin ara islemlerinde

kullanmak igin 6ncelikle asagidaki esitsizligi verelim.

|Tan - Tbnl
Xo + % f @ (I () - ()" (1, an(0) )dr
< “,
1 (¢'() a-1 (3.62)
—| xo + @) 9o (inyp(0) — mp(v))” (7, byu(2))dr
1 (9@
< m! o) (lm/;(t) - lm/)(‘[)) |f(T, an(‘r)) — f(‘r, bn(T))|dT
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(i f e y (I (0) - () Llag(v) = ba(2)ldr

ve ayrica (3.62) ile verilen esitsizligin supremumu alinirsa:

ITa, — Thyll
< % llpp(( )) (tmp () = tmap(@) " [|f (x, an (@) = £ (7, ba(@) |
1 ('@
<m1¢_“ mp(t) — ()" Lllay — byllde (3.63)

_ Lllay = byl ($'@
@ )9

L”an - bn”
- T'(a+1)

(I (t) — (D))" de

(I (b) — tnp(a))”

(3.41) ve (3.60) ile verilen iterasyon yontemi, Teorem 3.3 de verilen (Al)-(A2)

sartlar, (3.63) esitsizligi, 0 = L(lnp(b) — lnp(za))“ < 1 ve teoremin

I'a +1)

hipotezi kullanilarak;

| Toxn (6) — Sun(t)l

1 11’ (v)
Xo + e ) 1/)( ) (l Y(t) lm,l}(r)) f(T,Xn(T))dT
THo T r(a)af ©) (90 = ) (e (3.64)
NG YO ap(e) = tp(0) £ (5,200 (0))
F(Of) Y(1) o

< |x0_u0| +

1 t
——flp « )(l Y() — mp(0) £z, un(0))dr
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1 ¢ N
YD ) i) o)t

Yz
Y(7)

1
I(a)

(lm/)(t) Iny (T))a_l g(‘r, U, (T))dr

e

< [lxg — upll

1 (Y@
ma o) (lny(t) — Iny (7)) (f(r, (@) - f(z, un(T))) dr

1 (Y@ a-1
ma e (I (t) — Iy (1)) (f(r, u, (1) — g(z, un(T))) dt

< [xo — upl

1 (Y@ a1
@) v (map(t) — mp(@) | (F (1. 2a() = f (2,10 (D) )| dr

+ﬁ!¢ D (i e) = tmp (@) | (50 (0)) = (50 (2))| o

elde edilir. Bu esitsizligin supremumu alinirsa

ITxn(8) = Sun (Ol

< lxo — uoll

1 (Y@
F_j 1/)(:) (lnp(@®) — (1)) ||f (1, %,(D) — f (7, un ()] d

(3.65)

+m! w (T) (ln¢(t) lnw(f))a_lllf('[, un(r)) — g(‘[' un(f))” drt

Ll — wnll {9
M@ ) 9@

< |lxo — ugll +

(tnp(©) — lnp(0) " de
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€ tl/) (1) a-1
+ﬁ2[ o) (lm/;(t) lm/)(r)) dt
L”xn - un”

e (O - np®)°

< llxo — uoll +

iy (b (©) — ()

= llxo — uoll + OL||xy, — up|l + O

(3.63) esitsizliginden ve 6 = L(lm/)(b) — ny (a)) < 1 yararlanarak ve (3.65)

I'a +1)

esitsizligi kullanilarak

”Wn - hn” < (1 - .un)”xn r un” + .un”Txn - Sun”

< (1 - .un)”xn F un” + .un”xo - uo”

t
1/’ (1) a-1
s f C 5 (@ = @) (50 0) = F (@)
(3.66)
o (V'@
+F(a)! o) (lmp(t) lm,b(r)) ”f(‘[,un(‘[)) —g(r, un(r))” dt
< (1 - .un)”xn - un” + ﬂn”xo - uO” + .ungl'”xn - un” + .ungg
= (1 - .un(l - BL))”xn - un” + /’ln”xo - uO” + /’lnee
(3.66) esitsizligi ve (1 — p, (1 — 6L)) < 1 oldugu kullanilarak
”Zn - kn” = (1 - Vn)”xn - un” + yn”Wn - hn”
< (1 - .un)”xn - un” + .Un”xo - uO” + .unel'”xn - un”
(3.67)

+u,0¢
= |lxn — upll + Vattnllxo — uoll + vnu,0e

elde edilir. (3.62) ve (3.63) esitsizlikleri ve (3.65) ve (3.66) esitsizliklerine benzer

islemler yaparak
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Tz, (t) — Sk (t)|

IP()

* F(l )) 9@ (tmp(®) = (@)™ (7, 20 (D)) dr

1 t a—1
% T T @) f 15,((3 (lnp () — ny())  g(t, kn(¥))dr

1 (Y
@) 9@

(tnp(®) = np() " (f(x,20(D) = f (1. k() )

1 (Y@

F(a) e (lnp(t) — lm,l)(T))a—l(f(T,kn(T))—g(r,kn(r)))dr

ve 6 = (lm/)(b)—lm/)(a)) <1 ve ayrica (3.68) ile verilen esitsizligin

I'a +1)

supremumu alinirsa:

T2, (t) — Skn (D)l
< llxo — u0||

Y@

+[‘(a) w()(l np(6) — p(0) " |f (5, 2(0) = £ (2, ka (D) | d

1 tw(r)
[‘ JI/J(T) (lnp (@) — (1)) |lg(z, kn () = f(z, kn())||dT a5

flp (T) (lnll)(t) lnl,[)(‘[))a_l L”Zn _ kn”d'[

e (Y@
F(a j W) (l Y(t) — lnl,[)(r))

a
< |lxo — Uoll + B8llz,, — k|l + Oc

elde edilir.

Ayrica ara islemler i¢in gerekli olan asagidaki esitsizlikler (3.62), (3.63), (3.64),
(3.65), (3.68) ve (3.69) esitsizligindeki benzer islemler yapilirsa
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ITyn () = Sva (Ol < llxo — uoll + LIy

son olarak

ITwn (6) = Sha (Ol < llxo — uoll + OLllwy, —

— vl + B¢

h,|| + O¢

(3.70)

(3.71)

esitsizlikleri elde edilir. (3.67), (3.68), (3.69) ve (3.71) esitsizlikleri ve (1 — p, (1 —

0L)) < 1 oldugu kullanilirsa

v — vnll
xo + ﬁf YO tmap(0) - tnp @) F (5,200t
= (1 - ,Bn) 1 ¢ t , )
% " T w(rf) (np(®) — mp(2)) " (7, k(1)) dr

Y'(D)

+Bn

t

bt j
0T T

a

1
F

(D)
af (1)

< lxo — upll + (1 — Br)6L]|z,

(lmp(t) — ()

! f(z,wy(7))dr

(lm/J(t) lm/;(r)) (T h (T))d‘[

— knll + BnOLlwy, — hyll + O

< HL”xn - un” + (1 - .Bn)BLVn,un”xO - uo” + (1 - ﬁn)HLYnMnQE

+ BnLuy lxo

elde edilir. Son olarak

- uO” + ﬁnHLﬂnQS

|1 — Unsall
1 y a-1
Xo + mjlf)/) (lnl,l)(t) lnz,[)(r)) f(r, zn(r))dr
= (1 - an) “ t
1 ' a-1
o~ s f lfu ((TT)) () — np(0) " g(t, k(D)) dr
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1 [y a-
i ) P @ ~ p) S (130

+a,

1 tll} T) a—1
_uo—maf e (lnyp () — mp(v))”  g(r, v, (1))dr

(3.69), (3.70), (3.71) ve (3.72) esitsizlikleri kullanilirsa

”xn+1 - un+1” = (1 - “n)”xo - uO” + (1 - an)eL”Zn - kn”
+(1 - an)Hs + an”xo - uO” + anGL“yn - Un” + O—lne‘g
= ”xO - uO” + (1 - an)eL”Zn - kn” + aneL“yn - Un” + B¢

< (1 —an(1 = 0L)llxp — unll + (1 — an)llxo — uoll (3.74)
+ (1 — an)¥atnllxo — uoll + (1 — an)ynpunbe
+ (1 — ap)be + an(1 — Br)0Lynpinllxe — uoll
+ an(1 — Br)OLyntin b€ + anfnOLpyllxo — uoll
+ a,5,0Lu,0¢

(3.74) esitsizliginde § = L olarak alinir ve yeniden diizenlenirse

lxrs1 — Unsall £ (1 = @n (1 = ) lxn — ugll
+an(2 + Zyn.un + 6(1 - ﬁn)yn.un + 6311.“11)”350 - uO” (3-75)

+an(2Vn.un6 + 260 + 6(1 - ﬁn)yn.ung + ﬁn/"n95)8

ve

an = ”xn - un”,

pn = an(1—96) € (0,1)

[+ 2t +500— Bt + S~ ol (3.76)
_ +(2Vn.un9 + 26 + 6(1 B ﬁn)yn.ung + ﬁnﬂn96)g
N =
(1-4)
seklinde secilirse Lemma 2.29°den
0 < lim supllx, — uyl (3.77)
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{(2 + ZVnUn + 6(1 - ,Bn)yn:un + Sﬁn.un)”xo - uO”}
+(2ynﬂn9 + 26 + 6(1 — ﬁn)yn.“ne + ﬁnﬂn96)g

< limsu
aooup (1-9)
— (zynﬂne + 26 + 6(1 - Bn)ynﬂng + ﬁnﬂneéjg

1-6

elde edilir. Teoem 3.1 den x,, = p dir. Ayrica kabul geregi n = o i¢in u,, = p* dur.

Sonug olarak,

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Teorem 3.6’in bir uygulamasi i¢in:

Ornek 3.7 Asagidaki kesirli diferansiyel denklemi goz dniine alinirsa

x(t et
HDZerx(t) = L + 7 te]=1[01],

5(1+1t) (3.79)

x(0) =1,
burada ¥ DZJ}IJ, Hadamard fonksiyonel kesirli tiirevi, @ = %, f:] X R - R siirekli bir

fonksiyon,

Flex(@®) =22 4

5(1+t) 4

vetimt € J ve Y (t) = 2t > 0iginy € C1(J,R) dir. Ayrica

If (&%) —fFt )| = 5(1+t) lx =yl

ve

(Iny(b) — np(a))” = e )(an — lnl)z < 0.1878 < 1.

I'a +1)

Boylece (3.79) ile verilen problemin tek ¢oziimii vardir [28].

Bu problem asagidaki sekilde ifade edilebilir

t

In2(In2t — In27)*1 < @ e_T> dt (3.80)

Tx(t) =xg +=——= 5+ 7)

1
o))
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yazilabilir. Ayrica yaklaslm operatorii i¢in

_ Y R
Su(t) =u I‘( )fan(an In2%) 1<5(1+1')+ —Z>dr

burada u, = 1 dir.

u(t) tz t
g9(t.u(®) = 5(1+t) tTe T

.. 1 3
Ayrican=1,2,..icin 8, =y, =-Ve a,, = = =olsun.
y g n YTl 2 n .un 4

IIf (w) — gl < 0.25 = ¢,
1
- 5(1+t) T 10

= s (I (0) — Iny(@)” < 0.1878,

6 =60L =0.01878
verileri goz oniine alinirsa (3.61) esitsizligi
llp — p*|l < 0.132089

olarak elde edilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Sonug olarak, sabit nokta teorisi Hadamard fonksiyonel kesirli diferansiyel denklemin
¢Ozlimiine tam olarak ya da yaklasik olarak ulasmak icin giiclii ve etkili bir yontem
oldugu ayrintili olarak gosterilmistir. Bu denklemlerin ¢dziimiine ulagsmaya ek olarak
farkli etkilesime girdigi diferansiyel denklemler, integral denklemler, fark
denklemleri, kismi diferansiyel denklemler, kaotik sistem denklemleri, optimizasyon
ve kisitlamali denklem sistemleri, denge problemleri, oyun teorisi gibi c¢esitli

matematiksel denklemlerin ¢6ziimiinde de kullanildigi vurgulanmustir.

Sabit nokta teorisi yoluyla, birgok bilim dalinin zengin ve etkileyici uygulama
alanlarma dair fikir edinilmistir. Boylece oncelikli olarak kullanilmig ve 6nemli

sonuglar elde edilmis bir teoridir.

Daha once yapilmis calismalardan bilindigi lizere yeni iterasyonlar tanimlamak,
tanimlanan iteraSyonlart farkli uzaylarda ifade edebilmek ya da sabit nokta
iterasyonlar1 kullanilarak belirli sartlar altinda yakinsaklik, kararlilik sonucu,
yakinsakliklarinin denkligi, veri baglhiligi sonucu ve lineer olmayan denklemlerin

koklerinin yaklasik olarak hesaplanmasi gibi bir¢ok kavrami icermektedir.

Bu tezde ise, Picard ile baslayan iterasyon ydntemlerinin adim sayisina gore
smiflandirilarak bazi orneklere yer verilmistir. Ayrica dort adimli bir iterasyon
yontemi kullanilarak, belirli sartlar altinda bazi sabit nokta sonuglari elde edilmistir.
Bu dort adimli iterasyon ile zayif contraction sart1 altinda sabit noktalarin veri baglilig
sonucuna varilmistir. Yakinsaklik hizlarinin karsilastirilmasinda kullanilan bir 6rnek

revize edilerek veri bagliligi sonucunun bir uygulamasi olarak verilmistir.

Bu calismanin asil amaci, Hadamard fonksiyonel kesirli diferansiyel denklemin
¢Ozliimii icin bu dort adimli iterasyon yontemi kullanilarak ulasila bilecegi iizerinde
durulmus ve gerekli sartlar belirlenmistir. Baz1 sartlarin azaltilmasiyla bu sonuca

ulagilabilecegi gercegi ortaya konmustur.

Son olarak, Hadamard fonksiyonel kesirli diferansiyel denklem ile yaklasim operatorii
yazilmistir. Boylelikle bu operatorler altinda sabit noktalarin veri baglhilig

incelenmistir. Teorinin sonucunu destekleyen bir 6rnek verilmistir.
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Daha sonra yapilabilecek ¢aligmalara 6rnek teskil edebilecek, bu tezde kullanilan
teknikler ile farkli lineer olmayan denklemlerin yaklasik ¢oziimii i¢in gerekli sartlar
belirlenerek, benzer sonuglar elde edilebilir. Ya da yeni iterasyon yontemleri yazilarak
yukarida belirtilen sabit nokta sonuglari yeniden yeni sartlar ile elde edilebilir. EK
olarak literatiirde bulunan sabit nokta teoremlerinin sartlarinin azaltilmasi ile ilgili

calismalar yapilabilir. Ayrica farkli uzaylara taginarak daha genel sabit nokta sonuglari
da elde edilebilir.
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