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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
HALKALARDA ESNEK IDEALLERIN GENELLESTIRMELERI UZERINE
Ibrahim Halil KANAT

Tokat Gaziosmanpaga Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
2023, 60 sayfa

Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Filiz CITAK

Bu tez ¢aligmasinin ilk béliimiinde ileriki béliimlerde kullanacagimiz; grup, halka, alt halka,
ideal, bir idealin radikali, asal ideal, 1-yutan asal ideal gibi tanimlar ve bu tamimlarla ilgili
teoremlere, ayrica esnek kiimelerin tanitimindan baglanarak esnek kiimeler iizerinde inga
edilmig bazi tanim ve teoremlere yer verilmistir. Bu boliimde, daha ¢ok esnek kesigimsel
halkalarin ve esnek kesisimsel ideallerin cebirsel 6zellikleri incelenmistir. Idealler cebirde
oldukga 6nemli bir yere sahiptir; ¢iinkii bir halkanin ideali/idealleri hakkinda ne kadar
bilgiye sahip olunursa bu, halkanin kendisi ile ilgili o kadar bilgiye sahip olundugu anla-
mina gelmektedir. Idealler tek tiirlii olmayip belki de bu tiirler arasindaki en énemlisi
asal ideallerdir. Bu yiizden bu ¢aligmada, asal ideal kavraminin esnek kiimeler teorisine
aktarimi ve esnek kesigimsel asal ideallerin genellestirilmeleri {izerine calisilmigtir. Tkinci
boliimde, esnek nilpotent eleman, esnek idempotent eleman, esnek sifir bolen, esnek agikar
olmayan kesigimsel ideal gibi baz1 yeni tanimlara da yer verilmis ve baz cebirsel ozellikler
incelenmigtir. Ek olarak, esnek kesigsimsel asal ideal kavrami tizerinde bu yeni tanimlara
ait bir takim uygulamalar gerceklestirilmistir. Uciincii béliimde, esnek kesisimsel asal
ideal kavraminin genellegtirilmis bir hali olan esnek kesigimsel yakin asal ideal kavrami
tanitilip bazi cebirsel 6zellikleri incelenmigtir. Dordiincii béliimde, yine esnek kesigimsel
asal ideal kavraminin bagka bir genellestirilmis hali olan esnek kesigimsel 1-yutan asal
ideal kavrami tanitilip bazi cebirsel 6zellikleri incelenmigtir. Dordiincii boliim ile ilgili
elde edilen sonuclardan bazilar1 esnek kesisimsel 1-yutan asal ideal yardimiyla bir R
halkasinin 1-yutan asal idealinin elde edilmesi ve R halkasmin ile R/ boliim halkasiin
ayni Ozelliklere sahip birer esnek kesigsimsel 1-yutan asal ideallerinin elde edilmesidir.

ANAHTAR KELIMELER: Esnek Kiimeler Teorisi, Esnek Kesisimsel Asal Ideal, Esnek
Kesisimsel Yakin Asal Ideal, Esnek Kesisimsel 1-Yutan Asal Ideal, Esnek Nilpotent Eleman.



ABSTRACT

Master Thesis

ON GENERALIZATIONS OF SOFT IDEALS OF RINGS

Ibrahim Halil KANAT

Tokat Gaziosmanpasa University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics

2023, 60 pages

Supervisior: Asst. Prof. Dr. Filiz CITAK

In the first chapter of in this thesis, definitions such as group, ring, subring, ideal, radical
of an ideal, prime ideal, 1-absorbing prime ideal, which we will use in the following sections,
and theorems are given. Plus in this section, starting from the introduction of the theory
of soft sets, some definitions and theorems built on soft sets are given. In this section,
algebraic properties of soft int-rings and soft int-ideals are examined. On the other hand,
ideals have a very crucial role in algebra; since the more we have information about the
ideal(s) of a ring, the more information we have information about the ring itself. Ideals are
not the only kind, perhaps the most important of these types are prime ideals. Therefore,
in this study, the transformation of the concept of soft prime int-ideal to the theory of
soft sets and the generalization of soft prime int-ideals have been studied. In the second
section, some new definitions such as soft nilpotent element, soft idempodent element, soft
zero divisor, soft non-explicit ideal were introduced, and applications of these definitions
were also carried out. In addition, several applications of these new definitions were carried
out as regards the soft prime int-ideal concept. In the third section, the first generalized
form of the soft prime int-ideal concept, soft near prime int-ideal, is introduced and some
algebraic properties are examined. In the forth section, the concept of soft 1-absorbing
prime int-ideal, which is another generalization of the concept of soft prime int-ideal, is
introduced and its some algebraic properties are examined. Some studies related to the
fourth chapter are creating a 1-absorbing prime ideal of R owing to soft 1-absorbing prime
int-ideal of R and obtaining soft 1-absorbing prime int-ideals of R and R/I with the same
characteristics.

KEYWORDS: Soft Set Theory, Soft int-Prime Ideal, Soft int-Near Prime Ideal, Soft
int-1-Absorbing Prime Ideal, Soft Nilpotent Element.
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GIRiS

Geligen ve degigen diinyada, belirsizlik iceren pek ¢ok problem bulunmaktadir. Bu
problemler son yillarda bilim adamlarinin dikkatini ¢ekmektedir. Bilim adamlar1 bu
problemleri ¢ézebilmek igin bazi teoriler ileri siirdiiler. Bu belirsiz problemlere cesitli
¢Oztimler sunan teorilerden bazilari bulanik kiime teorisi (Zadeh, 1965), kaba kiime teorisi
(Pawlak, 1982) ve esnek kiime teorisidir (Molodstov, 1999). Belirsizlik igeren problemlerin
¢Ozlimiine dolayli ya da direkt ¢ozlim iiretebilmek adina ortaya atilan teorilerden biri
olan esnek kiime teorisi Molodstov tarafindan tanitildi (Molodstov, 1999). Bu ¢aliymadan
kisa siire sonra Maji ve ark. esnek kiimeler iizerinde kesigim, birlesim, tiimleyen gibi
bazi iglemler tanimladilar (Maji ve ark., 2003). Yeni ve oldukca kullanigh olan bu yap,
bir¢ok yazar tarafindan gesitli alanlara uygulanmigtir. Cagman ve Enginoglu bu yeni
teoriyi kullanarak, secenekler arasinda bir dizi optimum 6geyi belirleyen esnek karar verme
yontemini incelediler. Tiim bu gelismelerin yanisira esnek kiimelerde pek ¢ok cebirsel yapi
tammlanmaya bagladi. Bunlardan bazlari; esnek grup (Aktas ve Cagman, 2007), esnek
halka (Acar ve ark., 2010), esnek gruba ait baz yapilarin tanimlanmasi (Sezer ve ark, 2014)
ve BCK/BCI cebirlerinin tanimlanmasi (Jun, 2008) olarak gosterilebilir. Cagman ve ark.
esnek kesigimsel grup kavramini tanitarak daha once tanimlanan esnek grup kavramina
bagka bir boyut kazandirdilar (Cagman ve ark., 2012). Citak ve Cagman esnek kesigimsel
halka ve esnek kesigimsel idealleri tamitip bazi cebirsel ézelliklerini incelediler (Citak ve
Cagman, 2015). Pek ¢ok bilim insam s6z konusu teoriyi kendi alanlarina uyguladilar
(Jana ve ark., 2019, Ayub ve ark., 2020, Sezgin ve ark., 2019, Jun ve ark., 2012). Bu
yeni teori pek ¢ok alana uygulanabilir oldugundan topoloji alaninda da bazi gelismeler
yasandi. Cagman ve ark. esnek topoloji kavramini tanitip bazi 6zelliklerini incelediler
(Cagman ve ark., 2011-b). Georgiou ve Megaritis esnek topoloji iizerine ¢alisip pek ¢ok yeni
ozellikleri incelediler (Georgiou Megaritis, 2014). Bagka bilim insanlar1 da esnek topoloji
lizerine galigtilar (Aydin ve Enginoglu, 2021., Cagman ve ark., 2011, Enginoglu ve ark.,
2015). Bu teori birgok alanda oldugu gibi karar verme alaninda da genig bir yere sahiptir.
Esnek kiime teorisi kullanilarak, bazi bilim insanlar1 esnek karar verme iizerine galigmalar
yiriitmiigtiirlerdir (Cagman ve Enginoglu 2010, Cagman ve ark., 2011-a). Ayrica, sezgisel
bulanik parametreli, sezgisel bulanik esnek matrisleri tanimlandi ve birka¢ ana o6zelligi
incelendi (Enginoglu ve Arslan, 2020). Dalkili¢ ve Demirtag tarafindan tiim diinyay: etkisi
altina alan Covid-19 hastaliginin muglak bazi meselelerinde karar vermenin nasil ele
alinabilecegi ¢aligildi (Dalkilig ve Demirtag, 2022). Yine Dalkilig ve Demirtag tarafindan
agillama taahhiidii ile Covid-19 hastaligi arasinda kurulan iligki, bu teori kullanilarak
iligki 6lgiilerine benzer sekilde desteklendi (Dalkilig ve Demirtag, 2022). Ayrica bu teori,
¢izgi integrali (Acharjee ve Molodstov, 2021) ve olasilik teorisi (Molodstov, 2013) gibi

matematigin ¢ok onemli alanlarina da uygulanmigtir.
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Diger taraftan idealler halka teorisinde oldukca énemli yer tutmaktadir; ¢linkii bir
halkanin idealleri hakkindaki bilgiler, halkanin kendisini daha iyi tanimamizi saglamaktadir.
Idealler tek tiirlii olmayip belki de en 6nemlisi asal ideallerdir. Bu calismada, 6ncelikle,
asal ideallerin esnek kiimeler teorisine aktarilmig hali olan esnek kesisimsel asal idealler
(Ghosh ve ark., 2019) iizerine bir takim uygulamalar gerceklestirilmistir. Ornek olarak
bir nr esnek kesigimsel asal ideal araciligiyla R halkasinin bir / asal ideali elde edilmistir.
Ardindan esnek kesigimsel asal idealin genellegtirilmig hali olan esnek kesisimsel yakin asal
ideal kavrami tanitilmig, esnek kesigimsel yakin asal idealin, esnek kesigsimsel asal idealin
genel hali oldugu kanitlanmig ve ayni zamanda tersinin dogru olmadigi ters 6rnek verilerek
kanitlanmigtir. Ayrica R degismeli halka olmak iizere ng nin esnek kesigimsel yakin asal
ideal olmasi durumunda /g nin bir esnek kesigimsel asal ideal oldugu kamtlanarak bu
iki kavram arasindaki iligkinin gii¢lii oldugu gosterilmistir. Bu béliimden sonra esnek
kesigimsel 1-yutan asal ideal kavrami tanitildi, esnek kesigsimsel asal idealin genel hali oldugu
kanitlanmig ve ayni zamanda tersinin dogru olmadig1 ters 6rnek verilerek gosterilmistir.
Ayrica R degigmeli halka olmak iizere ngr nin esnek kesigimsel 1-yutan asal ideal olmasi
durumunda /mg nin bir esnek kesigimsel asal ideal oldugu ispat edilmigtir. Son olarak
bu boliimde, esnek sifir bolen, esnek nilpotent eleman gibi yeni kavramlar iizerinde

uygulamalara yer verilmigtir.



1 KURAMSAL TEMELLER

1.1 Grup Teorisi ve Halka Teorisi ile Ilgili Genel Bilgiler

Bu boliimde cebir ve esnek kiimeler ile ilgili tezde kullanilacak olan temel tanim ve

teoremler hatirlatilacaktir.

Tanim 1.1. R bostan farkll bir kiime ve + da herhangi bir iglem olsun. Buna gore

asagidaki sartlar saglanirsa (R, +) cebirsel yapisina bir grup denir.

(a) Va,be Rigin a+be R (Kapallik 6zelligi)
(b) Ya,b,c € Rigin a+ (b+¢) = (a+b) + ¢ (Birlesme 6zelligi)

(¢c) Va € Ri¢in a+ e = e+ a = a olacak bigimde bir e € R vardir (Birim elemanin

varligi)

(d) e, R nin birim elemani olmak iizere V a € R igin
atd =d+a=e
olacak bigimde o’ € R vardir (Ters elemanin varhgi).
(Tagcer, 2018, s.95)

Not 1.1. Bundan sonra, a elemaninin + islemine gore tersi —a ile gosterilecektir.

Tanmim 1.2. (R,+) bir grup olsun. Va,b € R igin
a+b=b+a

oluyorsa (R, +) cebirsel yapisina degismeli (komutatif ya da abelyan) grup denir. (Tagci,
2018, 5.96)

Teorem 1.1. (R, +) bir grup olsun. Buna gore

(a) R nin birimi tektir.
(b) R deki her elemanin tersi tektir.
(¢) Soldan ve sagdan kisaltma kurallar1 gegerlidir. Yani V a,b,c € R igin

eat+b=a+c = b=c (Soldan kisaltma kural)
ebta=c+a = b=c (Sagdan kisaltma kurali)

(Tage1, 2018, s.97)



Tanim 1.3. (R, +) bir grup ve § # S C R olsun. S, R deki igsleme gore bir grup oluyorsa
(S,+) va (R,+) nm bir alt grubu denir ve S < R ile gosterilir. (Tagc1, 2018, s.107)

Teorem 1.2. (R,+) bir grup ve f) # .S C R olsun. S < R olmas: igin gerek ve yeter sart
Va,be Sicina+(-b)es

olmasidir. (Tage1, 2018, 5.108)

Teorem 1.3. R bir grup olsun. R nin sonlu sayidaki altgruplarinin kesigimi de R nin
altgrubudur. (Tagc1, 2018, s.111)

Tanim 1.4. R bir grup ve S < R olsun. a € R i¢in
a+S={a+s:s€S}

kiimesine S nin R deki a elemanni kapsayan sol yan kiimesi (ya da koseti) ve
S+a={s+acseS}

kiimesine S nin R deki a elemanini kapsayan sag yan kiimesi (ya da koseti) denir. (Tagci,
2018, s.118)

Tanim 1.5. R bir grup ve S < Rolsun. Va € R i¢in a+ .5 = S+ a oluyorsa S altgrubuna
R nin normal altgrubu denir ve S < R ile gosterilir. (Tagc1, 2018, s.132)

Tamim 1.6. (R, +) ve (S, @) birer grup ve f : R — S bir fonksiyon olsun. Va,b € R igin

fla+b) = fla)® f(b)

oluyorsa f ye grup homomorfizmasi denir. (Tagc1, 2018, s.160)

Tanim 1.7. f : G — H bir grup homomorfizmasi ve H grubunun birim elemani ey

olsun. Bu homomorfizmanin ¢ekirdegi Cekf ile gosterilir ve

Cekf ={g€G: fl9) =en}

ile tammlanir. (Tagcr, 2018, s.165)

Tanim 1.8. f: G — H bir grup homomorfizmasi olsun. G nin f altindaki goriintiisii
f(Q) ile gosterilir ve
F(G)={f(9): g€ G}

olarak tanimlanr. (Tagci, 2018, 5.165)



Teorem 1.4. f : G — H bir grup homomorfizmas: ve K < G olsun. Bu durumda
f(K) < f(G) dir. (Tage, 2018, $.165)

Tanim 1.9. R bosgtan farklh bir kiime, + ve - da birer iglem olsun. Agagidaki sartlar

saglaniyorsa (R, +,-) cebirsel yapisina bir halka denir.

a) (R,+) degigmeli gruptur.

b) Va,b€ Rigin a-b € R dir.

(¢) Ya,b,ce Rigina-(b-c)=(a-b)-cdir.
(d) Ya,b,c€ R igin

(
(

ea-(b+c)=a-b+a-cdir.
e (b+c)-a=b-a+c-adir.

(Tager, 2018, s.287)

Not 1.2. Bundan sonra - iglemi, yazim kisaligi agisindan kullanilmayacak, a - b yerine de
ab yazilacaktir. Ayrica (R, +,-) halkasi yerine sadece R halkas1 yazilacaktir. (Tagc1, 2018,
5.288)

Tanim 1.10. R halkasinin + iglemine gore birim elemanina halkanin sifir1 denir ve genel
olarak O ile gosterilir. Fakat bundan sonra yazim kisaligi agisindan R halkasinin sifir1 0
ile gosterilecektir. (Tagcr, 2018, s.287)

Tanim 1.11. R halkasinda V a,b € R i¢in ab = ba oluyorsa R halkasina degismeli ya da
komutatif halka denir. (Tagc1, 2018, s.287)

Tanim 1.12. R halkasinda Va € R i¢in algp = 1gra = a olacak bi¢cimde 1z € R varsa R
halkasina birimli halka ve 1r elemanina da halkanin birimi denir. Bundan sonra halka

birimli ise birim elemanini kisaca 1 ile gosterilecektir. (Tagc1, 2018, 5.287)

Tanim 1.13. R birimli halkasinda ikinci igleme gore varsa tersi olan elemanlara tersinir

ya da birimsel eleman denir. (Tagc1, 2018, s.289)

Teorem 1.5. R bir halka olmak iizere V a, b, c € R i¢in

esitlikleri gegerlidir. (Tagc1, 2018, 5.289)



Teorem 1.6. Birimli halkanin birimi tektir. (Tagc1, 2018, 5.289)

Teorem 1.7. R birimli halka olsun. Bu durumda

(a) Va € Rigin (—1)a=a(-1) = —a
(b) (=D)(=1) =1
esitlikleri gegerlidir. (Tagc1, 2018, 5.291)

Tanmim 1.14. R bir halka ve ) .S C R olsun. S kiimesi R deki iglemlere gore bir halka
oluyorsa S ye R nin alt halkas1 denir. (Tagc1, 2018, 8.292)

Teorem 1.8. R bir halka ve ) # .S C R olsun. S nin R halkasinin bir alt halkas1 olmas

i¢in gerek ve sart

(a) Va,be Sigina—be S
(b) Va,be Siginabe S

dir. (Tage1, 2018, s.293)

Teorem 1.9. R bir halka olsun. R nin sonlu sayidaki alt halkalarinin kesigimi de R nin
alt halkasidir. (Tage1, 2018, 8.295)

Tanim 1.15. R bir halka ve 0 # a € R olsun. ab = 0 olacak bigimde bir b € R\ {0} varsa
a elemanina sol sifir bolen b elemanina da sag sifir bolen denir. @ hem sag hem sol sifir

bélen ise a elemanina kisaca sifir bélen denir. R deki tiim sifir bolenlerin kiimesini S(R)
ile gosterilir. (Tagc1, 2018, $.296)

Tanim 1.16. R bir halka ve r € R olsun. Eger ™ = 0 olacak bi¢cimde bir n € N varsa r
ye nilpotent eleman denir. R halkasinin tiim nilpotent elemanlarinin olugturdugu kiime
Nil(R) ile gosterilir. (Tagc1, 2018, 5.298)

Tamim 1.17. Birimli, degismeli ve sifir bolensiz halkaya tamlik bolgesi denir.(Tager, 2018,
5.299)

Tanim 1.18. R bir halka ve I da onun bir alt halkasi olsun. Vr € Rve Va € [ i¢ginra € [

oluyorsa I ya R nin sol ideali, ar € I oluyorsa sag ideali denir. / hem sag hem sol ideal
ise kisaca ideal denir. (Tagc1, 2018, s.306)

Tamim 1.19. Bir R halkasinda {0} ve R daima R nin idealleridir. R nin kendisi diginda
kalan (varsa) tiim ideallerine R nin 6z ya da agikar olmayan idealleri denir. (Tagc1, 2018,
s.307)



Teorem 1.10. R bir halka ve (} # I C R olsun. I min R halkasinin bir ideali olmasi i¢in

gerek ve sart

(a) Va,beligcina—bel

(b) Vae IveVreRignar,ra el
olmasidir. (Tagcr, 2018, 5.307)

Teorem 1.11. R bir halka olsun. R nin sonlu sayidaki ideallerinin kesigsimi de R nin
idealidir. (Tagc1, 2018, $.309)

Teorem 1.12. R bir halka ve I da onun bir ideali olsun. R/T = {I +r : r € R}
kiimesi iizerinde sirasiyla toplama ve ¢arpma iglemleri agagida verildigi sekilde tanimlansin.
VI+r,I+r € R/I igin:

o (I+r)d(U+ry)=1+(r1+712)
o (I+m)OU+ry) =1+ (rim2)

Bu durumda (R/I, &, ®) cebirsel yapist bir halkadir ve bu halkaya R nin [ ya gore bélim
halkas1 denir. (Tagcr, 2018, s.313)

Tanim 1.20. I, R halkasinin bir ideali olsun. a,b € R i¢in ab € I olmasi durumunda
a € I yadab € I oluyorsa I ya R nin asal ideal denir. (Tagci, 2018, s.315)

Teorem 1.13. I, R halkasinn bir asal ideali olsun. a € R ve n € Z* olmak iizere a™ € I
ise a € I dir. (Tager, 2018, s.315)

Ispat. Tiimevarim metodunu kullanahm. n = 2 i¢in a2 € I ise I asal ideal oldugundan
a € I olur. n = k icin iddiamiz dogru olsun. Yani a* € I ise a € I oldugunu kabul edelim.
n=k+ 1 igin

el = dlaecl = d*elyadaacl

Buradan a € I olursa ispat biter. Kabuliimiizden dolay1 a* € I ise a € I olur.

Tanim 1.21. R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. Bu durumda,
VI={reR:3neZ" i¢nr" eI}

kiimesine I nin radikali denir. (Calhialp ve Tekir, 2009, s.15)

Teorem 1.14. I, R degismeli halkasmin bir ideali ve /I, I nin radikali olsun. Bu durumda,

(a) /I, R nin bir idealidir.



(b)
()

VVI = VI
I, R nin asal ideali ise /T = I.

(Callialp ve Tekir, 2009, s.16)

I spat.

(a)

I ideal oldugundan 0 = 0' € I ise 0 € /T olup VI # 0 tir. Ayrica VI C R
oldugu da aciktir. v/I mmn ideal olma sartlarim saglandig1 gosterilecektir. a, b €
VT olsun. Bu durumda a”, b™ € I olacak bicimde n,m € Z* vardir. Buradan

n+m € Z* ve nm € Z" oldugundan

n+m __ (n+m n+m n+m—1 n+m—1 n+m n+m—1 n+m\ rn+m
hd (a_b) = ( 0 )Q_/+( 1 )Q/_/b++<n+m—l)au/_/+(n+m)b\t_/
=0 =0 =0 =0
= 0 elde edilir. Buradan a — b € /T oldugu goriiliir.
e V7 € Ricin (ar)" = a™™ = 0 ise ar € v/T olur. Aym zamanda R degismeli

halka oldugundan ra € VT olacaktir.
Sonug olarak, v/1 bir idealdir.
a € VT alahm. O halde a” € /T olacak bicimde bir n € Z* vardir. Bu

durumda (a™)™ = a™ € I olacak bigimde bir m € Z* vardir. Buradan
nm € Z*t olup a € VI elde edilir. Yani m C /T olur. Diger taraftan b € /T
alahm. b' € /T oldugundan b € VT olup VI € /T elde edilir. Boylece
m = /T dur.

I, R nin bir asal ideali olsun. @ € I alalim. Su halde a! € T ise a € VT olup I C
VT elde edilir. Diger taraftan b € VT alalim. O halde b™ € I olacak bi¢imde
bir m pozitif tamsayis1 vardir. I asal ideal oldugundan Teorem [1.13| geregince
b e I olup VI C I olur. Sonucta cift kapsamadan dolay1 v/I = I esitligi oldugu

goriiliir.

Tanim 1.22. R ile S birer halka ve f : R — S bir fonksiyon olsun. Va,b € R i¢in
o fla+b)=fla)+ f(b)
o fab) = f(a)f(b)

sartlar: saglaniyorsa f ye halka homomorfizmas: denir. (Calhalp ve Tekir, 2009, s.19)

Tanim 1.23. f: R — S bir halka homomorfizmas: olsun. S halkasinin sifir1 Og olmak

uzere

Qekf ={re R: f(r) = 0s}

kiimesine f nin gekirdegi denir. (Calhalp ve Tekir, 2009, s.21)
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Teorem 1.15. f : R — S bir halka homomorfizmasi olsun. Cekf, R nin idealidir.
(Galhalp ve Tekir, 2009, s.21)

Teorem 1.16. f: R — S bir halka homomorfizmasi olsun. R nin sifir1 0 ve .S nin sifir1
da Og olmak tizere f(0r) = 0g ve Vr € R igin f(—r) = —f(r) dir. (Callialp ve Tekir, 2009,
s.19)

Tanim 1.24. f: R — S bir halka homomorfizmasi ve I da R nin bir ideali olsun. Bu

durumda

F() = {f(a) e S:ae 1}
kiimesine [ idealinin homomorfik goriintiisii denir. (Callialp ve Tekir, 2009, s.24)

Teorem 1.17. f: R — S 6rten halka homomorfizmasi ve I, R nin bir ideali olsun. f([),
S nin idealidir. (Galhalp ve Tekir, 2009, s.21)

Ispat. Oncelikle f homomorfizma oldugundan f(0z) = Og olup f(0z) € f(I) dir. Yani
f(I) #0. f(a), f(b) € f(I) olsun.

e [ ideal olup a — b € I dir. Ayrica f halka homomorfizmas: oldugundan

fla) = f(b) = f(a =) € f(I)
elde edilir.

e f(r) € S alahm. Ayrica, I ideal oldugundan ra € I dir. Su halde
f(r)f(a) = f(ra) € f(I)

elde edilir. Benzer gekilde ar € f(I) oldugu da gosterilebilir. Sonug olarak, f(I) da S nin
bir idealidir.

Teorem 1.18. f: R — S orten halka homomorfizmasi, I, R nin asal ideali ve Cekf C I
olsun. O halde f(7), S nin asal idealidir. (Callialp ve Tekir, 2009, s.27)

Ispat. R ve S birer halka, f : R — S orten halka homomorfizmasi ve I da R nin bir
asal ideali olsun. Bir 6nceki teoremin ispatinda f(/) nin S nin ideal oldugunu goster-
dik. Simdi f(7) min S nin asal ideal olma sartim sagladigini gosterecegiz. x,y € f(I)
alahm. O halde f orten oldugundan f(a) = =z, f(b) = y olacak bi¢imde a,b € R
vardir. Simdi zy € f([) ise f halka homomorfizmasi oldugundan f(a)f(b) = f(ab) €
f(I) olup Cekf C I oldugundan ab € I elde edilir. I, R nin asal ideali oldugundan a €
I yada b e I olup buradan f(a) € f(I) yada f(b) € f(I) olur. Su halde z € f(I) ya da
y € f(I) elde edilir. Dolayisiyla, f(7) nin S nin asal ideali oldugu goriiliir.
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Tanim 1.25. f: R — S bir halka homomorfizmasi ve J, S nin bir ideali olsun. Bu

durumda
f(J)={a€R: f(a) € J}
kiimesine J nin ters homomorfik gortintiisii denir. (Callialp ve Tekir, 2009, s.24)

Teorem 1.19. f: R — S bir halka homomorfizmas: ve J, S halkasiin bir ideali olsun.
f~YJ), R nin idealidir. (Calhalp ve Tekir, 2009, s.21)

Ispat. f halka homomorfizmas: ve J ideal oldugundan f(0z) = Og olup f~1(J) # @
tir. a,b € f~(J) alahm. O halde f(a), f(b) € Jise f(a) — f(b) € J yani f(a —b) €
J olur. Buradan a — b € f~!(J) elde edilir. Vr € R i¢in J ideal oldugundan f(a)f(r) =
flar) € f71(J) ise ar € f~1(J) elde edilir. Benzer sekilde, ra € f~1(J) oldugu da kolayca
gosterilebilir. Sonug olarak, f~1(J) bir idealdir.

Teorem 1.20. f: R — S halka homomorfizmasi ve J, S nin bir asal ideali olsun. f~1(.J)
da R nin bir asal idealidir. (Galhalp ve Tekir, 2009, s.24)

Ispat. Bir 6nceki teoremin ispatinda f ~1(J) nin R de ideal oldugu gosterildi. Burada
sadece f~!(J) nin asal ideal olma sartin1 sagladigim gosterilecektir. a,b € R olmak
tizere ab € f~1(J) olsun. O halde f(ab) € J olup f halka homomorfizmasi oldugundan
f(a)f(b) € J dir. J asal ideal oldugundan f(a) € J ya da f(b) € J dir. Buradan,
ae€ f~(J)yadabe f~1(J) olup f~!(J) nin R de asal ideal oldugu goriiliir.

Tanim 1.26. R birimli ve degismeli bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. Tersinir olmayan
her a,b,c € R i¢in abc € I olmasi durumunda ab € [ ya da ¢ € I oluyorsa [ ya 1—yutan

asal ideal denir. (Yassine ve ark., 2020, s.3)

Teorem 1.21. R birimli ve degismeli halka ve I, R nin 1—yutan ideali olsun. Bu durumda,
r€Rven>2¢eNiginz" €1 ise 2? € I dir. (Yassine ve ark., 2020)

Ispat. Bu teoremin ispati icin tiimevarim yontemi kullamlacaktir. n = 3 olsun. Bu
durumda I, 1—yutan asal ideal oldugundan 3 € I ise 22 € I yada x € I dir. 2% € [ ise
ispat biter. € I ise I ideal oldugundan z? € I elde edilir. Simdi n = k icin bu iddia

dogru olsun. Yani ¥ € I ise 22 € I énermesi dogru olsun. n = k + 1 icin

k—

el —= Flar el = s elyadacel

olur. z € I ise I ideal oldugundan 2% € I dir. Diger taraftan, 2* € I ise yine kabuliimiizden

2% € I olup ispat tamamlanir.

Teorem 1.22. I, R birimli ve degismeli halkasinin 1—yutan asal ideal olsun. Bu durumda
VI, R nin asal idealidir. (Yassine ve ark., 2020, s.3)
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Ispat. =,y € R olmak iizere xy € v/I alalm. O halde 3n € Z* icin (zy)* € I di.
I, 1—yutan asal ideal oldugundan bir 6énceki teorem geregince (xy)? = z*y* € I olur.

Buradan,
x2y2:xxy2€] — xQEIyadayQGI — xeﬁyadayeﬁ

olup ispat tamamlanir.

Teorem 1.23. Birimli ve degismeli bir halkada her asal ideal 1—yutan asal idealdir.

(Yassine ve ark., s.3)

Teorem 1.24. Birimli ve degigmeli bir halkada her 1-yutan asal ideal, asal ideal degildir.

(Yassine ve ark., s.3)

Teorem 1.25. I, R birimli ve degismeli halkasinin 1—yutan asal ideali ve JJ, R nin bir 6z
ideali olsun. Tersinir olmayan Vx,y € R icin zyJ C [ ise xy € [ yada J C I dir. (Yassine

ve ark., s.4)

Ispat. Aksini kabul edelim. Yani J 6z ideal ve I, 1—yutan asal ideal olsun. Tersinir
olmayan V z,y € R i¢in 2yJ C I olmasi durumunda zy ¢ I ve J ¢ I olsun. Bu durumda
j € J\ I olacak bi¢imde bir j € R vardir. Kabultimiizden dolay1 zyj € I dir. I, 1—yutan
asal ideal oldugundan ya xy € I yada j € I olmasi gerekir. Bu ise bir ¢eligkidir. Sonug

olarak, kabullimiiz yanlig olup teoremde gecen ifade dogrudur.

Teorem 1.26. R birimli ve degismeli halkasinda I bir 6z ideal olsun. Asagida verilen
ifadeler denktir.

(a) I, R nin 1—yutan asal idealidir.

(b) Iy, I5 ve I3, R nin 6z ideallerinden bazilari olsun. Bu durumda I,1513 C I ise
ya 11]2 glyadafg QI

(Yassine ve ark., s.4-5)

Ispat. (a) = (b):

L g I olsun. I3 C I oldugunu gosterelim. 1y SZ I oldugundan a € I, ve b € I
olmak tizere ab ¢ I dir. 111513 C I oldugundan abls C I olmalidir. I, 1—yutan asal ideal
oldugundan Teorem 1.24 ten otiirii I3 C I olur.

(b) = (a):

a,b,c € R tersinir olmayan elemanlar olsun. ab ¢ I olmak tizere abc € I alalm. ¢ € [
oldugunu gosterirsek ispat biter. Iy, I, I3 6z ideallerini Iy = aR, I, = bR ve I3 = cR
olarak kabul edelim. Kabulimiizden dolay1 ab ¢ I oldugundan 11, ¢ I dir. O halde,
cR = I3 C I olur. Buradan, cR C I = c¢ € [ olup ispat tamamlanir.
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Teorem 1.27. f: R — S halka homomorfizmasi, R deki her tersinir olmayan elemanin
f altindaki goriiniitiisii S de tersinir olmasin ve f(1g) = 1g olsun. Bu durumda agagidaki

sartlar saglanir:

(a) J, S nin 1—yutan asal ideali ise f~!(J) de R nin 1—yutan asal idealidir.

(b) I, R nin 1—yutan asal ideali, f orten ve Cekf C [ ise f(I), S nin 1—yutan

asal idealidir.

(Yassine ve ark., s.8)
fspat.

(a) J, S nin 1—yutan asal ideali olsun. a, b, ¢ € R tersinir olmayan elemanlar olmak
tizere abc € f~1(J) alalim. Bu durumda, f(abc) € J dir. f halka homomorfiz-
masi oldugundan f(abc) = f(a)f(b)f(c) € J ise f(a)f(b) = f(ab) € J ya da
f(c) € J dir. Yani ab € f~'(J) ya da c € f~(J) olup ispat tamamlanir.

(b) x,y,z € S tersinir olmayan elemanlar olmak tizere zyz € f(I) alahm. f 6rten
oldugundan f(a) = z, f(b) = y, f(¢) = z olacak bi¢gimde tersinir olmayan
a,b,c € R vardir. Bu durumda, f(abc) = f(a)f(b)f(c) = zyz € f(I) olur.
Oyleyse, Cekf C f(I) oldugundan abc € I olup I, R nin 1—yutan asal ideali
oldugundan ab € I ya da ¢ € I elde edilir. O halde, f(ab) = xy € f(I) yada
f(c) =z € f(I) olup istenilen elde edilir.

1.2 Esnek Kiimeler Teorisi ile Ilgili Genel Bilgiler

Tanim 1.27. U evrensel kiime, P(U), U nun kuvvet kiimesi, E parametreler kiimesi
ve F': E— P(U) bir fonksiyon olsun. (F, F) ikilisine bir esnek kiime denir. Diger bir
deyisle bir esnek kiime, U evrensel kiimesinin alt kiimelerinin parametrelesmis halidir.
(Molodstov, 1999, s.2)

Ornek 1.1. Bir sinema salonunda gésterimde olan 7y, 2, 13, 74, 75 filmlerinin tiirleri "cok
glizel, ¢ok kotii, komedi, uzun, sikie" seklindedir. U = {ny, 12, 3,4, 15} ve E = {e; =¢ok
glizel, e; =¢ok kotii, e3 =komedi, e, =uzun, e; =sikici} olsun. F': E — P(U) fonksiyonu
da su sekilde tamimlayalim: F(gok giizel) = {m}, F(cok kotii) = {n.}, F(komedi) =
{m,ns}, F(uzun) = {ny,ne}, F(sikic1) = {mo, m3}. (F, F) esnek kiimesi

(F7 E) = {{617 {771}}7 {627 {772}7 {637 {7717 7]5}7 {647 {7717 772}7 {657 {7727 773}}

dir.
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Tanim 1.28. (F, A) ile (G, B), U fiizerinde birer esnek kiime olsun.
e ACB
e Vae Aigin F(a) = G(a)

sartlar1 saglaniyorsa (F, A), (G, B) nin bir esnek alt kiimesidir denir ve (F, A)C(G, B) ile
gosterilir. (Maji ve ark, 2003, s.3)

Tamim 1.29. (F, A) ile (G, B), U {izerinde birer esnek kiime olsun.
e BCA
e Vb e Bigin G(b) = F(b)

sartlar1 saglamyorsa (F, A), (G, B) nin bir {ist esnek kiimesidir denir ve (F, A)D(G, B) ile
gosterilir. (Maji ve ark, 2003, s.3)

Tamim 1.30. (F, A) ile (G, B), U iizerinde birer esnek kiime olsun. (F, A)C(G, B) ve
(G, B)C(F, A) oluyorsa (F, A) ile (G, B) esnek kiimelerine egit esnek kiimeler denir. (Maji
ve ark, 2003, s.3)

Ornek 1.2. E = {x,, x5, 3, 14} parametreler kiimesi, A = {1, 25} C E, B = {1, 20, 24} C

E, C' = {21,722} C E ve U evrensel kiimesi de {u, us, us, us} olsun.
o F:A— P(U), F(z1) = {ur,us}, Flws) = {us, up, uz}.
o G:B— PU), Gay) = {ur,us}, G(z2) = {ur, uz, uz}, Glaa) = {us}.
o H:C — P(U), H(z1) = {uy,us}, H(ws) = {ur, us, us}.

olarak tamimlansin.

(F7 A) = {{3317 {u17u4}}7 {x27 {u17u2’u3}}}
(G7 B) = {{xlv {uh U4}}, {x27 {u17 U2, U3}}, {564, {u2}}}
(H7 C) = {{xh {u17 U4}}, {5(32, {ulv Uz, U3}}}

dir. Ayrica,
e AC BveVu; € Aigin F(z;) = G(x;) oldugundan (F, A)C(G, B) dir.
o (F,A)C(H,C) ve (H,C)C(F,A) oldugundan (F, A) ile (H, C) esit esnek kiimelerdir.

Tanim 1.31. (F, A), U iizerinde bir esnek kiime olsun. Va € A igin F(a) = () ise (F, A),

U tizerinde bos esnek kiimedir denir ve ® 4 ile gosterilir. (Maji ve ark, 2003, s.4)
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Tanim 1.32. (F, A), U tizerinde bir esnek kiime olsun. Va € A i¢in F(a) = U ise (F, A),

U tizerinde tam esnek kiimedir denir ve Uy ile gosterilir. (Maji ve ark, 2003, s.4)

Tanim 1.33. (F, A) ile (G, B), U tizerinde birer esnek kiime olsun. Bu iki esnek kiime

arasinda "ve (A)" iglemi,
(F,A) A (G, B) = (H, A x B)

olarak tanimlanmr. Burada, H : A x B — P(U) ve V (a,b) € A x B igin H(a,b) =
F(a) N G(b) seklindedir. (Maji ve ark, 2003, s.5)

Ornek 1.3. U = {uy,uy,...,ug} ve B = {21, 29,..., 29} olsun. A = {1, 25} C E ve
B = {x5,26} C E alahm. F : A — P(U) fonksiyonunu F(x1) = {ug, us,us}, F(xq) =
{uy, us, us} olarak ve G : B — P(U) fonksiyonunu da G(x5) = {ug, ug, us}, G(rs) = {ug}

olarak tanmlayalm. Bu durumda H = {{z1, 25}, {21, 26}, {22, 75}, {22, 26} } ve
o H(zy,25) = Flz1) N G(xs) = {us}
o H(x1,76) = F(21) N Glag) = 0
o H(ws, 15) = F(25) N Glas) = {us, us}
o H(xo,x6) = F(x9) NG(16) =0

oldugundan

(F,A)A(G,B) = (H,Ax B) = {{{xl,xg,}, {uo}}, {1, 26}, 0}, {{wa, 25}, {ua, us} ),
{{z2, x6}, @}} elde edilir.

Tanim 1.34. (F, A) ile (G, B), U tizerinde birer esnek kiime olsun. Bu iki esnek kiime

arasinda "ya da (V)" islemi,
(F,A)V (G, B) = (J, A B)

olarak tanimlanir. Burada, J : AxB — P(U) ve VY(a,b) € Ax B igin J(a,b) = F(a)UG(b)
seklindedir. (Maji ve ark, 2003, s.5)

Ornek 1.4. U = {uy,uy,...,ug} ve E = {21, 29,..., 29} olsun. A = {1,215} C E ve
B = {x5,26} C E alahm. F': A — P(U) fonksiyonunu F(x;) = {us, ug, us}, F(x2) =
{uy,ug, us} olarak ve G : B — P(U) fonksiyonunu da G(z5) = {us, ug, us}, G(xg) = {ug}

olarak tammmlayalim. Bu durumda H = {{z1, x5}, {1, x6}, {x2, 5}, {z2, 26} } Ve

L J($17$5) = F(ﬂfl) ) G(ﬂfs) = {U2,U3>U4,U5,U8}
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[ J(£E1,1E6) = F(l’l) U G(l’6) = {UQ,U4,U8,’LL9}
o J(x9,75) = F(22) UG(x5) = {u, us, ug, us}
o J(x9,26) = F(x2) UG(x6) = {uq, ug, us, ug}

oldugundan
(F7 A)\/(G7 B) = (‘]aAXB) = {{{xlyxf)}a {u27u37u4au5au8}}7 {{xlyxfi}; {UQ,U4,U8,U9}},
{{I’Q, l’5}, {uh Uz, U3, U’5}}7 {{..'EQ, I‘G}, {ula Uz, Us, Ug}}} elde edilir.

Teorem 1.28. (F, A) ile (G, B), U tiizerinde birer esnek kiime olsun. Asagida verilen
esitlikler gegerlidir.

1. (F,A)V(G,B)) = (F,A)°A(G,B)*
2. (F,A)A(G,B))" = (F,A)°V (G, B)*
(Maji ve ark, 2003, s.5)

Tanim 1.35. (F, A) ile (G, B), U iizerinde birer esnek kiime olsun. Bu iki esnek kiimenin

birlesimi (F, A)J(G, B) = (H, AU B) ile gosterilir. Burada Vz € AU B igin

F(x) , v €A\ B ise
H(z) = G(x) , € B\ A ise
F(z)UG(z) , x€ AN B ise
olarak tanimlamr. (Maji ve ark, 2003, s.6)

Ornek 1.5. U = {uy,ug,...,ug} ve E = {x1,29,..., 29} olsun. A = {zy,2,} C E,
B = {x9,23} C E alalhm. F: A — P(U) fonksiyonunu F'(z1) = {uy,us,ug}, F(z2) =
{us, ur} olarak ve G(x9) = {us,us,uo}, G(x3) = {us,us, us} olarak tammlayalim. Bu
durumda H(x1) = F(x1) = {u1,ug,ue}, H(x2) = F(x9) U G(22) = {ug, us, ur, ug, ug} ve

H(z3) = G(x3) = {us, ug, us} olmak tizere
(F, A)U(G, B) = (H, AUB) = {{z1, {u1, u2, ug } }, {w2, {us, us, uz, us, ug} }, {xs, {us, ug, us}} }
elde edilir.
Teorem 1.29. (F, A), U {izerinde bir esnek kiime olsun. Agagida verilen ifadeler gegerlidir.
1. (F,A)U(F,A) = (F, A)
2. (F,A)N(F,A) = (F,A)
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3. (F,A)Ud, = (F,A)

4. (F,A)AD, = D,

5. (F,A)OUs =Uga

6. (F, A)AU, = (F, A)
(Maji ve ark, 2003, s.6)

Tanim 1.36. (F, A), G grubunu tizerinde bir esnek kiime olsun. Va € A igin F(a) < G
oluyorsa (F, A) ya G tizerinde bir esnek grup denir. (Aktag ve Cagman, 2007, s.6)

Ornek 1.6. A = {1,2,3} ve G = Zg olsun. a € A ve g € G olmak iizere aflg <=
ag = 0(mod 6) olarak tamumlayalim ve F': A — P(G), F(a) = {g € G : afg} kumesini

belirleyelim:

}
e F(2)={g€G:2-g=0(mod 6)} ={0,3} <G
e F(3)={g€G:3-g=0(mod 6)} ={0,2,4} <G

elde edilir. Su halde Va € A i¢in F(a) < G oldugundan (F, A), G iizerinde bir esnek
gruptur.

Teorem 1.30. (F, A) ve (F', A), G grubu tizerinde iki esnek grup olsun. Bu durumda,
(F,A)N(F’, A) da G tizerinde bir esnek gruptur. (Aktag ve Cagman, 2007, s.6-7)

Ispat. Esnek kesigimin tanmmmindan dolayr (F, A)A(F', A) = (F", AN A) = (F", A) olur.
Yani (F, A)N(F’, A) da G iizerinde bir esnek kiimedir. Va € A igin F"(a) = F(a) < G ya
da F"(a) = F'(a) < G oldugundan (F”, A), G iizerinde bir esnek gruptur.

Teorem 1.31. (F, A) ve (F’, B), G grubu iizerinde iki esnek grup ve AN B = () olsun. Bu
durumda, (F, A)U(F’, B) de G iizerinde bir esnek gruptur. (Aktag ve Cagman, 2007, s.7)

Ispat. Esnck birlesimin tanimndan (F, A)J(F’, B) = (F", AUB) olur. Burada Vo € AUB
i¢in
F(x) , €A\ B ise
F'(x) = F'(x) , T€DB\A ise
Flz)UF'(x) , x€ ANBise
oldugunu hatirlayalim. Dolayisiyla (F, A)U(F’, B), G {izerinde bir esnek kiimedir. ANB = ()
oldugundan Vo € AUB icinyax € A\ Byadaxe€ B\ Adir. z € A\ Bise F''(x) =

F(x) < G olup (F",A), G iizerinde bir esnek grup oldugu goriiliir. Benzer sekilde
x € B\ Aise F"(x) = F'(z) < G olup (F", A), G iizerinde bir esnek grup oldugu goriiliir.
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Teorem 1.32. (F, A) ve (F', B), G grubu iizerinde iki esnek grup olsun. Bu durumda,
(F,A) A (F', B) de G iizerinde bir esnek gruptur. (Aktag ve Cagman, 2007, s.7)

Ispat. "ve" operatériiniin tanimmdan dolay1 (F, A) A (F', B) = (F”, A x B) oldugunu
biliyoruz. Burada V (a,b) € A x B i¢in F"(a,b) = F(a) N F'(b) oldugunu hatirlayalim.
(F,A) ve (F', B), G tizerinde birer esnek grup olduklarimdan F(a) < G ve F'(b) < G ve
dolaysiyla F'(a) N F'(b) = F"(a,b) < G olup istenilen elde edilir.

Tanmim 1.37. (F, A), G iizerinde bir esnek grup olsun. Bu durumda,

1. G nin birim elemani e olmak tizere Va € A i¢in F(a) = e ise (F, A) ya G lizerinde

birim esnek grup denir.
2. Vae€ Aigin F(a) = G ise (F, A) ya G tizerinde tam esnek grup denir.
(Aktag ve Cagman, 2007, s.7)
Tamim 1.38. (F, A) ve (F', B), G tizerinde birer esnek grup olsun.
1. BCA
2. Vbe Bigin F'(b) < F(b)

kosullar saglaniyorsa (F’, B), (F, A) nin bir esnek alt grubudur denir ve (F’, B)<(F, A)
ile gosterilir. (Aktag ve Cagman, 2007, s.7)

Teorem 1.33. (F, A), G iizerinde bir esnek grup ve I indeks kiimesi olmak tizere {(H;, B;) :

i €1}, (F,A) nin esnek alt gruplarimn ailesi olsun. Bu durumda,

1. (Nie;(Hi, Bi)<(F, A) dur.

2. Nie;(Hy, B)<(F, A) dur.

3.Vi,jeligin H;NH; =0 = \/,.,(H;, B;)<(F, A) dur.
(Aktag ve Cagman, 2007, s.8)

Teorem 1.34. (F, A) ile (H, B), G iizerinde birer esnek grup ve (H, B)<(F, A) olsun.
f: G — K bir grup homomorfizmasi ise (f(F'), A) ile (f(H), B), K {izerinde birer esnek

grup olup aym zamanda (f(H), B)<(f(F), A) dir. (Aktag ve Cagman, 2007, s.8)

Ispat. Oncelikle Va € A icin F(a) < G oldugundan f(F(a)) < K ve benzer sekilde
Vb e Bigin H(b) < G oldugundan f(H (b)) < K olacaktir. Buradan (f(F(a)),A) ve

(f(H(D)), B), K iizerinde birer esnek kiime olduklar1 goriiliir. (f(H), B)<(f(F), A) ise
Vb e Bigin f(H(b)) < f(F(a)) olur ki bu da istenileni verir.
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Tanim 1.39. (F, A) ile (H, B), sirasiyla G ve K {izerinde birer esnek grup, f: G — K
ve g : A — B birer fonksiyon olsunlar.

1. f bir orten grup homomorfizmasi,
2. g bir orten fonksiyon,
3. Vae Aigin f(F(a)) = H(g(a))

sartlar1 saglaniyorsa (F, A) ile (H, B), esnek homomorfiktirler denir ve (F, A) ~ (H, B)
ile gosterilir. Ayrica (f, g) ye esnek homomorfizma denir. (Aktag ve Cagman, 2007, s.8)

Tamim 1.40. (F, A), G iizerinde bir esnek grup ve (H, B)<(F, A) olsun. Vb € B igin
H(b) < F(b) ise (H, B) ye (F, A) min esnek normal altgrubudur denir ve (H, B)<(F, A)
ile gosterilir. (Aktag ve Cagman, 2007, s.8)

Teorem 1.35. (F, A), G iizerinde bir esnek grup ve I indeks kiimesi olmak tizere {(H;, B;) :

i € I}, (F, A) nmn esnek normal altgruplarimin ailesi olsun. Bu durumda,
1. e, (Hi, B)A(F, A) dur.
2. N, (Hi, B;)<(F, A) dr.
3. Vi,jelicin HHNH; =0 = V,.;(H;, B;)<(F, A) dur.

(Aktag ve Cagman, 2007, s.8)

Tamim 1.41. (F, A), U {izerinde bir esnek kiime olsun. S(F, A) = {a € A : F(a) # 0}

kiimesine (F, A) esnek kiimesinin destekleyicisi denir. (Feng ve ark., 2008, s.3)

Tanim 1.42. R bir halka ve (F, A) da R {izerinde bir esnek kiime olsun. Va € A i¢in
F(a), R nin bir alt halkasi oluyorsa (F, A) ya R {izerinde bir esnek halka denir. (Acar ve
ark., 2010, s.2)

Ornek 1.7. A ={1,2,3} ve R = Zg olsun. F' : A — P(R) olmak iizere Y a € A icin
F(a) = {r € R: ar = 0} olarak tanimlayalim.

e F(1)={re R:1-r=0(mod 8)} = {0}
e F(2)={re R:2-r=0(mod 8)} = {0,4}
e F(3)={re R:3-r=0(mod 8)} = {0}

olup (F, A) = {{1,{0}},{2,{0,4}},{3,{0}}} elde edilir. Va € A i¢in F(a), R nin bir alt
halkas1 oldugundan (F, A), R iizerinde bir esnek halkadir.
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Tanim 1.43. (F, A) ile (G, B), U {izerinde birer esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin
bi-kesigimleri (F, A)1(G, B) ile gosterilir ve (F, A)11(G, B) = (H, AN B) olarak tanimlanir.
Burada AN B # () olmak tizere Vo € AN B igin H(z) = F(x) N H(x) dir. (Feng ve ark.,
2008, 5.2)

Teorem 1.36. (F, A) ve (G, B), R iizerinde birer esnek halka olsun. Bu durumda,
1. Bos esnek kiimeden farkli olmak iizere (F, A) A (G, B) de R iizerinde esnek halkadir.
2. Bos esnek kiimeden farkli olmak iizere (F, A)F(G, B) de R tizerinde esnek halkadir.

(Acar ve ark., 2010, s.2)

Ispat. 1. (F,A) ve (G,B), R iizerinde birer esnek halka oldugundan ¥V a € A icin
F(a) ve Vb € B i¢in G(b), R nin alt halkalardir. iki alt halkanm kesisimi de
alt halka oldugundan F'(a) N G(b) alt halka olacaktir. A igleminin tanimindan
(F,A)A(G,B) = (H,A x B) olup V (a,b) € A x B igin H(a,b) = F(a) N G(b)
oldugundan () # (F, A)A(G, B) de R iizerinde bir esnek halkadur.

2. (F,A)N(G, B) = (H, AN B) oldugunu biliyoruz. Burada V2 € AN B igin H(x) =
F(z) N G(z) tir. § # F(z) ile § # G(z), R nin birer alt halkasi oldugundan
H(z) = F(z)NG(x) de R nin bir alt halkas: olacaktir. Su halde () # (F, A)7(G, B) =
(H, AN B) de R iizerinde bir esnek halkadir.

Tanmim 1.44. (F, A) ve (G, B), R iizerinde birer esnek halka olsunlar.
1. BCA,
2. Vb e S(G, B) i¢in G(b), F(b) nin alt halkas

sartlari saglaniyorsa (G, B) ye (F, A) nin bir esnek alt halkasi denir. (Acar ve ark., 2010,
s.3)

Ornek 1.8. R = A = 27 ve B = 6Z olsun. F' : A — P(Z) fonksiyonu V z € A icin
F(z)={nzx:n€Z}veG: B — P(Z) deVz € Bi¢in G(z) = {bnz : n € Z} olarak
tanmimlansin. Buradan F(x) = 2Z ve G(x) = bxZ elde edilir. Sonug olarak, B C A ve
G(z), F(x) in alt halkasi oldugundan (G, B), (F, A) nin bir esnek alt halkasidir. (Acar ve
ark., 2010, s.3)

Teorem 1.37. [ parametreler kiimesi olmak tizere (7;, A;);er, R lizerinde esnek halkalarin

ailesi olsun. Bu durumda,

1. 0 # Ao (i, As), R iizerinde bir esnek halkadur.
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2. 0 # Micr(n;, A;), R iizerinde bir esnek halkadir.

3. {A; 1 i € I} ler ikiger ikiger birbirilerinden ayrik iseler (J;c,(n;, A;) R iizerinde bir
esnek halkadir.

(Acar ve ark., 2010, s.3)

Tamim 1.45. (F, A) ve (G, 1), R iizerinde birer esnek halka olsunlar.
1. ICA,
2. Vo e S(G,1) i¢in G(z), F(x) in bir ideali

sartlari saglaniyorsa (G, I) ya (F, A) nin bir esnek ideali denir ve (G, I)<(F, A) ile gosterilir.
(Acar ve ark., 2010, s.3)

Ornek 1.9. R=A =7, ve I = {0,1,2} olsun. F : A — P(R) fonksiyonunu F(z) =
{y € R:xy € {0,2} olarak ve G : [ — P(R) fonksiyonunu da G(z) = {y € R: zy =0
olarak tammmlayahm. F(0) = R, F(1) = {0,2}, F(2) = R, F(3) = {0,2} ve G(0) = R,
G(1) = {0}, G(2) = {0, 2} olup

(F, A) = {{0, R}, {1,{0,2}}, {2, r}. {3, {0, 2}}
(G,A) = {{67 R}, {Ta {Gv g}}v {ga {6’ §}}}

oldugu goriiliir. Bu durumda, I C A ve Vo € S(G,I) igin G(z), F(x) in bir ideali
oldugundan (G, 1), (F, A) nin bir esnek idealidir.

Teorem 1.38. (F, A), R iizerinde bir esnek halka ve (G, 1) ile (Gs, I2), (F, A) nmn bir
esnek ideali olsunlar. Bu durumda, bogtan esnek kiimeden farkh (Gy, I;)1(Ga, I5) de (F, A)
nin bir esnek idealidir. (Acar ve ark., 2010, s.3)

Teorem 1.39. (F, A) ve (H, B), R iizerinde birer esnek halka olsunlar. (G1, [;)<(F, A)
ve (Ga, I)<I(H, B) ise ((G1, 11)11(Ga, I5)) < ((F, A)(G, B)) dir. (Acar ve ark., 2010, s.3)

Teorem 1.40. (F, A), R iizerinde bir esnek halka ve (G, [1) ile (Ge, I3), (F, A) nin bir
esnek ideali olsunlar. Bu durumda I; N Iy = () ise (G4, I1)U(Ga, I5) de (F, A) nmin bir esnek
idealidir. (Acar ve ark., 2010, s.4)

Teorem 1.41. J parametreler kiimesi olmak {izere (G, I;);es, R lizerinde esnek halka

olan (F, A), idealler ailesi olsun. Bu durumda,
1.0+ Nic1 (G5, 1;), (F, A) nin bir esnek idealidir.
2. 0+ Mier(Gj, 1), (F, A) nin bir esnek idealidir.
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3. {I; : j € J} ler ikisier ikiger birbirilerinden ayrk iseler ;. ;(Gj, I;), (F, A) nn bir

esnek idealidir.
(Acar ve ark., 2010, s.4)

Molodstov’un (1999) esnek kiimeler tanimi, Cagman ve Enginoglu (2010) tarafindan

glincellenmigtir.

Tanmim 1.46. U evrensel kiime, F parametreler kiimesi, A C E ve ny : E — P(U) olmak

tizere n4 esnek kiimesi

na = {{1'777,4(37)} RS E?UA(x) S P(U)}

olarak tanimlanir. Burada x ¢ A ise na(z) = 0 dir. Ayrica U tizerinde tammlanabilecek

tiim esnek kiimelerin kiimesi de S(U) ile gosterilir. (Cagman ve Enginoglu, 2010, s.2)

Tanim 1.47. n4 € S(U) olsun. Vz € E igin na(x) = () ise na ya bir bos esnek kiime denir
ve 7 ile gosterilir. Vo € E igin na(r) = U ise n4 ya A—evrensel esnek kiime denir ve 74
ile gosterilir. A = E ise 14 ya evrensel esnek kiime denir ve 7 ile gosterilir. (Cagman ve
Enginoglu, 2010, s.2)

Tanim 1.48. 14,15 € S(U) olsun. Vz € E igin n4(z) C np(zr) ise na ya np nin bir esnek
alt kiimesi denir ve n,Cnp ile gosterilir. Vo € E icin n4(x) = np(z) ise n4 ile g ye esnek

esit kiimeler denir. (Cagman ve Enginoglu, 2010, s.2)

Tanim 1.49. 14 € S(U) olsun. n4 nm esnek tiimleyeni 77 ile gosterilir ve n% = {{z, U \
na(z)} : x € E} ile tammlanir. (Cagman ve Enginoglu, 2010, s.3)

Tanim 1.50. na,np € S(U
naUng = {{z,na(z) Unp(z

olsun. Bu iki esnek kiimenin birlegimi n4Unp ile gosterilir ve

}ixe E} ile tammmlanir. (Cagman ve Enginoglu, 2010, s.3)

Tamm 1.51. n4,np € S(U
natns = {{z,nalx) Nnp(z

olsun. Bu iki esnek kiimenin kesigimi n4Nnp ile gosterilir ve

~—— — ~—_— —

}ixe E} ile tammmlanir. (Cagman ve Enginoglu, 2010, s.3)

Tanmim 1.52. 4,75 € S(U) olsun. Bu iki esnek kiimenin fark: TIAKUB ile gosterilir ve
77,4&173 = {{z,na(z) \ ns(x)} : € E} ile tammlanir. (Cagman ve Enginoglu, 2010, s.4)

Tamim 1.53. na,np € S(U) olsun. Bu iki esnek kiimenin A—c¢arpimi n4 A np ile gosterilir
ve na Anp = {{(z,y),na(z) Nnp(y)} : (z,y) € E x E} ile tammlanir. (Cagman ve
Enginoglu, 2010, s.4)

Tanim 1.54. 14,15 € S(U) olsun. Bu iki esnek kiimenin V—¢arpimi 14 V np ile gosterilir

ve na Ve = {{(z,y),na(z) Unp(y)} : (z,y) € E x E} ile tammlanr. (Cagman ve
Enginoglu, 2010, s.4)

21



Tanim 1.55. n4,m5 € S(U) olsun. Bu iki esnek kiimenin A—carpimi n4Ang ile gosterilir

ve naAng = {{(z,y),na(z) N (U\ns(y)} : (z,y) € E x E} ile tammlamr. (Cagman ve
Enginoglu, 2010, s.4)

Tanim 1.56. 74,7m5 € S(U) olsun. Bu iki esnek kiimenin V—c¢arpimi 14Vnp ile gosterilir

ve naVnp = {{(z,y),na(x) U (U \ns(y)} : (z,y) € E x E} ile tammlamr. (Cagman ve
Enginoglu, 2010, s.5)

Tanim 1.57. G bir grup ve ng € S(U) olsun. ¥V z,y € G i¢in ng(xy) 2 na(x) N na(y)

oluyorsa ng ye U tlizerinde bir esnek kesigimsel grupoid denir. (Cagman ve ark., 2012, s.2)

Tanim 1.58. G bir grup ve ng, U iizerinde bir esnek grupoid olsun. V z € G igin
na(x™1) = ng(x) oluyorsa ng ye U iizerinde bir esnek kesigsimsel grup denir. (Cagman ve
ark., 2012, s.2)

Teorem 1.42. 7, U iizerinde bir esnek kesigimsel grup olsun. O halde V x € G i¢in
ne(e) 2 ne(x) tir. (Cagman ve ark., 2012, s.3)

Ispat. ne, U tizerinde bir esnek kesigimsel grup oldugundan V 2 € G i¢in na(e) =
ne(z71r) 2D ne(z™") Mna(r) = ne(x) olup istenilen elde edilir.
——
=nc(z)
Teorem 1.43. ng € S(U) olsun. ng nin U iizerinde bir esnek kesigimsel grup olmasi igin

gerek ve yeter sart Vx,y € G igin ng(zy™!) 2 ne(z) Nng(y) olmasidir. (Cagman ve ark.,
2012, 5.3)

Ispat. — : ng esnek kesigimsel grup olsun. Esnek kesigsimsel grup tanimindan ng
ayn1 zamanda esnek kesigimsel grupoidtir. Buradan, V z,y € G igin ng(zy=t) 2 ng(z) N
ne(y™') = ne(z) Nne(y) olup istenilen elde edilir.

—:Va,y € G icin ng(zy™") D na(x) Nna(y) olsun. Oncelikle Vy € G icin o = e segersek
ne(y™) 2 ne(y) olur. Buradan,

nay) =ne((y™) ") 2naly™)

oldugu goriiliir yani Vy € G icin ng(y~') = ng(y) dir. Sonug olarak,

na(zy) = na(z) N Uc((y_l)_l) D ne(z) Nng(y™") = ne(z) Nne(y)
olup n¢ nin U fizerinde esnek kesisimsel grup oldugu goriiliir.

Ornek 1.10. G = {a,b,c,d} kiimesi iizerinde bir - iglemi tammlaniyor. (G, ) cebirsel

yapisina ait iglem tablosu agagida verilmigtir.
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a b c d
ala b ¢ d
b|b ¢ d a
cle d a b
d|d a b c

Buradan (G, ) cebirsel yapisinin bir grup oldugu agiktir. g : G — S fonksiyonunu
asagidaki gibi alalim:

nc(a) = S3,na(b) = ne(c) = na(d) = 53\ {(23)}
Boylece ng, S3 lizerinde esnek kesigimsel grup olma sartlarini saglamaktadir. Ciinki
o nG(cd™) = ne(ch) = na(d) 2 na(c) Nne(d)
o nc(det) = na(de) = na(b) 2 ne(d) Nne(c)
ne(db™) = ne(dd) = ne(c) 2 ne(d) Nna(b)

e (bd™") = na(bb) = na(c) 2 na(b) Nna(d)

o na(ch™") = naled) = na(d) 2 na(e) Nna(b)
o na(be™t) = na(be) = ne(d) 2 na(b) Nnalc)
kosullar1 saglamaktadir.

Teorem 1.44. n4 ve ng, U {izerinde birer esnek kesigimsel grup olsun. Bu durumda

na A np de U lizerinde bir esnek kesigimsel gruptur. (Cagman ve ark., 2012, s.3)

Ispat. ¥ (x1,91), (22,12) € A X B icin

77A/\B(($17 y1)(xa, ?/2)_1) = TZA/\B((xla yl)(%_la y{l))
= UAAB((xlfz_layl%_l))
= na(m123") Nnp(yiyz ')
2 (na(z1) Nnalra)) N (ns(y1) N0s(ys2))
= (nala1) Nnp(y1)) N (nale2) Nns(ye))
= NanB(T1, Y1) N Nanp (T2, Y2)

olup istenilen elde edilir.

23



Tamim 1.59. 14,np € S(U) olsun. Bu iki esnek kiimenin esnek kartezyen carpimi nsxnp

ile gosterilir ve

naxns = {((z,y),na(z) x ns(y)) : (z,y) € A x B}

ile tanimlanir. Burada n4(z) X ng(y) = naxs(x,y) olarak tammlanir. (Cagman ve ark.,
2012, s.3)

Teorem 1.45. 1y ile np, U iizerinde birer esnek kesisimsel grup ise naxng de U x U

tizerinde bir esnek kesigimsel gruptur. (Cagman ve ark., 2012, s.3)

Ispat. Y/ (z1,v1), (z2,92) € A x B igin

Naxs (@1, 1) (@2, 92) ') = naxs ((z1, ) (23", 151))
= naxp((®125 ", 9195 1))
=na(r123") X np(yiyy )
2 (na(z1) Nna(ws)) x (n8(y1) N15(y2))
= (na(z1) x ne(y1)) N (na(z2) X 15(y2))
= Naxs(®1,y1) NNaxs(T2,y2)

olup ispat tamamlanir.

Teorem 1.46. 1, ile (4, U iizerinde birer esnek kesisimsel grup ise n4N(4 da U iizerinde

bir esnek kesigimsel gruptur. (Cagman ve ark., 2012, s.4)

Ispat. ¥V z,y € A icin

Tanim 1.60. 74,15 € S(U) ve h: A — B bir fonksiyon olsun. 14 esnek kiimesinin h
fonksiyonu altindaki goriintiisii h(n4) ile gosterilir ve Vy € B igin

h(ﬁA) _ { U{UA(JC) cx € Ave h(x) = y} , h—l(y) £ 0 ise

0 , aksi durumda

olarak tammmlanir. np nin h altindaki ters goriintiisii ise h~'(np) gosterilir ve Vx € A i¢in
h=t(ng)(z) = np(h(z)) ile tammlanir. (Cagman ve ark., 2012, s.6)
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Teorem 1.47. nq, U iizerinde bir esnek kesigimsel grup ve h : G — H bir grup
izomorfizmasi olsun. Bu durumda, h(ng) de U iizerinde bir esnek kesigimsel gruptur.
(Cagman ve ark., 2012, s.7)

Ispat. h 6rten oldugundan YV 2,y € G icin h(z) = u ve ve h(y) = v olacak bicimde

u,v € H vardir.

= J{ne(2) : 2 € G, h(z) = wv}

= J{ne(zy) - 2,y € G, h(zy) = uv}

= J{ne(ay) : 2.y € G, h(z)h(y) = w}

= J{ne(ay) : 2,y € G, h(z) = u, h(y) = v}

2 | J{ne(@) nnaly) : 2,y € G, h(z) = u, h(y) = v}
= (h(ne))(w) N (h(ne))(v)

ve ayni zamanda

- U{UG 2):z € G hz)=u""}
—U{UG 2 € G h(=) = u)
= h(ﬁG))(U)

olup ispat tamamlanir.

Teorem 1.48. 7q, U iizerinde bir esnek kesigimsel grup ve h : G — H bir grup
homomorfizmasi olsun. Bu durumda, h=!(ng) de U iizerinde bir esnek kesigimsel gruptur.
(Cagman ve ark., 2012, s.7)

Ispat. V z,y € G icin

W (na) (xy) = na(h(zy))
= nu(h(x)h(y))
2 nu(h(x)) Nnu(h(y))
= 1 () () N A~ () (y)

ve ayni zamanda
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olup ispat tamamlanir.

Tanim 1.61. (R, +,-) bir halka ve ng € S(U) olsun. ng, ” +” iglemi ile birlikte U tizerinde
bir esnek kesigimsel grup ve ayni zamanda 7ng, ” -7 iglemi ile birlikte U iizerinde bir esnek

kesigimsel grupoid ise ng ye U {izerinde bir esnek kesigimsel halka denir. (Citak ve Cagman,
2015, s.2)

Teorem 1.49. R bir halka ve ng € S(U) olsun. ng nin U iizerinde bir esnek kesigimsel
halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vx,y € R igin

L. nr(r —y) 2 nr(*) Nnr(y)
2. nr(zy) 2 nr(x) N nr(Y)
dir. (Citak ve Cagman, 2015, s.2-3)

Ispat. = : np, U iizerinde esnek kesisimsel halka ise verilen sartlarn saglandigi aciktar.

7

<=: 2. sarttan ng nin 7 -7 iglemi ile birlikte U iizerinde esnek kesigimsel grupoid olma
sartinin sagladigi goriiliir. Bu yiizden sadece nr nin 7 + 7 iglemi ile birlikte U iizerinde
esnek kesigimsel grup olma sartinin saglandigi gosterilmesi yeterlidir. Simdi = = 0 i¢in
1. maddeden ng(0 — y) = nr(—y) 2 Nr(0) Nnr(y) = nr(y) oldugunu gorebiliriz. Aym
zamanda son kapsamadan yararlanilarak ng(y) = nr(—(—vy)) 2 nr(—y) oldugu goriiliir.

Dolayisiyla, ngr(—y) = ng(y) dir. Son olarak

nr(z +y) = ez — (=y)) 2 nr(z) N nr(=y) = nr(z) Nr(Y)
olup ng nin ” 4+ 7 iglemi ile birlikte U iizerinde bir esnek kesigimsel grup oldugu goriiliir.

Tanim 1.62. R bir halka ve g, U iizerinde bir esnek kesigimsel halka olsun. Vx,y € R i¢in
nr(xy) 2 nr(y) oluyorsa ngr ye U lizerinde bir esnek kesigimsel sol ideal denir. Vz,y € R
icin nr(xy) 2 nr(zr) oluyorsa ng ye U tizerinde bir esnek kesigimsel sag ideal denir. np,
U iizerinde hem esnek sol ideal hem de esnek sag ideal ise nr ye U ilizerinde bir esnek
kesigimsel ideal denir. (Citak ve Cagman, 2015, s.3)

Teorem 1.50. R bir halka ve ng € S(U) olsun. ng nin U {izerinde bir esnek kesigimsel

ideal olmasi icin gerek ve yeter sart Vz,y € R igin
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L. nr(r —y) 2 nr(x) Nnr(y)

2. nr(zy) 2 nr(x) Unr(y)

dir. (Citak ve Cagman, 2015, s.3)

Ispat. = : ng, U iizerinde esnek kesisimsel ideal ise tanimdan otiirii V z,y € R icin
nr(x —y) 2 nr(x) Nnr(y) kogsulunu saglar. Aym zamanda ng esnek kesigimsel sol ideal
oldugundan V z,y € R i¢in nr(xy) 2 nr(y) ve nr esnek kesigimsel sag ideal oldugundan
Vz,y € R igin ng(xy) 2 nr(x) dir. Buradan, ng(zy) 2 nr(xr) Ung(y) oldugu goriilir.

< Vur,y € Ricin nr(zy) 2 nr(x) Unr(y) = nr(zy) 2 nr(z) ve nr(zy) 2
nr(z) Ungr(y) = nr(ry) 2 nr(y) elde edilir. Buradan ngr(xy) 2 ng(z) N ng(y) olur.
1. maddeden dolay1 ayrica ng nin hem esnek sol kesigimsel ideal ve hem de esnek sag

kesigimsel ideal oldugundan ng, U iizerinde bir esnek kesigimsel idealdir.

Teorem 1.51. R birimli halka ve ng, U iizerinde esnek kesigimsel ideal ise V z € R i¢gin
nr(x) 2 nr(1) dir. (Citak ve Cagman, 2015, s.3)

Teorem 1.52. R birimli halka ve ng, U tlizerinde esnek kesigimsel ideal ise tersinir olan
Vx € R igin ng(z) = ng(1) dir. (Citak ve Cagman, 2015, s.3)

Tanim 1.63. R bir halka ve nr de U fiizerinde bir esnek kesigsimsel halka olsun. Bu

durumda,
enr = {z € R:nr(z) =nr(0)}

olarak tanmmmlanan kiimeye ng nin merkezi denir. (Citak ve Cagman, 2015, s.7)

Teorem 1.53. R bir halka ve nr de U iizerinde bir esnek kesigimsel halka olsun. Bu
durumda eng, R nin bir alt halkasidir. (Citak ve Cagman, 2015, s.7)

Ispat. 0 € cnr C R oldugu aciktir. ,y € eng alalm. O halde ng(z) = ng(y) = nr(0) dir.

ngr bir esnek kesigimsel halka oldugundan

ne(r —y) 2 nr(x) Nnr(y) =nr(0) = = —y € g

Ve ayrica

ne(zy) 2 Mr(x) N1r(y) = nr(0) = xy € cnr
olup istenilen elde edilir.

Teorem 1.54. R bir halka ve nr de U iizerinde bir esnek kesisimsel ideal olsun. Bu
durumda, eng, R nin bir idealidir. (Citak ve Cagman, 2015, s.7)
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Ispat. 0 € cnp C R oldugu aciktir. ,y € cnp alalm. O halde ngz(z) = ng(y) = nr(0) dir.

ngr bir esnek kesigimsel ideal oldugundan

nr(r —y) 2 nr(*) Nnr(y) =nr(0) = = —y € cnr

ve ayrica Vr € R ig¢in

nr(zr) 2 nr(z) Ung(r) = nr(0) = ar € cnp

olur. Benzer sekilde rz € R oldugu da kolaylikla gosterilebilir. Sonug olarak cngr, R nin
bir idealidir.

Teorem 1.55. ng, U iizerinde bir esnek kesigsimsel halka ve h : R — H Orten halka
homomorfizmasi olsun. Bu durumda h(ng) de U tizerinde bir esnek kesigimsel halkadur.
(Citak ve Cagman, 2015, s.8)

Ispat. h orten oldugundan V u,v € H icin h(x) = u ve h(y) = v olacak bicimde bir
x,y € R vardir.

h(ng)(u—v) = | J{na(2) : 2 € R, h(2) = u — v}
—U{ﬁR(fE y) 2,y € Rh(r —y) =u—v}
= Jinr(e —y) : 2.y € R h(x) = hiy) = u— v}
= U{nrlz =) : 2,y € R h(z) = u, hy) = v}
> | J{nr(@) Nir(y) : 2,y € R, h(x) = u, h(y) = v}
= J{nr(x) : x € Roh(x) = u} | J{nr(y) - v € R.h(y) = v}
= h(nr)(u) N h(ng)(v)

ve ayni zamanda

= J{nr(2) : 2 € R h(z) = wv}
= J{nr(ay) : 2,y € R, h(xy) = uv}
= J{nr(zy) : 2.y € R, h(2)h(y) = w}
= J{nr(zy) : 2,y € R, h(z) = u, h(y) = v}
2 | J{nr(@) Nurly) : 2,y € R, h(z) = u, h(y) = v}
= Jlnr(z) 12 € R, h(z) = u} 0| J{nr(y) : v € R h(y) = v}
= h(nr)(u) N h(ng)(v)
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olup ispat tamamlanir.

Teorem 1.56. ng, U lizerinde bir esnek kesigimsel ideal ve h : R — H Orten halka
homomorfizmas: olsun. Bu durumda, h(ng) de U tizerinde bir esnek kesigimsel idealdir.
(Citak ve Cagman, 2015, s.8)

Ispat. Bir énceki teoremin ispatindan

= J{nr(2) : z € R h(z) = v}
= J{nr(zy) : 2,y € R, h(zy) = w}
= J{nr(zy) : 2,y € R, h(z)h(y) = uv}
= J(na(zy) : 2,y € R, h(z) = u, h(y) = v}
> (J{nr(z) s 2 € R, h(z) = u}
= h(nr)(w)

olup h(ng), U tzernde bir esnek kesigimsel sag idealdir. Ayrica

= J{nr(2) : z € R, h(z) = w}
= J{nr(zy) : 2,y € R, h(zy) = wv}
= J{nr(ay) : 2,y € R, h(z)h(y) = uv}
= J{nr(zy) : 2,y € R, h(z) = u, h(y) = v}
2 | J{nr(y) 1y € R h(y) = v}
= h(nr)(v)

olup h(ng), U iizerinde bir esnek kesigimsel sol idealdir. Sonug olarak h(ng) de U tizerinde

esnek kesigimsel idealdir.

Teorem 1.57. ny, U iizerinde bir esnek kesigimsel halka ve h : R — H bir halka
homomorfizmasi olsun. Bu durumda h~!(ng) de U {izerinde bir esnek kesigimsel halkadir.
(Citak ve Cagman, 2015, s.8)

Ispat. Vz,y € R igin

W= () (2 — y) = nu(h(z —y))
= na(h(z) — h(y))
2 nu(h(x)) Nnu(h(y))
= b~ () () O R () (y)
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ve ayni zamanda

olup istenilen elde edilir.

Teorem 1.58. 1y, U ilizerinde bir esnek kesigimsel ideal ve h : R — H bir halka
homomorfizmasi olsun. Bu durumda h~!(ng) de U iizerinde bir esnek kesigimsel idealdir.
(Citak ve Cagman, 2015, s.8)

Ispat. Bir énceki teoremin ispatia ek olarak V z, y € R icin

h™ (n)(wy) = na(h(zy))
= 1u (h(2)h(y))
2 nH(h(x)
~(nm)

)
(nm)(x)

ve ek olarak

olup istenilen elde edilir.

Tanim 1.64. n4 € S(U) ve T C U olsun. 74 esnek kiimesinin 7'—genigleme kiimesi n’; ile
gosterilir ve ny = {x € A : na(z) D T} ile tammlanir. (Cagman ve ark., 2012, s.5)

Tamim 1.65. R halka ve T'C U olsun. n%, R nin ideali oluyorsa n% ye R nin T genigleme
ideali denir. (Cagman ve ark., 2012, s.5)

Teorem 1.59. ng, U lizerinde bir esnek kesigimsel ideal ve T' C 1z(0) olsun. Bu durumda,
nk, R bir idealidir. (Citak ve Cagman, 2015, s.7)

Ispat. 0 € 0% olup ) # 1k C R dir. z,y € nk alahm. O halde, ng(x),nr(y) 2 T dir. ng

nin esnek kesisimsel ideal olmasindan dolay1

nr(x —y) 2nr(@)Nnr(y) 2TNT =T = :c—yEmT%
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dir. Aym1 zamanda Vr € R i¢in

nr(xr) D nr(x) Ung(r) D TUnr(r) DT = ar € nk
elde edilir. Benzer sekilde rx € n% oldugu da kolayhkla gosterilebilir. Sonug olarak, nk, R
nin bir idealidir.

Tanim 1.66. 1y € S(U) olsun. ny nin goruntiisic Im(na) ile gosterilir ve Im(na) =
{na(z) : x € A} ile tanimlanir. (Ghosh ve ark., 2019, s.5)

Tanim 1.67. ng, U tizerinde bir esnek kesigimsel ideal ve Im(ng) = {K1, Ko, ..., K,}
olsun. ¢ = 1,2,3,...,n olmak iizere nk, ler de nr nin K, genisleme idealleri olsun. ng
esnek kesisimsel idealin radikali \/7z = {(r, \/7&(r)) : 7 € R} ile gosterilir ve

U
reymi;
olarak tamimlanmir. Burada /mk, ler 7k, ideallerinin radikalidir. (Ghosh ve ark., 2018)

Ornek 1.11. U = Sg ve R = Zg olsun. n(0) = S5 = K1, nr(1) = nr(5) = {(1), (12)} =

Ky = Ko, nr(2) = nr(4) = {(1), (12), (123), (132)} = K3 = K5, 7r(3) = {(1), (12),(13)} =
K, olarak tamimladigimiz ng nin S5 {izerinde bir esnek kesigimsel ideal oldugu kolaylikla

goriilebilir. §imdi nx esnek kesigimsel idealin radikalini bulalim. Bunun i¢in éncelikle 7k,

leri tespit edelim:

o Nk, = {z € R:ng(x) 2 K1} = {0} = \/7x,

i, = {x € R:ng(x) 2 Ka} = Zs = /N,

;s ={r € R:np(z) 2 K3} ={0,2,4} = /I,
o kg, = {7 € R:ng(x) 2 K4} = {0,3} = /i,

* Nk, ={r € R:ng(r) 2 K5} ={0,2,4} = /i,
o i, ={z € R:nr(x) 2 K¢} = Zs = /1K,

Buradan \/71r(0) = Ss, /1r(1) = {(1), (12)}, vir(2) = {(1), (12), (123), (132)}, \/7&(3) =
{(1),(12),(13)}, vir(4) = {(1),(12),(123), (132)}, \/r(5) = {(1),(12)} elde edilir.

Buradan buldugumuz esitlikler yerine yazilirsa:

Vir = {{0, S5}, {1.{(1), (12)}}, {2.{(1), (12), (123), (132)}}, {3, {(1), (12), (13)} },
{4,{(1),(12), (123),(132)}}, {5, {(1), (12)} } olarak elde edilir.
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Ornek 1.12. R = Z, ve U = 27 olsun. nz(0) = 2Z, ng(1) = 8Z, nr(2) = 4Z, nr(3) = 8Z
olarak tanimlanirsa ng nin U iizerinde esnek kesisimsel ideal oldugu kolaylikla goriilebilir.

Buradan,
nr = {{0,27},{1,8Z},{2,47},{3,87Z}}

olarak gosterip ayrica K| = 27, Ky = 87, K3 = 4Z ve K, = 87 olarak alinirsa
o i, = {x € Zy 1 nr(z) 2 K1} = {0} = /i, = {0,2}
® Nk, ={r € Zs:nr(z) 2 K2} =R = \/x, = R
® i, = {x € Zy :nr(x) 2 K3} ={0,2} = VIK; = {0,2}
® Nk, ={v €Zs :nr(x) 2 K4} =R = /x, = R
elde edilir. \/nr(r) = U, ¢ FK oldugundan
o Vir0)=K UK,UK;UKy=2Z  (Ciinkii 0 € fi,i = 1,2,3,4)
o /r(1) = KyUK, =87 (Ciinkii 1 € (/7,0 = 2,4)
o Vir(2) =K UKy UKsUK, =27  (Ciinkii 2 € /7,0 = 1,2,3,4)

o /Mr(3) = Ky UK, =8Z (Ciinkii 3 € /7x,,i = 2,4)

Vir ={{r,vnr(r)} :r € R} = {{0,27},{1,8Z},4{2,27},{3,8Z}}
elde edilir.

Teorem 1.60. 7y, U iizerinde bir esnek kesigimsel ideal, /ng de nr nin radikali olsun.

Bu durumda

L. V/nr(0) = nr(0) dir.
2. /Mr2nr dir.

3. \/\/Mr = /N dir.
4. Vr € Rigin /nr(r) = nr(r") olacak bi¢imde bir n € N vardur.

(Ghosh ve ark., 2018)
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Ispat. 1. Im(ng) = {K1,Ks,...,K,} ve 1 <i <n olmak iizere ng(0) = K; olsun. np
bir esnek kesigimsel ideal oldugundan V r € R i¢in ng(0) = K; 2 ng(r) dir. O halde

Vr(0) = U K; = K; = nr(0)

0e, /nx;
olur.

2. r € Rvel<m <n olmak tizere ng(r) = K,, olsun. Bu durumda

VIR(T) = U K; O K,

TEV/MK;

oldugundan /np2ng olur.

3. Vr € R igin

Vs = U K= U K=vial) = \/Viz=is

r€y /K, TEVIK;
elde edilir.

4. /ng(r) = UremKi — dn € Niginr" € ng, = nr(r") 2 K; = /nr(r) =
nr(r")

Teorem 1.61. 7np, U lizerinde bir esnek kesigimsel ideal ve \/nr de nr nin esnek radikali

olsun. Bu durumda

Vir(r) = |J e ()
neN
dir. Ghosh ve ark., 2018)

Ispat. Bir 6nceki teoremin 2. ve 4. maddeleri geregince istenilen elde edilir.

Teorem 1.62. 7y, U iizerinde bir esnek kesisimsel ideal ise /nr de U {lizerinde bir esnek
kesigimsel idealdir. (Ghosh ve ark., 2018)

Ispat. ¥V z,y € R icin

Vir—=y)=Jm(@-v" = |J m(@@-y"m) (1)

keN k=n+meN
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oldugunu biliyoruz. Buradan,
n+m
n+m n-+m n+m—i, i
P =z( . ) )
n+m
n—+m o n-—+m o
( - )xn+mzyz+ Z ( ‘ >xn+mzyz

]

1=0 i=n+1
n n+m
— mm E n + m xnfiyi + yn E n + m anrmfiyifn
i—0 L i=n+1 v

=x"r+y"ry

elde edilir. Burada buldugumuz esitligi (1) denkleminde yerine yazarsak

Vi@ —y)= U me(@=9"") = U (@™ +y"r))

k=n+meN k=n+meN
2 nr(x™r1 +y"r2)
2 nr(z™y1) Nnr(y"rs)
2 nr(z™) Nnr(y")

> (ﬁR(fﬂm) N nR(y”))

- ( U mea™) () (U nals™)
= V1r(z) N V/nr(y)

elde edilir. Ayni zamanda

Vir(xy) = | ne(zy)” 2 ne(zy)" 2 nr(ry) 2 na(x)

neN

= \/Vir(ry) 2 V/ir(z)
Vir(ry) 2 /(@)
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olup /nr nin esnek sag kesigimsel ideal oldugu goriiliir. Benzer gekilde

Vir(zy) = | na(@y)” 2 nrlzy)™ 2 na(zy) 2 na(y)

= \/V1r(ry) 2 V/1r(Y)
Vir(@y) 2 Vir(y)

olup /nr nin esnek sol kesisimsel ideal oldugu da goriiliir.
Sonug olarak /ng de U iizerinde bir esnek kesigimsel idealdir.

Tanmim 1.68. ng, U iizerinde bir esnek kesigimsel ideal olsun. Vz, y € R icin ng(zy) = ng(z)
va da ng(zy) = nr(y) oluyorsa ng ye U iizerinde esnek kesigimsel asal ideal denir. (Ghosh
ve ark., 2019, s.7)

Teorem 1.63. 7y, U iizerinde esnek kesigimsel ideal olsun. 1z nin esnek kesigimsel asal
ideal olmasi igin gerek ve yeter sart Vz,y € R i¢in ngr(xy) = nr(z) Ung(y) olmasidir.
(Ghosh ve ark., 2019, s.8)

Ispat. = : ng, U tizerinde esnek kesisimsel asal ideal olsun. ¥V z,y € R i¢in nr(zy) =
nr(z) ya da nr(xy) = nr(y) dir. Kabul edelim ki nr(zy) = ngr(x) olsun. ng bir esnek

kesigimsel ideal oldugundan

nr(ry) 2 nr(r) Unr(y) = nr(zr) 2 nr(z) Unr(y) = nr(r) 2 nr(y)

olacaktir. Su halde
nr(x) = nr(z) Une(y) = nr(zy)

elde edilir.

<= Vx,y € Ri¢in nr(zy) = nr(z) Ung(y) olsun. nr(zy) = nr(z) ya da nr(zy) = nr(y)
oldugunu gosterelim. Aksini kabul edelim. Yani ngr(zy) # nr(z) ve nr(xy) # nr(y) olsun.
nr esnek kesigimsel ideal oldugundan tanimdan 6tiirii ng(zxy) 2 nr(z) ve nr(zy) 2 nr(y)
dir. Buradan kabuliimiiz ngr(zy) D nr(z) ve nr(zry) D nr(y) olarak ortaya ¢ikmaktadir.
O halde ngr(zy) D nr(z) Ung(y) olur ki bu da nr(zxy) = nr(x) Ungr(y) olmasi ile geligir.
Sonug olarak kabuliimiiz yanhg olup ng(zy) = ng(x) ya da nr(zy) = n.(y) olup ng nin

esnek kesigimsel ideal oldugu sonucuna varilir.

Teorem 1.64. npr, U iizerinde bir esnek kesigimsel asal ideal olsun. Bu durumda, \/ng = nr
dir. (Ghosh ve ark., 2019)

Ispat. np bir esnek kesisimsel asal ideal oldugundan Yz, y € R icin ng(zy) = ng(z)Ung(y)
dir. x = y alirsak ng(z?) = nr(z), 2* = y alirsak nr(z3) = nr(r) Ung(z?) = nr(z) ve
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y = 2" ! alirsak da nr(2") = nr(z) elde edilir. Buradan,

Vir(x) = Jnr(a’) = nr(z) = nr(2)

1€N 1€N

olup buradan /ng = ng oldugu anlagilir.
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2 Esnek Asal Ideal Uzerine Uygulamalar

Bu boliimde bazi yeni esnek cebirsel yapilar tanimlayip bunlarin esnek asal ideal
kavrami iizerinde uygulamalarini inceleyecegiz. Caligmanin bundan sonraki kismi i¢in yazim
kisaligr agisindan "kesigimsel" kelimesi kullanilmayacaktir. Ayrica U iizerinde tanimlanan
bir esnek ideal de R nin esnek ideali olarak belirtilecektir. Ornek olarak "ng, U iizerinde

bir esnek kesigimsel idealdir" yerine "ng, R nin bir esnek idealidir" yazilacaktir.

Tanim 2.1. 7z, R nin bir esnek kiimesi olsun. V7 € R i¢in ng(r) = « ise ng, R nin esnek
idealidir. Bu tip esnek ideallere R nin esnek agikar ideali denir. Bu tip idealler diginda

kalan tiim esnek ideallere de R nin esnek agikar olmayan ideali denir.

Tanim 2.2. 7z, R nin bir esnek ideali ve 7; € R olsun. 3n € Z* i¢in
Nr(r) Une(r?) U ... Ungp(r?) = | na(r]) = nr(0)
j=1

oluyorsa (r;,nr(r;)) ye ngr nin esnek nilpotent eleman: denir. Bagka bir deyisle,

Nil(nr) = {(ri,nr(r:))€NR : /nr(1:) = NR(0)}

olarak tanimlanir.
Not 2.1. Bundan sonra (r;, nr(r;)) esnek elemamm kisaca nj(r;) olarak gosterecegiz.

Teorem 2.1. ng, R nin esnek agikar olmayan asal ideali olsun. Bu durumda, r; € Nil(R)
ise )y, (r;)ENil(ng) dir.

Ispat. r; € Nil(R) ise 3n € Z* icin 77 = 0 dir. ng, R nin esnek asal ideali oldugundan

nr(ri’) = nr(0) = nr(ri) =nr(0) = /mr(ri) =nr(0) = ni(r:)ENil(ng)

elde edilir.

Not 2.2. Yukaridaki teoremin tersi dogru degildir. R = Zg, U = S3 ve ng(0) = nr(2) =
nr(4) = Ss3,nr(1) = nr(3) = nr(5) = {(1)} olsun. nx nin R nin esnek asal ideal oldugu
kolaylikla gosterilebilir. Burada /ng(2) = nr(0) oldugundan 7} (2)€Nil(ng) dir. Fakat
2 ¢ Nil(R) dir.

Tamim 2.3. ng, R nin esnek agikar olmayan ideali ve r; € R olsun. ng(r?) = ngr(r;)

oluyorsa 75(r;) ye nr nin esnek idempodent elemani denir ve 0} (r;)EILde(ng) ile gosterilir.

Teorem 2.2. 7g, R nin esnek agikar olmayan asal ideali olsun. O halde, nz nin her elemani

esnek idempodent elemandir.
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Ispat. Esnek asal ideal kavrammin tanimi geregince ng esnek asal idealinde Vr; € R ve
Vn € Z* igin nr(r?) = ng(r;) oldugunu biliyoruz. Bu esitlikte n = 2 alirsak ng(r?) = ng(r;)

elde edileceginden ispat biter.

Tanim 2.4. 7, R nin esnek agikar olmayan ideali ve ng(r;) # nr(0) olsun. r; € R olmak

tizere nr(r;) Ungr(r;) = nr(0) olacak sekilde bir ng(r;) # nr(0) varsa ny(r;) ve ny(r;) ye
nr nin esnek sifir bélenleri denir. g nin tiim esnek sifir bélenlerinin esnek kiimesi Z D (ng)

ile gosterilir. Bagka bir deyigle

ZD(nr) = {{ri,nr(r:) Yenr : 30 # r; € R ve nr(r;) # nr(0) i¢in ng(r;)Ung(r;) = nr(0)}
dir.

Teorem 2.3. g, R nin esnek asal ideali ve ng : R — P(U) birebir olsun. r;, R halkasinda

sifir bolen ise ng(r;) de ng de esnek sifir bolendir.
Ispat. r;, R halkasinda bir sifir bélen olsun. O halde ng birebir oldugundan 30 # r; € R
ve nr(r;) # nr(0) icin r;r; = 0 dir. ng esnek asal ideal oldugundan
Nr(0) = nr(rir;) = nr(ri) Une(r;)
olup n5(r;) in nr de esnek sifir bélen oldugu goriiliir.
Teorem 2.4. ng, R nin birebir esnek asal ideali olsun. O halde Nil(R) = {0} dur.

Ispat. r; € Nil(R) olsun. Bu durumda 3n € Z* i¢in r® = 0 dir. g birebir esnek asal

ideal oldugundan
nr(0) = ng(r}) = nr(r;) = r; =0

elde edilir.
Teorem 2.5. ng, R nin birebir esnek asal ideali olsun. Bu durumda Nil(ng) = n},(0) dir.

Ispat. 1%5(r;), nr nin esnek nilpotent elemani olsun. Bu durumda /7z(r;) = 7g(0) dir.

Buradan,
nr(0) = /nr(ri) = nr(ri)) = 1, =0 = Nil(ng) = nx(0)

elde edilir.

Teorem 2.6. g, R nin esnek ideali ve n},(r;) de ng nin esnek sifir boleni olsun. O halde
Jr; € R\ {0} i¢in nj(rir;)ENil(ng) dir.
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Ispat. np(r;) esnek sifir bolen ise Ir; € R\ {0} ve nr(r;) # nr(0) icin nr(r;) Ung(r;) =
nr(0) dir. ng, R nin esnek ideali oldugundan

=)

nr(ri) Unr(r;) = nr(0)
VIR(ri) U v/mr(r;) = nr(0)
\/U_R(Tirj) = UR(O)

=)

elde edilir. Sonug olarak ny(r;r;)€Nil(ng) oldugu goriiliir.

Teorem 2.7. ng, R nin bir esnek kiimesi esnek kiime ve
K ={r,€ R:3s; € Rigin ng(r;) Unr(s;) =nr(0)}

olsun. Bu durumda 7g, R nin esnek asal ideali ise K, R nin asal idealidir.

Ispat. ng, R nin esnek asali ideal olsun. K nin asal ideal olma sartlarm sagladigini

gosterecegiz.

e 0 € K dir. Clnkii 7; € R olmak tizere ng(0) D ng(r;) oldugundan ng(r;) Ung(0) =
nr(0) dir.

e K C R oldugu agiktur.

e 1;,r; € K alahm. O halde 3s;, s; € R i¢in ng(r;)Unr(s;) = nr(0) ve nr(r;)Ungr(s;) =
nr(0) dir. Buradan,

Nr((ri —1j)sis;) = nr(risis; —1;5;5:)
2 nr(risisy) N nr(r;s;si)
= [nr(ri) Unr(s) Una(s)] () [ 1a(r;) Unr(s;) Una(s:)]
— N ~~

=ngr(0) =nr(0)

= ngr(0)

olur. ng, R nin esnek asal ideali oldugundan ng ((r;—r;)s;s;) = nr(ri—r;)Unr(s;s;) =

nr(0) elde edilir. Bu durumda r; — r; € K oldugu goriiliir.
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e 7y esnek asal ideal oldugundan Vr € R igin

nr(rirsi) = nr(rir) Ung(si) = nr(ri) Une(r) Ung(s:)
= nr(r:) Unr(s:) Unr(r)
=nr(0)
= 77R(0>
— rire K

dir. Benzer sekilde rr; € K oldugu kolayca gosterilebilir.
Buradan K nin R de ideal oldugu goriiliir. Simdi de K nin asal ideal oldugunu gosterelim.

® Ty € R ver, ¢ K olmak iizere r,r,, € K alahm. O halde 37, € R igin
Nr(Tnrm) Ung(rr) = nr(0) dir. Buradan ng esnek asal ideal oldugundan

nr(0) = nr(rarm) Une(rk)
= Nr(rn) Unr(rm) Une(r)
= Nr(rn) UnNe(rmre)

Boylece r, € K elde edilir. Buradan, K nin R de asal ideal oldugu goriiliir.

Teorem 2.8. ng, R nin esnek asal ideali ve @ C P(U) olmak {izere
S ={r € R:ngr(r;) =a} U{0}

kiimesi R nin altgrubu olsun. Bu durumda
1. Vre R\ S igin ng(r) C a ise S, R nin idealidir.
2. U{ngr(r):r€ R\ S} C aise S, R nin asal idealidir.
fspat.
1. S nin ideal olma sartlarim sagladigini gosterecegiz. Vr;,r; € S ve Vrr € R\ S i¢in

o nr(rir;) =nr(ri) Ung(r;) =ala=a = rr; €S

e nr(rir) = nr(r;) Ung(r) = a = rir € S (Clinkii r € R\ S oldugundan
nr(r) C a dir). Benzer gekilde rr; € R oldugu da gosterilebilir.

Buradan S nin ideal oldugu goriiliir.

2. Oncelikle S nin ideal oldugunu gésterelim. V r;,7; € S ve Vr € R\ S igin
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nr(riry) = nr(r:) Unr(r))
=aUu«

=«
Buradan r;r; € S oldugu goriiliir.
e Ayni zamanda ng(r) C « oldugundan
nr(rir) = nr(ri) Ung(r) = a

olup buradan r;r € S elde edilir. Benzer sekilde rr; € S oldugu kolaylikla
goriilebilir. Béylece S nin R de ideal oldugu goriiliir. Simdi S nin asal ideal
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in de r,,7,, € R olmak iizere r,r,, € S alalim.

Buradan,
o = nR(rnrm) = nR(Tn) U nR(Tm)

Béylece r,, € S ya da r,, € S olmalidir, ¢iinkii U{ng(r) : r € R\ S} C « dir. Yani
TnyTm & S olursa ng(r,) Ung(r,) C a olur ki bu da geligkidir. Sonug olarak S bu

durumda asal idealdir.

41



3 Esnek Yakin Asal Ideal

Bu boliimde esnek asal ideal kavraminin bir genellegmis hali olan esnek yakin asal

ideal kavramini tanitip bazi cebirsel 6zelliklerini inceleyecegiz.

Tamim 3.1. R birimli olmayan halka ve nz de R nin esnek ideali olsun. Vr;,7; € R i¢in

nr(riry) = /r(ri) U v/ne(r;)
oluyorsa nr ye R nin esnek yakin asal ideali denir.

Teorem 3.1. R birimli olmayan halka ve ngz de R nin esnek yakin asal ideali olsun. Bu

durumda n > 2 € Z olmak lizere V r; € R igin
L. nr(r}) = v/nr(r:)
2. /nr(ri) = /Mr(r})

esitlikleri saglanir.

Ispat. 1. V1, r; € Ricin np(riry) = /Mr(ri) U /Mr(r;) oldugundan

nr(r?) = nr(ri-r) = /g

o Nr(r}) =nr(r] - i) = r(r]) Uyne(r) = /nr(r:)

Bu sekilde devam edilirse Vn > 4 € Z icin

o nr(r) =nr(ri™" ) = /nr(r?") Uyar(r) = /Ir(r:)
—_———’
=/Mr(ri)

olup ispat tamamlanir.

2. Ik maddeden ng(r?) = \/Mr(r)) = (") = //ir(ri) = /Tr(r:) elde edilir.

Teorem 3.2. Her esnek asal ideal, esnek yakin asal idealdir.
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Ispat. nr, R nin bir esnek asal ideal olsun. O halde Vr;,7; € R i¢in

nr(rir;) = nr(ri) Ung(r;) = /ie(r) Uv/mr(r;)
olup her esnek asal idealin esnek yakin asal asal ideal oldugu goriiliir.

Not 3.1. Teorem 3.2 nin tersi dogru degildir. Bagka bir deyisle her esnek yakin asal ideal,

esnek asal degildir.

Ispat. Her esnek yakin asal idealin esnek asal ideal olmadigim bir érnek vererek gosterelim.

R = {a,b, ¢} kiimesi tizerinde + ve - iglemini goyle tanimlansin:

+la b ¢ a b c
ala b c a a a
b|b ¢ a bla a a
clec a b cla a a

(R,+,-) cebirsel yapisi birimli olmayan degismeli halkadir. nr : R — S3 fonksiyonunu

nr(a) = Ss,mr(b) = {(1), (12)},nr(c) = {(1), (12)}
olarak tanimmladigimuzda ng, Ss iizerinde esnek ideal olur. Giinkii
* Nr(b—¢) = nr(c) 2 Nr(b) Nnr(c).
e nr(c—b) =nr(b) 2 nr(c) N1r(D).
o 1r(bc) = nr(ch) = nr(a) 2 nr(b) Unk(c).

kogullar1 saglanmaktadir. Ayrica \/nr(b) = nr(b®) = nr(a) = Ss ve \/nr(c) = nr(c®) =
nr(a) = Ss tiir. V7, r; € R icin 7,75 = a oldugundan ng(ri1;) = /Nr(r:) U \/Mr(r;) = S3
olacaktir. Bu yiizden de ng, Ss iizerinde esnek yakin asal idealdir. Fakat ng(bc) = ngr(a) =
S3 ve nr(b) Ungr(c) = {(1), (12)} # nr(bc) oldugundan ng, R nin esnek asal ideali degildir.

Teorem 3.3. R birimli olmayan degismeli halka olsun. Bu durumda ng, R nin esnek

yakin asal ideali ise /fgr, R nin esnek asal idealidir.

Ispat. Vi, € Rigin

Vir(rirg) = nr((rivj)?) = ne(rirs) = ir(rd) U vig(r;) = Vir(r) U /is(r;)

olup ispat tamamlanir.

Teorem 3.4. Bir esnek yakin asal idealin 6rten halka homomorfizmas: altindaki goriintiisii

de esnek yakin asal idealdir.
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Ispat. R ile S birimli olmayan birer halka, ¢ : R — S 6rten halka homomorfizmas: ve
nr de R nin esnek yakin asal ideali olsun. Oncelikle ilgili teorem geregi ¢(ng) nin S de bir
esnek ideal oldugunu biliyoruz. Bu yiizden sadece yakin asal olma sartlarindan sonuncu

olanini ispatlayacagiz. V s;,s; € S i¢in

o(nr)(sis;) = U{nr(r) : v € R, ¢(r) = sis;}
= U{nr(rirj) :ri,r; € R, ¢(rir;) = sis;}
= U{nr(rirj) :ri,m; € R, ¢(r;) = s, ¢(1;) = 55}
= | J{Vir(r:) UaR(r) s riry € R 6(ri) = si,6(ry) = s}
= {{Vnr(r:) : ri € R, ¢(r;) = s} J{U{Vim(ry) s 7j € R, o(ry) = 55}
=V o(nr)(si) U/ &(nr)(s;)

olup istenilen elde edilir.

Teorem 3.5. Bir esnek yakin asal idealin halka homomorfizmasi altindaki ters goriintiisii

de esnek yakin asal idealdir.

Ispat. R ile S birimli olmayan birer halka, ¢ : R —» S halka homomorfizmasi ve ng de S
nin esnek yakin asal ideali olsun. Oncelikle ilgili teorem geregi ¢~'(ng) nin R de bir esnek
ideal oldugunu biliyoruz. Bu yiizden sadece yakin asal olma gartlarindan sonuncu olanini

ispatlayacagiz. Vr;,r; € R i¢in

olup istenilen elde edilir.

44



4 Esnek 1-Yutan Asal Ideal

Bu boliimde esnek asal idealin bagka bir genellestirilmis hali olan esnek 1—yutan asal

ideal kavramini tanitip bazi cebirsel 6zelliklerini inceleyecegiz.

Tanim 4.1. R birimli olmayan degigmeli bir halka ve ng, R nin esnek ideali olsun. Bu

durumda V r;,r;, 7, € R igin

nr(rirjre) = nr(rir;) Une(ry)
oluyorsa nr ye R nin esnek 1—yutan asal ideali denir.

Teorem 4.1. ng, R nin esnek 1—yutan asal ideali olsun. n > 2 € Z olmak {izere Vr; € R

igin
L. nr(r}) = nr(r?)
2. \/U_R(Ti) = 771%(7’@'2)
esitlikleri gecerlidir.

Ispat. 1. Timervarim yontemini kullanacagiz. n = 3 i¢in nr(r?) = nr(rmr) =
nr(r?) Ung(r;) = nr(r?) dir. k > 3 icin nr(r¥) = nr(r?) oldugunu kabul edelim. Bu

durumda,

= nr((r:)*'rirs) = na(r) Une(r) = na(rf) = nr(r})

olup ispat tamamlanir.

VIR(Ti) IUUR(Tf) = nr(ri) Unr(r}) U...Ung(r}) = ne(r})

Teorem 4.2. R birimli olmayan degigmeli halka ve ng de R nin esnek 1—yutan asal ideali
olsun. /ngr, R nin esnek asal idealdir.

Ispat. ng, R nin esnek asal ideali olsun. Y r;, r; € R igin

\/UR(Tz‘Tj) = UR((T’z‘Tj)2) = UR(T?T?) = UR(Tz‘Tz‘TJQ-) = 773(?“3) U TIR(T’?) = \/nR(n-) U \/TIR(U)
olup istenilen elde edilir.

Teorem 4.3. Her esnek asal ideal, esnek 1—yutan asal idealdir.
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Ispat. R birimli olmayan halka ve ng, R nin esnek asal ideal olsun. Bu durumda Vr;, r; € R
i¢in ng(rir;) = nr(r;)Ung(r;) dir. O halde Vr;, rj, 7 € R i¢in R halka oldugundan r;r; € R
olup nr(rir;re) = nr(rir;) Ung(re) esitligi vardir. Sonug olarak ng, R nin esnek 1—yutan

asal idealidir.

Not 4.1. Teorem 4.3 iin tersi dogru degildir. Baska bir ifadeyle her esnek 1—yutan asal

ideal, esnek asal ideal degildir.

Ispat. Her esnek 1—yutan idealin, esnek asal ideal olmadigini bir 6rnek ile gosterelim.

R ={a,b, c,d} kiimesi {izerinde + ve - iglemlerini soyle tamimlansin:

+la b ¢ d a b c d
ala b c d ala a a a
blb ¢ d a bla a a a
clec d a b cla a a a

d a b c dla a a a

(R, +, ) cebirsel yapist birimli olmayan halka oldugu agiktir. ng : R — S5 fonksiyo-

nunu agagidaki gibi alalim:

nr(a) = S3,Mr(b) = nr(c) = nr(d) = 53\ {(123)}
Boylece ng, S5 tlizerinde esnek ideal olma gartlarini saglamaktadir. Ciinki
o nr(c—d) =ngr(c+b) =nr(d) 2 nr(c) Nnr(d)

e nr(d —c) =nr(d+c) =nr(b) 2 nr(d) N nr(d)

nr(d — ) = nr(d + d) = nr(c) 2 nr(d) Nnr(b)

nr(b—d) = nr(b+b) = nr(c) 2 nr(b) N nr(d)

nr(c—b) =ngr(c+d) =ngr(b) 2 nr(c) Nnr(d)
® Nr(b—c) =nr(b+c) =nr(d) 2 nr(b) Nnr(d)
o Vr;,r; € Ricin nr(rir;) = nr(a) 2 nr(r;) Ung(r;)

kogullar: saglanir. Aymi zamanda Vr;,7;, 7, € R icin ng(ririry) = nr(a) = nr(rir;) Ung(rg)
oldugundan ng, R nin esnek 1—yutan asal idealidir. Fakat, ng(bc) = ng(a) # nr(b) Ung(c)

oldugundan, ng, R nin esnek asal ideali degildir.

Teorem 4.4. R birimli olmayan, degigsmeli, sifirdan farkli en az bir nilpotent elemani

olan bir halka ve Vr; € R\ {0} icin 72 # 0 olsun. Bu durumda ng, birebir esnek 1—yutan
asal ideal ise V 0 # r; € R i¢in \/ng(r,)€ZD(\/nr) dir.

46



Ispat. 0 # r; € Nil(R) olsun. O halde 3n > 3 € Z igin r? = 0 dir. Bu durumda
Vr; € R\ {0} i¢in r7'r} = 0 olup R degismeli halka oldugundan (r;r;)" = 0 elde edilir.

Buradan,

nr(0) = Vir(0) = nr(rirl) = nr(rir?) = nr(rira?) = nr(r?) Une(r?) = /ir(r) U /ig(r;)

olup /1 (ri)€ZD(y/nr) oldugu goriiliir.

Teorem 4.5. R birimli olmayan degismeli halka ve g de esnek asal olmayan birebir esnek
1—yutan asal ideal olsun. nj(r;)ENil(ngr) ve V0 # r; € R icin rr; # 0 ise 0 (ri)€ZD(nR)
dir.

Ispat. nr esnek asal ideal olmayan birebir esnek 1—yutan asal ideal ve 1} (r;) esnek nilpo-
tent eleman oldugundan /ng(r;) = Nr(0) # nr(r;) dir. O halde g, R nin esnek 1—yutan
asal ideali oldugundan ng(r?) = ng(0) dir. O halde Vr; € R\ {0} igin ng(r?) Ung(r;) =
nr(0) olur. Buradan, ng esnek 1-yutan asal ideal oldugundan ng(r?r;) = nr(0) elde edilir.
Boylece ng esnek 1-yutan asal ideal oldugundan ng(r;) Ung(rir;) = nr(0) oldugu goriiliir.
Sonug olarak n;(r;)€ZD(ng) olup istenilen elde edilir.

Teorem 4.6. R birimli olmayan degismeli halka ve 7z, R nin esnek 1—yutan asal ideali

olsun. n > 2 € Z sabit say1 olmak iizere
Q={r; € R:3r € Rigin nr(ryr™) =nr(0)}

olarak tamimlanan kiime, R deki islemler ile birlikte R nin bir idealidir.
fspat.
e r € Rigin nr(0-7") = ng(0) oldugundan 0 € @ dur.
e () C R dir.
V1, r; € Q alahm. O halde 37y, r, € R icin nr(riry) = nr(rir}) = nr(0) dir.
o
nr((ri —ri)rir’) = ne(rirgr] —ryrprr)
2 nr(rargrl’) N ng(rrpr)
= [na(rirt) Une(rP)] () [na(rir?) Una(ry)]
= nr(0)
Su halde nR((ri — rj)rZrl") = ngr(0)
nr((rs — 1) (rer)") = nr(0)
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olup buradan r; — r; € ) oldugu goriiliir.

e V17 € Rigin
nr(rirry) = nr(rirgr) = nr(roy) Ung(r) = nr(0) = rir € Q

Ayni zamanda, R degigmeli halka oldugundan rr; = r;r € @) dur. Sonug olarak ), R nin

idealidir.

Teorem 4.7. R birimli olmayan degismeli halka ve halkadaki birbirinden farkli her

elemanin ¢arpimi halkanin sifirina egit olsun. 7z, R nin esnek 1—yutan asal ideali ise

T ={r; € R:/nr(r;) =nr(0)}
R nin idealidir.
Ispat. ng esnek 1—yutan asal ideal oldugundan V r; € R icin ng(r?) = \/mr(r;) dir.
e 7z(0%) =nr(0) = 0e7 = 7 # (0. Aymi zamanda 7 C R dir.

e r;,r; € 7 alahm. Bu durumda ng(r?) = nr(r?) = nr(0) dir. O halde

nR((n - 7"])2) — 771%((7"1‘2 —riry) — (riry — 7"]2'»
2 ng(ry — riry) Nnr(riry —r7)
2 nr(ry) N nr(riry) N ne(rirs) Nne(ry)
= nr(0)
Su halde g ((r; — r;)?) = v/nr(ri — r;) = nr(0)

olup r; — r; € 7 oldugu goriiliir.
o V7€ Rigin

nr((rir)*) = nr(rir?) = ne(r}) Une(r’) = nr(0) = rr €7

Ayrica, R degigsmeli oldugundan r;r = rr; € 7 olup istenilen elde edilir.

Teorem 4.8. R birimli olmayan degigmeli halka, I onun bir ideali, Vr; € I\ {0} i¢in
nr(ri) =T ve Vr; € R\ I i¢in nr(r;) = I'* olsun. ng, R nin esnek 1—yutan asal ideal ise
I'*CT dir.
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Ispat. I bir ideal oldugundan r; € I = 72 € I ve Vr; € R\ I igin r?r; € I dir. np

esnek 1—yutan asal ideal oldugundan,
nr(rir;)) =T = np(r})Unp(r;)) =0 = TUT* =1 = " CT

elde edilir.

Teorem 4.9. R birimli olmayan degismeli halka ve R nin bir 1—yutan asal ideali I olsun.
Vr; € 1 igin ng(r;) = nr(0) ise ¥ /T \ T igin nk(r;)ENil(ng) dir.

Ispat. rj € VI \ I olsun. I, 1—yutan asal ideal oldugundan 7“]2- € [ dir. ng tamimindan

nr(r5) = nr(0) olur. Son olarak np esnek 1—yutan asal ideal oldugundan,

Vir(r;) = nr(r?) = nr(0) = ngr(r;)ENil(ng)
oldugu goriiliir.

Teorem 4.10. Esnek 1—yutan asal idealin 6rten halka homomorfizmas: altindaki goriin-

tiisii de esnek 1—yutan asal idealdir.

Ispat. ¢ : R — S 6rten halka homomorfizmasi ve ng, R nin esnek 1—yutan asal ideali
olsun. ¢(ng) nin S nin esnek 1—yutan asal ideal oldugunu gosterecegiz. Oncelikle ilgili
teorem geregi ¢(ng) nin S nin esnek ideali oldugunu biliyoruz. Sadece ¢(ng) nin 1—yutan

asalligini inceleyecegiz.

o Vs, 85,5, €S icin

o(nr)(sisjsk) = U{nr(r) i v € R, ¢(r) = sisjsi}
= U{nr(rirjry) : 1,7, 15 € R, ¢(rirjTi) = $i8;5k}
= U{nr(rirjrr) : ri, 5,1 € R, 0(rir;) = sis5, d(ry) = Sk}
= U{WR(TiTj) Unr(re) :ri,rj,mk € R, d(riry) = sisj, (1) = sk}
= {U{nr(riry) : v,y € R, @(rivy) = sisi}H{U{na(re) - i € R, ¢(re) = si}
= ¢(nr)(sis;) U ¢(nr)(sk)

olup ispat tamamlanir.

Teorem 4.11. Esnek 1—yutan asal idealin halka homomorfizmas1 altindaki ters goriintiisii

de esnek 1—yutan asal idealdir.

Ispat. R ve S birimli olmayan degismeli halka olmak iizere ¢ : R — S halka homomor-

fizmasi olsun. Yine ilgili teorem geregince ¢~*(ns) in ters homomorfik goriintiisiiniin R nin
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ideali oldugunu biliyoruz. Sadece ¢~!(ng) in R nin esnek 1—yutan asalhigimi inceleyecegiz.

Vi, r, e € Ricin

¢~ (ns) (rirjri) = ns(¢(rirjr ))
=15 (o(rir;)o(r1))
= ns(o(rir; )) Uns(4(rs))
= ¢ (ns)(rir;) U o~ (ns) (rx)

olup ispat tamamlanir.

Teorem 4.12. [, birimli olmayan R halkasinin bir ideali ve ng de R nin agikar olmayan
esnek 1—yutan asal ideali olsun. Bu durumda ng ile ayni cebirsel 6zelliklere sahip R/T
boliim halkasinin esnek 1—yutan asal ideali vardir. Ayrica her iki esnek 1—yutan asal

ideallerin radikalleri de aynidir.

Ispat. Cryr esnek kiimesini V r; € R i¢in (gyr(I + ;) = ngr(r;) olarak tanimlansin:
VI+r,I+r;,I+r, € R/ icin

o Crp((I+r) = (I+75) = Crp(I+ (ri = 13)) = nr(ri = 15) 2 nr(ri) Nnr(r;) =
Cryr(I + i) N Cryr(L + 1)
Ayrica

o Cry((I+m)(I+715) = Cryr(I + (riry)) = nr(riry) 2 nrrs) Une(r;) = Cru(l +
ri) UCr/r(1 +15)

olup (r/; esnek kiimesinin R/I nin esnek ideali oldugu goriiliir. Ayrica
[
Cryr (T 1) (I + 1)L +711)) = Cryr (I + (rirjrs))
= nr(rir;rr)

= nr(rir;) Ung(re)
= CR/I((] +7’Z')(I—|—T'j)) U (R/[(I +7‘k)

elde edilir. Buradan (g/; esnek idealin R/J nin esnek 1—yutan asal ideali oldugu sonucuna
varilir. Son olarak \/Cr/r = \/Nr oldugunu gosterelim. V I +r; € R/I igin

Xa( ) = xrs (L+70)") = U x4+ ) = Jne(rh) = Vim(r)
=1

=1 =1
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SONUC ve ONERILER

Bu tez ¢alisgmasinin ilk boliimiinde ileriki béliimlerde kullanacagimiz; grup, halka,
alt halka, ideal, bir idealin radikali, asal ideal, 1-yutan asal ideal gibi tanmimlar ve bu
tanmimlarla ilgili teoremlere, ayrica esnek kiimelerin tanitimindan baglanarak esnek kiimeler
tizerinde inga edilmig bazi tanim ve teoremlere yer verilmistir. Bu boliimde, daha ¢ok esnek
kesigimsel halkalarin ve esnek kesisimsel ideallerin cebirsel 6zellikleri incelenmistir. Idealler
cebirde oldukga 6nemli bir yere sahiptir; ¢iinkii bir halkanin ideali/idealleri hakkinda ne
kadar bilgiye sahip olunursa bu, halkanin kendisi ile ilgili o kadar bilgiye sahip olundugu
anlamina gelmektedir. Idealler tek tiirlii olmayip belki de bu tiirler arasindaki en énemlisi
asal ideallerdir. Bu yiizden bu ¢aligmada, asal ideal kavraminin esnek kiimeler teorisine
aktarimi ve esnek kesigimsel asal ideallerin genellegtirilmeleri iizerine ¢aligilmigtir. Bu tezin
ikinci kisminda ilk olarak, esnek nilpotent eleman, esnek sifir bélen, esnek agikar olmayan
ideal gibi yeni kavramlar tanitilarak bunlara ait esnek asal ideal lizerinde uygulamalar
yapilmistir. Tezin ti¢lincti kisminda R birimli olmayan halka olmak iizere V r;, r; € R i¢in
nr(rir;) = /Mr(ri) U {/NMr(r;) olmasi durumu incelenmis ve sonugta yeni bir esnek ideal
tiirii olarak ve ayrica esnek asal ideallere bir iist kimlik kazandirarak esnek yakin asal
ideal kavrami tanitilmigtir. Bagka bir deyisle her esnek asal ideal, esnek yakin asal ideal
iken bu durumun tersinin dogru olmadig1 kanitlanmigtir. Ayrica R halkasininn degismeli
olmasi durumunda ,/7x nin esnek asal ideal oldugu kamtlanarak bu iki esnek cebirsel yapi
arasinda siki bir gecigkenlik oldugu gosterilmistir. Son olarak 6rten halka homomorfizmasi
altinda esnek yakin asal idealin cebirsel 6zelliklerinin korundugu, yani f : R — S Orten
halka homomorfizmasi olmak iizere nr esnek yakin asal idealin homomorfik goriintiisiiniin
de S nin esnek yakin asal oldugu ispatlanmigtir. Dordiincii kisimda da yine R birimli
olmayan halka olmak tizere V r;,r;, 7, € R i¢in ng(rirjry) = nr(rir;) U ng(ry) olmasi
durumu incelenmis ve sonucta yine bagka bir esnek ideal tiirii olan ve bununla birlikte
esnek asal ideallere bagka bir list kimlik kazandirarak esnek 1-yutan asal ideal kavrami
elde edilmistir. Bu béliimde de her esnek asal idealin ayni zamanda esnek 1—yutan asal
ideal oldugu ama bu durumun tersinin her zaman dogru olmadigi gosterilmigtir. Yine bu
boliimde de R degismeli halka olmas1 durumunda /mr nin R nin esnek asal ideal oldugu
kanitlanmigtir. Ek olarak ikinci boliimde tanimladigimiz esnek sifir bolen ve esnek nilpotent
eleman kavraminin, esnek 1—yutan asal ideal {izerinde uygulamalar1 gerceklestirilmistir.
Son olarak da orten halka homomorfizma altinda esnek 1—yutan asal idealin cebirsel
ozelliklerinin korundugu gosterilmistir.

Bu tez caligmasi sonucunda yukarida verilen egitliklerin bagka versiyonlara evril-

mesi sonucunda bagka esnek ideal tiirleri elde edilebilebilir.
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