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Bu c¢alismada T.R. Berger'in "Hall-Higman Type

Theorems, II" baglikli makalesi incelenmigtir [ 1]

Bu makalede, ‘Nilpotent gruplar ig¢in K = GF(r)
(r > 1 asal sayi) lizerindeki biitiin minimal modiillerin

bir tam siniflandirmasi elde edilmigtir.

r bir asal sayi olmak lizere K = GF(r) bir cisim,
H nilpotent, V sadik indirgenmez K[H] -modiil, g, V lze-
rinde singililer olmayan simplektik bilineer form ve H, g
formunu sabit biraksin. Bu durumda H nin yapisi tam ola-

rak belirlenmigtir.

V simplektik ilkel K[H] -modiil oldudu zaman H nin V

lizerindeki temsili belirlenmigtir.

Bu tezde, Berger'in yukarida s&zii edilen caligmala-
~rini ayrintili ve anlasll;r bir gsekilde ifade ettik. Bir
cok noktalari ag¢ikliga kavusturduk ve bpsluklérl doldur-
duk. T.R. Berger minimal modiil tanimindaki bir gsartain
gereksiz oldudunu daha Once gdstermigtir. Biz bu durumu

da elementer bir sekilde gdsterdik.
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(M. Sc. Thesis)
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GAZl UNIVERSITY
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ABSTRACT

in this work, we studied the paper of T.R. Berger
entitled "Hall—Higman type theorems, II" [ 1]

In this paper we obtain a complete cléssification
of all minimal modules over K = GF(r) for nilpotent
groups (r > 1 a prime).

Suppose K = GF(r). is a field for a prime r;: H is
nilpotent; V is a,faithfulvifreducible K[ H] -module;

g is a non—singuler'symplectic bilinear form upon V
and H fixes the form g. In this case, the structure

of H is determined completely. It's representation upon
V is described when V is symplectic primitive K [H] -mo- .
dule.

In this thesis, we have prepared a detailed and
readable account of the above mentioned works éf Berger;
we have clarified many points and filled in many gaps.
T.R. Berger had shown before that one'of,the‘condition
in the definition of a minimal module was unnecessary we

have also shown this in elementary way.
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gi ve hoggdrililerinden yararlandidim, Cebir ve Sayilar
Teorisi hakkindaki tim bilgilerimi edinmem de yeterli
diizeye gelmeme galigan, ayrica bu c¢aligsmanin ortaya ¢ik-
masinda yakin ilgi, tegvik ve yardimlaraini esirgemeyen
Sayain Hocam Prof.Dr. Ali. Osman ASAR'a sonsuz minnet ve

stikranlaraimi sunaraim.

iv



SEMBOLLER

Sembol Anlam

Q. Mertebesi 2m olan kuaterniyon grubu

D Mertebesi 2 m olan dihedral grubu

Sm Mertebesi 2 m olan yaridihedral grubu

AutG G nin otomorfizmalarinin grubu

InnG G nin i¢ otomorfizmalarainain grubu

GF(x) Mertebesi r olan cisim, r bir asal
sayi

Gal (k/k) k nin tim k*otomorfizmalaglnln gru-
bu

é|b a bdler b

afb a bdlmez b

Pmlla pmla A pm+l{a

N CG N, G nin alt kimesi

NG N, G nin aitgrubu

N AH N, H grubunun normal altgrubudur

H/ N ~ H nin N ile bdlim grubu

CH(N) N nin H ig¢indeki merkezleyeni

NH(N) N nin H ig¢indeki normalleyeni

Z(H) H grubunun merkezi

[x;y],x—ly—lxy X ve y nin komiitatSri

[H,H] ,H' H nin komiitatdr altgrubu

| H| : H nin mertebesi

o(g) g elemaninin mertebesi



kerf
v H

< x>

deng(H,x)

deng (G, V)

vl

Nk arH

M & _N

J(A)

2

i=1
,Homk(V,V)
Mat(n,k)

® Ai'-:Al@ As

M nin H igindeki farkli kosetleri-
nin sayisi, M < H olmak {lizere M

nin H i¢indeki indeksi

X in H ig¢indeki merkezleyeni, H lize-
rinde x in sabit biraktidi noktala-
rin. grubu

B ile C nin direkt ¢arpima

zp ile Zp nin ¢elenk c¢arpimi

k cisminin.karakteristiéi

V nin M-modiliine kisitlanmiga

X de olan fakat Y de olmavan eleman-
larin kiimesi

f fonksiyonunun g¢ekirdeg§i

H& RV, (V bir R-modiiliidir)

x tarafindan iretilen devirli grup

"X in H ig¢indeki dengeleyeni, yani

H nin x i sabit birakan elemanlarin
grubu (Burada G, X ilizerine etki edi-
vor.ve X €X dir)

{geG|gv =V} Gnin V igindeki den-
geleyeni.

V vektdr uzayinin duali
N, H nin karakteristik altgrubu

Sol R-=modiil N ile sad R-modiil M nin
tensSr carpimi

A nin Jacobson radikali
Ay ile A, nin dis direkt toplam:

V den V ye k-~homomorfizmalarinin gru-
bu
Girisleri k da olan n x n tipinden

matrislerin kilimesi

Vi



OP(G)

oP(G)

Q(H)
- U(H)

A X B

K ile H nin G i¢indeki ikili koset-

leri, x€G

G nin mertebesini b&len en bilyilk

p-altgrubunun mertebesi
-1
gxg :xX,9€G

H grubu G grubunun bir 6z altgrubu-

na izomorftur.
A ile B izomorftur.
G nin maksimal normal p-altgrubu

G/Op(G)‘p—grubu olacak sekilde G

nin en kiiglik normal altgrubu
<xeH:xP = 1>
<xP:xen >

A grubu ile B grubunun merkezi car-

pimi

M; ve M, modiillerinin i¢  direkt
toplamx (K =M;N Myve MDY M, = (0))

vii



GiR1S

T.R. Berger su problemi g&zdniine almistir : G son-
lu ¢ozililebilir bir grup; A,G nin bir nilpotent otomorfiz-
ma grubu ve A ile G nin mertebeleri aralarinda asal ol-

sun. Yani (Il Al ,IGl) = 1 olsun.

EJer A,G lizerine sabit noktasiz etki ederse, yvani
CG(A) = {1} ise G nin Fitting uzunluu}“A nin kompozis-
yon uzunlu§u(LA| sayisini bdlen asal sayilarin (katlari

sayarak) sayisi ile sinarladair.

¢

T.R. Berger bu problemi aragtirirken, Hall-Higman
[2] de verilen meshur Teorem B nin ispatinda ki durum-
la karsi karsiya gelmigtir. Yani gsu durum ortaya ¢ik-

mistir.

p ve q asal sayilar olmak lizere Q bir g-grubu,
C < Aut(Q) ve devirli bir p-grubu, k bir sonlu cisim,
kar(k) = r ve V bir indiggenmez sadik k [CQ] -modiiliidiir.
Bu durumda ki CQ grubunun yapisi Hall—Higman'a ait
Teorem B nin ispatinda ve diderleri tarafindan genig bir
sekilde incelenmigtir. Esasen Teorem B'nin ispatinda Q

ya elemanter abelyan veya ekstra-dzel olabilmektedir.

T.R. Berger'in caligmasina kadar yukaraidaki geklin
ortaya ¢iktidi durumlarda asal sayilarin iizerine bazi
kisaitlamalar (Fermat asal sayisi olmayacak, mersenne
asal sayisi olacak gibi) koyarak sonu¢lar elde ediliyor-

du. T.R. Berger ise su Onemli durumu gdzlemlemigtir.



Yukaridaki geklin ortaya c¢iktigdi hemen biitiin du-
rumlarda C nin Q* = . Q \ {1} {izerindeki etkisine yari
regiilerdir, vani y8riingeler regiiler ySriingedir. Bundan
bagka V|C modiilii regliler k[Cl -modiilti k[ C] -nin bir kop-
yasini direkt terim olarak igerir. Buradan hareketle,
bir grubun bir modil lizerindeki etkisinin ne zaman re-
gliler ydrilinge ve ne zaman regiiler altmodiil igerdigini
belirlemenin dnemli olacadgini dligslinerek asagidaki Onem-

1li problemleri ortaya atmigtir.

AG bir grup olsun &yle ki G bu grubun bir c¢dziile-
bilir normal altgrubu ve A, G nin bir nilpotent biitlinle-
ri olsun (G A AG, AN G = 1). k bir sonlu cisim ve
kar(k) = r olsun. V bir indirgenmez sadik k [AG] -modiilii

olsun.

(1) Hangi sartlar altinda A nain V \ {0} {lizerinde-
ki permiitasyon etkisinin en az bir regliler yo&riingesi

vardir?

(2).s8 bir asal sayi olsun. S < G bir ekstrabzel
s~altgrubu olsun, AG tarafindan normallensin Ve
(1Al ,8) = 1 osun. Z(S) < Z(AG) ve S/%Z(8), AG/Z(S) nin
bir minimal normal altgrubu olsun. Bundan bagka 2, S/z(s)

izerinde sadik etki etsin ve r # s olsun.

Hangi sartlar altinda V|A regiiler k [A] -modiilii
k [a] ya izomorf bir direkt terim igerir?

(Hall-Higman Teorem B de A = C ve G = Q dur).

"Birinci soru [ 3] 'de ele alinmigtir ve A.Yalincak-

liodlu tarafindan [ 4 ] 'de detayli olarak incelenmigtir.



T.R. Berger ikinci soruyu [1] ge incelemigtir. Bu
makale burada ki gal}gmamlzln konusunu olugturmaktadir.
(1) ve (2)'nolu sorulara ait genel sonuglar [5] de ve-
rilmigtir. ‘

T.R. Berger (1) ve (2) nolu problemlerini "Hall-
Higman tipi Teoremler" adi altinda bir dizi makale ig¢in-
de ihcelemigtir. Bu sonu¢lari kullanarak, girigin ba-
sinda ifade edilen problemin bir ¢&ziimini [ 6] da ver-
mistir. Bu g¢aligma S. Dogrubz tarafindan [ 7] de detay-
11 olarak incelenmigtir. Anilan calisma da eder her
ol Al igin A nin Zp wzzp’gelenk carpimina izomorf fak-
torld yoksa G nin Fitting uzunludunu, A nin kompozisyon
uzunludu ile sainirli oldugu gbsterilmigtir. Bu sonug
daha sonra A. Turull tarafindan [[ 8], Theorem 4.7.] da

genellegtirilmigtir.

Simdi bizim esas konumuz olan (2) nolu soru'ya ddne-
lim. Once bu soruylaiilgili [5] de verilen genel sonucu

ifade edelim.

HIPOTEZ : Agafidakiler sadlansain.
(1) AG bir ¢dziilebilir grup, G A AG, A nilpotent

ve (lat,l6l) = 1 olsun.

(2) Her p|lAl igin A nin Zp N Zp ye izomorf fak-

tdrti bulunmasain.

(3) S < G, AG nin bir normal ekstra-dzel s-altgru-

bu (s asal) ve Z(S) < Z(AG) olsun.

(4) CA(S) ={1}



(5) S / z(S) indirgenmez AG-modiilii;
(6) k cebirsel kapali bir cisim &yle ki kar(k)
ile|Als aralarinda asal olsun.

(7) V bir indirgenmez k[ AG]-modiili olsun ve Z(S)

ye gdre a§ikar'olmas1n.

TEOREM : Yukaraidaki hipotez saglansin. O zaman ya

VIA nin bir k[A] ~regliler direkt terimi vardir veya

(L) ~CG(S / 7Z(8)) = G ve
(2) (i) A devirlidir, veya

(ii) A bir p-grubudur (p asal sayi).

(2) 'nolu sorunun ¢dziimlinde S = S/%(S) elemanter abelyan
s-grubu oldugundan GF(s) lizerinde bir vektdr uzayidir

ve GF(s)[ AG] grup cebiri b uzay lizerine etki etmek-
tedir. Yani S bir GF(s)[AGj~modﬁlﬁdﬁr. Bundan dolayi
temsil teorisi kullanilarak AG nin S tizerinde ki etkisi
incelenmektedir. Burada S nin belli bir minimal altmo-

d ild 50 tafaflndan olﬁsturulduéu gbrilmektedir. Bdyle-
ce problem §0‘nin vapisinin incelenmesine dénﬁgmektedir.

Burada Sy § S ekstra-6zel olmak lizere §0==So/Z(S) dar.

Bundan bodyle ;

&
o
A
9]

NAG(SO) = AyGop, : Ay < A,

dir.

Simdi Sy ekstra-6zel oldufundan komutatérlfonksiyo~
nu, §0 lzerinde singliler olmayan bir simplektik bilineer
form tanimlar ve bu form A Gy-invaryanttir. Bu agamada

S, asagidaki sartlardan birini saglar.



(1) Her L A AyGy igin §0|L homojendir. (Yani Sy

yvariilkeldir).
(2) L A ApGop olsun. EJer t > 1 bir tamsayi ve

§olL nin homojen bilesenleri er-'°'Wt olmak lizere

Solp = Wb ..o & W

ise o zaman

(a) t = 2
(b) W, tam izotropik ve
(c) eger M<deng (W;) ve M A AyGy ise o zaman

WIIM homojendir.

Yukaridaki (1) ve (2) sartlarindan birini sadlayan

Sy modiiliine minimal Ay,Gp-modiil denir.

T.R. Berger minimal modiilleri genel olarak [9] da
incelemistir. Biz burada A¢Gg nin daha 6zel bir hali
igin minimal modiilleri belirleyecediz. Eder G,,S, lize-
rinde asikar ise (G, C CAOGégo)) o zaman A,G, nin etki-
si A, in'etkisine egittir ve A, nilpotenttir. Bdylece

burada g&zdnline alinan soru gudur.

SORU : Bir nilpotent grubun GF(s) {lizerindeki mini-

mal modiillerin yapisi nedir?

Burada bir nilpotent grubun bilitlin minimal modiille-~
rinin tasnifi yapllacaktlr. 2. Boliim'de d&rt Srnek insa
edilmektedir. Minimal modiile sahip olan bir nilpbfent
grup daima bu Orneklerde tanimlanan B grubunun bir alt-
grubu oimaktadlr. Nilpotent grup ve modiiller asadaidaki

dort tipten biri olmaktadir.

-



(i) Dbirx devirli grup;

(ii) ve (iii) iki farkli etkiye saﬁip olabilen bir
kuaterniyon grup;

(iv) mertebesi tek séyl olan bir devirli grup ile
yari dihedral; dihedral veya kuaterniyon bir 2-grubunun

direkt carpimidair.

vYukaridaki § modiilii ilkel modiile karsilik gelmek-
tedir. (hig¢ bir 6z altmodiiliinden olugturulumayan modiil)
Bundan dolayi S; ye simplektik ilkel modiil diyecegiz.
(hi¢ bir singﬁler olmayan 6z altmodiilden olusturulama-
yan modiil). O zaman minimal modiile de simplektik yari
ilkel modiil denebilir. Fakat bdyle bir tanim yapmayaca-
iz. 4.6. Teorem de gbsterildidi gibi simplektik ilkel
modiil bir minimal modiildlir. Bu &zellik [[9], Teorem

7.8. de] de gbsterilmistir.

Burada kullanilan biitlin gruplar sonlu ¢dziilebilir

gruplardar. ,

H = AN, N devirli grubunun A nilpotent grubu ile
yaridirekt carpimi olsun, yani N A AN ve A NN = 1 ol-
sun. Bu durumda H nin Oyle bir maksimal normal devirli

M altgrubu vardir ki N <M ve CH(M)== M dar.

Simdi k bir sonlu cisim ve V bir minimal k [H] ~mo-
diili olsun. k ya 1'in IMl yinci ilkel k&kiiniin kgt;lma—
siyla elde edilen cisim k olsun. O zaman k ig¢inde k nin
6yle bir cisim geniglemesi k vardir ki efer K nin car-
pimsal grubu k X nin Gal(k/k) Galois grubu ile yaridirekt

carpimi T = Gal (E/E)E ise o0 zaman H dan T grubu ic¢ine

bir monomorfizma ve V den kt {izerine bir k-vektdr uzayi

-G



izomorfizmasa vardlr\ve belli sartlar sadlanir. Boylece
H ve V, iyi tanidigimaz Gal (k / E)E X ye kT yapilari

igine tasinmis olmaktadar.

Bundan sonra VIM nin homojen olmasi durumunda
3.10. Teorem'i ve VIM nin iki ayrai homojen bilegenin
toplama olm551 durumunda ise 3.17.Teorem!i elde edilmek-
tedir. Bu Teoremler A. Turull tarafindan [ 8] de genel-
legtirilmigtir. Daha sonra N = 1 ve H = A nilpotent ol-
masi durumunda; birinci halde 3.11l. Teorem'i ve ikinci

halde ise 3.19. Teorem'i elde edilmektedir.

N =1 ve H= A nilpotent olmasi 6zel durumunda bi-
rinci halde H nin devirli ya da kuaterniyon oldudunu
ve 2.1. Ornek veya 2.2. Srnekteki B nin altgrubuna izo-
morf oldudunu, ikinci halde ise H nan Kuaterni&gn, di-
hedral veya yar;dihedral oldugunu ve 2.3. Ornek veyaz2.4.
Ornekteki B nin altgruplarina izomorf olduéﬁ gbsteril-

mektedir.

Son bdllimde ise simplektik ilkel modilin minimal

modiil oldugu gésterilmi$tir.



- BOLUM O

KULLANILAN BAZI TANIM VE TEOREMLER

Bu g¢alismada biitlin gruplar sonlu ve ¢bziilebilir

alinmigtir.

0.1. TANIM : G bir grup ve H, G nin altgrubu ol~-

sun. H nin G ig¢inde ki her sad kosetinden yalniz bir

eleman alarak olusturulan T kiimesine H nin G icindeki

sad transversali denir. | Tl= | G:Hl 1ile gO8sterilir. Buna

H nin G icindeki indeksi denir. Benzer gekilde sol trans-

versal tanimlanir. (T kiimesine H nin G i¢indeki koset

temsilcilerinin bir tam kiimesi de denir).

0.2. TANIM : G bir grup olsun. Eder H ve K, K < H

olacak sekilde G nin iki normal altgrubu ise H/ K va G

nin faktd6r grubu denir. EJer H/ K, G/ K nin minimal nor-

mal altgrubu ise H/ K ya G nin esas faktdri denir.

Eger H/ K € Z(G/ K) ise H/ K ya merkez faktdr denir.

O0.3. TANIM : G bir grup olsun. G nin biitliin maksi-

mal altgruplarinain kiimesi M olsun. M nin biitiin eleman~

larinin arakesitine G nin Frattini altgrubu denir. ®(G)

ile gbsterilir.

O0.4. TANIM : p > 1 bir asal sayi olmak lizere G .

bir p-grubu olsun. EJer G elemanter abelyan ya da



®(G) = Z2(G) = G' elemanter abelyan ise G ye 8zel p-gru-

bu denir. G abelyan olmayan bir &zel grup ve Z(G) devir-

1li ise G ye ekstra 6zel p-grubu denir.

0.5. TANIM : G bir grup olsun. g&€ G ve her x€G

-1
ig¢in Tg ¢! X > g xg bigiminde tanimli G den G ye rg

otomorfizmasina i¢ (inner) otomorfizma denir. G nin ig

otomorfizmalarinin grubu Inn(G) ile g8sterilir.

Q0.6. TANIM : G bir grup, H, G nin bir altgrubu

ve o, G nin bir otomorfizmasi olmak lizere A, G nin oto-
morfizmalarinin bog olmayan bir kiimesi olsun.' Eder her

heH ve a€A icin a(h) €H ise H ya G nin A-invaryant

altgrubu denir.

Eger H, Aut(G)-invaryant ise H ya G nin karakteris-

tik altgrubu denir. Efer H, Inn(G)-invaryant ise H ya

G nin normal altgrubu denir.

0.7. TANIM : G herhangi bir grup olsun. Her XE€G

igin
CG(X) = {gEG : gxXx = XxXg}

big¢iminde tanimlanan CG(X), G nin bir altgrubudur. Bu

gruba G ig¢inde x in merkezleyeni denir. AYnl zamanda,

Z(G) =N C,(x) = {g€G: gh = hg, her heG}
xXEG .

G nin bir karakteristik altgrubudur. Buna G nin merkezi
dénir. G nin bir H altgrubu igin,
CG(H) = {g€G: gh = hg, her he€H}

altgrubuna H nin G igindeki merkezleyeni denir.




0.8. TANIM : I asal sayilarin herhangi bir kiime-

si, I' de I kiimesine ait olmayan bilitiin asal sayilarain
kimesi olsun. G bir sonlu grup ve H da G nin bir altgrubu

olsun.

X€e G igin | x1 ig her asal bdleni NI'ye aitse x e
bir n-elaman denir. Eéer | G| bir T-eleman ise G ye bir
II-grup denir.

Eder H bir I-grup ve | G : H{ bir NIN'-eleman ise H

ya G nin Sn—altgrubu denir. Aynai zamanda bu altgruba

G nin Hall altgrubu denir.

0.9. TANIM : a> 2 bir tamsayi olsun.

2a—l

9, =< h,k|h = ¥*=m, o® =1, k

grubuna mertebesi 2a+ = olan genel kuaternivon grup de-

nir. Ozel olarak a= 2 ise bu gruba kuaternivon grup de-

nir.

D = < hkh"=%k" =1, kK'hk = h7'>

grubuna mertebesi 2m olan dihedral grup denir.

m—-1 m-2
m> 3 igin, 8 =< x,v| x2;; = y2=1, x¥ = x L2 >
grubuna mertebesi 2™ olan yaridihedral grup denir.

0.10. TANIM : G bir grup H ve K,G nin altgruplar:

ve HA G olsun. Eger G= HK ve H N K= {l}ise G ye H nain

K ile varidirekt carpimi denir,

EJer H bir grup ve K < Aut(H) ise H nan K ile ya-

ridirekt g¢arpaimi tanaimladair.

-10-—-



0.11. TANIM : A bir halka ve e€A olsun e2=e # O

ise e ye idempotent eleman denir. ej,e, €A idempotent-

leri eje; = eje) = O gartini safliyorsa e;,e, eleman-

laria birbirlerine ortogonaldir denir. Bir e € A idempo-

tenti A nin merkezinde ise bu idempotente merkez idem-

potent denir.. Ortagonal iki merkez idempotentin toplami

olarak yazilamayan bir merkez idempotente ilkel merkez

idempotent denir.

0.12. TANIM : R bir halka, M bir toplamsal abel-

yan grup olsun. EJer her m,m; ,m, €M, r.,r;,r,€ER ig¢in

(i) xr(mp + m2) = rmi+ rm2

(ii) (r, + rz)m-= rm+4 r m

1 1 2

(111)(r1r2)m = r1(r2m)
olacak sekilde bir rmeM garpimi tanimlanirsa o zaman

M yve bir sol R-modiil denir.

Eger lRER ve her m€M igin lRm = m ise M ye birim-

sel sol R-modiil dénir.

Eer M birimsel sol R-modiili bir R-bazina sahipse

M ye serbest sol R-modiil denir.

Eéér.R bir cisim ise birimsel serbest R-modiili M

yve R lizerinde bir vektOr uzayi denir.

0.13. TANIM : R bir birimli halka ve M bir sol

R-modili olsun. Eer M # {0} ve M nin saifairdan farkla
hicbir 6zaltmodiilii yoksa M ye bir indirgenmez (basit)

sol R-modil denir.

E§er M indirgenmez sol R-modiillerinin bir direkt top-

lami ise M ye tam indirgenir denir.

~11-



0.14. TANIM : A bir halka, R birimli degigimli

bir halka olsun. Eer A bir R-modiilii ve her a,b €A,

reR ig¢in
r(ab) = (ra)b = a(rb)

ise A yva R lizerinde bir cebir denir.

0.15. TANIM : R bir halka olsun. R nin toplamsal

R grubu, R lizerindeki tanimlanan garpma iglemine gdre

bir sol R-modiliidiir. Bu modiile R halkasinain sol regliler

modiilli denir. RR ile gosterilir. Benzer $ekiide sag
regliler modiilde tanimlanir. R nin regliler modiiliniin alt-

modiilleri R nin idealleridir.

0.16. TANIM : R birimli bir halka olsun. EgJer

sol regiler R-modiilil RR tam indirgenir ise R ye bir

varibasit halka denir. Eger, RR nin biitiin indirgenmez

altmodiilleri izomorf ise R ye basit halka denir.

0.17. TANIM : A bir halka, M bir A-modiil olsun.

M nin biitiin maksimal altmodillerinin arakesitine M nin

radikali denir ve rad(M) ile g8sterilir.

A . ' ce
Sol regliler modiildi A nin radikaline A nin Jacobson

radikali denir. J(A) ile gbsterilir.

0.18. TANIM : G bir grup olsun. k bir cisim ol-

sun..geEG, agezk olmak lizere Z a g sgeklinde gdsteri-
geG .

len ve sonlu saylda\ag sifirdan farkli olabilen biitlin

formal toplamlarain kiimesi k [G] olsun. k[ G] lizerinde top-

lama ve carapma iglemleri sirasiyla,

-12-



Zag, ZbgeklGl igin;
gec ¢ geG 9

(Zag) +(Zbg)= 2 (a +b)g ve
geG geG 9 geG ¢ g

(2 agllZhb

h) = z a b, gh
geG 9 hec B h

g,hec ¢
seklinde tanimlanirsa k [G] bir cebir yapilabilir. Bu

cebire k lizerinde bir grup cebiri denir.

0.19. TANIM : M bir k[G] ~modiili ve {Si;ieEI}, M

nin birbirine izomorf indirgenmez altmodlillerinin bir
kiimesi olsun. Eger M, Si altmodiillerin toplami olarak

yazilabiliyorsa M ye bir homojen k [G ]-modiilii denir.

Tam indirgenir k [G] -modiilii M nin birbirine izomorf
olmayan biitilin indirgenmez altmodiillerin temsilcileri
Sy Sz,...,Sn olsun. M nin Si ve izomorf olan biitiin
altmodiillerinin topléml Mi olsun. O zaman M = g M, dir.

. i
i=1
Buradaki M, lere M nin homojen bilegenleri denir.

0.20. TANIM : k bir cisim, H bir G grubunun alt-

grubu ve V bir sol kl[H |-modiilii olsun.

|G _ ‘
viT = kx[c] ek\fﬂj

tensdr carpimina V den olugturulmus modiil denir.

0.21. TANIM : k bir cisim, A bir k-cebiri, V in-

i

dirgenmez bir A-modiilili olsun. Eder k nin her L genigle-
mesi igin V|L bir indirgenmez A|L~modﬁlﬁ ise V ye mutlak |

indirgenmez A-modili denir.

EJer her indirgenmez A-modiilll mutlak indirgenmez

ise k ya A i¢in bir parcalanma cismi denir.
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EJer k, k[Gl~ grup cebiri igin parcalanma cismi

ise k, G grubu lizerinde parcalanma cismidir.

0.22, TANIM : k bir cisim, G bir grup ve V bir
k[ G ]-modilili olsun. Eger {Vl,Vz,...,VS}, V nin asgikar
olmayan altmodiilleri ve her g&G igin gViEE{Vl,...,VS}

blmak ﬁzerev
V= V& ...@VS< s > 1

ise V ye ilkel olmayan k[G]~- modiilii denir.

{vy,...,v.} kiimesine de G nin V lizerinde bir il-

kel olmazlik sistemi denir.

Simdi V indirgenmez k [G] -modiilli olsun. EJer H nain,
V lizerinde bir ilkel olmazlik sistemi yoksa V ye ilkel

kl Gl ~ modiilii denir.

V ilkel k[ G l-modiilii ise o zaman V olusturulmus
k[ G |-modiili olamaz. Miimkiinse bir H < G ve V|H nin bir

X3 EX] s Le : G
6z altmodiilii U i¢in U]~ = V olsun.

t ) ,
G=UgH ve 1i=# jigin g,H N g.H = @ olsun.
i=1"% * J
G . t
O zaman U| = k[G] & U = + g, @ U dair.

kg i=1t
Simdi t > 1 oldudundan g @ U,...,gt 2 U,
G nin bir ilkel olmazlik sistemini olugturur. Gergekten

g e G ise gg; = gjh, heH olduéundan

i

ggi QR U = gjh R U= g, & U

g(g; & U) 5

dir. Fakat V ilkel k[ G] -modiili oldudundan bu bir celig-

kidir.
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Tersine olarak efer V &z olusturulmug k [G] -modiili
degilse o zaman ilkel k[ G]- modiiliidlir. Glinki V ilkel
degilse bir ilkel olmazlik sistemi vardir ve o zaman
V 8z olugturulmus kl Gl- modiludiir.{[11] Lemma 29.5.]
Dolayisiyla yﬁkarldaki ilkellik tanimi V nin &z olug-
turulmus k[ Gl - modiild olmasiyla esdederdir. Esasen li~-
teratliirde ilkellik tanimi ikinci gekilde de verilmek-

tedir [Bak. [ 171].

0.23. TANIM : V bir indirgenmez k[ G] - modilii ol-

sun. Eger her N A G igin V|  homojen ise V ye bir

variilkel k[ G]-modiilii denir.

0.13. Teowemden g&riildiigli gibi efer V ilkel klG]-
miidiili ise o zaman V variilkeldir. Bunun tersi her za-~
man dodru dedildir. Fakat G ¢ozlilebilir ise dodrudur

[Bak. [1711.

0.24. TANIM : Kk bir cisim ve V, k {lizerinde bir
vektdr uzavi olsun. g:VxV-k bir fonksiyon olsun. Eder

her v,v1,v2 €V ve c1,c2 €k igin

1) glecivy + cave,v) = c19(vy,v) + ca2g(vy,V)

2) g(v,c1vy 4+cav2) = c1g9(v,v1) + cz29(v,v2)

ise g ye V lzerinde bir bilineer form denir.

Eder her u,veEV igin

g(u,v) = g(v,u)

ise g ye simetrik bilineer form .denir.

Eger g(u,v) = ~-g(v,u)

ise g ye Skew-simetrik (alterne) bilineer form denir.
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0.25. TANIM : k bir cisim, V, k {izerinde bir vek-

tor uzayi ve g V lizerinde bir bilineer form olsun. Efer,

(1) ¥u,veV ig¢in g(u,v) = -g(v,u)

(2) VYue€eV igin g(u,u) = O

ise g ye V lizerinde bir simplektik bilineer form denir.

Burada efder kar(k) # 2 ise (2) sarti (1) sartinain

bir sonucudur.

0.26. TANIM : k bir cisim, V. k {lizerinde-bir vek-

tb6r uzayi ve g,V lizerinde bir bilineer form olsun. Egfer

her O # u €V igin g(u,v) # O olacak gsekilde bir vE€V

varsa g ye singililer olmayan form veya g formu singiiler
degildir denir.
V nin bir altuzayi W olsun.

WL = {veV : g(w,v) = O, her w € W i¢in}

altuzayina W nin V ic¢indeki saifirlayani denir. Efer

Wwonwd= (O) ise W ye sihgﬁler olmayan altuzay denir.

I
Eer W C W ise W ya tam izotropik altuzay denir. E§er
W=weisew ya ‘maksimal izotropik altuzay denir.

Simdi V, k lizerinde n boyutlu vektdr uzayi ve
B=={e1,e2,..,en}, V nin bir k-~bazi olsun. Her 1l <i,j < n
ig¢in aij = g(ei,ej) olmak lizere [aij] matrisine g for-

.] matrisinin ran-

rmunun B bazina gbre matrisi denir. [aiJ

kina g nin ranki denir.

0.27., TANIM : Kk bir cisim, A,k {lizerinde bir cebir

olsun. V, k ilizerinde sonlu boyutlu bir vektdr uzayi ol-

sun.
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T : A - Homk(V,V)

bir fonksiyon olsun. Efer her a; a8, ,a€ A ve tekigin
(1) T(ay + a,) = T(a;) + T(ay)
(2) T(a;a,) = T(a;)T(a,)
(3) T(ta) = tT(a)

(4) T(1,) = I

ise o zaman T ye A nin V lizerinde bir temsili denir. O

zaman her a€A ve vVEV ig¢in

a.v = T(a)(v)
skaler garpima gdre V bir sol A-moliidiir. Bunun terside

dogrudur. Yani V bir A-modiili ise;

T : A > Homk(V,V), T(a) (v) = av

seklinde taniml:i T, A nain bir temsilini tanaimlar. E@er‘

A-modilli olarak V, indirgenmez ise T temsiline indirgenmez

temsil, efer V.ham indirgenir ise T ye tam indirgenir

temsil denir.

T, ve T2 ;, A nin sirasivla vV, ve V, izerinde iki
temsil olsun. EfJer V, ve V, A-modlil olarak izomorf ise-

ler o zaman T, ve T, ye egdeder temsil denir. Bagka bir

deyigle, efer S : V, -V, tersinir lineer ddniliglmi

varsa Oyle ki a€A, veV ig¢in

S(T,(a)(v)) = T,(a)(s(v))

ise T, ve T, egdederdir.

0.28. TANIM : G bir grup, k bir cisim, V k lze-

rinde sonlu boyutlu bir vektdr uzayi olsun. GL(V,k), V
{izerinde singiiler olmayan (tersinir) lineer doniigimlerin

grubu olsun.



T : G- GL(V,k)

bir grup homomorfizmasi ise T ye G nin V lUzerindeki bir

temsili denir : Bu G nin bir grup temsilidir.

T kI[G ]-»Homk(V,V)
homomorfizmasi
T( 2 agqg) = £ aT(qg)
geG g geG g
ile tanimlanirsa o zaman T, k[G] nin V iizerinde bir

temsili olur. Bdylece T temsili V tizerinde k[ G] -modiil

yapisini tanimlar. Tersine olarak;

T : kigl]l » Homk(V,V)

homomorfizmasi k[ G] nin V ilizerindeki bir temsili ise

O zaman

T| 5t G = GL(V,k)
homomorfizmasi da G nin V lizerindeki temsilidir. Ger-

cekten efJer g€ G ise o zaman

T(g)T(g_l) = T(gg‘l) = T(lk[G]) = I,

dir. Oyle ise ‘I‘(‘g')_1 vardir. Bbylece T(g) €GL(V,k) dar.
Ayni zamanda . her g,,9, €G igin T(g,9,) = T{(g;)T(g,)
dir. T : G = GL(V,k) G nin bir temsili olsun. Eer T

bir monomorfizma ise T temsiline sadik (faithful) denir.

Eer her g€G igin T(g) = IV ise T ye asikar

(trivial) temsil denir.
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0.1. TEOREM : p bir asal sayi, P bir p-grubu ol-

sun. EJer P nin biitlin karakteristik abelyan altgruplarz
devirli ise

(i) p tek olmak lizere, P eksponenti p olan bir
ekstra~-6zel p-grubu ile devirli bir p-grubunun merkezi

carpimidir. Ya da
(ii) p =:2 olmak lizere P = E % C, bir ekstra-8zel

2—-grubu E ile devirli | C|> 16 olan dihedral veya yari-

dihedral va da genel kuaterniyon grubu C nin merkezi

¢arpimidir.
ISPAT : [ 10], Teorem 5.4.9.
0.2. TEOREM : P bir p~grubu, P, A P've Pj in P

de normal olan her abelyan altgrubu devirli olsun. O za-

man

a) p tek ise P; devirlidir.
b) p = 2 ise P, devirli ya da P; iginde indeksi
2 ve merkezleyeni kendisi olan, P de normal devirli bir

C, altgrubu vardir.
IsPAT : [ 4], 3.2.Lemma.

0.3. TEOREM : G karakteristidi p olan bir cisim

fizerinde tanimli bir vektdr uzay:i lizerinde sadik indirgen-
mez bir temsile sahipse, o zaman G grubunun asikar ol-

mayan nofmal p-gruplari yokfur.

IsSPAT : [10], Teorem 3.1.3.
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0.4. TEOREM : G bir grup olsun. Eer G nin sadik

indirgenmez bir temsili varsa, o zaman Z(G) devirlidir.
ISPAT : [10], Teorem 3.2.2.

0.5. LEMMA : P bir p-grubu olsun. Eder M, P nin

bir maksimal normal abelyan altgrubu ise o zaman

CP(M) = M dir.
iIspaT : [10], Lemma 5.3.12.

0.6. TEOREM : (P.Hall) G sonlu bir grup, I |Gi yi

bdlen asal sayilarin kiimesi olsun. O zaman G bir Hall

NT-altgruba sahiptir.
IspAT : [ 11], Teorem 36.3.

O0.7. TEOREM : G mertebesi n olan bir abelyan

grup ve F birimin n yinci ilkel k&kiinii igeren bir ci-
sim olsun. O zaman G nin F {izerindeki her indirgenmez

temsili lineerdir.
I1SPAT : [10], Teorem 3.2.4.

0.8. TEOREM : m > 3 bir tamsay:i olmak lizere Sm

yaridihedral grup olsun. O zaman S nin maksimal alt-

gruplar:r devirli, genel kuaterniyon ya da dihedraldir.
IsPAT : [10], Teorem 5.4.3.(q9)

0.9. TEOREM : p bir asal sayi, P mertebesi pm

olan abelyan olmayan bir p-grubu ve H, P nin mertebesi

p™ 1 olan bir devirli altgrubu olsun.
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m—-1 m-2
+
Mm(p) = < x,y|xp = yp==1, <Y = xl P >

verilsin.

(i) p tek ise P, Mm(p) ye izomorftur.

(ii) p =2 ve m=3 ise P ya dihedral ya da kuater—
niyon grubuna izomorftur.

(iii)p = 2 ve m > 3 ise P, Mm(2), Dm’Qm va- da Sm
ye izomorftur. Her bir durumda H, P nin bir maksimal de-

virli lretecidir.

IsPAT : [ 10], Teorem 5.4.4.
0.10. TEOREM : (Maschke Teoremi) G sonlu bkir grup,

k bir cisim ve kar(k) }J |Gl olsun. O zaman k[G] grup

cebiri bir yaribasit halkadar.

ispaT : [ 11}, Teorem 3.1.

0.11. TEOREM : (Schur Lemma) A bir halka, V ve W

indirgenmez A-modiiller olsunlar. O =zaman
(1) V ¢ W ise HomA(V,W) = {0}

(ii) V = W ise HomA(V,W) bir b6lme halkasidir.

|

IspaT : [ 11}, Lemma 2.1.

froibaniSuaiiu "

0.1l2. TEOREM : A bir yaribasit halka olsun. O za-

man

(1) A nin sonlu sayida birbirine izomorf olmayan

L

L ;.,LS basit sol idealleri wvardair.

1! 2!'
(2) Eger A nln‘Li ve izomorf olan biitlin basit sol
ideallerinin toplami Ay ise o zaman AiA da iki yanl:

idealdir ve bir basit halkadar.
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s
(3) A=9% Z Ai
i=1

(4) Eger A; nin birim elemani e, ise o zaman
1l =@ tezpt...+ e Ve Ai = Re, dir. Efer i # j ise

AA, = 0 ‘dir.
i3
tspAaT : [11] , Teorem 2.9.

0.13. TEOREM : (Clifford Teoremi) k herhangi bir

cisim, V ihdirgenmez k[ G] = modili, N A G olsun. Bu du-
rumda g € G igin W, V nin bir k[N]-~altmodiili olmak {ize-
re;

gW = {gw : wewW! cvV

olarak tanimlanir.

(1) Eer w # O olmak lizere W, V nin bir k[N]-alt

modiili ise o zaman V = 2 gW dar.
geG

Eder W indirgenmez ise her gW da indirgenmezdir

ve V]N bir tam indirgenir k[ N] -modiiliidiir.

(2) Wl,;..,wm ler V nin indirgenmez k[ N] -altmo-~
diillerinin izomorfik siniflarainin temsilcileri olsun.
V nin W; ye izomorf olan biitlin k[N]-altmodiillerinin top-

lami A ile gﬁsterilsin; O zaman V =V, & ... ® Vm dir.

(Vi ler V nin homojen bilegenleridir).

(3) Eger g&G ise her gv, = Vj dir. G, {Vl,...,Vm}

lizerinde geg¢isli (transitive) permiitasyon grubudur.
{ .
(4) Eger H, = {ge G: gV; = V;}ise V, indirgen-

mez k[ Hj-modiludir ve V= v,|®=klG] @k[vz}zl] dir.
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(5) Bir e » 1 tamsayisi igin V}NEEe(Wl ® ...0 W)

(yani W; 6 ... ® W nin e kopyasinin direkt toplamidir) .

(6) G nin V ve kargsilik gelen karakteri ¢ ve N
nin Wi yve kargilik gelen karakteri X olsun.'o zaman en

g,
az gie G icgin Wy = g;W, ve X; = xll olmak iizere

9! =e(X1+..-+Xm)

N
9; 93 9
dir. Her x€N igin x;7, X3 (x) =x;(x 7) ile tanimlidar.

IspAT : [11), Teorem 14.1.

0.14. TEOREM : A sonlu boyutlu k-cebiri V bir in-

dirgenmez A-modiilii olsun. O zaman V mutlak indirgenmez

olmasi igin gerek ve yeter sart EndA(V) = k olmasaidar.

IseatT : [ 111, Teorem 4.2.

0.15. TEOREM : (Wedderburn. Teoremi) A bir birim-

1i yara basit halka olsun. O zaman Ai halkalari i # j

igin AiAj = 0 dzelligine sahip olmak ilizere;

A=2 & A, ® ... 0 A_

dir. Bundan baska Vi ler birer indirgenmez A—mbdﬁlﬁ,

Ds

1 D,

" ~ pa op, ~ R
EndA(Vi) olmak lizere Ai— Matni(Di ) = End 1(vi)

dir.
Her indirgenmez A-modiilll bir tek Vi ye izomorftur

ve 1#3j ise Ain = {0} , Aivi = Vi, dlmDi(vi) =n, dir.

tSPAT : [ 11], Teorem 2.17.
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0.16. TEOREM : (Wedderburn) Her sonlu bodlme hal-

kas1 bir cisimdir.

ispAT : [11], Teorem 24.9.
0.17. TEOREM : M. bir sol Kl[G]-modiil olsun.
H< G ve {1 =gi,...,gn} kiimesi H nin G ig¢indeki koset
temsilcilerinin bir tam kiimesi olsun. M|H nin bir alt-
modild I igin
n
M= 6 giL
. i=l
olsun. O zaman K[ Gl ~ modiilli olarak M = LG dir.

IspAaT : [12], Lemma 44.1.

0.18. TEOREM : K bir cisim F, X nin bir sonlu bo-

yutlu cisim geniglemesi olsun. O zaman her u,vE&F igin
(1) NrK(u).NrK(v)= NrK(uV) ve

TrK(u) + TrK(v)'= TrK(u +‘v)

- u[F:K]

(ii) Eger uek ise NrK(u) ve Trp(u) =[F:KJu,

(iii)NrK(u) ve TrK(u) K'nin elemanlaridir. Daha
‘genel olarak NrK(u)_= [(-l)naOJFF:K(u)IE K ve

TrK(u) = ~[F:K(u)] a .1 €K
dir.
n n-1

Burada f(x) = x +‘an~lx + +..+ agEK[ x] polinomu

u nun indirgenmez polinomudur.

ISPAT : [13], Teorem V.7.3.

0.19. LEMMA : F bir cisim ve E,F nin bir sonlu

normal geniglemesi ve ?,F nin bir cebirsel kapanigi olmak
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{izere F < E < F olsun. Gal(E/F) = {01,02,...,0n} olsun.
O zaman Tr;:E - F'fdnksiyonu E {izerinde singiiler olma-

van bir simetrik bilineer formdur.

ISPAT :. Tanimdan dolayai Try bir bilineer formdur.
u, vE€E ise TrF(uy) = TrF(vu) dur. Dolayisiyla TrF si-

metrik bilineer formdur.

Simdi u€E ve u # 0O ise we® = EX oldugundan

TrF(uEx) = TrF(Ex) # O dir. Bundan dolayi Trp fonksiyo-
nu singliler dedildir [ 14].
0.20. LEMMA : £, V/F {izerinde bir bilineer form

olsun. V sonlu boyutlu ve V nin boyutu n olsun. V nin
bir bazi B =~{el,e2,...,en} olsun. Her 1 < 1,j € n
igin 834 = f(ei,ej) olsun. f nin singliler olmamasi ig¢in
gerek ve yeter sartv[aij] matrisinin tersinir olmasi-

dair.

Simdi w€V olsun. Lu:V - F ve Ru:v - F . fonksiyon-
lari her ve€V igin Lu(v)'= f(u,v) ve Ru(v) = f(v,u) ola-
rak tanimlansin. O zaman Lu,Rue Vx dir. L:u - L.

R:u - R, seklinde tanimli L,R fonksiyonlari V den V*
igine lineer doniigimlerdir ve rank(L) = rank(R) = rank(f)
dir. Ozel olarak efer f singliler defilse L ve R vektdr

uzaya izomorfizmalaraidirxr [ 14].

0.21. LEMMA : F-uzayl E lizerinde bir singliler ol-
mayan bilineer form £ olsun. u€E olsun. O zaman Oyle
bir te€E vardair ki her weE ig¢in,

flu,w) = TrF(tw)

dir. Burada TrF : E » F iz donlistimlidir.
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IsSpPAT : Lu:E - F, Lu(w) = f(u,w) geklinde tanim-
11 L, fonksiyonu bir lineer fonksiyoneldir. Bdylece

*
LuGEE dir. Benzer gekilde Su:E - F, Su(w) = TrF(uw)
seklinde tanimli 84 fonksiyonu da bir lineer fonksiyo-
neldir. Cinkd TrF,E lzerinde bir bilineer formdur. Bun-

dan dolayai,

*
S:E > E , S(u) = Su

seklinde tanimli S fonksiyonu birlineer dénﬁsﬁﬁéﬁr ve

rank (8) = rank(TrF) dir. Fakat TrF formu singliler ol-
madigindan rank(TrF) = dimFE =n dir. Boylece
rank (S) = n oldufundan S bir vektdr uzay izomorfizmasi-

dir. Simdi LuEE*olduﬁundan bir t €E icg¢in S(t):St,—_Lu

dur. BOylece her we€E igin
st(w) = TrF(tw) = Lu(w) = f(u,w)

dir [ 15 ].

0.22. LEMMA : E bir F cisminin sonlu normal ge-

nislemesi ve TrF:E - F iz d6nlimli olsun. O zaman

TrF(w) = lF

olacak sekilde bir weE vardar.

1SPAT : Gal(E/F) = {01,03,-..,0} olsun[[13],

Tanim V.7.1} den dolay:i Trp donisimi,z€E igin
Trp(z) = 0y (2)+ ... +0 (2)
dir. O zaman [[13] Lemma 7.5]° den dolayi,

O # 01(2) +...+0 (2) =Tr(z)

olacak gekilde bir z &€F vardir.
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Trp(z) €F oldujundan 1 < i < n igin

ai(TrF(z)—lz) = TrF(z)-lai(z) dir. Simdi w==TrF(z)"lz

olsun. O zaman

-1
Trp(w) = Trp(Trp(z) z)
= o1 (Tr_(2z) 'z)+ +o_(Tr_(z) 'z)
1 (Trp (2 2 .o n P z
, -1
== TrF(zw (0,(2)+ vt on(z))
-l
= TrF(z) TrF(z) = lF
dir [ 13].
. m m .
0.23. LEMMA : F = GF(p ) p elemanli sonlu bir
cisim ve E = GF(pmn), F nin bir sonlu normal genigle-

mesi olsun. O zaman NrF:E - F ve TrF:E - F dbnilisiimleri

Ortendir.

ISPAT : E, F nin sonlu boyutlu bir geniglemesi
oldugundan [['13] , Bnerme 5.10] dan dolayi Gal(E/F)

Galois grubu mertebesi n olan devirli bir gruptur.

Simdi o, Gal(E/F) nin bir {ireteci olsun. O zaman
[[13], Lemma 5.5] den délayl o:x > xpm seklinde tanim-
11 otomorfizmadir. 0.22.Lemma'dan dolayi TrF(w) = lF
olacak gekilde bir w€E vardir. Fakat o nin sabit cis-

mi F olduundan her u€F igin, uw€E dir. Bdylece,

TrF(uw) = ¢ (uw) + o2 (uw) +...-Fon~l(uw) + uw

w(o (W) + 62(w) +eu. +e7H(w) + W)

1

uTrF(w) = u.lF = 4

dir. Bundan dolayl TrF OSrtendir.

Simdi Nr 2%, FY dénliglimlinlin 8rten oldudunu obs-

F

terelim.
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m(n—l)+

=p -1 = (p™-1) (p ek P+ 1)

dir. Ayni zamanda [ 13], Teorem 5.3 den dolayi E* ve F

devirlidir. Simdi EX = < x > ve F* = < k > olsun. O
zaman o (x) = pmn-l ve o(k) = pm~l dir.
" m m n-i, m
NrF(Xp ) = xP o (xP ) . o (pH)
m 2m mn
= xP &P ... xP
- Xpm(l + pm + ... 4+ p(n—l)m)
dir. Fakat,

(n"l)¢))v (p™-1)

xpm(l + pm+...+p 7
(Ypmn“l)rpm(l-+pm+-~-+pmgn”l)8

o (

mn
_ P - 1 = p™1
- m n-ij)m -
1 +p +.--+p( )
m (n-1)m
dir. BOylece FP = < %P (L+p+...+p )> dir.
Bundan dolayi Nrg Srdendir.
0.24. TEOREM : A bir sol artinyan (artnian) halka

olsun. A nain yarabasit halka olmasi i¢in gerek ve ye-

ter gart rad(A) = O olmasidir.

ispAT : [16] , Teorem 5.18.
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BOLUM I
GRUP TEORIK INCELEMELER
Bitiin gruplar ¢6zlilebilirdir. Notasyonlarimiz

standarttair. Bir K cisminin toplamsal grubunu KT ve

carpimsal grubunu KX ile gbsterecediz.

1l.1. IEMMA : Kabul edelim ki G = AN bir grup,
N,G nin bir normal devirli altgrubu; A, N ninuhilpotent
blitinleyicisi ve A NN = 1 olsun. G nin her normal
abelyan‘altgrubu devirli ise o zaman G grubu,

Cg(M) = M > N olan bir devirli M altgrubu igerir.

Bundan baskaj;

(a) Cg(N) = (A NCg(M))x N

(b) (1A ncg(Mi,INl) =1

(¢) M= CG(N) va da [CG(N):M] = 2 ve CG(N) nin
bir S,-altgrubu kuaterniYon, dihedral ya da yaridihed-

raldir.

Burada kuaterniyon grubu mertebesi 8 olan kuater-

niyon veya genel kuaterniyon grubudur.

ISPAT : G nin N yi igeren normal abelyan altgrup-

lari: iginde M maksimal altgrubunu secelim. M A G oldu~
Jundan hipotezden dolayi M devirlidir. M 2 N ve A nil-

potent oldugundan G/M nilpotenttir.

Kabul edelim ki CG(M) > M olsun. D/M asal mertebe-
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den ve D/M < U%ﬁM)/M)h 7(G/M) olsun. O zaman D A G,

D >M ve D akzlyandir. Fakat bu M nin maksimal olmasiy-
la gelisir. BOylece CG(M)==M elde edilir. C = C,(N) ol-
sun. N abelyan ve AN = G oldudundan C = (A N C)N dir.
Bundan bagka.A Nnces< CG(N) oldugundan, A N C, -N yi mer-

kezler ve ANCNNS<ANN = 1 dir. Bundan dolayz

C=(ANC) XN
dir. BOylece (a) nain ispati tamamdir. Z(A N C) A G ve
N A G oldugundan Z(A N C)N A G dir. Ayraica Z(A N C)N
abelyan oldugundan, hipotezden dolayi devirlidir. O za-
man (1z2(A NnC)!,INI) = 1 dir. Ayrica A nilpotent oldu-
undan, C N A < A da nilpotenttir. Bundan dolayi |A NCl
yi b8len asal sayilar [Z(A n C)l yi de bdler. Fakat

(lz(a NnC)l,INl) = 1 oldugundan (1A N cl,INl) = 1 dir.

$imdi kabul edelim ki C > M olsun. P,,C nin abel-

yan olmayan S -altgrubu &yleki P, < A N C olsun. P de

P
Pp'1 igeren A nin Sp—altgrubu olsun. O zaman P, G nin
bir Sp—altgrubudur, B, P, an P de normal olan herhangi
bir abelyan altgrubu olsun. N ile A nin p'-kismi P, 1
merkezlediginden ve B Ao P olduundan B A G dir. O zaman
hipotezden B devirlidir. P, abelyan olmadigindan O.é.
Lemmadan dolayi p = 2 ve P,,P de normal ve P, iginde
indeksi 2‘olan ve CP(CO) = Coolan devirli bir C; altgru-
bunu igerir. O zaman C; A P ve P <‘A oldugundan C, A 2

dir. Ayrica C,,N yi merkezler. O halde Cy; a G dir. (a)

dan dolayi C nilpotent oldudundan

C =P, x 0,,(C)

0

dir. Yukarida gdriildigi gibi 02,(C) abelyandir. Simdi
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Mg = Cp X 02,(C) olsun. O zaman [C: My] = 2 ve My A G
dir. Ayni zamanda CG(MO) < CG(N) = C dir. Buradan
CG(MU) = CC(MO) = My dir. Bdylece My,G nin N yi igeren
bir normal maksimal‘abelyan altgrubudur. EJer M # M,
ise [ C:My]l =2 oldugundan MM, = C dir. Her iki halde

Ml = |Mgl dair. Bunun igin MMy = C haline bakmak yeter.

M # M, olduundan Oyle bir c&€Py \ M, vardir ki
c €M dir. Ayni zamanda Py = My < ¢ > dir. Py abelyan
olmadigindan c, M, lizerinde mertebesi 2 olan bir otomor-
fizma tanimlar. O zaman My = < t > olmak lizere
pé =< t2 > = [Mg,c] oldugu agiktir. c€M A G oldudun-—
dan t2 € M dir. Bdylece <t?2> <c><M dir. Agikar olarak
[Pp:< t2><c>] = 2 dir. Ayrica 02,(C) < M dirJJC:M] = 2
ve |M = Myl dir. p= 2 igin, Py 1in her karakteristik
altgrubu G de normal oldudundan hipotezden dolayi devir-
lidir. Ayraica Py, indeksi 2 olan devirli bir M M Py alt-
grubuna sahiptir. 0.1. Teorem (ii) den dolay: Po==EiD,
bir ekstra &zel 2-grubuE ile devirli veva ID!| > 16 olan

dihedral veya yaridihedral ya da kuaterniyon altgrubu

D nin merkezi ¢arpimidir.

Miimkiinse E # 1 olsun. Once D devirli olsun. O zaman
D < CC(MO) < Mg olduéundan D < My dir. Eer IDl < 2 ise
D € E oldugundan My < E = Py dir. O zaman |IMgl = 4 ve
[E:Mg] .= 2 oldufundan |El= 8 ve b8ylece E kuaterniyon

veya dihedraldir.

Simdi |D| > 4 olsun. O zaman D < My ve Exp(Mg)=Exp (D)

oldugundan D = My olmalidir. Fakat o zaman E < M olur.
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Bu bir c¢eligkidir.

Simdi D devirli olmasin. O zaman [D:D N MO] = 2
dir. Ayni zamanda exp(E) = 4 < exp(D) oldudundan
exp(Mp) = exp(D N Mp) dar. O zaman D N My = My <D dair.
Fakat simdi E < My oldufundan bu bir ¢eligkidir. Bu

durumda E = 1 ve Py =D dir. Bbylece ispat tamamdar.

Simdi gelecek sonug¢lar ig¢in bazi notasyonlari belir-
leyim. k > k > k, k nin sonlu genislemesi
Gal(k / k) = Aut(k / E) k tizerinde k nin Galois gru-
buiolsun. T==T(E / Q)EX, k nin carpimsal grubu EX ol-
mak lizere, k* ile Gal(k / E) nin yaridirekt carpim gru-
bu olsun. k ve k bilindiginde daha basit olarak T ile

gbsterilir.

Simdi ¢ € Gal(k / }2), xek> olmak izere ox eT(E/]z)
elemaninin E+ lizerine etkisi; VEEE+ igin ox.v = o0 (xV)
olarak tanimlansin. Bu c¢arpmaya gore E+ sadik indirgen-
mez sol T-modiiliidiixr. Bu bdliimde G nin T nin bir altgru-
bu ile ve V nin kT ile 6zdés kilinabilecedini g&stere-

cediz. Daha sonra G nin T nin altgrubu olarak sadlama-

s1 gereken bir kag¢ sarti aragtiracagiz.

1.2. ILEMMA : Kabul edelim ki G bir grup, M A G,

M devirli ve CG(M) = M olsun. k sonlu bir cisim, V sa-
dik indirgenmez k[ G]-modil ve V|, homojen olsun. k, k
va 1 in bir |M| inci ilkel k&klnilin katilmasiyla elde
edilen cisim olsun. O zaman k nin 8yle bir k altcismi
ve Oyle |

v + G~ T(E/E)
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o:v > k7 (1zomorfizma)
monomorfizmalari vardlf ki
(a) v (xX)®(v) = ®(xv), xXE€G, VEV
(b) ¢(x) = w, M =< x> ise k(w) = k
(c) w(é)Ex = T(E/E), ve k
(d) ¢(G) NK* = oM

dir.

ISPAT : A = k[GJ/J(k[G]) olsun. 0.24. Teoremden
dolayi A yaribasittir. J(k[G])V = {0} oldudundan V bir
A-modiildiir. V, k[ G] -modlilli olarak indirgenmez oldudun-
dan A~modili olarak da indirgenmezdir. Schur_Lemma'dan

dolayi F = HomA(V,V) bir b&lme halkasidir. Simdi A va-

ribasit oldugundan 0.12 Teorem'den dolayi halka olarak

yazilabilir. Burada her Ay bir (iki yanli) idealdir ve
i## j icin AiAj = {0} dar. Ayrica her l<i<r igin
Oyle bir ilkel merkez idempotenti ey vardir ki [ Bak,

[111].

Ai,= eiAei = Aei

dir. Ote yandan bir 1 < j < r ic¢in AjV # {0} dir. Fakat
her i # j igin A;v = {O} dar. Bdylece 0.15. Teorem'den

dolaya
= o o op
Ae. Aj" HomF(V,V) = Mat(nj,F‘ )

dir. k sonlu oldugundan F sonludur ve F bir bdlme hal-
kasa oldudundan 0.16. Teorem'den dolayxr F bir cisimdir,

Yani k nin sonlu cisim geniglemesidir. Bbylece
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Ae = Mat(m,F) dir. Burada e =;,ej ve m = nj dir. Bura-
dan F = Z(Ae) elde edilir. Bbylece F yi Z(Ae) ile O8z-

des kilabiliriz. $Simdi
HomAe(V,V)= Hom, (V,V) = F

oldugundan 0.14 Teofem'den dolayi F-uzayi olarak V,
mutlak indirgenmez Aenmodﬁiﬁdﬁr. Fakat F nin hi¢ bir
6zalt cismi igin V, mutlak indirgenmez dedildir. V lze-
rinde G ig¢in herhangi bir par¢alanma cismi K olsun. Sim-

di 0.14. Teorem'den dolayzi

K . K
Hom(eA)K(V , V7)) = K

oldugundan Z(2Ae) C K dir. Buradan F C K bulunurl[ 4],
3.4. Lemmal dan dolay: k, G i¢in parcalanma cismi ol-
dugundan F C k dir. k nin k altcismi k =F olarak tanim-~

lhnsin. Bbylece
(1) k > k=F dir.

[eA:F] = m? olsun. O zaman dimV = m ve buradan
dim V = (dim k) (dimgV) = [k: k] .m dir. Ayricalld],

3.4. Lemmal dan dolayi [G:M] = m dir. BSylece

(2) dim, V = m[k:k]; m = [G:M]

elde edilir.

Simdi k[M] nin eA igindeki gOrilintlisi B olsun. k[M]
abelyan olduundan B abelyandir. Ote yandan eA basit
halka ve her basit sol ideali (# O) V ye izomorftur.
Ayrica hipotézden dolayi V]M homojen oldudundan A]M
homojendir. Ozel olarak B|, homojendir. Yani, B, izo-

morf indirgenmez k[ M]-modiillerin direkt toplamidir.
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Fakat k[M] yaribasit halka oldudundan B halkasi k[M]
nin basit bilegenine izomorftur. Yani B basit halkadair.
0 zaman Ae nin durumunda oldudu gibi B = Z(B), k nin

bir genigleme cismidir.

i

Eer M <y > ise ve y nin eA igindeki gSrilintlisii

y ise k[M] k[<y>] nin eA igindeki g&riintiisliniin
k[<y >]1 oldudu agiktir. B = klI<y >1 cisim olduundan
ve o(y) = o(y) = | M! oldugundan B, k fa 1 in | M| yinci
ilkel kOkilinlin katilmasiyla elde edilen cisim genigleme-
sidir.

Béylece k nin tanlmindan dolayi B = k dir. Simdi

VIM,t-tane indirgenmez altmodiiliin direkt toplami olsun.

O zaman dimBV = t dir. Buradan
(3) dim V = t[B:k] = tlk:k]
elde edilir.

$imdi X€G nin eA ig¢indeki gdrilintiisii X olsun.

v, 3 eA > eh, y_(y) = Xyx ! olarak tanimlansin. ¥

X x!

eA nin bir otomorfizmasidir. Ayni zamanda M A G oldudun-
dan y,, B cisminin bir otomorfizmasidir. Simdi x-»wx B
eglemesi G den Aut(B) ic¢ine bir grup homomorfizma81d1r.
G nin g8riintiisi Gi olsun. Bu homomorfizmanin cekirded&i
CG(M) = M olduéundaﬁ G/M = G, C Aut(B)’dir. O zaman

(2) den dolayi |G;| = m dir. Ote yandan k bir sonlu ci-
sim oldugundan Aut(B) = Gal(k/k) grubu devirlidir. O ne-
denle dyle bir xeG vardir ki Gi= < V™ dir. Burada

Vg = Ux|p @linmigtir. o(yy) = m oldujundan x" €M dir.

O zaman X" €B dir. Bundan baska<x,M > = G oldujundan

. 3 5 -



wx ile B birlikte eA basit cebirini liretir. Esasen

G; = < ¥ > oldugundan G = < x,M > = < x>M dir. Bbyle-
m-1

ce G = U Mx~ yazilabilir.
i=o
m=1 ) ©om~1
Buradan k[G] = U kiImMIxt oldugundan eA = U BX—
i=0 i=o

yazilabilir. X, x in eA igindeki gdriintiisiidiir. ¢, in B
igindeki merkezleyeni (sabit cismi) R olsun. O zaman B

abelyan oldudundan R, B ve X tarafindan merkezlenir.

Buradan R c Z(eA) bulunur. Simdi z €Z(el) olsun. 0 za-

man z = b§l olacak gekilde beB ve 0 € 1 « m vardir.

i =i - =i .
= X"b' oldufundan x* B nin

0 zaman her b' €B ig¢in b'x
elemanlariyla degigmelidir. Ozel olarak §l§ = §§l dir.

Buradan,

y §%mieknﬂ N Jk[c]) = {0}

elde edilir. Glinki k[M] yaribasit oldudundan J(k| M ])={0}
ve J(kl[Gl) NMkIM] < J(k[M]) = {0} dir. Dolayisiyla

xi eCG(M) = M dir. Yani xieM dir. O zaman z = xib €B
dir. Buradan z(eA) ¢ B oldugundan z(eA) ¢ R dir. Boyle-
ce z(eA) = R elde edilir. Dolayisaiyla R = F dir. Ote
yandan B, k nin bir normal cisim genigslemesi oldudun-

dan |<<wx:>|= [B:F] = m dir. Bdylece,

(4) [G:M1=1IB:Fl= [K:k]

elde edilir.
Simdi (2),(3) ve (4) den dolayi

t[R:k]=mkik] = [K:k][k:k]

i
o
R

oldudundan

(5) t=1

elde edilir. (5) den dolayi dimpV = 1 oldugundan V bir
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indirgenmez B-modiilidiir. Eder o # V€V ise V = Bv vazi-

labilir.

Simdi ®:V - Kkt ve ¢:6 - T(k/k) ddniistimleri sdyle

tanimlansinlar : b, by €B, veV, x € G ig¢in
®(bv) = b, v(x) = ¢y, b2 ve ¥ (b)v = xv
seklinde tanimlidir.

(a) o (x)P(v) = v(X).1 = p(x)
e (xv) = @(y_(b)v) =v (b) = ¢(x)

oldugundan (a) saglanair.

(b) M =< y > olsun. V bir sadik k[ M]-modiilil ol-
dugundan y nin B icindeki gOrilintiisi w ise yani yv = wv
~ise o zaman o(y) = o(w) olur. Bundan dolayi w, l'in bir

Ml yinci ilkel kokiidir. BSylece B = k(w) olur.

(c) w(x) = ¥,b, € Gal(k/k)k"

oldugundan wxezw(G)EX dir.

Ayrica < ¥, >=G; = Gal(k/k) oldujundan
¢ (G)K* = Gal(k/K)K= T(K/k)

dar.

(d) aev¢(G) N k* olsun. 0 zaman a=¢(x) olacak
gsekilde x€ G vardir. EfJer xv = wx(bz)v ise ¢ (x)= wxbz
dir. Buradan a = wxbz bulunur. Bdylece wbeEEEX dir.

Fakat wxezGal(E/k) ve Gal(k/k) N k = I oldufundan

i

Yy = I dar. Buradan x€ECG(M)

% M bulunur. Bundan dolaya

I

a=b,E¢(G) NB = ¢ (M) dir.

Tanimdan dolayi ¢:G - B bir k-izomorfizmasi ve
B =k oldugundan V = E+ dir. Bundan dolayi V = E+ alabi~
liriz.
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$imdi x,y € G olsun xv = y_(b,)v ve yv::WY(bg)v

olsun. O zaman ¢ (x) = wxbz ve ¢ (y) = wybé dir.

-1 -1
@ (X)e(y) = ¥ybyy bl = Vb (by)by =y, b (by)b)

Xy
(xy)v = x(yv) = x4, (bIV) = ¥ (¥ (b)Y, (b,))v

=1 v
b by (B3 (1)) v = ¥ (B3us" (b))

i

dir. Bundan dolayi

-1
¢(xy) = wxybgwy (b,)

ve bdylece v (xy) = ¢(x)¢(y) dir.

Simdi G = ¢ (G) oldudundan G yi ¢(G) ile Szdes ki~
larsak G = ¢ (G) alabiliriz. O zaman G < T(E/E) ve

GNEKS =M dir.

1.3.. LEMMA : Kabul edelim ki 1l.2.Lemma sadlansin.

= EX olsun

8:T(R/k) - T(K/k) ve @:kT - k'

doniiglimleri;

-~e

(i) 0 €G = Gal(k/k), xek* igin 6 (ox) = oxy’y "}
. s =t ., . ,
(ii) wvek igin O(v) = vy

seklinde tanimlansin, O zaman 6 bir monomorfizma ve ©

dénilislimii de bir izomorfizmadir. Bundan bagka ¢' = ¢
ve ' = 6¢ ddniliglimleri (1l.2), Lemmanan (a)-(d) gartlarini
saglar.

ISPAT : Once 6 nin monomorfizma oldufunu gdstere-
lim. Her 01 ,026 G, Xy ,XzGEx igin 01Xy = 09Xo olsun. O

zaman T(E/ﬁ) yaradirekt c¢arpim grubu oldugundan o; = 0,
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ve X; = Xp dir. Bdylece 0(01x;) = 0 (0,%x,) dir. ( hal-

de 6 iyi tanimlidir. Her 01x1,02x2€ET(E/£) icin,

_ g, -1 gy =1
e(olxl)o(ozxz) = [alxlv Y ][02x27 v ]

o =~1.0 g -1
= 1 2
o0, (x 7 by T) 2x,y 2y

it

g g,0 -1
1
010,X2x, 7 12y

g
= 9(0102x12x2) = 9((01X1)(02X2))
dir. Bundan dolayi 6 bir grup homomorfizmasidair.

e(alxl) = 0(02x2) olsun. O zaman @ nin tanimin-

- -1 . s
dan dolay: o;x,v 1y = 02x21027 dir. B8ylece

0;X; = 0,%, dir. O halde ¢ dbniiglimi monomorfizmadir.

® nin izomorfizma oldudu benzer gekilde gbsterilir.

aEG,erX\m veE+ol&m.

i

0 (ox) .0(V) [axvavyl].[vvl = 0(X70V7-17)= o (xv°v)
= a(xv)o(yo) = o(xv)a(o—lya)

= o(xv)o (o " (7)) =0 (xv)y =O(0%x.V)

dir. ¢: G - T(k/k) ve ®: V -» k' ddnligimleri 1.2.Lem-
madaki gibi olmak lizere, ¢' = 6¢:G —» T(k/k),
P = 0B:V > kT doniigsimleri monomorfizmalardir ve (a)

sartini sadglar.

Eder M = < x > vev'(x) = w'ise k(w') = k dir. Sim—
di bunu g5sterelim. M=<x>ve o'(x) = 0(o(x)) = w'
olsun. O zaman ¢ (x) = w olacak sekilde weET(E/ﬁ) vardir.,

Fakat 1.2. Lemma (b) den dolay:i k(w) = k ve w, 1'in

"
2—

IMl . ilkel kokiidir. 6 izomorfizma oldudundan 6dw)

#

elemani da 1 in (Ml . ilkel kokiidiir. O halde k(w')

dir. BOylece (b) saglanir.
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1.2. Lemma'dan dolaya w(G)Ex = T(E/E) ve 6 izomor-
fizma oldufundan;

=X

0 (0 (G)KT) = 0(v(G))0(K*) = 0 (v(G))k

it

o' (G)K* = T(k/k) dir.
Clinkd ¢ nin tanimindan dolaya, B,EX izerine asikar

etki eder. Bundan dolayi (c) saglanair.

a€v'(G) Nk* olsun. O zaman a = ¢'(y)=9(w(y))eix
olacak gekilde bir y € G vardir. Fakat G,EX izerine agi-

kar etki ettiginden o (y)e v (G) N k* dar.

Ayrica 1l.2. Lemma (d) den dolayi ¢ (G) N k* = @ (M)
oldugundan ¢ ' (G) N K* = ¢' (M) dir. O halde (d) sarta

salanir. B&ylece ispat tamamdir.
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BOLUM 2
BAZI ORNEKLER

Bﬁ kisimda bazi gruplar ve bu gruplarin etkilerine
ait bazi Ornekleri inceleyecediz. Bu gruplar ve etkile-
ri, bundan sonraki teoremlerin kritik durumlaraidir. Bii-
tlin bunlar iginde ddrt tane etki vardir. Herbiri bir
sayl ile indekslenmistir. Bu c¢aligmamizin daha sonraki
kisimlarinda ortaya ¢ikan haller bu numarélarla indeks-

lenecektir.
Simdi agagidaki notasyonlari sabitlegtirelim,.

r bir asalsayi, m > O bir tamsayi, K = GE(r),
X = GF(r™ ve R = GF(r’™) olsun. Bilindigi gibi bu du-
rumdéa K, K nin derecesi 2 olan bir normal geniglemesi
m

r . > . :
ve X - X eslemesi K nin mertebesi 2 olan bir otomor-

fizmasidair.

Her bir durumda B ve C altgruplarina sahip bir
G grubu, bir K[ Gl-modiili V} V lizerinde G grubu tarafin-
dan invaryant kalan bir singliler olmayan simplektik bi-
lineer g formunu tarif edecegiz.

2.1. ORNEK : G, (r™+1) mertebeli devirli bir

m
. ~4 L= )
gruptur. V = K  ve yp:e€ - et eslemesi K nin mertebe-

si 2 olan otomorfizmasi olsun. G, K% nin mertebesi
(rm + 1) olan carpimsal altgrubu olsun. O zaman G abel-

yvan ve devirli oldudundan nilpotenttir.
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Ayrica G, V lizerinde carpma gibi etki eder. Tr : R->K
iz donlistimii olsun.¢(u) = ~-p olacak sekilde bir pekr¥
secelim. Eer r = 2 ise yu=1 olsun. u,veV icin g for-

munu,

g(u,v) = Tr(p(uv?-u?v))
gseklinde tanimlayalim. O zaman g, V lzerinde bir singli-
ler olmayan simplektik bilineer formdur. Clinkd
g(u,v) = -g(v,u) ve Tr donliglimli singililer degildir.

G =B ve C = 1 olarak tanimlayalim.

2.2. ORNEK : r® = ~-1(modd), iGl = 2(r™ + 1),

r > 2 dir. 2.1. Ornek'teki g formunu ve V vektdr uzayi-
ni gbzdniine alalim. Q, 2.1. Ornekteki G grubunun 2-sylow
altgrubu ve C, 2.1. Ornekteki G grubu iginde Q nun Hall-
biitiinleri yani C = 02,(G) olsun.

m

Simdi v P -1 olacak gekilde vezﬁx secelim. O

zaman o(v) = Z(rm + 1) dir. < ¢:>§X yaridirekt cgarpaim
grubunu g&zdnine alalim. Bu grup i¢inde, B = < Q,¢pv>
ve G =CB olarak tanimlayalim. O zaman 2% (r + 1) olmak
{izere B, mertebesi Zt_Fl olan kuaterniyon gfubudur.
Simdi bunu gbsterelim = -1(mod4) ise m tek tamsayi-

dir. Clnkii, efer m ¢ift ise r > 2 oldudundan rmEEl(mod4)

dir. Bu bir ¢eliskidir. O halde m tek tamsayidair. Simdi

™41 = (r+ 1) (™ =M% .- + 1) ifadesinde
(rm—l"rm—2+ ... ~r + 1) c¢arpani tek tamsayldlr. Dolayi-
siyla Q = < g>ise o(qg) = Zt dir.

(‘PV)Z = ¢Poy = ‘PzV‘pV = Vrm+l = -1 dir. O halde

(ov)Y% = 1 dir. (wv)-lq(wv)= v-1¢m1q¢v -:vmlqrmv==qm1 dir.

._42.,‘.



2t"l 1 a1
- - 2 . - e
0 halde B =< q,¢r|q =(ev)2,(pev)* =1, (ev) qlev) =q >

grubu kuaterniyon grubudur. Bundan baska C, vv ile ters
m
cevirilen ve mertebesi £ +£l olan normal devirli grup-
2 .
tur. Clinkii, ce C ise (¢v)"1c(wv) = C !

dir. Ayraica C,
2.1. Ornekteki G gfubunun altgrubu oldudundan hormal de-
virli gruptur. Son olarak CQ = C x Q bir direkt carpim-
dir. GCuinki, C ve Q altgruplarinin sec¢iminden dolaya

C NQ =1 dir. Fakat C ve Q normal altgrup oldufundan,

CO =C x Q bir direkt garpimdixr. Bundan bagka,

|G| = 2(x™ + 1)
ve G nilpotenttir.

m
2t il ~1 sartini sadlayan biitlin x ler vQC dedir.

Clinkii < »> =<»,QC> mertebesi 2(r" + 1) olan devirli

S ) oldufundan x €< v> dir. Ayna

grup ve o(x) = 2(r
zamanda v»2€ QC oldufundan < v, QC > =QC UwvQC dir.
Fakat x ¢QC oldugundan x €»QC dir. O hélde x = v (ab)
olacak gekilde a € Q ve b €C vardair. Bundan dolay:

¢x = prvaberG dir. O halde G grubu v elemanlarinin se-

c¢iminden bagimsizdir.

2.3. ORNEK : r™ = %L(modd), I1Gl = 2(£-1), r > 2.

dir. V bir {e;,e,} bazina sahip 2-boyutlu E-uzaYL

olsun. O zaman.

seklinde tanimlanabilir.

Qp = < v>ve Cy = <n >sirasiyla K*¥ nin 2-sylow
altgrubu ve Hall2'-altgrubu olsun. {e;,e,} bazina

gbre lineer doniiglimlerin matris gOsterimini kullanarak;
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g AL

olsun. <Q, > ve G = < B,C> olarak tanimlan-
sin. O zaman 2 H(rm—l) olmak tizere B, 2t+ 1 mertebe-
den kuaternivon grubuduf.
ty,. m ~X m a t

2 l(r'-1) wve IK"| = r ~1 oldudundan [Qgpl= or)=2
dir. Q = <q > 1ise o(q = 2% air. 4 = I,,, ©ldugundan
o{r) = 4 dir. Bundan baska,

-1 o -1 v o o] 1 -1 ot-1 )
TgT - = -1 =q ve q _ 7
1 e} o) v -1 o

dir. Bdylece B, mertebesi 2t+l olan kuaterniyon grubu-
dur. Bundan baska, c €C ise rer " t= 71 air. Bdyvlece C,

G'nin ¢ ile ters ¢evrilen normal devirli altgrubudur.
Ayraca C, %" nin Hall 2'-altgrubu clidufundan C, (r ~l)/2
mertebedendir.Buradan $zel olarak (Icl,IBl) = 1 dir.

7,0 yu normalleu.ginden B = < Q,7 > = < Q>< 7 > dur.
QoCp grubu abelyan oldudundan QC abelyandir ve 7 tara-

findan normallenir.,Esasen QC = QxC dir.

G=<B,C>=<Q,7,C>=0C<7>=CQ<r> = CB
elde edilir. Buradan

lgl = |ciIBl = 2(£™1)

oldugundan G, mertebesi 2 (r™~1) olan nilpotent olmavan

bir metabelyan gruptur.
Eger a'a,B,B'egi olmak {lizere u = qge.+ Be ve

v = a'el + B'ez ise g* formu g*(u;v) = aB'-a'B

olarak tanimlansin ve Tr : K = K iz doniiglimi olmak lizere
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g formu g(u,v) = Tr(g*(u,v)) olarak tanimlansin. O
zaman g formu V lizerinde singliler olmayan simplektik
bilineer formdur. Clnkl g(u,v) = =-g(v,u) ve Tr ddniigi-
mi singiiler degildir. .

2.4. ORNEK : m= 2n, r* = 1(modd), |Gl=2(r"-1),

r > 2 dir. V bir {el,eéT‘ bazina sahip 2-boyutlu R-uza-
vi olsun. O zaman V bir 2m~-boyutlu K-uzayidir. R nin

n ;
PR > x* geklinde tanimli, mertebesi 2 olan ¢ oto-

morfizmasini g&zdniine alalim.

Qp = <v >,ﬂix nin 2-sylow altgrubu, D, =<6 >,
Kx nin mertebesi (x" + 1)/2 olan altgrubu ve C; = < n >,
& i¢inde QyD;'in Hall-blitlinleri olsun. Tekrar V nin

{e;,e,} bazina gbre lineer doniliglimlerin matris g8steri-

mini kullanalim.

b

olsun. 7 = donughm matrisi o,8 € K olmak lizere
o - o

7 (aey + Bey) = B ei~a¢e2 seklinde tanimlansain. O zaman

G = <Q,C,Db, > grubu, ztn(rn—l) olmak lizere 2t+‘2 inci

mertebeden yaridihedral 8§ = < Q,r > 2-sylow altgrubuna
sahiptir. S$imdi bunu g&sterelim. ZtH(rn—l) oldudundan k

tek tamsayi olmak lizere -1 = ztk dir. Ayrica

t |
10l = o(?) = 25+ oldudundan (»2 )2 = 1 dir. Bdylece K
£
bir cisim oldugundan v2 o -1 dir., O halde
n
_ t K t n_ :
yE T2 b2 ) 2 -1 ve w2 =T TP o o1

dir. «,B €K igin ae; + Be, € V olsun. O zaman
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v o o ")
dir. o = L = gqr olsun. O zaman
o v “¢ O
. ~1
o(e;) = qr(e; + oe,) = gl-e,) = ~v e, ve
o —p _.rn+i
02(ey) =o(=v ep) =4q(-v "ey) = - v e; = -(~-l)e; =e,
dir. Benzer gekildeo 2(e,) = e, dir. Simdi oc,BENK icin

aey; + Beye V olsun.

-1
0 (oce1 + Be,) = qr(oze1 + Bez) = q(B‘pel--a‘pez) = Vs‘pel— v a‘pez

dir. O zaman

-1 - :
0?2 (ae; + Bey) = a(v8¢e1~v awez)z g(-v ¢ae1~v¢8e2)

_.n T | AT E—— n_
Tt ae v 1+r Be, = - (r l)ael—t; lge,

il

-1
= =(-1) oe;j-(~l)Bey= ae;+ Bej

dir. O halde 0¢2=71I dir.

t v oy 0 -y o)

- t =

-1 +2
q = 1 -2 =

dir. Bbylece her ae; + Be,e V ig¢in -

.
- , -1
g 1+ 2 (ce; + Bey) = =—v aey;-~rBey, dir. ...(*)

-

1 -1 -0
0 qgo(laey; + Bey) = oq(ve? ey~v awez) = o(v28¢e1~v awez)
-2 ~1
= v (- a‘p)‘pe‘l""v (st‘p)‘pez
n n
_ _pi-2r aeluv2r lBe2

n n
-r 2 -1 . 2
= -y (v ) aey=» (v ) Be,

-2 ~1 2 -l
= -py aeij-v » Bep="v oae;~vBey ... (**x)
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_ _ t
0 halde (x) ve (**) dan dolayi o lqa =q Lre di

ir.:
ottt _ _ +
S=<Q'T>=<qr°lq2 02 =1, qo -6 1qo :ql+2 >
+
G nin mertebesi 2t 2 olan yvaridihedral 2-sylow altgrubu-
dur.
0 o
D = da = _ olsun.
o ]

dg = gd oldugundan Q ile D komutatiftir. Bundan bagka,

. -1 _
rd(ae; + Be,) = 7(0ae;+ 0 Bey,) = 0 ¢3We1~0¢a¢e2 ve

n
-1
dr (ae; + Be,) = eﬁwel— 0 a¢e2 dir. Fakat o(d) =o(f) == ;}
oldugundan
n n
- -y =1+ + - — il
87 = 07F T Iog  ge g% = oF TTTL =y dir. O

halde 7d=74d dir. Bdylece D,S yi merkezler. $imdi

B =S x D grubu tanaimlanabilir. B nilpotenttir. Bundan

bagka
FS T e r -1 e
lc | = = ve tek tamsayidir. Bdylece
oD St St ,
-y oy
C =<c¢c>ise o(c) = dir. O zaman o(c) =o(n) =
2t 2t
r :
oldugundan =7~ = 17 dir.
-0 -1
rc(oe; + Bey) = 1N ¢B¢e1— n¢awe2 = n Bwel- na¢e2 ve
- -1 -1
c 7(ae; T Bey) = cC (Bwel-awez) =1 8¢e1~nu¢e2

dir. O halde 7c7 ! = c.-1

dir. Dolayisiyla C, ™ 1ile ters
cevrilir. Bdylece 7, < Q,D,C > grubunu normaller. Ay-

rica < Q,D,C > = QDC abelyandir. Bdylece G = QDC«<7r > dir.
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bzel olarak |Gl = 2(r™-1) dir. G metabelyan nilpotent
olmayan gruptur.

u=oe; +Bey, €V, v=a'ej+B'eye V igcin g* formu

i

g* (u,v) = Ba'_~ aB' olarak tanimlansin ve Tr :ﬁ - K
iz d8nlislimii olmak {lizere g(u,v) = Tr( g*(u,v)) olarak
tanimlansin. O zaman g formu V lizerinde singliler olmayan

bilineer formdur.
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BOLUM 3

" BAZI MINIMAL K[ G ]- MODULLER

Kabul edelim ki H bir grup, k bir cisim, U bir in-
dirgenmez k[H]-modiili ve g, U lizerinde H tarafindan in-
varyant birakilan bir singliler olmayan simplektik bilineer

form olsun. Edger,
(1) Her N A H igin UlN homojen ya da

(2) N AH, t>1ve Up,..,U UIN nin homojen bi-

tl

lesenleri olmak iizere UFN =~ Uit ...+ U, iken

(1) t =2
(ii) i = 1,2 igin Uy ler tam isotropik ve
(1i1)L < deng(H,U1) ve L A H olan her L igin Uy|_

homojen ise U ya bir minimal k[ H] -modiilii denir.

Burada (1) saglanirsa U yariilkel k[H| - modiiliidiir.
(2) saglanirsa ve UIN homojen dedilse,

|H : deng(,U;)| = 2
dir.
Yukaridaki tanimda 2(iii) sarti 2(i) ve 2(ii) sart-
1l arinin bir sonucudur. T.R. Berger bu durumu [[9], 7.11.
Teorem] de géstetmistir. Biz bu durumu onun fikirleri-

ni kullanarak,- agagida gbsterdik.

Simdi yukaridakl tanimin = 2(i) ve 2(ii)‘§artlar1

sadlansin. ve S = deng(H,U;) olsun,
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Kabul edelim ki L < § ve L A H igin U;|  homojen
olmasin. O zaman U|L homojen degildir. Bundan dolayi
2(i) ve 2(ii) geregince Cl,Cz,UIL nin homojen tam izo-
tropik bilegsenleri olmak lizere,
+ C

UIL = C,

2
dir. UllL homojen olmadigaindan her i,j € {1,2} ic¢in

Ui n Cj # {0} dair.

S = deng(H,U,) ve S' = deng(H,C,) ve R=8 NS’

olsun. O zaman,

[H:S] =|H:S'] =[S:R] =[S':R] =2 ve [H:R] = 4

dir. L < § N S' oldujundan her i,j €{1,2} igin U; N C

kl L] - modiiltidiir. U; indirgenmez k[ Sl- modiiliidiir.

(1) Her i,j € {1,2} ic¢in U; N Cj 7= Ui dir. Sim-

di bunu gdsterelim.

Miimkiinse U1 N C1 = U1 olsun. O zaman U1 C C1 dir.

Fakat U = U1 + U2 = C1 I sz d:l.mkU1 = dlmkU2 ve

dimkc1 = dlka2 oldugundan U1==C1 dir. Fakat U1|L ho~
mojen olmadidindan bu celigkidir. O halde u,n C1¢ U1
dir. Digderleri de benzer sekilde gOsterilir.

(ii) Her i,3 €{l,2} igin U; N C, indirgenmez k[ R] ~
modiludir. U, N C, in indirgenmez k[ R] -modiili oldugunu

gdsterelim. U indirgenmez ve L A S oldudundan Clifford

s
Teoreminden dolayi U; = U; nC; + U; n C, dir. Ayni za-
manda U; N C; ve U; N C, k[ R]-modiilleridir. Fakat

[S:R] = 2 oldujundan U; en ¢ok iki indirgenmez k[Rl~alt-

modiiliin toplami olarak yazilabilir. Buradan (i) den do-

layr U; N Cy ve U; N C, indirgenmez k[ R] -modiilleridir.
1 1 1 2
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Digerleri de benzer gekilde g&sterilir.

Kolayca goriildiigii gibi S # S' dlir. Ciinkl eger
S = 8' ise o zaman U; ve Cl‘indirgenmez k|l S] -modiilleri
oldugundan U; N C; = {0} veya U; = C; olmalidir. Fakat
U, "¢Ccy # {Oi oldugundan U; = C; olmalidir. Bu ise ka-
buliimiizle ¢eligir. BSylece S % S' diir ve bdylece H=SS'
dir. Simdi s € S\ R, s'"€8'\ R, t = ss' ve M = <t,R>

olsun. O zaman [H:M] = 2 dir. Simdi

Wy =U; NC; + U, NCy

Wo = Uy NCy, + Uy N Cy
olsun. O zaman W;,W, k[ Ml -modiilleridir. Clinki Clifford
Teoreminden dolayi s'U; = U,, sC; = C, ve ayrica

u; N Cj k[ Rl -modiiliidiir. Bundan basgka

U= W; + W,

oldugu da agikardir.

(iii) w, vé Wo sinéﬁler olmayan ve birbirlerine
ortagonal olan altuzaylardir. U;,U,,Cy,Cy, tam izotropik
uzaylar oldudundan W; ve W, nin birbirine ortogonal ol-
dugu agikardir. Mimkiinse W, singliler olsun. O zaman bir
O #w € Wy i¢in g(w,Wl) = 0 dir. Fakat W, C Wz oldugun-
dan g{(w,W,) = O dar. Iki egitlikten g(w,U) = O dir. Bu
bir geligkidir.Dolayisiyla W, singliler olmayan altuzay-

dir. Benzer gekilde W, singililer olmayan altuzaydir.

(iv) W, ve W, indirgenmez k[ M] - modiilleridir. Bu

(ii) de oldugu gibi gOsterelibelir.

(v) U, NC;,U; NCy, Uy, NCy; ve Uy N Cy den her-

hangi ikisik[ R] -modiilti olarak izomorf olamaz.
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L € R oldufundan Uy N Cy, U; NC, ve U, N C, den
higbirine izomorf olamaz. Oyleyse yalniz U, N C; ile
U, N Cy e bakmak yeterlidir. $imdi,

Ul = Ul 8 Cl"i' S(Ul [ Cl)
dir. U; N C; # U; oldufundan U; M C; bir k[ S]-modiild

degildir. Ayni zamanda [ S:R] = 2 oldudundan

deng(s, Uy N C;) = R

dir. Bundan dolayzi,

i

U nefgl®=1 8 (U Nep +se (U NGy

= Ul N Cl + S(U] N Cl) = Ul
IS

dir. Benzer gekilde (U, N Cp)|,l° = U, air.

Simdi eder U; N C; ile U, N C, kIRl - modiilt ola-
rak izomorf ise o zaman U; ile U,, k[ S]-modiili oldugun-
d;n kI N] ~modiilii olarak izomorf olur. Bu cgeligkidir.
Dolayisiyla U; nC, ve U,n C,; izomorf olamaz. Benzer
sekilde U, NC, ve U, NC, izomorf dedildir.

(vi) W, ve W, k[M]-modiilleri olarak izomorf de-
gildir.

Eger Wi ile W, izomorf ise o zaman bunlar k[R]-mo-
diilleri olarak izomorftur. Clinkd R < M dir. O zaman (ii)
den dolayi U; N Ci,Ul NCy, ve U, NC, den birine izomorf

olmalidir. Bu ise (v) ile cgelisir.

Bbylece sunu gbsterdik M A‘H’ve U'M = Wi + Wy Oy-
le ki (iii), (iv) ve (v) ten dolayi W; ve W, singiiler
olmayan ve birbirine izomorf olmayan ortogonal homojen
bilegenlerdir. Bu celiskidir. Ciinki 2(ii) den dolayi bu

durumda W; ve W, tam izotropiktir.
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0 halde U1|L homojendir.

3.1. HIPOTEZ : r > 1 asalsayisi igin K = GF(r)

olsun.

(1) V bir 2m-boyutlu K-uzayi,

(2) g:V x V 2 K singliler olmayan simplektik bi-
lineer form;

(3) H = AN bir grup N normal devirli altgrup,
N nin nilpotent tﬁmléYehi A ve burada A N N = 1 dir.

(4) V sadik minimal K[ H] - modiilii ve g, H tarafindan

invaryant birakilsain.
0.3. Teorem'den dolayi N bir r® grubudur.
S$imdi ilk olarak H nin normal altgruplarinin yapl—‘

sini belirleyelim.

3.2. LEMMA : Eder L, H nin normal abelyan altgru-

bu ise L devirlidir.

ISPAT : L 4 H oldu§undan Z(L) = L dir. Once V[L
homojen olsun. O zaman V|L nin 6yle indirgenmez Uy, Uypeey

U altmodﬁlleri vardair ki

t

V]g, = U + Uyt oo Uy

ve 1 <1i,j < t i¢in Uy = Uj dir. S$imdi 0.4.Teoremden
dolay: L nin U, ﬁzerinaeki temsilinin cekirde§i K ise
L/K devirlidir. Fakat U; = U, oldujundan her i > 1 igin
L nin U4 lizerindeki temsilinin gekirde@i’K dir. Bundan
dolayir L nin V {izerindeki temsilinin c¢ekirde§i K dair.

Fakat V sadik minimal K[ H] -modiil oldugundan K = {1} dir.

Bundan dolayi L/K = L devirlidir.
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Simdi ise Wi ler V]L nin homojen bilesenlexri olmak

izere, VIL =W Fo.. bW t > 1 oldugunu kabul ede-

t
biliriz. Fakat V sadik minimal k| H] -modiili oldudundan
t =2, W,W, V|L nin tam isotropik bilegenleridir. Eger

XxeH, u.1€W1'uzewz ise H, g formunu sabit blraktlg“.;lndan

-1 -1
g(xu, ,u,) = gxu, ,xx "u,) = g(u,,x "u,)
dir.
Simdi xEECL(Wl) olsun. O zaman her u;e W; ic¢in
: -1
xu; = u; dir. BSylece g(uj,up;-x uz) = O bulunur. Ayni

zamanda W,, L-invaryant oldudundan uz—xmluzezwz dir.
Boylece, V = W; + Wo olduéundan her wevVv igin
g(u,uznx_luz) = O dir. Fakat g singiiler olmayan simplek-
tik bilineer oldudundan uz—xwluz = O ve buradan xu, =u,

bhlunur. Simdi u, keyfi oldudundan xEECL(Wz) dir. Bun-
dan dolaya

CL(Wl) c CL(Wz)
dir. Benzer gekilde CL(WZ) - CL(wl) dir. Bundan dola-
yi1 L, W, lizerinde sadiktir. Cinkli L,W; izerinde sadik
degilse CL(Wl) # (0) ve CL(Wl):=CL(W2).§ CL(V5 oldugun-
dan CL(V) # (0) dir. Bu ise V nin.sadlk K[ H] -modiil olma-
siyla geligir. Bundan dolay: C,(W;) = (0) ve W, sadik
Kl L] -modiiliidiir. W; homojen K[ L]-modiilii ve L abelyan ol-

dugundan ilk durumdan dolayi L devirlidir.

Simdi 1.1l. Lemma ve 3.2. Lemma'yl kullanarak agsa-

gidaki Lemmayi elde ederiz.

3.3. LEMMA : H = AN grubu, N altgrubunu igeren ve

CH(M) = M olacak gsekilde normal devirli M altgrubu icgerir.
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Bundan baska,

a) CH(N) = (A F\CH(N)) X N
b) (1A nC (N |[,IND) =1
c) M ='CH(N) va da lCH(N):M] = 2 ve CH(N) nin

Sp,~altgrubu kuaterniyon, dihedral ya da yarai dihedral-

dir.

ISPAT : 3.2. Lemma'dan dolayi H nin her normal
abelyan altgrubu devirli ve 1l.1l. Lemma'dan dolayi H,N
yi iceren ve CH(M) = M olan bir normal devirli M alt-
grubu igerir. Bundan basgka (a)-(c) sartlar:i saglanir.

Boylece ispat tamamdair.

*
K ,K ya birimin [M| yinci ilkel k&kiiniin katilma-
siyla elde edilen cisim geniglemesi olsun. V M nin du-

rumuna gdre H, ve U agsagdidaki gsekilde tanimlansin.

(1) Edger V[M homojen ise H=H>M=Nve U = V;
(2) Eger Vi,Va, V;M nin homojen bilesenleri olmak
tizere, V|, = V) + V, ise Hy > M > N, deng(H,V;) = H, ve

U = V; olsun.

Her iki durumda da U bir indirgenmez K[Ho]mmodﬁl—

diir. Ayrica U]M homojendir.

(1) de H= Hyp, U=V indirgenmez Kl H |-modiil wve UlM
homojendir. (2) de ise V minimal Kl H]-modil oldudundan
U[M homojendir. $imdi M A H 6ldu§undan Clifford Teore-
minden dolayi H grubu {V;,Vy! {izerinde geg¢igsli permii~
tasyon grubudur. Bundan dolayi [ H:Hg] = 2 ve bdylece

Hy A H dar. Dolayisiyla V, de Hd altinda invaryanttair.
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Ote yandan V = V, + V, direkt toplam oldugundan V,, Vlg
e gbre kontragradyanttln. Yani V, den V; in duali

VT = HomK(Vl,K) igine bir K-monomorfizmasi vardir. Ger-
cekten x €V, olsun. Her v, €V, igin =x*(vy] = g(vi,x)
olsun. O zaman * evV] ve x » x*¥ eslemesi aranan K-mono-

morfizmasidir. Simdi buradan yararlanarak V, modiilii~

[H
0

niin sadik oldudunu gbsterebiliriz. Mimklinse b € H; ve

her v, €V; ig¢in b(vy) = v; olsun. x€V, olsun. O zaman

bxev, dir.

* -1 ' *
(bx) (v,) = g(v,,bx) = g(b "v,;,x) = g(v,;,x) = x (v;)
oldudundan, (bx)* = x* ve buradan bx = x bulunur. Fakat

o zaman her veV igin bv = v oldudundan b = 1 olmalai-

dir. Bundan dolayi VllH sadiktir.
0

Simdi 1.2. Lemma'nin bir uygulamasini elde edebi-

liriz.

3.4. LEMMA : X" 1in O6yle bir K, altcismi ve Oyle

Y:H, e-T(K*/KO), ¥:U St (bir izomorfizma) monomorfiz-

malarar vardair ki

a) her x€H,, ve;ﬁ igin ¢ (x)¥(v) = ¥(xv);

b) Efer M = < x > ve ¥(x) = w ise K - K, (W),
o) W )R = T(*/K)) ve

a  y(H) NEKF = ym)

dir.

ISPAT : H,; grubu Cy (M) = M olacak gekilde nor-
e o .

mal devirli M altgruba sahiptir. 3.l1. Hipotez'den dolayi

K sonlu bir cisimdir. Ayrica U sadik indirgenmez K[Hénmo-

dilg ve U], homojendir.

5o



Bundan bagka K' birimin |M| yinci ilkel kdkiiniin ka-
tilmasiyla K nin bir genigletme cismidir. BOylece 1.2.
Lemmanin biitlin gsartlari sadlanir. Bundan dolaya K* in
8yle bir Ky altcismi ve $yle Y:Hy - T(K*/KO) ve W:U—>K*+

(bir izomorfizma) monomorfizmalari vardir ki (a)-(8&)

sartlari sadlanir. BOylece ispat tamamdir.

Simdi bundan sonraki kisimlar ig¢in bazi hazirlik-
lar yapalim. Her x€H icgin o, a(x) = xm1 olafak tanim-
11 dOniislim olsun. O zaman o, H {izerinde bir antiotomorfiz-
madir. Lineerlik yardimiyla o, R[H] ya genigletilebilir.
O zaman K[M] deJismeli oldudundan o, K[ M] cebirinin bir
otomorfizmasi olur. H, g formunu sabit biraktidindan
u,vev, x€H ig¢in

»

' =1
g(xu,v) = g(u,x V) = g(u,xav)
dir. Buradan her b €K H] ic¢in g(bu,v) = g(u,bav) elde
edilir.

Artik 3.1. Hipotezde verilen minimal K[H] -modiili Vv

nin iki halini ayri, ayr:i inceleyecegiz.

3.5. HIPOTEZ : Kabul edelim ki 3.1.Hipotezi sa@-

knsin ve V|, homojen olsun. Bu durumda U = V, H, = H dir.

* ot

Bundan baska V = K oldudundan K'= K = GF(rzm) dir. O

zaman ﬁ nin y:e - erm gseklinde tanimli bir ¢ otomorfiz-
masi vardir ve ¢ nin sabit cismi E = GF(rm) dir. Bun-
dan bagka o(g) = 2 dir.’3.4. Lemmadan dolayxir ¥:V -~ Kt
bir K~uzayili izomorfizmasidir ve ¢:H — Gal(ﬁ/K)ﬁ X bir
gbmmedir.‘Bu gbmmelerde bir t elemaninin gdriintisi t ol-

sun. O zaman her u,veV ig¢in, g*(ﬁ,%) = g(u,V) seklinde
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tanimly g* fonksiyonu ﬁ lizerinde singliler olmayan bir
simpléktik bilineer formdur ve g* (Xd,%¥) = g*(ﬁ,ﬁ), X E€H
saglanir. e €K[M] bir ilkel merkez idempotent eleman Oy-
leki eV # (O)'olsun. Once VIM nin indirgenmez oldudunu
gbsterelim, V=K ve ﬁ+ bir indirgenmez K-modi Lidir.
0O+ v € V ve ev # 0 olsun. O zaman v ¥ 0 oldudundan

~_ N - ~ 4
Rv # {0} dir. Béylece Kv= = K  dir. Ayni zamanda 3.4.

Lerma (b) den dolayi ¢ (R[M]) = K dir.

simdi KlMlv = (kK[Mle)v dir. O zaman 3.4.Lemmadan
dolayai
Y(K[Mv) = W(R[M]ev) = y(K[Mle)¥(v) = RV = RV

dir. Bundan dolayi lk[M]evl > vl dir. Fakat agikar ola-
rak |Vl = |K[M]evl dir. O halde V = (X[M]e)v bulunur.
Bundan dolayz1 V]M indirgenmezdir. $imdi e nin tek oldu-
gunu gbsterelim. 0.3. Teoremden dolayi M bir r'-grubu
oldugundan 0.10. Teoremden dolayi KIMl bir yaylbasit grup

cebiridir. Dolayisiyla 0.15.Teoremden dolayi dyle

1118 ilkel merkez idenpotentleri vardir ki'
s
KM = + K M] e,
i=1

bir halka direkt toplamidir. Buradan her K[‘M]ei bir ba-
sit halkadir. Bir 1 < j < n ig¢in ejV # (0) ve her i # J

i¢in e;V = (0) dair. Buradan
KMV = (KMe,V =V
bulunur. KIMl nin birim elemani 1 olsun.

= N l"‘ Y
1 ey + ej)

oldugundan e = ge .+ e(1~ej) dir. Burada eej ve_a(l~ej)
J .

-58 -~



ortogonal merkez idempotentlerdir. Fakat e ilkel oldu-
undan ve ejV = ej(eV) = (eje)v # (0) oldugundan eej;&O
dir. O zaman e(l—ej) = 0 olmalidir. Buradan e = eej bu-

lunur. Benzer gekilde ej = eej dir. Bundan dolavi e==ej

dir. BOylece e nin tek oldudu gbsterilmig olur.

Simdi her u,véE€V igin g(eu,v) = g(u,eav)' (*)
dir. Fakat eV = V ve g formu V {lizerinde:singliler olma-
digdindan g(eu;v) # O olacak gsekilde u ve v secilebilir.
O zaman (*) esitldinin sad tarafi sifirdan farkli oldu-
Jundan e®v # (0) dir. Fakat e tek oldugundan e® = e
dir. Bundan dolayi a, K[Mle nin bir otomorfizmasidir.
Lineerlik vardimiyla ¢, K[M| nin tamamina genisletile-
bilir. O zaman V¥, KIMl e yi izomorf olarak K {izerine
gbtlirir. ¢ bir halka homomorfizmasi oldudundan K[M]eéiﬁ
bir cisim izomorfizmasidir. I = ker(¥) olsun. O zaman

Kl M /I = R dir. Yukarida g8riildigi gibi
S
KIM] = + R[M]e,
ia 1

dir. Burada her ey bir ilkel merkez idempotent ve K[M]ei
sonlu bir basit halkadir. Esasen M abelyan oldugundan
K[M]ei abelyandir. O zaman K[M]ei bir cisimdir. Ozel
olarak K[ Ml e cisimdir. Simdi i # j ic¢in Vei = (0) oldu-
gundan

® KlMe, CI
1Li<s

i#]
dir. I N K Me, KiMe nin bir 8z ideali oldudundan

I NK[Me = {0} dir. Dolayisiyla

K{Ml /T = R[Mle = R
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dir. Yukarida gdrildidd gibi o, KIMle nin bir otomor-
fizmasidir ve o(a) = 2 dir. O zaman K[Mle = K izomor-
fizmasindan dolaya X nin o va karsilik gelen bir o

2

izomorfizmasi vardir. Oteyandan K =GF(r m) oldudundan

m -
pIxX - x* fonksiyonu K nin mertebesi 2 olan bir otomor-
fizmasidir. Fakat K nin mertebesi 2 olan bir tek oto-

morfizmasi oldudundan a' = ¢ olmalidir. Bdylece yuka-

rida izomorfizma esnasinda o,¢ ye gider.

Ssimdi b€X[H] ve u€V igin ¥(b) = b ve ¥(u) = 1
notasyonlarini kullanalim. Her u,v€E€V icin
* e
g (4,%) = g(u,v)
* -~

seklinde tanimli g formu K+ lizerinde singliler olmayan

bir simplektik bilineer formdur ve

g (BG,Bv) = ¢ (4,%) ve g (bu,¥) = g (§,6%%)
elde edilir. Bundan dolayz,
g (W) = g (u.1,v) = g (1,9 = -¢" @v, 1)
= -~ (@v.1,1) = -¢" (I,uv")
dir.

3.6. LEMMA : bEKIH] ve u€V igin ¥(b) = b,

¥(u) = u olsun. Ovzaman asagidakiler saglanir. Her u,vev
igin
K o wmhom e
(i) g (lnfv +1nﬁ) = O3
* - - —
(ii) r > 2 ise g(u,v) = g (1,2 (@’v -av¥)) ve

(iii) g(u,v) = g*(I,0%%)

dir.
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ISPAT : Lemma'dan 6nce g&riildigii gibi
K o =) - . K m e
g (1,3°%) = -9 (I,av")
dir. Buradan,

K e ) - —— K = = - — -
g (L,uv +uv’) =g (l,uwv) + g*(l,uvw)

* = o~ * - —p—
g (1,u%v)- g (i,3°v) =0
elde edilir. Bdylece (i) sadlanir.

Ote yandan g(u,v) = g*(G,G) = g*(i,ﬁwG) oldudundan

(iii): wylanir. Simdi (ii) yi gbsterelim.

flk olarak r = 2 durumunu inceleyelim.
(i) den dolay1 ¢ (1,3%%) = ~g" (1@ = ¢ (I, &) air.
Simdi g forﬁu singliler olmadi&indan B - g*(I,B)
doniglimi §+ dan K+ lizerine K—lipeerdir. Bundan dolaya
t%:i-+K iz donlslimli olmak lizere 0.21l.Lemma'dan dolaya
g*(i, B) = tr(6B) olacak gekilde g'dan bafimsiz bir
5 €R¥ vardir. K. 2-boyutlu K-uzayi oldugundan Tr':R->K
iz ddnisimi 4 = Tr'(u) = u + u¥ seklinde tanimludair.
Fakat Tr:K - K iz abnliglimi i¢in, tr = Tr o Tr':XK - K

iz donlisimi oldudundan;

g*(I,8) = tr(68) = Tr o Tr'(88)) = Tr(68+878%) (%)
elde edilir. g*(1,g) = g*(8.1,1) = g*(1,8%) elde edilir.
r = 2 oldudundan g*({1,8) + g*(1,8¢)f= g* (1,8 + 8%) = 0
dir. Bbylece; |

o= g (I,8+8%) =trs (g +8*)) = Tr (6 +8%) (8 + 8%))
dir. Besi+ keyfi oldugundan ve O.23.Lemma'dan dolayi
Tr':K >% iz donilisiimi S6rten oldudundan her 7€E§+ ic¢in

Tr((s + 6w)7) = 0 dir. Fakat Tr singiiler olmayan bilineer
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form oldudundan & + 8 =over =2 oldugundan & = 5%
dir. Bdylece § €K° dir. O halde her u,v€V icin (iii)

ve (*) dan dolay:i
glu,v) = g (1,2°v) = Tr(s (’v-uv’))
dir. Simdi r > 2 durumuna dénelim. v = 1 alirsak (i)
den dolayir her uevV ig¢in g*(i,ﬁw + u) = 0 dir. Fakat
~te

Tr':K -% iz ddniisiimi 8rten oldudundan her g € K igin

§*(1,8) = 0 elde edilir. Ciinkii, Tr' drten oldudundan
.\ |

g = + U olacak sekilde @ € K' vardur.
Simdi uw = -=u olacak gekilde bir u e g% secelim.
{l,uwl} KT nin bir K-bazidir. O zaman
R - KT R
1 -1+

~ — : - =y 2
dir. Simdi f:X -2 'u K , f(u) = @’ - seklinde tanaim~-

11 f fonksiyonunu gdzdniine alalim. Bu fonksiyon iyi ta-

nimlidir. Gergekten ext ise @ = a.1 + bu"! olacak se-

kilde a,b€K vardir. Ustelik a¥ = a ve b’ = b dir.

Buradan,

- -1 -1, -1
f(u) = f(a.l + by ). (a.l + by ) =-(a.l + bu )

i

- ~1
a.l1 + b~ H¥%-a.1-bu

-1 -1 -1
b(-v )-b¥ = =-2bu

it

~1 ' -1 =1~
27w (22b) €27 WK

il

-1 ~
bulunur. Burada 2 tanimlidir. Qlinkdi 2 = 1 + 1€K ve

r > 2 oldudundan K 4icinde 2 # O dir. Simdi f nin Srten

oldufunu gdsterelim. k € K olsun. ﬁ i¢inde 2-~1 ve

(2 ) = 2 tanimlidir. Dolayisiyla (2 ) = 2 dir.

gimdi, K € K igin
2 -2 2 =1~

(=272 = (27 TR - (27T R
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-2 -1, - -2 =1 = -2 -1 -1 -1
= 27 hrE 2" R =270 =27 TR
dir. O halde f doniliglimi Ortendir. Tekrar g* formu sin-
1

o~

gliler olma61§1hdan"se-g*(i,2- uﬂls) dbnﬁéﬁmﬁ K dan
K+ lizerine K-lineerdir. Bdylece 1ilk durumdaki gibi
Tr:K *kK ile.dénﬁsﬁmﬁ olmak lizere, her B € ' igin
g*(i,zmlu_lﬁ) = Tr(s§g) olacak sekilde bir § €K* var-

dir. Bundan bagka her u,v€V igin,

Ll |
=

(
(
(

(i,2“1u—ﬁu(ﬁw§—uv Y1)

- - - ) ey - N I
g*(u,v) = ufv) = g*(l,2 wv o+ 2 uv)
1

[ N,
,2  uwv) + g*(l,2 w’v)

R R I .
/2 uv) - g*(l,2 uvw)

* -LQ# LQ*
[l |

o |

*

Q. Q

= Tr (s p(a’v-av’))

elde edilir. BOylece agagidaki Lemma'yi elde ederiz.

3.7. LEMMA : uw = —-u olacak sekilde ufEKx sec¢il-
sin. Eer r = 2 iSe u = 1 olsun. O zaman her u,vevV
igin Y(u) = u olmak iizere,

g(u,v) = Tr@u@’ v-uv’))
olacak sekilde bir § ex®* vardair.

Simdi ¢ ve ¥ doniiglimlerini 8§ = 1 olacak sekilde de-

djisterebilecedimizi g&sterelim.

3.8. LEMMA : EJer, UEK ve u¢= -y ise (r = 2 ise

u=1 dir) O zaman ¥ ve ¥ ddniigtimlerini, her u,v€E€V igin

glu,v) = Tr(r(a’v-av’))

olacak gekilde segebiliriz.

ISPAT : Nr:K® - K°, 4 - Nr(d) = aa’ seklinde ta-
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nimli norm déniiglimii 0.23. Lemma'dan dolayi &rtendir.
BOylece 6 € K® oldugundan 77¢ = § olacak sekilde v ek®
secebiliriz. O zaman 1.3. Lemma'da oldudu gibi vy ya bag-
11 olarak |

6 : T(K/K) - T(K/K) ve

e+ kT> &t
donliglimleri tanimlanabilir ve bu ddéniiglimler monomorfiz-

malardir.

v' =0y ve V' = 0¥  3ddniiglimleri 3.4. Lemmanin bii~-

tlin sartlarini sadlar. Ayni zamanda her aex?t igin

©(u) = Uy dir. $imdi uev igin ¥'(u) = u ve ¥(u) = 1
olsun. O zaman ¥'(u) = ©(¥(u)) = uy = u oldudundan

-~ ~ =1
3.7. Lemma'dan dolayx her u,v € V igin u = ur ve

g(u,v) = Tr(u(a’v - wv’))

e u Ay 12 Gy T - @ I T YY)

—p =1 g o
= Tr(suy Py (WP¥=T¥))

it

Tr (u (WYY -av¥))
dir.

Simdi T(ﬁ/Ko)'in yukarida ki g formunu sabit bira-

* * -
kan bilitlin elemanlarinin altgrubu T = T (K/Kp) olsun.

-~

3.9. LEMMA : ﬁo,Kx nin mertebesi r' + 1 olan alt-

grubu ve aezGal(ﬁ/Ko) olsun. O zaman asadidakiler sadla-~

nir.
X : o
(a) p €K” igin ov €T olmasi igin gerek ve vyeter
-1 ’ .
sart uou »?y =1 olmasidir.
(b) T n k¥ = K
(¢) TR® = T(K/Kg)
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iSPAT : ve R¥ igin ov€ T olsun. O zaman T 1in

et
tanaimindan her u,w € K 1i¢in,
g* (u,w) = g*(ov.u,ov .w)

dir. Bdylece .
e (u(a? w-uw D)= Tr(uov.al®(ov . @)= (ov.Wov.wl¥))

= Tr(p(e (o (»d))o (rw)=0o tru)y (o (vw))))

= Tr(ua(v¢ﬁ¢v§ - vav¢ﬁ¢))

= Tr(pavwv.(ﬁwa—aﬁ¢))

= Tr(ougvﬂn(ﬁwﬁ - aw’))
= 7r(o (v r % (¥w-0w")))
= Tr(uovwvu—l[u(awa"ﬁ§¢)])

dir. Buradan,

T (0on -1 w (2 w-aw’) 1) =0

dir. Ozel olarak w = 1 alinirsa her €K igin

Tr(uau—1v¢v-l)[u(ﬁ¢—ﬁ)]) =0

-1-1~

at + - -
Gir. 3.6. Lemma'dan dolayi f:K - 2 4 K ,a-f(u)=u’

-u
seklinde tanimli £ dOniigimi OSrtendir. Bundan dolayai,

o~ -1 =1 - - -~
her t€ &' igin 2 u t = -1 olacak sekilde bir aex

-1 - -
vardir. Dolayisiyla 2 t = u(u¢~u) dir. O halde

-1 -1 :
Tr(2 (uou v%hl)t) = 0O dair. Dolayisiyla Tr donliglimi sin-

1 ¢

gliler olmayan bilineer form olduundan uou” vy =1 dar.

. ~1 . * e
Tersine olarak uou v?y =1 ise ov €T dir. Bdylece (a)

saglanir.

. * -
Eger 0 =1 ise ov= v €T N K§ dir. Fakat (a) dan do-

o -1 o ¥ rm+l \ =
layi yv gy v'ew = v p=yp = 1 dir. O zaman v €Kg dar.

.s e o - -~ A‘,
Bdylece T'n K¥ C g, dir. Ayni zamanda KyG ™ N KX dir.

0 halde (b) saglanar.
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g € Gal(ﬁ/Ko) keyfi olsun. O zaman ofET(ﬁ/KO) dir.

v = -y oldugundan (1%)¥ = ()7 = % wve

o ~1 o -1 , -1~
)w = u n dir. Bundan dolayvi uau GEKX dir. Do-
layisiyla u—ouGEix dir.

So.m
~X ~% r . e
Nr:K"~ > K , € = ce gseklinde tanimli norm ddni-

slimi 8rten oldugdundan Nr(») = vy¥= u_ou olacak sekilde
. ~X : o =1 ¢ . s
bir v € K vardir. O zaman py p vvr = 1 dir. B8ylece

(a) dan dolayi ov € 7 dir. Bundan dolaya T*ﬁg = T(%/Ko)

dir.

Bb6ylece agagidaki teoremi elde ederiz.

3.10. TEOREM : 3.1. Hipotez'i ve 3.5. Hipotez'i
3 " m .
verilsin. K = GF(rsz K = GF(r™) ve ¢:e >e* , K nin
mgrtebesi 2 olan otomorfizmasi olsun. u¢ = =u olacak

-

gekilde ueEKX verilsin. EJer r = 2 ise u=1 olsun.

Tr: K -» K iz ddniiglimii olmak lizere, her u,v € K" igin

g* formu,
g (a,v) = Tr(u(@’v-uv’))

olarak tanimlansin. ﬁo' k¥ nin mertebesi r" + 1 olan
altgrubu olsun. T(ﬁ/K) nin g* fdrmunu sabit birakan
elemanlarinin altgrubu T""= T*(ﬁ/K) olsun. O zaman
yiH ~ P ve ¥:V = ﬁ+(bir izomorfizma) monomorfizmalari
vardir ki |

(a) Her x€H, uevVv igin Y(x)¥(u) = ¥(xu),

(b) M=<x>ve ¢(x) = wlise wEEﬁove K(w) = ﬁ;

(c) v nKS= v ve

(d) Her u, veV igin g(u,v) = g*(W(u), ¥(v))

dir.
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ISPAT : Bu 3.4. Lemma'nin, 3.8. Lemma'nin ve 3.9.
Lemmanin bir sonucudur. Buradaki‘w ve ¥ donliglimleri
3.8. Lemma'daki  ¢', ¥' ddniliglimleri olarak tanimlidair.
H, g formunu sabit biraktigindan ¢ (H), g* formunu sa-
bit bairakir. bolaylslyla V(H) < T*(ﬁ/K) dir. Ispatin ka-

lan kismi yukaridaki Lemmalarin basit bir sonucudur.

GOZLEM : V nin minimal K[ H l-modiil olmasi yerine
sadece V|M nin indirgenmez oldudunu kabul etmek yeter-

lidir.

3.11. TEOREM : 3.,1l. Hipotezi ve 3.5. Hipotezi ve-
rilsin. Kabul edelim ki H = A nilpotent ve N = 1 olsun.

O zaman

(1) H devirli ve Gg,2.1. Ornek'teki G rubunun alt-
grubu olmak iizere H,V,g, 2.1l. Ornek'teki G4,V ve g ile

Ozdes klllnabilir.

(2) H kuaterniyon ve Bg,2.2.0rnek'teki B grubunun
bir altgrubu olmak lizere H,V,g 2.2.0rnek'teki By ,V ve ¢

ile 6zdeg kilinabilir.

ISPAT : V[M homojen olmasi durumunda H = AN grubu~
nu H nin nilpotent olmasi halinde karakterize edebiliriz.
Oyleyse H = AN grubunda N = (1) olsun. O zaman 3.3. Lem-
ma'dan dolayi M = Cy(N) = H veya [H:M] = 2 dir ve H nin
Sylow 2-~altgrubu kuaterniyon, dihedral veya yaridihedral-
dir.

Once H = M devirli olsun. 3.10. Teorem‘degﬂdolayl

H= y(H) = ¢(M) < ﬁo ve Iﬁo|= 4+ 1 dir. Ayni zamanda
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g* formu 2.1. Ornek'teki formun aynisidir. Bundan do-
layl V = XK' dir. Bundan dolayi H grubunu 2.1.0rnek'teki
G grubunun bir altgrubu ile ve g ile V yi de 2.1. Or-

nek'teki g, V ile 6zdes kilabiliriz. Simdi

Simdi [(H:M] = 2 olsun. O zaman
154 ‘e ~ -
(§)K ~ Y 1H) - v () % oldugundan [ ¢ (H)K*:R¥]=2

KX ‘/J (H) N IZX lﬂ (M)
dir. H= <x,M > olacak sekilde H~M nin bir 2-elemani
X vardir. O zaman ¢ (x) € w(H)ix~ﬁi dir. Fakat " 3.4. Lem-

ma (c) den dolayi ¥ (H)KX = T(K/K) oldudundan

[ Gal(K/K)RX :K¥] = 2
dir. Buradan Gal(K/K)R¥ = <¢>K¥ dir. Boylece bir v €KX
igin ¢y (x) = ¢» dir. H nilpotent oldudundan r > 2 dir.

My < M, Hnin Hall 2'-altgrubu olsun.EJer

m
tey(My) < y() ise £ t1 = 1 dir. 0 zaman

(o) " e (er) = v oter = v NEY

dir. ¢= ¥(y) olacak gekilde bir Y €M, vardir ve X,V
elemanln; merkezler. Cinkl x bir 2-elemani, y 2'elemani-

dir ve H nilpotenttir. Difer taraftan,

v () T U x) = v(xlyx) = viy)= wiyTY) ve W

monomorfizma olauéundan y?2 = 1 dir. Bundan dolayi1 y = 1
dir. Dolayisiyla M; = {1} dir. O halde H bir 2-grubu-
dur. 8imdi ¢, M nin elemanlara ﬁzerinde-de§i§irse v.(M)
nin her elemani ¢ (x) tarafindan tersinengétﬁrﬁiﬁr.o zaman
X elemani M yi tersine gotilirlir. 3.10. Teorem'den dolayi
v € Tf dir. O zaman 3.9. Lemma (a) dan dolayi

-1 . S
u‘pp vp? = —pp = 1l dir. rakat ‘ﬁ(x)2= (ov) (ev) = vl = 21
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oldugundan (w<x))“:;1 dir. Dolayisaiyla x' =1 dir. Ayni
zamanda M devirli ve x taraflndan tersine g&tliriildigiin-
den H = <‘x,M > bir kuaternivon grubudur. Bundan baska
4]1Hl dir. Fakat M, H nin maksimal normal devirli altgru-

bu oldugundan 4||H| dir. Bdylece 4] (r™ + 1) dir.

Simdi 2.2. Ornekteki G grubunu gdzoniine alalim.

H =< x,M > oldugundan ¢ (H) = < ¢»,y(M)> dir. Fakat
¥(M) < K, oldugundan ¥(H) < G dir ve V¥(H) bir 2-grubu-
dur. B,G nin Sylow 2-altgrubu oldugundan d‘l/(H)dh1 < B
olacak gekilde d € G vardir. Eer x € H, u €V ise y', ¥
ddnlistimleri ¥'(x) = ci\l’(x)d—1 ve ¥'(u) = d¥(u) olarak ta-:
nimlansin. d €G oldudundan d, g* formunu invéryant bi-
rakir. Bdylece ¥ ve V¥ ddniislimleri ¥',¥' ddniistmleriyle
yerdegigtirilebilir. BSylece H = ¥!(H) < B dir.B,=¢'(H)

olsun. O zaman H,V,g ile B,,V,9 6zdes kilinabilir.
GOZLEM : 3.10. Teorem'de oldudu gibi burada. da sa-
dece VIM nin indirgenmez oldudunu kabul ediyoruz.

Boylece VlM nin homojen olmasi durumundaki bilitlin

siniflandirmayl tamamladik.

Simdi VIM nin homojen olmamasi durumunu gdzdniine

alalim.
3.12. HIPOTEZ : 3.1. Hipotezi verilsin. Vi,Vz2,V|
nin homojen bilegenleri olmak lzere VIM = Vi + Vo, olsun.

Buradan Hg = deng(H,V,) olduundan Clifford Teore-
minden dolayi [H:Hg]l = 2 ve Hyg > M > N dir. Ote yandan
*
U =V; ve 3.4. Lemma'dan dolayi U & K oldugundan

k¥ = R = ¢gF(r™) alinabilir.
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3.13. LEMMA : eV; # (0) olacak sekilde K[M] nin

bir ilkel merkez idempotent elemani e olsun. g = e + e”
olarak verilsin. y yi KIM] ye lineer olarak genisletebi-

liriz. O zaman

y: K[Mle > K bir K-izomorfizmasidir. ¥(uy) =1
olacak sekilde u,; €V, segelim. O % u, €V, vardir ve
(1) Her v €V igin v = b(u, + u,) olacak sgekilde

bir tek b €KlMle, vardir.

(2) Eéer'b,CGEK[M]eO ise Tr:K - K iz déniiglimli ol ~

mak {lizere

g(b(u; +u,), clu; +u,)) = Tr(lﬁ'(bae)\!/(ce)--'\l/(co‘e)\l'(be))

dir.

ISPAT : e€ K M) ilkel merkez idenpotent eleman ve
ev, # (0) olsun. O zaman e* bir ilkel merkez idenpotent-
tir. V1|M homojen oldufundan 3.5. Hipotez'den sonra gds-
terildigi gibi 3.4. Lemma (b) den dolayi VllM indirgen-

mez ve e tektir. Bdylece eV, = V; dir.

V bir minimal K[ H]-modiil oldudundan V1,V2,V|M nin
tam izotropik ve birbirlerinin blitlinleri olan iki alt
uzayl oldudundan o # g(vy,vs) olacak gekilde vq €V,

v, €V, segebiliriz. Bbylece

o # gl(vy,v,) = glevy,v,) = g(vy,e’v,)
dir. Boylece e®V, # (0) dir. Fakat V; ve V, izomorfik
Kl Ml -modiilleri olmadi&indan eVy = (0O) dir. Buradan
e # €% bulunur. Fakat e® ilkel merkez idempotent oldu-
Jundan ee® = 0 olmalidir. Simdi

KIMleg = KIMe § K[ M e®
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olsun.V, indirgenmez oldugundan O # vE€V,; ig¢in

M
VvV, = kMl v = (RK[Mle)v

Ya21labilir. Ote yandan 3.4. Lemma'dan dolayi

ViV~ K bir izomorfizma oldudundan ¥(u;) = 1 olacak

sekilde u, € V; vardir ve u,; tektir. O zaman u; # O ol-

dugundan,
vy = KIMu; = (KiMe)y

vazilabilir. BOSylece her v€&€V, i¢in v=Dbu, olacak ge-
kilde bir beXKl Ml e vardir. Burada b elemani tektir. Ciin-
ki 3.5. Hipotez'den sonraki Ispatta oldugu gibi

Y:K M e » K bir K~lineer izomorfizmadir. Simdi ‘miimkiinse
by €K[Ml e i¢in v = b;u; olsun. O zaman bu, = b;u; ol-

dugundan (b-b;)u; = O dir. Bdylece

O = ¥((b-b;) uy) = ¢(b~b))¥(u;) = ¥ (b-by)

dir. Fakat ¢ izomorfizma oldudundan b-b; = O dir. Do-

layisiyla b = b; dir.

Benzer gekilde dyle bir 0 # u' € V, vardir ki

Vo = KM u' = (K[Me*)u'
ve her v'ezVé igin v'=Db'u' olacak gekilde bir tek
b'eK[M e vardir. Buradan b'= ke® olacak sekilde
kekl M vardir. Bbyleée, b'u; = (ke¥) (eu;) = 0 dar.

Benzer sekilde bu' = O dir. Dolayisiyla

v+ v' =bu+b'u' =bu+b'u'+ by +bu' = (b +b')(u, +u')

dir. Buradan b ve b' tek oldugundan b + b'e;K[M]e0 tek-
tir. Dolayisiyla her v'evVv igin v" = b"(u1 + u') ola-

cak gekilde bir tek b" €KiMle, vardir.
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Simdi u' €V, ig¢in &zel bir sec¢im yapalim. V,,V,,

v|. nin tam izotropik altuzaylari oldufundan ve

M
(K[M]e)u; = V; oldufundan d A g(u',du;) donistmii K[Mle

den K lUzerine K-lineerdir.

Yy:KiMe » K bir izomorfizma oldugundan wmlzﬁ»K[M]e
ters ddniiglimi vardir ve bir izomorfizmadir. Bdylece
£:K~>K, £(8) = g(u',¥7 (B)uy) seklinde tanimli £
donilisimll bir K~-lineerdir ve dolayisaiyla lineer fonksi-

yoneldir. Ayrica Ortendir.

Her g € K igin 0¢~ ' (B) = g(u‘,wnl(s)ul) = £(8) oldugun-
dan £ = Bw—l dir. Sag taraf Orten oldudundan f Srten-
dir. Bundan dolayi Tr:% - K izd&nigiimii olmak lizere,
0.21. Lenma'dan dolayi, f£(B) = Tr(yB8) olacak éekiide bir

-1

~ . . -1 .
y'e X vardir. Simdi d = ¢ " (y yerIMe ve u, =d*u'e v,

olsun. O zaman beKIMe ve ¢¥(b) = g8 igin

g(a*u', bu;)

g( u,,bu;) g(u',d(bu;))

i

gu', v o T e)u))

cgu' oy gyuy) = Tr(r (v TR

Tr(g) = Tr(y (b))
dir. BOylece u' yerine u,yi alabiliriz. u,veV olsun.
Yukarida oldudu gibi u = b(u; + uy) ve v= c(u; + uy)

olicak gekilde bir tek b,c € KM e, vardair.

g(u,v) = g(b(u; + uy), clu; + uy))

= g(bu;,cu;) + glbuy,cu,) + g(bu,,cu;) + glbu,,cu,)

dir. Fakat Vv, ,V,, V]M nin tam izotropik altuzaylari ol-
dugundan g(bu, ,cu;) = O ve g(bu,,cu,) = O dar. Bundan

dolaya,
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g(u,v) g(bu; ,cuz) + g(buy ,cu;)
= g(b(e®u)), cleu))) + g(b(eu)),cle’y,))
= g(u,, (b%) (ce)u,) - g(u,, (c%e) (be)u,)
= g(uzr[(bQE)ce - (c“e)be]ul)

o= Tr(wk(bae)ce - (cae)be))
= Tr(y (b%e)y (ce) ~¥(c%e)y (be))

dir.

Simdi M ve V, igin ¢',¥' donlslimlerini insa ede-

lim.

3.14. LEMMA : x€M igin ¢ '(x) = ypa(x) = w(x"l)

olarak verilsin. O zaman ¢':M - &® bir monomorfizmadir.
y' doniigiimini K M ye lineer olarak genigletebiliriz.

O zaman w':K[M]ea - X bir K-izomorfizmasidir.

Eer u € V2 ise buz = u olacak sekilde bir tek
be KIM e  vardir. ¥' ddnisimi ¢'(u) = ¢'(b) olarak ta-
nimlansin. O zaman ¥' :Vo > X donligiimii bir K-izomorfizma-
sidir. Ayni zamanda her Xx€M, u€ Vy icin,
v (X)) (u) = ¥ (xu)

dur.

ISPAT : 3.5. Hipotezden sonraki ispat'ta gdriildigi
gibi ¢:K[M]e - i bir halka izomorfizmasidair. Gté yandan
a:K[Ml - K[ M bir otomorfizmadir. alK[Mlea’ K[ Ml e® dan
K[ M]e lizerine bir izomorfizmadir. Bundan dolayi V' = va,

a ~
k[Mle dan X lizerine bir izomorfizmadir.

3.13. Lemma'dan dolayi u = buy olacak sekilde bir

tek b €Kl M e® vardir. ¥' ddniisiimii,
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vV, » RKu-> v (u) = v (b)
olarak tanimlansin.

¢ ' bir K-izomorfizmasi oldugundan ¥ ' ddniiglimii bir

K-izomorfizmasidir.

XxeM, u €V, ve be K|M]e® igin u= by, oldudun-

dan ¥ ' (x)¥ ' (u)

Ya (x)¥ ' (b) = ¥ (a (x))¥ (o (b))

il

Y (@(bx)) = ¥'(bx) = ¥'(bxuy) = ¥ (xu)
dir.

S$imdi M,V, g ic¢in bir kanonik (standart) form ve-

rebilecek durumdayiz.

W bir 2—boyutlu‘k—uzay1 ve {e ,e,} W nin bir K-ba-
z1 olsun. Kabul edelim ki u,v€V ve b,c.€KlMle, icin

u= by + uz) ve v= c(u + uz) olsun.

\IIO:V-—>W
dénlslimii ¥, (u) = ¢y (be)e; +y¢'(be®)e, seklinde tanim-

lansin. g formu,

g(u,v) = g(y(be)e, +y ' (bet)e, ,y(cele, +¥'(ce¥)e,)
seklinde tanimlansin. O zaman g formu W {izerinde singii-

ler olmayvan simplektik bilineer formdur.

~ v (x) o
Ayrica,¥,:M - GL(2,K) ¥, (x) = ’
o ¥ (x)
X €M olsun. O zaman ¥, (x) matrisi W nin {e;,epl}bazina

gbre lineer doniislimline kargilik gelir.

3.15. LEMMA : EfJer x&€M ve ueV ise ¥y, ¥y d4d-

nlistimleri birer monomorfizmalardir. Bundan bagka

¥y (xu) = Yo (x) ¥, (u) dur.
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Ayrica v E€V ise g(u,v) = g(¥g(u),¥(v)) dir.
Eger ¥Y,(u) = Bje; +Bre, ve ¥y(v) = vye; + 7€, ise

Tr:K - K iz donlisiimii olmak lizere,

5(3161 + Boes, v1€1 +72€2) = Tr(Ba71~B172)

dir.
I1SPAT : eg = e + e* dir. o, KIM nin bir otomor-
¥ (%) o 1 o
fizmasidir. x€M igin,¥,(x) = -.
o v (x) o} 1
ise ¥(x) =¢'(x) = 1 dir. Fakat ¢¥,¢¥' ddniistimleri mono-

morfizmalar oldudundan x = 1 dir. Bundan dolayi ¢, bir

monofirzmadir.

u,vEV olsun. 3.13. Lemma'dan dolayi 8yle b,ceklMe,
vardir ki u = b(u; + uy), v = c(u; + uy) ve b,c tektir.

O zaman

u+v=(b+ cluy + (b + c)upy = (b+c)(u; + uy) ve

b + cek[Me; tektir. Buradan,

Yo(u + v) = ¥5(b + c)(u; + uy))

V((b + clele; + ¥'((b + c)eMe,

v(bele; + V' (be*)e, + V(cele; + v (ce®e,

|

Yo (u) + Yo (v)
dir. Dolayisiyla ¥, bir homomorfizmadir.
¥, (u) = y(bele, + y'(be%)e, = Oe; + Oe, ise
y(be) = y'(be®) = 0 dir. Fakat ¢ monomorfizma ve e # O

oldugundan b = O dar.

Simdi x €M ve wE€V olsun. 3.13. Lemma'dan dolayi

w = d(u; + u,) olacak sekilde d€K[Ml e, vardir. Buradan
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i

Vo (x)¥g (w) = ¥o(x)(¥(de)e; + ¥'(de%)ey)
¥ (x) o Y (de) o
o v (x) o ¥'(ae®)
= y(x)¥(de)e; + Y (x)v' (de®) e,
=  ¥(x(de))e; + ¥'(x(de®))e,
= wo(xw)
dir. |
u,veV olsun. O zamén 3.13. Lemma'dan dolay:

u = b(u; + uy) ve v = c(u; + uy) olacak gekilde bir tek

b,cezK[M]eo vardir. Semdi Bq1,B,5,71,72€E K* igin

Vg (u) = B1ey +Brep ve Yo(v) = vie1+ voep

olsun. O zaman ¥y donlslimiinliin tanimindan,

By = ¥(be), Br=v'(be™), v = ¥(ce), 7,= ¥'(ce®)
dir. Fakat 3.14. Lemma'da tanimlanan g formunun tanimin-

dan,

5(‘1’0 (u) , ¥y (v)) =§(8181 +iiBoer, Y181 + Y2€5)
= g(¥(be)e; + V' (be*)e,,v(cele; + ¥'(ce¥)ey)
dir. Fakat 3.13. Lemma'nain ispatinda oldudu gibi

gu,v) = g(¥;(u), ¥ (v)) = Tr (¥ (b%e) ¥ (ce)-v(c¥e) v (be))

i

Tr(y' (be®)¥(ce)-y' (ce®)y(be)) = Tr(B,71-B172)

elde edilir.

Simdi amacimiz donlislimiini H nin tamamina genig-
letmektir.
3.16. LEMMA : T& = TT(i/K) olsun.
+ o) 1 ov o] ~ ~x
T = ' ' 1| @ 9 €nut(r), » €K)
-1 0 0 ov

,..76.,.



olsun. O zaman TT, A nin’bir {e,,e51} K~bazina gbre ya-
zi1labilen K-lineer donilislimlerin bir grubudur. Bundan

basgka, TT ; Vnin Yg(M) yi normalleyen ve 3.15. Lemma'-
da verilen 5 formunu sabit birakan biitiin K-lineer donii-

glimlerinin grubudur.

IsPAT : Her matrise bir lineer ddniligiim karsilik
gelir. Bundan dolaya ! grubunun elemanlari V nin {e,,e,}
%—ba21na gbre K-lineer ddniislimlerine karsilik gelir.
Dolayisiyla TT, V nin K-lineer doniisimlerinin bir grubu-
dur. |

o} 1 » N
T o= i . olsun. 7;,7Y2,81,82 € K olmak lize-

re u = B1e; 4 Bres Ve W = 7v1€] +79€5 Olsun. O zaman

TU = B,8,-8,€, r TW = y,8;-v;€, dir. Dolayisiyla,

5(7 uITW) = E(Bzel'"Blezl'Yzel"'Ylez)
= Tr((-81) (v2)~(Bs) (=7v1))

= Tr(Bri1-B8172) = g(u,w)

dir. Bbylecer Eﬂﬁ ’ 5 formunu sabit birakir.
ov o)

Ty = 1 olsun. O zaman
[o] gv

. ' -1
Tou = (ov.gyle; + (ov .gyle, ve row= (s9.7,)e; + (ov.v,)e,
dir. Dolayisaiyla

glo(vgy)e, + a(vwlsz)ez,a(vyl)elz o(vyjyle,)

é(rou,row)

it

-1 -1 :
Tr(o (v Bolo(vyy)=o(vBylolv 7v,))

-1
Tr(o (v v (ByYy1~B172))

it

a(TourToW) = Tr(o(By71-8172)) = Tr(By71-B817,) = g(u,w)
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t grubu 5 formunu sabit birakir.

dir. Bdylece T
ov o ~ 5
T = -1 : oedut(K), veé K
0 ov

== deng ("!J'.‘T ,&1’<e1 ) dir. Cinki

o} 1

~

igin 7 (Ke;) = Ke,

.i.

-3
H

€T
-1 0

oldugunndan 71 & deng(TJr ,?(el) dir. Fakat 74 € TJr icin

To (?(ei) = Re; dir. Bundan dolayi TE = desng('iﬂ'T ,?(el) dir.

H o
Vo (M) = o1l s &8 = 9(x), XEM
0 £
oldugundan 'ﬂE'Jr ¥ (M) yvi normaller. Simdi bunu g&sterelim.

ov (@]

¢€ Aut(K), v €K* icin 1y = e ve x e M,
s =1
o oy
£ o
Y(x) = § dgin ¢, (x) = -1 olsun. O zaman
o £
] - ov O £ o) (ou)" 0
T lll (X)T = r _
0 v o o) (ov) 1 o} 4 ! o ov
0_1 —
: o oty o
p—tg - == -l
o ¢’ o o ()

dir. Fakat ¢ € Aut(RK) oldugundan o ,?( nin bir K-otomor-

fizmasidir. Dolayisiyla o € Gal(K/K) dir.

BSylece ¢ ° € ¢ (M) dir. Bundanudolayi TV (x)r;1 € ¥y (M)

o] 1 +
dir. Benzer gsekilde 7 = eT igin
-1 o

ry, (x)r '€ yo(M) Air. O halde T', ¥o (M) yi normaller.
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G,V nin g formunu sabit birakan ve V(M) yi normal-
leyen biitiin K~lineer dénﬁ§ﬁmlerin grubu olsun.

Gy = deng(G,Eel) olsun. O zaman TT < G ve Tz < Gy

dir. Biz G ="’1.'Jr oldudunu g&stermek istivoruz.

G, ¥o(M) vi normaller ve iel,ﬁez izomorfik olmayan
Yo (M) -modiilleridir. Glnkd V|, # vle dir. Bbylece
tc:cy] = 2 dir. Dolayisiyla [TT:TB] = 2 dir. Efer
Gy = Tz ise G = ".flf'Jr dir. Bunun ic¢in Gy = TE oldu&unu

gbsterirsek ispat tamamdir.

Gy A G ve Gp,g formunu sabit biraktidindan, 3.4.Lem-

ma'nin ispatinda oldudu gibi G, ,Ke; lizerinde sadiktar.

Simdi G;,Eel tizerinde Gg in etkisiyle tanimlanan
grup olsun. Eel lizerinde ¢35 (M) nin etkisiyle tanimlanan
grup ¥ (M) dir. B&ylece ¢ (M), Gg in bir normal altgrubu-
dur. Ayrica 3.5. Hipotezden sonra gbsterildidi gibi VllM
indirgenmez oldudundan ¢, (M), Ke; {lizerinde indirgenmez-
dir.

Simdi G: < Tj(i/K) oldugdunu g8sterelim. M devirli

oldugundan Y, (M) devirlidir.

¢ o
b = -1 ey (M)
o 3
olsun. Gy, ﬁel i sabit biraktigindan a CG (¢0(M)) ele—~.
0
mani,
a = ' 01%,0,2,03te T(K/K)

o - o3t

big¢iminde bir matristir. Fakat

e 7 9 .o



01X 0,7 S, o H o} 01X 0,2

it

0 03t 0 . Enl 0 E_l 0 03t
01xE 0,28 " tox to,z
egitliginden -1 = -1
’ 0 03t£ 0 E 0'3
ve
OIXE = EUIX, 022.“5"1 = %’022 ve 03t5"1 = 2—1031:
dir. o;x¢ = §o01x = alsolx ~oldugundan £%1 =& e
-1 -1 -0 - =03 -1 ,
o gtk = ¢ o,t = 032 3t oldudundan ¢ =, § dir.
Ayrica azzs_l = §0,2 = 022022 oldugundan 202,= §~1 dir.
o 01 -0y -1 ~
Bdylece § = §& ve ¢ = £ bulunur. Fakat K = K(f)

oldugundan 61 = 63 = 1 olmalidir. O halde

X oz

0 t

alabiliriz. Bundan dolayai,

X 0z - -
CGO (yoM)) = : x,t,z2 €KY, o0 €ME(K/K), 02=1 >dir.
' 0. ¢

CGO(wo(M)) nin Eel e kisitlanmasiyla tanimlanan, grup L
olsun. O zaman

=X
X

= L= Cgr(y(m) = cr (K

dir. Ayni zamanda Rel ¢ VYo (M) ye gdre indirgenmez oldu-
undan Ke , CGb(wo(M)) ye gdre indirgenmez ve K> Gg
dir. Dolayisiyla 1l.2.Lemma'dan dolayi G; grubu T (K/K)
igine gémﬁlebilir. |
ol

Ayrica |T(R/K)| = |®} dir. Bdylece,
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|GJ |<]T(K/K)l = IT%ldlr. Fakat TZ < Gy ve
IGEI = |Gyl oldugundan G0==Tz dir. BSylece G =_TT(§/K)

dir ve ispat tamamdar.

Simdi ¥ ddnligiimliinli H ya genigletebilecefimizi gds-

. terelim.

x €H igin ¢'(x)¥y(u) = ¥Yy(xu) egitlidi W nin ¢4 (M)
yi normalleyen bir K-lineer ¢} (x) donligimini tanimlar.

Bunu sbyle gbsterebiliriz. beK,¥j(u)e W igin
Vi (x) (T (u)b) = ¢¥§(x)¥y(ub) = ¥ ((xu)b) = (Yi(x)¥y(u))b
dir. Dolayisiyla ¢{(xX), W nin K-lineer d&nisimiidiir.

Ayni zamanda x €M ise 3.15. Lemma'dan dolayzx
Yo (X) = Yg(x) dir. 3.13. Lemma ve 3.15. Lemma'dan dola-
v wé(x) gxformunu sabit birakir. x,y €H,¥,(u)e W,

ueV igin
Vo (xy) g (u) = ¥y (xy)u) = ¢j(x)¥y(yu) = ¥ (x)v)(y)¥y(u)

dir. BOylece y§(xy) = wo(x)wb(y) dir. O halde vy bir

homomorfizmadir.

Simdi w& niin H lizerinde bir monomorfizma 6ldu§unu
gbsterelim. WdLM = Yy, M lzerinde bir monomorfizmadir.
K = ker(yg) olsun. KAH ve KNM = {1} oldufundan K, M
yi merkezler. O zaman K < CH(M) < M olduéundan‘K = {1}
dir. Bunu su sekilde de gbsterebiliriz. x €K olsun. O
zaman ¢§(x), W lizerinde birim lineer donisiimdiir.
uev blsun.wo(u)e Wve ¥l(x)¥% (u) = Y5 (xu) = ¥4 (u)
dur. Fakat ¥y birebir oldugundan xu = u ve H, V lizerinde
sadik oldufundan x = 1 olmalidir. Dblaylslyla K=<12>

dir. Ayrica M A H oldudundan ¥y (x), ¥o(M) yi normaller.
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0 halde 3.16. Lemma'dan dolayi V¥j(x) € ol (R/K) dir.

Bdylece asadidaki teoremi elde ederiz.

3.17. TEOREM : 3.1. Hipotez ve 3.12. Hipotez'leri

verilsin. K ='GF(rm), TT(K/K), W,g ve {e;,ep} 3.16. Lem-

ma'daki gibi tanamlansin. O zaman Oyle

o0 - T (K/K) ve

WO:V -»> W (bir K-izomorfizmasi)

monomorfizmalari vardir ki,

(a) Her Xx€H, u€V igin ¢ (x)¥,(u) = ¥,(xu)
W o ] x
(b) Eger M = <x> ise V¥,(x) = ] we K" ve
o W
K(w) = K .
. £ o) Y 3 ' .
(¢) Yy M) N . -1 + £ ek = Yo (M) ve
o 3

(d) Her u,veV icin g(u,v) = g(¥ (u), % (v))
dir. |

Artik V|M nin homojen olmamasi halinde ve H nin nil-
potent olmasi halinde H nan karakterizasyonunu yapabi-
liriz. Bu durumda N= {1} ve H= A alabiliriz. O zaman

3.3. Lemma'dan dolayi M= H ya da | H:M] =2 dir.

Eder M = H ise V K M]-modiili olarak indirgenmezdir.
Bu durum 3.12. Hipotez'le celisir. O halde [H:M] = 2 ve

H nilpotent oldudundan r > 2 dir.

x1 hir 2'-eleman ve x2 bir 2-elemani olmak lzere,

M= <xXx>x <X >
1 2

alabiliriz. 3.17. Lemma'dan dolayi w,n € K: icin
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. |w o} - n o

Vo (xy) = % = cpf r ¥ (¥ =%y = ~1| ve
o w o] n

y EH~M 2-elemani igin, o € Aut(K) ve » e®* olmak tizere,

-1

. . o) ay
Yoly) = vy = _
. -gv o]
dir. Cinkll y€H-M ve [H:M] = 2 oldudundan

H=MUyYMved (M) NnVv,(yM) =@

( o 1 ov 0 o ——
dir. Bdylece ¥,(y) = -l =
S -1 o |o v -G ¥ o
i 02y % o
Buradan, yg(y2) = y? = o -1
o -02p »

elde edilir. Fakat y2EM ve ¢ (M) < K oldugundan

02y v €X dir. Buradan ¢2 = 1 bulunur. -v '» = £ ol-
£ o
sun. O zaman wo(yz) = -1 dir.
o H
simdi 62 =1 wve -» "» = £  esitlidini gdzOniline

alalim. Burada iki olasi1lik wvardir.

3.18. LEMMA : o=1yadam= 2n ve 0:e — et dir.

ISPAT : Ilk olarak ¢ =1 durumunu inceleyelim. Bu
durum 2.3. Ornekteki hale karglllk gelir.oc = 1 oldudun-
dan

B (o] v;’“l
Y =
-y lo]

dir. Kolayca gbriildiigii gibi y elemani

w o) . n o
X = L1 o X -1
o W o) U]
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§ -1

elemanini tersine gdtiiriir. Yani §1 = §1 ve
x,¥ = x, ! dir. Fakat H nilpotent ve X, bir 2'-elemani
olducjundan‘i2 = 1 olmalidir. Dolayisiyla ¢y,(H) bir 2-gru-

budur. 3.17. Teorem'den dolayi y,:H e-TT(K/K) bir mono-
morfizma oldugundan ¢,,H dan ¥4 (H) lizerine bir izomor-
fizmadir. Bundan dolayi H bir 2-grubudur. Ayni zamanda

- % = —u_lu = -1 oldudundan §g,= -1 ve |yl|= 4 dir.

$imdi y € H-M elemani keyfi ve M yi eglenikleme ile ter-

sine gotlirdiigiinden H kuaterniyon grubudur.

411Ml  ve 3.17. Lemma (b) den dolay: |M||(rm—l)

oldugundan 4[(rm—l) dir. Bdylece, ™= 1(mod4) dir.

-~

k¥ icinde ¢ bir 2'eleman ve 6 bir 2-eleman olmak

lzere v = {0 olan €2 = { olacak gekilde e € ¥° vardir.
€ 0
d =
0 e !

olsun. ¥, ve ¥y ddnligimleri her u€V ve z€H igin

vi(u) = d¥ (u), ¥i(z) = ayg(z)d’

gseklinde tanimlansin. d € TZoiduﬁundan d, g formunu sa-
bit birakir. Bdylece ¥,,¥%, donlislimleri yerine v;,¥,
déntglimlerini alabiliriz. Fakat,wO(M) diyagonal matris-
lerden olustudu i¢in d, ¥ (M) yi merkezler. Bundan dola-
yi M ﬁzerinde w0==¢6 dﬁ;. Bundan bégka y €H-M igin

0 v !

Voly) =y = ve 6 = ¢
) 0
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oldugundan,

1

Vily) = d¥ (y)a

dir. Béylece_wé(H) 2.3. Ornek'teki B grubunun altgrubu-

dur. Gercekten, 2.3. Ornekte,

v o) o) 1

Q0 = ; : v eK¥ T =
-1
o) v -1 o

olmak {lizere B = < Q,7> dur. v, (M) < Q ve
o(¥o(y)) = o(r) = 4 dir. Bundan dolayi Vo(H) B'nin bir
altgrubuna izomorftur.

n
Simdi g:¢ — e vem= 2n durumunu inceleyelim. Bu
n

‘ -0 1=y . .
durumda -v v = -V .= & dir. Egleniklemeyle

-1 ' g -
lo) ov w o) o ~g Vv w (o]

LR
el |
il
It

a
-0V O o} A oV O O w

dir. Fakat H nilpotent ve x,, 2'-elemani olduqundan

1

§1y = §1 dir. Dolayisiyla,
- w '’ o W o
x ¥ = =
17 g - -1
o W o w
~ n n
. x -1 T
dir, Buradan W' = w = w ve sonu¢ olarak w o

elde edilir. O halde h<ﬁw>>||(rn + 1) dir.

, 6 o
2.4, Ornek'teki D = -1 grubunu gdz-
o} 0 :

dnline alalim. O zaman y, (H) nin Hall 2'-altgrubu D nin

bir altgrubudur.

[ Yo(H) : ¥o(M)] = 2 oldugundan ¢;(H) nin Hall 2'-

altgrubu O, (¥o (M) = < x> oldudu agiktir.
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Tekrar ésleniklemeyle,

-1 -0 )
o ov n o) o -g Y “'q o

B3

Kt
i
I

-0V (o] O n ’ gv o (o) n

dir. 3.3. Lemma'dan dolayi H nin 2-Sylow altgrubu kua-
terniyon, dihedral ya da yaridihedraldir.

t veya o(n) = 2t+l olarak tanimlamak

suretiyle, n = = n? "1 olarax yazilabilir.

Simdi o(n) = 2

o(n) = ZS olsun. Egder < §2,§ > dihedral veya kuater-

. .= - -1 . - -1 25-1
niyon ise x,° = x, olduGundan n = N = 7

<t

yazilabilir. Bu durumda t = s alabiliriz.
. - = : : -y = =142°%7
Eder < X,,y > yaridihedral ise o zaman X, 7 =%,

-0 142571
n

oldugundan, 7 = dir. Bu durumda t+ + 1 = s

0a - -1
olabiliriz. Once o(n) = 2t olsun. O zaman 7 ¢ = n

n
oldugundan n’ = n ve buradan nr ko 1 bulunur. O zaman

ZH(rn—l) olmalidir. Ustelik 2t > 4 olmasi gerektidin-
den 4](rn—l) dir. Bu durumda r@ = 1(mod4) tir.

+ - -
Simdi ise o(n) = Zt L olsun. Bu halde <x,,y>vyari-

dihedral oldugundan t > 2 dir.

t+1 t 2t
] = 1 oldugundan 7~ = -1 olmalidir.

n ot S n_
Dolayisiyla n’ = gt = nl 27 -1 ve buradan n° 1=

n
n2(r 1)

Simdi n

I

-1
o t m
bulunur. O zaman = 1 oldugundan 2 | (r -1) ve

buradan t > 2 oldujundan 4] (r'-1) elde edilir. O halde

rn = 1 (mod4) tir.
s n o ~X _ ~S8+1
27| (xr"-1) olmak lizere p €K ve o(p) = 2 olsun.
- p o
-, = __l
o b

1



olsun. O zaman H; = < y,(H), Xg > > ¥o(H) ve H; nilpo-

tenttir.

g+t
ZS![(rn~l) oldugundan 2 lll(rmml) dir. BOylece

~

<p> B nin Sylow 2-altgrubudur.

¢,0 €X° sirasiyla 2'-elemani ve 2-elemani olmak
izexe v = {0 olsun.

0 - o

= WEH,
o 8

1t

olmak {izere § verine §' §% elemanini alalim. O

zaman

o
il
g
g
il
it

dir. Burada ¥ yerine { gelmigtir ve { bir 2'-elemani-
‘ -1
S _ O ay
dir. Bbylece y = ifadesinde v niin bir
~gp O

2'-elemani oldudunu kabul edebiliriz.

Simdi <« §,§0> yvaridihedral oldugundan o(y) = 2

va da o(y) = 4 tiir.

Kabul edelim ki y2 = 1 olsun. O zaman -v °» == 1
n

r

2 (r"-1) ‘
ve buradan v~ = -v diir.’'Buradan v = 1 elde

n
edilir. Fakat v bir 2'-elemani oldudundan p T 7L< 1 ve
n «
buradan » T = ¢ olmalidir. Bu durum imkansizdir. Bun-

dan dolayi o(y) = 4 tiir. Bdylece -» ‘v = ¢ -1 ve bu-~
radan v’= » diir. Ozel olarak v € GF(r") dir. O zaman v
2'-elemani oldudundan 8yle bir A €GF(r™) vardir ki

A2 = »  diir.
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olsun. ¢'(x) = dy (x)d” !, ¥'(u) = d¥ (u) ve H' =dH a *
0 0 0 0 1 1
olsun. d 5 formunu sabit biraktifindan v¢,,¥y yerine

Yg,¥y donlislimlerini alabiliriz. O zaman
-1 | . -1

_ -1 A o o ov A o o o
\I/'O(y) = dyd = -l =
’ o X -0V O o A -0 o
_ _ o} g
oldujundan yselemani y = geklini alir. Ayrica
- o)
- ) | - -_
wé(xo) = dxud' = X, dir. Bbylece < y,xo> yaridihed-

ral grubu 2.4. Ornekteki yaridihedral S grubunun ayni-

dir. Buna gbsterelim. b(p) = 25+l, 2S|[ (rn—l)"ve

o(p) = 2 dir.

\j

o
-4
1 o
olsun. O zaman a2 = n
S

dir. Fakat p2 = (p° ) =1 wve P Dbir 2-elemani ol-

o r - . q
dugundan p =p -1 dir. Yerine konursa

]

az = elde edilir. Bundan bagka

-1 ) -1
a o op p @] o] ap

L-—-op (o] o] p j -0 p (o]
-9 . -21

1 o

n
o —-op 20p o wpz 1

s+1
dir. 2

n—
= 1 ve zs+l|2(rn~l) oldugundan p2(r l)zl

2r" -1 - ”p2(rn—l)-kl -

ve buradan - p -0 Ve

n n
- - -1) - -1
- 2r +1 _ p2(r 1)-1 _ -

elde edilir.

2s+l _ 5S .
Ote yandan p = 1 oldugundan (p“ )2 =1 ve
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buradan p2 = -1 wve buradan (p2 Yy = p = =1 p
bulunur. Boylece, :
) n . - i
- ~1
a -p 2r+1 o —p o
Xp = } n“ =3
0 -2 o -p
- S S -~
,25%-1 . (p o 2°-1
= S =
-254 -1
o pT2 L o p J
s
- % -1+ 2

0
dir. O halde < §,§0>. yvaridihedral grubu 2.4. Ornekte-

ki yaridihedral S grubunuﬂ anisidir. Ayrica ¥qg (M) nin
2'-altgrubu < §1> = 02,(H) = 0,,(H) 2.4. Ornekteki

D grubu ig¢indedir.

Simdi 2.4. Ornekte B = S x D oldudundan

Y&(H) < H; < B dir.

Bdylece asagidaki teoremi elde ederiz.

3.19. TEOREM : 3.l1. Hipotezi ve 3.12. Hipotezi

verilsin. H = A nilpotent ve N = {1} olsun. O zaman

r > 2 dir ve asagidakilerden biri sadlanair.

(1) H kuaterniyon grubudur ve By,2.3. Ornekteki
B grubunun altgrubu olmak iizere H,V,g 2.3. Ornekteki

By,V,g ile dzdesgtir.

(2) H nain kuaterniyon, dihedral ya da yari dihed-
ral bir S,-altgrubu vardir ve H,V,g 2.4. Ornekteki

By,V,g ile 6zdestir. Burada By < B ve B,2.4. Ornekteki

altgruptur.

Simdi 3.11. Teoremi ve 3.19. Teoremi birlegtirerek

asadidaki Teoremi elde ederiz.
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3.20. TEOREM : 3.l. Hipotezi' verilsin. Kabul

edelim ki H= A nilpotent ve N= {1} olsun. O zaman
By, (2.1)~(2.4) Orneklerdeki . B altgrubunun altgrubu

olmak iizere H,V,g bu Orneklerdeki B;,V,g ile ozdestir.

Simdi H grubunun nilpotent olmasi durumunda
(2.2Y-(2.4) Ornekleri iizerine bazi sainirlamalar koya-

biliriz.

3.21. LEMMA :

(1) 2.2. Ornekteki B altgrubu V {izerinde indir-

genmez ise m = 1 dir.

(2) 2.3. Ornekteki B altgrubu V {lizerinde indirgen-

mez ise m = 2 dir.

ISPAT : (1) 2.2. Ornekteki B altgrubunu gbzodniine
alalim. Kabul edelim ki V|, indirgenmez olsun. B kuater-
niyvon grubu ocldudundan 3.1l1. Teorem de B = H alabiliriz.

2.2. Ornekte,

- m
)

+
B=<ov,Q>, v =, v €K, e >eb ve |B\=2t 1

dirx.

Simdi Q = < w>ve o(w) = 2t olsun. 2.2. Ornek'te

2 \rm + 1 oldudundan ™= -1(mod4) tir. Dolayisiyla

°|
m tektir. Ayrica

or 1 o=+ D) (2 2 1)

dir. Bu durumda ikinci ¢arpan tek tamsayidair. Dolayisiy-

2.
r*l _1 dir. 0 halde

la 2t](r +1) dir. O zaman w
w e GF(r2) ve bdylece K(w) C GF(r2) C GF(r’™ =X elde

edilir.
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0.9. Teorem'den dolayi Q B nin maksimal normal
ve devirli altgrubudur. Dolayisiyla Q =M alabiliriz.
O zaman 3.10. Teorem (b) den dolayi K =K(w) dir. O hal-

de K= GF(r2) dir.
Simdi GF(rzm) = GF(r?) oldujundan m = 1 bulunur.

(2) Simdi 2.3. Ornekteki B altgrubunu gdzdnline

alalim. Kabul edelim ki V|, indirgenmez olsun. 2t]|(rm~l)

£ +1

olmak lizere B mertebesi 2 olan kuaterniyon grubu

olduundan 3.19. Teorem (1) de B =H alabiliriz. Ote
yandan 2.3. Ornekte

(o} -1 N w o
T = r Q= -1 ’
1 o o W

o(w) = 2t olmak tizere B =<7 ,0> dur. r"=1(mod4)
tiir. Boylece m sayisi n bir tek sayi ve s > O olmak lize~
re m = 2°n seklinde yazabiliriz. Ayrica,

=]

271y (x

S v S
27(m=1) g2y 1)

Al = (i
dir. Bu durumda ikinci ¢arpan tek tamsayidir. Clinkd

28 S

r > 2 dir. Dolayaisiyla Zt](r -1) dir. Béylece‘weiGF(r2 )

dir. Ote yandan 0.9. Teoremden dolayi Q,B nin maksimal
,normal ve devirli altgrubudur. Bdylece 0.5. Lemma'dan
dolayi Ch(Q) = Q dur. Dolayisivla Q = M alabiliriz. O

zaman 3.17. Teorem (b) den dolayi K = K(w) dur.

s N - s

) € K oldufundan K = GF(r2 ) dir.
s

Ote yandan K = GF (™) oldugundan GF(r2 )

2

simdi K C GF(r

i

GF(rm) dir.

Buradan m = 2s bulunur.

3.22. ILEMMA : 2.4. Ornekteki S grubunu g&zdnline

alalim.
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v (o]
y - [ _1] elemani Q nun ireteci, m= 2n ve

o v
* n
K = GF(r") olsun. T, S nin bir maksimal altgrubu olsun.
(1) T= Q olsun. O zaman T devirlidir ve
VIT = Re, + Ke, iki tam izotropik altuzayin toplamidir.

(2) T =<ry, y2> olsun. O zaman T dihedraldir ve

K . K . * *
v]T = (K ey, + Kvey) + (Kve, + K e,)
iki tam izotoropik altuzayin toplamidar.

(3) T =< 17,y2> olsun. O zaman T kuaterniyon ve

V. = (L 4r)ey + K (Iw)ey) F ® A+ v et B (107 )ey)

T
iki singliler olmayvan ve kargilikli ortogonal olan alt-

uzayin toplamidir. Bundan baska,

‘ . -1 * -1
y(K* (1 +n)e, + KX (1-2)e,) = K (1 + »7 )e+K (1-*7 e,
dir. . "6 @
ISPAT : 2.4. Ornekte 7 = ,
‘ 4 o]
T (aey; + Bey) =~8we1—a¢e2 dir. 2t||(rn~l) olmak {lizere
Q = <y > mertebesi 2t * 1 dir. 8§ = < Q,T> mertebesi
+
2t 2 olan yaridihedral Sz—altgrubudur. Bundan dolaya

0.8. Teoremden dolayi S nin maksimal T altgrubu devirli

veya dihedral veya genel kuaterniyon olmak durumundadir.

2t +1
oldudundan v = 1 dir. Fakat
n

Zt]‘(rn—l) oldugundan T = - v ve (v

o(y) = ottt 1

A

Ht = v, air.
* *

B&ylece »2 € K dir. Bundan dolayi V nin biitlin X ~alt-

uzaylari y? altinda invaryanttair.

(1) T = Q olsun. O zaman T devirlidir. y elemani
ﬁel ve ﬁez altuzaylarini sabit biraktifindan bu altuzay-
larin her biri T-moduliidlir. g formu u = oe, + B8e,,

V = a'e; +B8'e, ic¢in g(u,v) = Tr(Ba'-aB') olarak tanim-
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landigandan, gle;,e;) = gley,e,) = O ve
g(eyj,ep) = Tr(-1l) # O dir. Dolayisiyla Ke; ve Ke,; tam

izotoropik altuzaylardir.

(2) T = <71y,y2> olsun. o(ry) =2 ve 7y, y2 vi
tersine gotiirdiigiinden T dihedraldir.

Ty(ey) =7 (ye;) = wv‘pez = ve, ve 1y(rves)=1(es) = e

, * * * *
dir. Bundan dolay: VIT nin (K e; + Kre,) ve (Krve;+K e,)
altuzaylarai T~invaryanttir. Dolayisiyla bu altuzaylar

K[ T] -modiilii ve m-boyutlu K-uzayaidir.

~ Ayni zamanda bu altuzaylarin kesigimi sifairdar.

Bundan dolaya,

* * 0 * *
Vi, = (Ke; + Kvey,) + (Kvey + K ep)

T
. * * ' 3 * *
d¥r. ae; + Bre, € Ke; + Kvrve, ve a'e; +B'vey€K e; +K ve,
* ~ *
olsun. O zaman tr:K - K ve Tr':K -» K izddniigimleri
olmak lizere,
glaey; + Bre,, a'e;+ Rg've,) = Tr(fra'-8'va)

= tr(gra'-8'va + 8% (a")?-(81)"r"%a")

tr(Bra'~-girva - Bro' + B'va) = tr(0) = 0O

dir.

Simdi w,z EK*ue1 + K"(e2 olsun. y(K e1+I(*v e2)=K*ve1-l-K*e2
oldugundan Oyle u,vEEK*e1 + K*ve2 vardir ki w = yu ve
zZ = YV dir. Ayni zamanda g formu T-tarafindan invaryant

birakildigindan

glw,z) = g(yu,yv) = g(u,v) =0
dir. Dolayisivla VlT nin ayrisimindaki direkt faktdrler

tam izotropiktir.

....9 3



; 2t~l
(3) T= <r171,y?> olsun. o(r) = 4, (y2) =72

ve 7,y? elemanini tersine gdtiirdiiflinden T genel kuater-

niyondur. k,k' € K* igin,

T (k(1+ v)e1+ k'’ (l"V)ez) = k'(1 + v)el -+ k(l—-v)ez
oldugundan VIT nin K*(l + v)e; + K*(luu)ez altuzay:

T-invaryanttirx.

* -1 * -1
Benzer gekilde VIT nin K (1 +» e+ K (1-» e,

altuzayir T-invaryanttir. Ayrica V nin her K*maltuzayl
y2-invaryanttir. Bundan dolayi bu altuzaylar K| T] -modii-
lédiir. Ayrica yukardaki iki altuzayin kesigimi (O) dir.

~ Dolayisiyla,

V]p =" (1tr)e;+ K* (1-v)e,) + (K" (0 e, +R* (1 e,)

. *
dir. a,Bsa',8' € K icgin u = a(l + V)e1 + B8 {(1l-») e,

-1
+ B'(l-r e olsun. O zaman,

v = o' (1l + v_l)e ”

1

g(u,v) Tr(g(l-»)a' (1 + v"1)~a(1 + v)B'(lfv_l))

I

Tr(Baf(v_l—V)—aB'(anul))
-1 -1 .
tr((ga' + aB™) (v "~v 4 (v =¥} ))

I

tr((Ba' + otB')(v_l-—v—v‘1 + 7)) = tr(0) = O

[}

dir. O halde bu iki altuzay birbirleriyle ortogonaldir.

Bundan bagka

y(K*(l+V)e1-+K*(l-v)e25¥‘K*(V+ v2)e; + K (v Tev 2)e,
= K*vzll + vul)e1-+K*v2(vn1~v—2)e2 |
= K*(l 01 e; + K*(l-v_l)ez
dir.
ﬁrng - v oldugundan bu altuzaylar r altlndé in-

varyanttir. BOylece (3) iin ispati tamamdir.
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BOLUM 4

BAZI SIMPLEKTIK ILKEL K[G]-MODULLER

0.22, Tanim'da ilkel modidl tanimi yapilmigtir.
Tanimi takip edeﬁ aciklama'da g&rlildigli gibi, efer bir
indirgenmez k[Hl-modildl V hig¢ bir 6z altmodiild tarafin-
dan olusturulamaz ise V ye bir ilkel k[H]-modiild denir.
Burada buna paralel olarak simplektik ilkel kI[HIl-modii~
14 tanaimlanacaktir. Bu tip modﬁllerin yvapisi Berger ta-

rafindan [ 9] da verilmistir.

Asagidaki bilgiler bu g¢alismadan alinmigtair. Bura-
da V nin simplektik ilkel olmasi halinde minimal k[H] -
miidiili oldudu gbsterilecek ve bundan Onceki klsimdan ya-
rarlanérak H nin nilpotent olmasi halinde V ve H tam

olarak belirlenecektir.

4.1. HIPOTEZ : K bir sonlu cisim, H bir grup ve V

bir indirgenmez KI[H] -modiilli olsun.

g : Vx V=K bir singiiler olmayan simplektikvbi~

lineer form ve H, g formunu sabit biraksin.

4.2. TANIM : 4.1. Hipotez'i verilsin. Eger,

(1) Bir H, € H altgrubu ig¢in U, V nin bir KI[H,] -
altmodildy,
(2) g, U lizerinde singiiler olmayan simplektik bi-

lineer form,
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(3) ul? =v ve
(4) Eger x,vy€H ve xHy # yYHy ise xU ve yU ortogo-

nal ise V ye U dan simplektik’olarak olusturulmus k[ H| -

modiil denir.

Tanimdan gdriildiigli gibi V simplektik ilkel dedilse

ilkel olamaz.

4.3. LEMMA:([9], 7.5. Teorem) 4.l1. Hipotezi veril-

sin. Eger N A H ve Vi ler V nin homojen bilesenleri

N
olmak lizere, V = Vi¥%...3 V, ise o zaman biitiin V, alt-
N 1 £ i

uzaylari ya singliler dedildir ya da izotropiktir.

IspAT : § = deng(H,Vl) olsun. S g formunu sabit
biraktidindan VN Vﬁ bir K[ 8] -modiildlir. Clifford Teore-
minden dolayi V; bir indirgenmez K[ S]-modilll ve Vllﬁz v

dir. Bundan dolay:i V; N Vﬁ:= V; va da V; N Vﬁ = (0) dar.

Edger V; N Vﬁ =V, iséivl izotwopiktir. Eder
vy N Vﬁ = (0) ise V; singliler degildir. Ote yandan
Clifford Teoreminden dolayl her 1 = 1,2,...,t igin Vi=hiV1
olacak sekilde hie H vardir. Ayni zamanda g formu H-in-

varvanttir. Buradan;
g(Vy,Vy) = g(h;Vy,h,Vy) = g(Vy,Vy)

dir. Bundan dolayi V; izotwopikse V, izotropiktir. V,
singﬁler altuzay dedilse \£ singliler degildir. BOylece

ispat tamamdair.

4.4,  LEMMA : ([ 9], 7.6. Lemma) 4.3. Lemma'da eder
V, singililer dedilse o zaman \A lerin tUmil ikigserli orto-

gonaldir ve V, V; den simplektik olarak olusturulmus
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K[{H]~ modilidiir.

ISPAT : Her i = 1,2,...,t i¢in Viz hivl olacak ge-
kilde hiGEH vardir. H grubu g formunu sabit biraktidain-
dan > 1 igin V4 iiékvj lérin ortogonal oldugunu gbste-
rirsek Lemmanin birinci kismi ispatlanmig olur. V1 sin-
giiler olmadigindan V; N VH.= (0) dir. Ayni zamanda g
formu N tarafindan sabit birakildigindan Vﬁ k[N}~modﬁlﬁ—
dlir. Yani V; in V ig¢inde bir K N] ~bilitlinleridir. Fakat

vy ler K[ N] nin homojen bilesenleri oldudundan 2 vV, Va
i>a
in V iginde tek biitinleridir. Bundan dolayi Vi = % v,
i>a1
dir. Lemmanin ikinci kismi ilk kismin ve Clifford Teore-

minin bir sonucudur. Bdylece ispat tamamdir.

4.5, LEMMA : ({9, 7.7. Lemma) 4.3. Lemmada eder

V, izotropik ise o zaman bir x€H vardir ve

(a) x2€8 = deng(H,V;) ve xENH(S) dir.

(b) g = vy 1 xVy bir singliler olmayén K [M] ~modii-
lidiir. Burada M = < 8,x> dir.

(c) V, U dan simplekﬁik olarak olusgturulur.

(d) CS(Vl) = CS(XVl)-

dir.

ISPAT : Vv, izotropik oldufundan V; C Vﬁ dir. V|
tam indirgenir oldufundan V iginde K[N]umodﬁlﬁ Vﬁ nin
bir K([N] -biittinleri V' bulabiliriz ve V= V' + ¥} dir.

V singliler olmadifindan v+ VvV, de singliler degil-~
dir. g fromu V* + A ﬁZeiinde singliler olmad1§1pdan ve
N altgrubu g formunu sabit biraktidindan val e kontra-

gradyanttair.
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Ozel olarak V bir homojen K [N] - modiiliidiir.
dimV* = dimV oldugundan V* VIN nin homojen bileseni-

dir. Bdylece bir 1 < j < t igin V' = vy air.

Clifford Teoreminden Vj = xV; olacak sekilde bir
x €H vardir. Boylece £ V. V iginde (Vi + Vj) nin
bir tek K[N] —bﬁtﬁnleriqgilllf:.] Fakat (V; + v3) nin K[ NI -bii-
tiinleri (Vv + ij dir. Bundan dolayi,

v, +v.ot= 3 v,
J i#1,j

dir. $imdi y €H i¢in yV; = V; ya da yxV; = V; olsun. O
zaman Y(vl +xvy) = vy + Vv, dir. Qinki yV; = V; ise
y(V; + xVy) = V; + yxv; dir. yx€H oldufundan bir ieI
i¢in yxv, = Vv, dir. Dolayisiyla v(Vi+ xvy) = v; + vy

dir.

EJer yxV; = V; ise o zaman y(V; $ XVy) = yV; +
dir. Tekrar y €H oldugundan bir i €I igin yv, = Vv, dir.
Dolayisiyla y(V, + xV;) = v, + Vi dir. V; C Vﬁ oldugun-

dan T v, & Vﬁ dir. Fakat v, + V’j singliler olmadigin-
S#1,] )

dan i = j ve {yV;,yxVy} = {Vl,xvl} dir.

Simdi v = % alinabilecegdini gbsterelim. Mimkiinse
{xvy ,x?V1} #{v1,xV1} olsun. O zaman x°V1 # Vi,xV;* x2V1
dir. Fakat XZVL,VIN nin bir homojen bileseni oldu§undan
bir i# 1,j ic¢in x%V] = Vi olmalidair. O zaman yukarida
gbriildiigl gibi x?vi € (vVi+ xvi)' dir. Fakat g formu H
tarafindan sabit bairakildifindan

0 = g(xV1,%x?V1) = g(V1,xVi)
dir. Bu imkansizdir. QUnkd Vi 4 xV) bir singﬁier olmayan

altuzaydir. Bundan dolayi v = x alinabilir. O zaman
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{xV1,x?V1h={v1,xV1} dir. Dolayisiyla x2V; = V; ve

x2¢ S dir.
Eder ye€S ile yV; = V; dir. BOylece
{ryVv; ,YXV]_} = { Vi ,yle} = { Vi ,XVI}

dir. Buradan x—lyxVi:= Vlve x—yyx:e S dir. Bbylece (a)

saglanir.

M = <8,x> olsun. O zaman [ M:S ] = 2 dir. Bundan

i

dolayr S A M dir. BOylece M S<x > dir. (a) nin is-

*

patlnda,gérﬁldﬁéﬁ gibi x(Vl-r XVI) = Vi-i XV, ve s€ S

. . . ...1 .
igin s(v, + xV,) = sV, + sxV, = V, + x(x sx)V;=V, +xV,

dir. Bundan dolayi U =V, + XV, bir KIMl-moduludir.

Bbylece (b) nin ispati tamamdir. Simdi 0.13. Teoremden

H
. d?layl Vll = K[H] QK[

, S
H (V1|M)!H = UIH oldugundan V = K[H] &

A% V dir. Fakat

1 =

v U dir.

] KiM]

Boylece eer M nin H ig¢indeki sol koset temsilcileri-

nin bir tam kiimesi {1 =?t1,...,ts} ise

s
V= + t; & U
jem

dur. Buradan goriildigli gibi her ye H \M ig¢in yU # U
dur. Fakat o zaman yV; # V; ve yxV, # xV; oldujundan
yvy € (v, + le)l ﬁvUi dir. Ayni zamanda yxV, # Vl,
Yle # xV, oldugu gbsterilebilir. Bdylece yxvlnc_: UL ve

dolayisiyla yU C ot dir.

Sonug¢ olarak y € H olmak ‘lizere farkli yU modiilleri

ortogonaldir. BOylece (c) gOsterilmig olur.

S grubu g formunu sabit bairakir ve V;,xV; altuzay-

lary lizerine etki eder. Ayni zamanda V; + xV; altuzayi
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singliler degdildir ve V,, xVi in biittinleridir. Bundan
dolayi 3.2. Lemmanin ispatinda oldudu gibi CS(Vl)ﬁCS(xvl)

dir. B8ylece ispat tamamdar.’

Simdi asagidaki OSnemli sonucu elde edebiliriz.

4.6. TEOREM : EJer V bir simplektik ilker KI[HI]-

modiilii ise o zaman V. bir minimal K[H]-mediiliidiir.

ISPAT : Eger her N A& H igin VIN homojen ise V
bir minimal KI[Hl-modiiliidiir. Oyleyse bir N A H igin V .
nin homojen bilegenleri t > 1 bir tamsay:i olmak izere

Vlr-~th olsun. O zaman

v, =v; F..4F v

N t
dir. 4.3. Lemma'dan dolayl'vi lerin timi ya tam izotro-

pik Veya singliler olmayan altuzaylardar.

S = deng(H,V;) olsun. O zaman Clifford Teoreminden

dolayr V; indirgenmez K[S] -modiiliidir.

Eger V; ler singﬁler olmayan altuzaylar ise 4.4.
Lemmadan dolayz: VllH = V ve Vi ler ortogonaldir. Dolayai-
siyla V, V; den simplektik olarak olusturulur. Bu ise
bir g¢eligkidir. Boylece V; lerin tUml tam izotropiktir.
Dolayisiyla 4.5. Lemmadan dolayi [M : S] =2 olacak se-
kilde M > S grubu vardlr ve 4.5. Lemma (c) den aolayl
v, + Vj»den simplektik olarak olugturulur.‘Fakat \
simplektik ilkel oldugundan V = Vv; + vy dir ve t = 2
dir. BOylece minimal modiil taniminin 2(1) ve 2(ii) sar-

ti1 saglanir. O halde V minimal K [H ]-modiiliidiir.

Bbylece H < B olmak lizere (2.1)-(2.4) Orneklerden
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birini g&zdniine aliyoruz.

4.8. LEMMA : EgJer H,2.2. Ornekteki gibi ise m=1

dir.
1SPAT : ' 3.21. Lemma (1) in bir sonucudur.

4.9. LEMMA : EJer B, 2.2. Ornek ya da 2.3. &r-

nekteki kuaterniyon grubu, Bg < B bir kuaterniyon alt-

I

grubu ve m 1 ise V simplektik ilkel KI[Bgl -modiliidir.

1SPAT By kuaterniyon altgrubu ve dimK(V) = 2
oldugundan V indirgenmez K [By] -modiiliidiir. Fakat

dimK(V) =.2 oldgﬁundan'v 6z singliler olmayan, K-alt-
uzaylara sahip degildir. BOylece V simplektik: ilkel

K [By] - modiiludiir.

4,10. LEMMA : Eger H, 2.3. Ornekteki B grubunun

altgrubu ise m = 1 ve r = 1(mod4) dir.

ISPAT : Mimkiinse [ B:Bg] = 2 olmak lizere V nin

bir Bg-altmodili W igin V, W dan simplektik olarak olus-
turulmus K[B]-modﬁlﬁfolsun. 0] éaman z € B-By olmak lize-
re V=W ; zZW dir. EJer H < By ise W ve zW 6z H-modiil-
leridir. BOylece VIH indirgenirdir. Bu ise bir c¢elisgki-
dir. Dolayisiyla H ¥ By dlr; Bdylece BgH = B dir. S$imdi
zH alinabilir. Fakat o zaman bir H-modﬁl olarak Vv,

bir Hy = H.N Bormodﬁl W dan simplektik olarak olusturul?
mus mﬁdﬁldﬁr? Bu ise V[H nin simplektik ilkel olmasiyla

eligir. Dolayisiyla V simplektik ilkeldir. 2.3. CGrnek-
¢ B

ten g8rilduglt gibi B = <Q,r> , Q = g °_
O 14
) 7. @
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m_ fe) -
2t[|(r 1) olmak lizere o(v) = 2t ve 17 = { } dir.
o)

1

S

Boylece 3.21l.Lemma (2) den dolayi m = 27 dir. Simdi

m=1ve r= 1l(mod4) oldufunu g&sterelim.

Mimkiinse s > 1 olsun. O zaman m > 2 ¢ift oldudun-

dan rm/2 = 1l(mod4) dir. Ayrica -1 = (rm/z—l)(rm/2+ 1)

dir. 4|(rm/2—l) oldugundan 2||(rm/2 + 1) dir. Dolayisiy-
- m/2

la 2t likrm/z-l) dir. K* .= GF(rm/z) ve ¢:¢€ el , K

. . *
nin mertebesi 2 olan otomorfizmasi olsun. tr: K =K

izddniistmt olsun. o(») = 2° ve 2571 | (™2

m/2
*
v? = ¥t = -v ve 2 € K

-1) oldugundan

dir. W = K*e; + K*ez olsun. B, = < 7,y2 > < B olsun.
T(K*el-%K*ez) =K*e1 + K*ez ve yz(K*el + K¥e,) =K*e;+K%e,

oldugundan W Bg-invaryanttir. Ayraica,

& * *
yW = K*vel + (K'v ) e, = Kve; + Krve,

dir. 61,82,71,7265K* olsun. O zaman »¥ = -» oldugundan

g(Bie; + Bres , 7 ﬁel + 7 vey) = Tr(Byv2v-Bov1v)
= tr((8172“6271)(V-+V¢))

tr(O) = O

i

dir. Bundan dolayi W ve yW ortogonaldir. Vv singliler ol-
madidindan W da singliler dedildir. Bdylece V, W dan
simplektik olarak olu$turulmustur. Bu ise bir cgeligki-

dir. O halde s < 1 dir.

s = 1 olsun. Kabul edelim ki r = 1(mod4) olsun.

r = 1r = 1(mod4) ve 4| (r-1) oldugundan 2|]| (r + 1) dir.

~

Dolaylslyla‘Zt-ll‘(r—l) dir. ¢:e 5 €Y, K nin mertebesi

. . r
2 olan otomorfizmasi olsun. O zaman »? = v T = ve
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v2€ K = GF(r) dir. W.= Ke; + Ke, olsun. Yukarida g&-
riildligid gibi W, By = < 7 ,y2>-invaryanttar. Ayni zamanda
yW = Rre, + Kve, dir. Yukarida oldudu gibi W ve yW orto-
gonaldir. V singliler olmadidindan W da singliler degil-
dir. Dolaylslila V, W dan simplektik olarak olusturulmus-
tur. Bu ise geligkidir. O halde r = -1(mod4) diir. O zaman

t—l| ! (

4| (r + 1) ve 2||(r-1) dir. Dolayisiyla 2~ r + 1) dir.

s € » € ,? nin mertebesi 2 olan otomorfizmasi olsun.
-1 \ -1 .
0 zaman »¥ = »v¥ = _» dir. 8¢ = 8 = -8 olacak gekil-

de mertebesi 4 olan bir B elemani secgebiliriz.

W o= {ye; + (76)?e2 | y€X olsun. O zaman W, V
nin bir 2-boyutlu K-altuzayaidir. Gergékten kolayca gbri-
lecedi gibi eJer t€K wve K = K(t) ise K={a +bt|a,b €K}
dir. 2.3.0rnekte oldudu gibi {e;,e5}, V nin bir K-bazi

olsun.

{tel-twsez, e;-Bes} nin W nin bir K-bazi oldudunu

gbsterelim. (a+bt)e1-(a+bt)wez=fa(e1—6e2)+ b(tel-t"osez) dir.

a(te;-t’ey) + blej- ey) = 0 ise (at+b)e;~(at’s + bg)e, = 0 dar.
Buradan at + b = O ve‘at¢8 + bpg = O dir. Eger a # 0O ise
t o= - %ezK dir. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde a = O dar.
Dolayisiyla b = O dir. Bundan dolayi {te;~t¥Be,,e;-Bey},
W nin bir K~bazidir. Dolayisiyla W,V nin 2-boyutlu K-alt-
uzayidir. Simdi |

y2(rey + (18)7e,) = 7v2e1A+v*;2(78)“0e2= (yr2)ey* [(2r8)] Ye,€ W

dir. Ayni zamanda |

ry(re, + (73)‘pe2) = (rgr)¥er 4 .’t(vvg)‘pe]wez EW

dir. Bdylece W, By = < ryY,y%>-invaryanttir. Ayrica
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vive, + (18)%e,) =.(7v)e1f(v78)we2 dir. Dolayisiyla
yw = {vel—(vs)gezlvezﬁ} dlr.vBéylece V]Boz W+ yw,
V nin bir Kl Bplrayrigimidir. rve,; + (7B)¢eze W ve

)¢ |

aep~(aB) ey € yW olsun.

glre1+(r8)¥e,, aey-(aB)¥ey) = Tr(-v(ap)?-(v8)%a)
= —va’ (87 + 8)-17a(8%+ 8)
=0
dir. Bbylece W ve yW ortogonaldir. V singliler olmadi-
gindan W-da singliler degildir. Dolayisaiyla V, W dan
simplektik olarak olusturulmugtur. Bu bir ¢eligkidir.

O halde s =0 ve m=1 dir. Bu durumda,. ™= 1 (mod4) oldu-

gundan r = 1l{(mod4) dir.

4.11, LEMMA : Eger 2.4.0rnekteki B altgrubu

ve H< B ise H bir 2-grubu degildir.

- IsPAT : 2.4. Ornekteki S grubunu gozdniine alalim.

3.22.Lemmadan dolayi S nin bilitlin altgruplari V {izerinde
indirgenirdir. Dolayisiyla .efer H < S ise VIH indirge-
nir. Bu ise 4.2 .Hipotezimizle ¢elisir. O halde H« S

dir.

Simdi H = 8 olsun. 3.22. Lemma (3) den«dolayi

< 1,y*> < S altgrubu igin v| Kf(l + v)ej+ K*(l_y)ez

SI
den simplektik olarak olusturulmugtur. BOylece V bir
simplektik ilkel K [S] -modiilii olamaz. Fakat V|, simplek-
tik ilkel oldugundan bu bir celigkidir. O halde H £ S

il

dir., Fakat B = S x D ve IDl = >

tek oldudundan

|[HNn DI > 1 dir. O halde H bir 2-grubu degildir.
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