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HALL HIGMAN TiPI TEOREMLER

(Yiksek Lisans Tezi)

Aynur YALINCAKLIOGLU
GAZI UNIVERSITEST
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
Ocak 1990

0z

Bu calismada T.R, Berger'in "Hall Higman type
theorems, I" baglikli makalesi ve "Hall Higman type
theorems, V1™ baglikli makalesindeki Teorem 2.2 incelen-

mistir (Bak;[1] ve [2]).
Birinci makalede;

1) G = AB bir grup; B,G de normal devirli bir
altgrup; A,B nin nilpotent bilitiinleyeni ve A A B = 1 dir.

2) r bir asal sayi olmak lizere, k¥ = GF(r) bir ci-

sim ve

3) V sadik indirgenmez kiG] -modiil ve her L A G

igin V[L homojendir.

Bu 6zel durumda A nin V lzerinde en az lig regliler

ybriingesi olmasi ig¢in gerekli gartlar incelenmigtir.

Ikinci makaledeki Teorem 2.2 de ise A agikdr olma-
van bir nilpotent gruptur ve her p]lAl asal sayisi ig¢in
A nin Z, ~ %, ye izomorf faktdrii yoktur. rfIAl asal sa-
yisi ig¢in k = GF(r) ve V sadik k{[A]-modiil olsun. Bu ko-
sullar altinda A nin V {izerinde en az bir regiiler ydrin-

gesinin oldugu gGsterilmigtir.

Biz bu tezde Berger'in yukarida szl edilen g¢alig-
malarini ayrintili ve anlagilabilir bir gekilde ifade et~
tik. Birgok noktalari ac¢iklida kavusturduk ve bogluklarai
doldurduk.
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ABSTRACT

In this work we studied the paper of T.A. Berger
entitled "Hall Higman type theorems, I" and Theorem 2.2
in the paper" Hall Higman Type Theorems, VI'of the same

author (See;|1] and (2]).

In the first paper,

1) G = AB is a group with normal cyclic subgroup

B and nilpotent complement A where A N B = 1.
2) k = GF(r) is a field for a prime r, and

3) V is a faithful irreducible kIGl- module such
that V[L is homogeneous for all L A G .

Under these special cases, the conditions for A to
have at least three regular orbits on V have been

investigated.

In Theorem 2.2 in the second paper, A is a nontrivial
nilpotent Zp “'Zp—free group for all primes p|lAl and
k = GF(r) for a prime rf|A|l and V a faithful k([A] module.
Under these conditions, it has been shown that A has at

least one regular orbit on V.

In this thesis, we have prepared a detailed and -
readable account of the above mentioned works of Berger,

we have claritfied many points and filled in many gaps.
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GIRIS

Kabul edelim ki, p ve g asal sayilar olmak lzere,

Q bir g-grubu ve C < Aut(Q) mertebesi pe olan bir p-gru-
bu olsun .CQ yaridirekt ¢arpiminin bir pargalanma cismi
k ve kar(k) = r # q olsun. V bir sadik indirgenmez

}[CQl -modiild olsun. Bu sartlar altinda V modiiliiniin yapi-
s1 genisg big¢imde arastirilmigstair. r = p hali Hall-Higman
[ 3] deki Teorem B nin ispatinda ve r # p hali Shult | 4]
daki Teorem'in ispatinda incelenmigtir. Bitin bu kisitl:
hallerde V|, nin bir regiiler klcl-direkt bileseni olmak-

tadir.

Bu serideki c¢aligmalarin amaci yukaradaki durumla-
r1 daha genel bir problem olarak arastirmaktir. G bir
sonlu grup, A < Aut(G) bir nilpotent grup ve (|G|, {A{)=1
olsun. k bir cisim ve U bir sadik indirgenmez k [AG]-modii-
1{i olsun. SORU : U[A modilii hakkinda ne s8ylenebilir?
Burada A = C, G = Q, U = V alinirsa Hall-Higman'a ait
Teorem B deki durum elde edilir. BOylece buradaki soru
Hall~-Higman'a ait Teorem B deki durumun bir genellemesi-
dir. Teorem B de C= <x> ve X in mertebesi pn ise o za-
man x in minimal polinomu ne zaman (x--l)pn olabilecegi
araétlrllmaktadlr. Bu gart varsa x in V {lizerinde bir regii-
ler y&rlingesi vardir. Teorem B nin ispatinda g&riildiigd
gibi V]c modiili hemen her zaman bir regliler bilesene sa—.

hiptir, yani kI[C]-modiilii k [C] ye izomorf bir direkt bi-

?. G,
-1- Yikseksgretim Kurulm
Dokiimaniasyon Merkes}



legeni vardir. Burada da U[A modiiliine benzer cevaplar
i¢in bakacagiz. Fakat ({Gl,!Al) = 1 sartaini her zaman
koymayacagiz, bunun sonucu olarak da UIA nin regiiler

birekt bilesen ig¢ermesi her zaman miimkiin olmayacaktair.

Hall-Higman'a ait Teorem B nin ispatina paralel
olarak problem iki kisma ayrilacaktir. Teorem B nin is-
patinda Q, CQ ic¢cinde minimal abeliyan hale indirgenmekte-
dir. Bu durumda C, Q" = O0\{1} lizerinde yari regililer et-
ki etmektedir. Fakat Q* tizerinde regliler yOriingeler ol-
masi V[C nin regliler direkt bilegeni olmasi ig¢in anahtar
rolli oynar. Genel halde biz A nin G nin A-invariyant
H/K kesimleri lzerinde regliler yd8riingelerin varlidaini
arastiracagiz. Burada K < H < G ve X,H A AG dir. Daha

kesin olarak agadgidaki problemi aragtiracadiz.

*
(1) k = GF(r) olsun. Ne zaman A, U lizerinde regii-

ler yOrilingeye sahiptir?

Teorem B nin ikinci halinde Q grubu ekstra-0zel,
[Cc,z2(0)] = 1 ve Q/Z(Q) grubu CQ/Z(Q) iginde minimal nor-
maldir. Burada C nin V lizerindeki temsilleri belirlenmig
ve V‘C modild c¢alisilmigtir. Biz daha genel olarak su

durumu ¢alisgacagiz.

(2) S A AG, S ekstra-bzel, Z(S) < Z(AG) ve
SZ (AG) /Z (AG) , AG/Z(AG) ig¢inde minimal normal ve A,S/Z(S)
Uzerinde sadik olsun. Hangi gartlar altinda U{A nin re-

gliler direkt bilegeni wvardir?

Bu problemin genel ¢8ziimleri [2] de verilmistir.

[ Bak. Teorem 2.2 ve Teorem 3.2] Orada gdriildiigi gibi eger



A nin higbir Sylow t-altgrubu Z, ~ Z ye izomorf faktd-
re sahip de§ilse ve (JAl, r) =1 ise o zaman A, U* ilize-
rinde en az bir riigliler y6riingeye sahiptir. Ayni hipotez

altinda U]A regliler direkt bilegen igerir.

Biz burada (1) durumunun bazi minimal hallerini ¢a-
lisacadiz ve elde edilen sonuglar yardimiyla [7] deki
Teorem 2.2 nin ispatini kolayca yapmak miimkiin olacaktir.
Daha agik olarak ifade etmek gerekirse asadidaki durum-

lar g&6zdniine alinacaktar.

(1) G

1

AB, B A G, A nilpotent ve A N B = 1 olsun.

(2) k GF(r) bir cisim ve r bir asal sayi olsun.

i

(3) V bir sadik indirgenmez k[ G]l-modiil ve her N AG

igin VIN-homojen olsun.

Bu sartlar altinda A nin V {izerinde en az {i¢ regii-

ler yOriingesi olmasi i¢in yeter gartlar belirlenecektir.

Burada takip edilen yol gOyle Ozetlenebilir. k cis-
minin 6yle bir sonlu geniglemesi E vardir ki, eger
fg = Gal(k/k) ise G grubuff'=‘gﬁx yaridirekt carpimi igi-
ne gémiilebilir ve V = K' alinabilir. < nin @ = £\ (o}
izerindeki permiitasycn temsili ;g!ﬁy olugturulmug tem-
silipg izomorftur. Bundan dolayi A, § lizerinde

z1 A

=1
gX 'h.A
rada toplam biitiin A}dg ¢ift kosetleri lizerinde degigmek-

nin 2 {izerindeki etkisi gibi etki eder, Bu-

tedir. Fakat buradan su ilging sonug¢ elde edilmektedir.
-1

Eéer*gx N A= 1 ise yukaridaki toplam bir regiiler A-y&-

riingesi igerir. Yukaradaki sarti safliyan ve farkli ¢ift

kosetlere ait olan x ig¢in farkla regiiler ybriingeler elde

-3~



edilecektir. Bi:s bu x lerin sayisinan ikiden fazla olma-
masini istiyoruz. Bundan sonra her p|P§i ig¢in k® in bir
Jp altgrubu tanimlanmakta ve‘gx_1 N A =1 olmasi igin
her p]hgl igcin x¢.Jp olmasi gerektigi gdsterilmektedir.
Daha sonra Jp #+ k* gsartl altinda ligten az regliler yOriin-
ge olmasi durumunda B nin mertebesi kisitlanmakta ve B
den yararlanarak ‘¢ nin mertebesi belirlenmektedir. Bun-
dan sonra genel hal g&zOniine alinarak A nin en g¢ok iki
regiiler yOriingesi olmasi halinde B ve g i¢in biitlin muh-~
temel durumlar belirlenerek, elde edilen bulgular Teorem

5.2 de bir tablo halinde verilmektedir.

[

T.R. Berger burada s6zi edilen durumlari bir seri
makale halinde incelemis ve bu sonuglari kullanarak sabit
noktasiz otomorfizma grubuna sahip olan ¢&zillebilir grup-

lara ait ¢ok Onemli sonug¢lar elde etmigtir (Bak. [5 1),



= BOLUM 1

KULLANILAN BAZI TANIM VE TEOREMLER

Bu galigmada blitiin gruplar sonlu olarak alinmigtair.

1.1, TANIM : £ bogtan farkli bir kiime, 2 {izerinde

tanimli birebir 8rten fonksiyonlarain kiimesi SQ olsun.
Sq kiimesi fonksiyon bilegsimine gbre bir gruptur. Bu gru-

ba © {izerinde simetrik grup denir.

SQ. nin herhangi bir altgrubunada SQ ~altinda bir

permiitasyon grubu denir.

1.2. TANIM : G, Q iizerinde bir permiitasyon grubu

olsun. ¥ a,b€e Q ig¢in g(a) = b olacak sekilde bir g € G

varsa G ye gecisli permiitasyon grﬁbu denir.

l1.3. TANIM : G, bir permiitasyon grubu olsun. a€ £

igin

Ga = {gEG : g(a) = a}

altgrubuna a nin G ic¢indeki dengeleyeni (stabilizer) de-

nir.

 nin

Oa,G = {g(a) : ge G}

altkiimesine de G nin ySriingesi (orbit) denir.

1.4, TANIM : G, Q flizerindeki gegisli permiitasyon

grubu olsun. Efer her a€ Q igin G,= {e} ise G ye bir

regliler permiitasyon grubu deﬁir.

~5=-



EfJer burada permiitasyon grubunda geg¢iglilik sarta

yoksa G ye yari regililer denir.

1.5. TANIM : G bir permiitasyon grubu ve O G

a,G’

nin bir yOriingesi olsun. Oa G nin mertebesi G nin merte=
¢

besine egit ise o zaman 0a G vye G nin bir regliler y&riin-
, .

gesi denir. Agik8r olarak Oa regiiler yoriinrge ise

/G

Ga = {e} dir.

1.6. TANIM : G bir grup olsun. g € G ve her x€ G

igin
r ix > g lxg
g’ :

bigiminde tanimli G den G ye 7 _ otomorfizmasina ig¢ (inner)

g
otomorfizma denir. G nin i¢ otomorfizmalaranin grubu

innG ile gbsterilir. Ayrica G nin i¢ otomorfizmalarinin

grubu G/Z(G) ye izomorftur.

1.7. TANIM : G bir grup, H < G ve A, G nin otomor-

fizmalarinin bos olmayan bir kiimesi olsun. Eer her h€ H

ve o €A igin h®€H ise H ya G nin A-invaryant altgrubu

denir. Efer A'= 1 ise o zaman asik8r olarak G nin her

altgrubu A-invaryanttir.

E§er H, Aut G-invaryant ise o zaman H ya G nin

karakteristik altgrubu denir.

H innG~invaryant ise H ya G nin normal altgrubu

(invaryant ya da self-conugate) denir.

1.8. TANIM : G herhangi bir grup olsun .Her x€G

igin

CG(x) = {g€ G : gx = xg}



bi¢iminde tanimlanan CG(x), G nin bir altgrubudur. Bu

gruba G iginde x in merkezleyeni denir. Ayni zamanda

- Nce(x) = {g€G : gx = xg, her x€G}
X=G

G nin karakteristik altgrubudur ve G nin merkezi olarak

adlandirilir, Z(G) ile gbsterilir.
H < G i¢in H nin G ig¢indeki merkezleyeni
CG(H) = {g€G : gh = hg, her he€ H ig¢in}
olarak tanimlanir. O zaman
Z(G) < Cg(H) <G

dir.

1.9. TANIM : KAG ve K< H < G olsun.K < J ve

J/K = CG/K(H/K) olmak {izere G ig¢inde H/K nin merkezleye-
ni G nin J altgrubu olarak tanimlanir, .J = CG(H/K) ya-
zilir. O zaman

Cg(H/K) = {g€G : [g,hl €K, her h€H igin}

dir. Bununla birlikte efer H A G ise o zaman CG(H/K)AAG

ve G/CG(H/K), Aut (H/K) icgine gbmiilebilir, yani

G/Cg (H/K) € Aut (H/K)

1.10. TANIM : p bir asal sayil olmak lizere G bir

p-grubu olsun. EJer G elementer abeliyan ya da
®(G) = Z(G) = G' elementer abeliyan ise G ye Szel

(special) grup denir. G abeliyan olmayan bir &6zel grup

ve Z(G) devirli ise G ye ekstra-dzel (extra-special)

grup denir.



l.11. TANIM : R bir halka, M bir toplamsal abeli-

yan grup olsun. Eer her m;,m,, m€M, r;,r,, reR igin

(1L r(m +mp) = rmy + rmp
(ii) (ry; + ry)m= rym + rom
(iii) (ryro)m = ry (rom)
olacak gekilde (her r€ R, m€M igin) bir rmeM ¢arpimi

tanimlanirsa, o zaman M ye bir sol R-modiil denir. Efer

lﬁER ve her m€EM igin lRm = m ise o zaman M ye birimsel

s0l R-modiil denir. Eer M bir birimsel sol R-modiil ve

M, bir R-bazina sahip ise o zaman M ye serbest (free)

sol R-modiildiir. denir.

Eer R bir cisim ise birimsel serbest R-modiilii M

yve R {izerinde bir vekt8r uzayi denir. Bundan sonra R—mo-

diil denilince sol.R—modﬁl.anlagllacaktlr.

1.12. TANIM : R, bir birimsel halka ve M bir sol

R-modiil olsun. Eder M # O ise ve M nin sifirdan farkl:

hicbir N &z altmodiilil yoksa o zaman M ye bir indirgenmez

(basit) sol R-modil denir. Efer M, indirgenmei sol R-mo-

diillerinin bir direkt toplami ise, o zaman M ye tam in-
dirgenirdir denir.
1.13. TANIM : M bir k[G]-modiil olsun. {S;}; ., M

. nin birbirine izomorf indirgenmez altmodiillerinin bir

kiimesi olsun.

M= I8,
ier *

seklinde yazilabilirse M yebir homojen k[Gl-modiil denir.

*




Tam indirgenir k[G]l-modiili M nin birbirine izomorf
olmayan biitiin indirgenmez altmodiilleri Sl,...,Sn olsun.
M nin Si~ye izomorf olan biitlin altmodiillerin toplami Mi
olsun. O zaman M = M, e... e Mn dir. Burada My ye M nin

bir homojen bilegeni denir.

1.14., TANIM : A bir halka, R birimli defismeli

bir halka ve A bir R-modiil olsun. EJer her a,b€a, r€R
igin
r(ab) = (ra)b = a(rb)

ise o zaman A yva R ilizerinde bir cebir denir., A bir R-ce-

bir olarak da adlandlrlllr.

1.15. TANIM : G bir grup, k bir cisim olsun. kI[G],

® a_g formal toplamlarindaniolugan bir kiime olsun. Bu-
geG

rada sifirdan farkli ag lerin sayisi sonludur. Bu kiime

izerinde toplama.ve carpma islemleri sirasiyla

zagg, Z b geklacl] igin Z a g= % ah

geG geG g geG g heG h
oldugundan

ZTag+ ZTbg= 2 (a_+blg

gee 9 geg ¢ gec 9 g

(Zag)(Zbh)s= 2 a_b gh

gec 9 neg B g,hec 9 B

seklinde tanimlanirsa k[G], bir cebir yapilabilir. Bu ce-

bire k lizerinde bir grup cebiri denir.

1.16. TANIM : A ve B iki grup ve kabul edelim ki

B den A nin otomorfizmalarinin grubu ig¢ine, b —rﬂ‘seklih-

—9_



de tanimli bir homomorfizma olsun.{(a,b) : a€ A, b&B}

siralil ikililerin kiimesi {izerinde garpma islemi

(a,b) (a1,by) = (a.b(a;), bb;)

gseklinde tanimlanirsa bir grup olusturur.-Bu gruba

-~

b - b homomorfizma yardimiyla elde edilen A ve B nin

yaridirekt carpimi denir.

-

Eger her beB igin b=1 ise, o zaman aligilmis

direkt carpim elde edilir.

G bir grup, A ve B,G nin altgruplari ve A A G olsun.
Eer G= ABve ANB =1 ise G ye A nin B ile yvaridirekt

carpimidir.

1.17. TANIM : G = HK bir grup, H ve K, G nin

altgruplari, H N K < Z(G) ve H < C; (K) sartlarini sag-

laiyorsa G grubuna H ile K nin merkezi carpimi denir.

1.18. TANIM : k bir cisim, A, k lizerinde bir ce-

bir olsun. V, k lizerinde sonlu boyutlu bir vektdr uzayzs

olsun.
T:A - Homk(V,V)
bir fonksiyon olsun. EJer her a,ra,,agl ve tek igin

(1) T(a; +a,) = T(a,;) + T(a,)
(2) T(alaz) = T(al)T(az)
(3) T(ta) = tT(a)

(4) T(lA) = Iy

ise o zaman T ye A nin V {lizerinde bir temsili denir. O
zaman her ac A ve veV igin

x

a.v = T(a)(v)

-10-



skaler carpima gdre V bir sol A-modiildiir. Bunun terside

dogrudur; yvani V bir A-modiili ise

- T : A - Homy (V,V)

T(a) (v) = av

seklinde tanimli T, A nin bir temsilini tanimlar. Eger

A-modiil olarak V, indirgenmez ise T temsiline indirgen-

mez temsil , efer tam indirgenir ise T ye tam indirgenir

temsil denir.

T, ve T, , A nin sirasiyla V; ve V, {lizerinde iki
temsili olsun. Efer V; ve V, A-mod{il olarak izomorf ise-

ler o zaman . T; ve T, ye egdefer temsil denir. Bagska bir

deyisle efer s
s:v; >V,

tersinir lineer doéniigimli varsa &yle ki a€ A, v €V igin
S(Ty (a) (v)) = Ty (a) (S(v))

ise T1 ve T2 egdederdir.

1.19., TANIM : G bir grup, k bir cisim v, k lize-

rinde sonlu boyutlu bir vektdr uzayi olsun. GL(V,k), V
izerinde singliler olmayan (tersinir) lineer doniiglimle-

rin grubu olsun.
T:G - GL(V,k)

bir grup homomorfizmasi ise T ye G nin V lizerindeki bir

temsili denir. Bu G nin bir grup temsilidir.

T:k{G] 9‘Homk(v,v)

homomorfizmasa

-11-



T( £ a g) = Z a_T(g)
geG 9 gec ¢

ile tanimlanirsa.o zaman T, k[G] nain V lizerinde bir tem-
sili olu;.Béylece T temsili V lizerinde k [G] -modiil yapi-

sini tanimlar. Tersine olarak
T: kIGl> Homy (V,V)
k[G] nin V iizerindeki bir temsili ise o zaman

TlG: G - GL(V,k)
homomorfizmasi da G nin V lizerindeki bir temsilidir. Ger-

cekten efjer g€ G ise o zaman

1 1

I

) = T(gg kg’ = Ty

T(g)T (g~ ) = T(1
dir. Oyle ise T(g)-1 vardir. BSylece T(g) € GL(V,k) dir.

Ayni zamanda her g,,9,€ G igin

T(9,9,) = T(g,)T(g,)

dir.
T:G =~ GL(V,k)
G nin bir temsili olsun. EJer k[G]- modiil olarak V in-

dirgenmez ise veya tam indirgenir ise T temsili sirasiy-

la G nin indirgenmez temsili veya tam indirgenir temsi-

li denir.

EJer T bir monomorfizma ise T temsiline sadik
(faitful) denir. Eger her g&€ G igin T(g) = IV ise T ye

agikar (trivial) temsil denir.

dimkV ile gbsterilen V nin boyutuna temsilin dere-

cesi denir. Derecesi 1 olan temsil lineer temsil olarak

adlandirilar.
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k |G] bir cebir oldugundan dofal olarak bir sol
k [G] ~modiildiir. B8ylece k[G] nin k[G] {izerinde tanimla

olan temsiline k[G] nin sol regiiler temsili denir. Bura-

da g€ G ve beklG] igin
T(g) (b) = gb

dir. T]G temsili de G nin bir sol regliler temsilidir.

1.20., TANIM : G sonlu bir grup, k bir cisim,

GL(n,k) k lizerinde nxn tipinde blitlin tersinir matrisle-

rinin grubu olsun.
T:G = GL(n,k)

grup homomorfizmasina k lizerinde G nin bir matris tem-

sili denir. EJer
Ker(T) ={geG : T(g) = In}={e}

ise o zaman T temsiline sadik (faitful) temsil denir.
k lizerinde iki matris temsili T; ve T, nin denk olmasi

i¢in gerek ve yeter gart emn az bir MeGL(n,k) ig¢in

-1
T,(G) = M T, (g)M

olmasidir.

1.21. TANIM : x:G > k, x(g) = tr(T(g)) ile ta-

nimli fonksiyona T temsilin karakteri denir.

Efer x, bir k[G]-modiild olan V nin karakteri ve H,
G nin bir altgrubu ise o zaman VH nin karakteri x]H ile

gbsterilir. Buna x nin H ya kisitlanmigi (restriction)

denir.

G sonlu bir grup, H, G nin altgrubu, k bir cisim ol-
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sun. {g; = 1, gz,...,gr} H nin G ig¢gindeki sol koset

temsilcilerinin bir tam kiimesi olsun. V sonlu boyutlu

k [G] ~modiilii olsun. k[H], k[G] nin alt cebiridir. Bu du-
rumda V bir k [H]-modildi olur ve VH ile gbsterilir. Buna

V nin k[H] va kasitlanmisi (restriction) denir.

T : G = GL(V,k)

G nin V lizerinde bir temsiliken T = T|,., , V lUzerinde

H

H nin bir temsilini g&sterir.

1.22. TANIM : G bir grup ve H < G olsun.

{1 =x1,%x3, -..;, x} H nin G igindeki sol koset temsil-
q}lerinin bir tam kilimesi ve k bir cisim olsun. O zaman

k[G] grup cebiri sa§ k[H]-modiilii olarak
k [G] = k [H] eyk[sz]e‘... ® k[an]

seklinde yazilabilir. Burada her k[xiH] = xik[H] bir

sad klH l-modiilidiir. Simdi V bir sol k[H]-modiilii olsun.
G -
\Y klcl L

tensdr g¢arpimina V den olusturulan modiil denir.

klGg] = g kix;H = g x;k[H] degeri yerine konursa
i=1 i=1
G _
\ k[Gle k[H]v
= @ x,(k[H]) ® v
=1 ¢ k |H]
n
= @ X, @ v
i=1 T

elde edilir. V|© bir sol klG] modiiltidiir. Gergekten g€ G

ve VEV igin gx; = xjh ise

g(x; ® V) = gx; e Vv = Xy ® hv dair J6].
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1.23. TANIM : Hin:l.n V {izerindeki temsili T ol=

sun. O zaman G nin V]G lizerindeki temsiline T den olug-

turulmus temsil denir ve ™ ile gbsterilir. E§er T nin

karakteri ©.ise o zaman TG nin karakteri eG ile gGsteri-

lir ve buna 6 dan olugturulmug karakter denir. EJer

kar (k) f 16! ise her g€G igin

=T ey gy)
H YEG

formilé saglanir. ©°(1) = [G:H] & (1) dir. Bu formiil

6% (g)

fi

o)

eg) = =

-1
=1 (xy gxi)

olarak da yazilabilir. Burada, efer x€ H ise é(x) = B(x)

ve x¢€H ise 6(x) = O geklinde tanimlidar,

1.24. TANIM : G bir grup ve 2 bir sonlu kiime ol-

sun. G grubu & {izerinde etki etsin, yani her x€Q ve

g,h€G igcin gx€ Q tanimli olsun ve

l.x = x, (gh)x = g(hx)

sartli saglansin o zaman Q iizerinde g(x) = gx seklinde
tanimli g fonksiyonu bir permiitasyondur ve g » g esleme-

si G den Sim(Q) igine bir grup homomorfizmasidir.

Simdi k bir cisim ve V bir k-uzayi olsun, Oyle ki

{vx: X€Q} V nin bir bazi olsun. O zaman her g€ G igin

T(g) (v,) = vy

olarak tanimlanirsa ve lineerlik yardimiyla V nin hep-
sine genigletilirse T(g) bir lineer transformasyondur

ve T, G nin V {izerinde bir temsilidir. T ye G nin permii-

EY

tasyon temsili ve V ye G nin  kiimesine kargilik gelen
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permiitasyon modiilii denir. T nin tanimladi§i karaktere,

G nin Q lizerindeki permiitasyon karakteri denir. ©(g)

degeri gx = x olan x lerin sayisidir.

Simdi G nin permiitasyon temsili ile olusturulmus
temsiller arasindaki yakin iligkiyi g&sterelim. (10),

10.4.Example

H < G ve H nin agsikar temsili lH olsun. W = kv, lH

tensilinin tanimladidi asikar k [H]- modiilti olsun.Bbyle-
ce her w € W ve heH ig¢in hw = w olur. V = WG olsun.
{1 = gl,...,gn} H nin G i¢indeki koset temsilcilerinin
bir tam klimesi ise
n
vV = izl gi s W

olur. Burada g€ G igin gg; = gjh (he H) ise

g(gisv)=gjov

olarak tanimlidir. Buradan gOriildiigli gibi G nin

{gih : 1 € i< n} izerindeki permiitasyon etkisi

{gi e W : 1l < i< n} lizerindeki permiitasyon etkisinin
aynidir. Bundan dolayi V modiilii G nin gH kosetleri {lize-
rindeki permiitasyon modiiliine izomorftur. Oyleyse G nin
lHlG temsili G nin gH {lizerindeki permiitasyon temsiline
egdeferdir. Ozel olarak H= < 1> alinirsa k[G]~-lizerin-
deki regiiler temsili < 1> grubunun agikar temsilinden

olustugu gérﬁlﬁr.“

Burada yukaridaki 6zellik su sekilde uygulanacak-
tir. G, @ {izerinde bir gegigli permiitasyon grubu ve

a€ © nin dengeleyeni H olsun. O zaman G nin © {izerin-
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deki permiitasyon temsili lHlG ye esdegerdir. Bunu
Teorem 1.15 den gdrmek kolaydir (Burada R birimli ve de-

gigmeli bir halkadair) [6] .

1.25. TANIM : k bir cisim, A bir k cebiri, V in-

dirgenmez bir A-modiili olsun. EJer k nin her L genigleme-
si VIL bir indirgenmez AIL-modﬁlﬁ ise, o zaman V ye bir

mutlak indirgenmez A-modiilii (absolutely irreducible

A-module) denir. EJer her indirgenmez A-modiilii mutlak

indirgenmez ise o zaman k ya A ig¢in bir parcalanma cis-

mi (splitting field) denir. k cebiri cebirsel kapali
ise pargalanma cismidir. EJer k, k[G] grup cebiri igin
pargalanma cismi ise, o zaman k, G grubu igin bir par-

calanma cismidir.

1.26. TANIM : A bir halka, M bir A-modil olsun. M

nin tim maksimal altmodiillerinin arakesitine A-modil
radikali denir ve radM ile g¥sterilir. Eer M nin mak-

simal altmodiilii yoksa radM = M olarak tanimlanir.
Her sonlu lirete¢li A-modiil M i¢in radM C M dir.
S0l regiiler modiil AA nin radikaline ise A nin Jacobscn

radikali denir ve J(A) ile gdsterilir.

1.27. TANIM : A bir halka ve e€ A olsun. EJer

e? =~ e # O ise e ye idempotent eleman denir. e|,e, €A

idempotentleri e e, = ej,e; =0 sartini sagliyorsa e;,e,

ye birbirine ortogonal idempotentler denir. Bir ec A

idempotenti iki ortogonal idempotentin toplami olarak

yaziliyorsa e ye ilkel (primitive) idempotent denir.
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e€ Z(A) ilkel idempotentirne ise merkezi ilkel idempotent

eleman denir.

1.28. TANIM G bir grup olsun. Ejer H ve K, KA H

olacak gsekilde G nin iki altgrubu ise o zaman H/K grubu-

na G nin bir fakto6rii denir.

1.1. TEOREM : p bir asal sayi, P bir p-grubu ol-

sun. Eer P nin biitlin karakteristik abeliyan altgruplari

devirli ise o zaman

(i) p tek olmak ilizere, P ekspotenti p olan bir
ekstra-dzel p-grubu ile devirli bir p-grubunun merkezi
carpimidir.

Ya da

(ii) p = 2 olmak ilizere P = EXC, bir ekstra-odzel
2-grubu E ile devirli, !cl # 16 olan dihedral veya ya-
ridihedral ya da genel quaterniyan grubu C nain merkezi

garpimidir.
ISPAT: (7) Teorem 5.4.9.

o 1.2. TEOREM : G, karakteristigi p olan bir cisim

{izerinde tanimli bir vektdr uzayinin sadik indirgenmez
bir temsiline sahipse, o zaman G grubunun agikar olmayan

normal p-gruplari yoktur.
ISPAT : (7) Teorem 3.1.3.

1.3. TEOREM : p bir asal sayi, P bir abeliyan

p-grubu ve A da P nin otomorfizmalarinin bir p'=grubu

olsun. O zaman
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P = Cy(a) x [P,A]

dir.
ispAaT: (7) Teorem 5.2.3.

1.4. TEOREM : G bir grup olsun. EJer G nin sadik

indirgenmez bir temsili varsa, o zaman Z(G) devirlidir.

IspPaT : (7) III. Teorem 2.2.

Bu teoremin bir uygulamasi olarak agafidaki Lemma-

y1 verelim. Ayni zamanda bu ¢alismanin sonraki kisminda

bu lemmadan 8zel bir durum ig¢in yararlanilacaktir.

1.5. LEMMA : G bir grup, V bir indirgenmez sadik

k [6] -modiil olsun. N, G nin bir normal abelyan altgrubu
olsun. O zaman VlN homojen ise N devirlidir.

ISPAT : V|, homojen oldujundan V[N nin 8yle in-

.

dirgenmez xl,Xz,...,XS altmodiilteri vardir ki

X|y =X %X + ... X

N s

ve 1 < i,j < s ig¢in Xi = Xj dir. $imdi Teorem (1.5) den
dolayi N nin X; lizerindeki temsilinin ¢ekirdedi K ise

N/K devirlidir. Fakat X; = X.l oldugundan her i > 1 ig¢in
X; Uzerindeki temsilinin ¢ekirdegi K dir. Bundan dolayi
N nin V lizerindeki temsilinin ¢ekirdedi K dar. Fakat V
sadik k[G]-modiltd oldujundan K = <1> dir. Bundan dolaya

'

N/K = N devirlidir.

1.6. TEOREM : V bir indirgenmez k [G] -modiil ve L,

K lizerinde bir Galois geniglemesi olsun. O zaman V'=k @ KV
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tam indirgenir k[Gl-mediiliidiir.

IspaT : (8) V. 13.3 Satz.

$iﬁai de ¢ok iyi bilinen bir lemmayi agadida ispa-

tiyla birlikte verelim.

1.7.. LEMMA : G bir grup, k bir cisim ve k lizerin-

de sonlu boyutlu kl G]l-modiili V olsun. E,k nin herhangi

bir cisim geniglemesi ve V =k e xV ise asagidakiler
sadlanir.

(i) U <G igin C.'\"](U) = k ® kCV(U) dir.

(ii) Eger V sadik k[G]-modiil ise o zaman V sadik

k[ Gl -moatiltidiir.

ISPAT :

=k o kV sol k[G]- modiil

<

(i)
¢ + Gx V>V,
(g,¥) > gv = g(x e V) = xgv

olsun. k cismi iizerinde V ig¢in {vl,vz,...,vn}_.i/k nin

bir bazi olsun ve k iizerinde k igin bir baz £ olsun.

V=(® wk)e V= & (vke V)= & (ve V)
WE Q wWEQ ' we
dir. O zaman V = & (w e x V) seklinde yazilabilir.
WEQ s
O halde v € Cﬁ(U) olsun. v = i§=1wi ® X, xiGEV ve
e . . - S -
~her wu€U igin u(v) = iE=lwi ® u(xi) = i§=lwi e Xy dair.
Burada V = é (we k V) direkt toplam ve u(V) C V ol-
WEQ =

Il

dugundan her 1 < i < s igin W, ® u(xi) w, ® X, dir.

1
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wi(l ® u(xi)) = wi(l ® xi) ve w, #0 cldugundan

le u(xi) =1 o Xy dir. Xy =X olsun. O halde u(x) = x

oldudunu gbstermek yeter. X €YV,

X = a;Vi+ ayv,+ ... +ayv

nn
olsun.
n
u(v,) = 2 t,.v, ve
7= M
n n n n n
u(x) = 2 a. ) = T a. X t,.v, = 2 X a.t..
dir. 1 & u(x) = 1 & x oldugundan
n n n
le Z(Za,t,.)v, =1 2 a,v 3
§=1 j=1 J 1374 j=1 14

n n n

2 (1le (2 a.t,.)vy,) = Z a,(l ¢ v.)

i=1 j=1 3 BTy *

n n n

Z (Za.,t,.)(11e v,) = Z a,(le v,)

i=1 j=1 J 13 S A i

n

Z a,t,. = a

J=1 J 1] 1

elde edilir. Bu defer u(x) ifadesinde verine konursa
u(x) = x bulunur. Bbylece vek e CV(U) dir. BSylece
C§(U) < k @ kCV(U) dir. Asikar olarak ke ch(U)sgcv(U)

dir. Buradan CV(U) =k ® kCV(U) bulunur.

(ii) Her w € V igin gw = w olacak sekilde ge&G ol-
sun. k cisimi {izerinde V igin kir baz}{vi:i;=l,2,...n}
olsun. O zaman k fizerinde V igin bir baz{lovi:i=l,2,...,n}

dir. Simdi her 1 < i < n igin

g(le vy) =1'e gv; = le v,
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n

dix. gv, = T ayyV4 olsun. Bu dederi yukarida yerine
j=1

koyarsak. O zaman

n n
18& gv, =1le X a..v. = Z (Le a,.,v.)
1 j=1 Jit 3] j=1 J+J
n
-XPCRRARERRS

elde edilir. Fakat {1 e vy 1 < j < n} , k tizerinde
lineer badimsiz oldufundan j # i igin aji = 0 ve aii==1
dir. O zaman her i=1,2,...,n ic¢cin gvy =V dir. Bbylece

g, V tizerinde birimseldir. Fakat V sadik k lGl -modiilii ol~-

duundan g ='1 dir. Bundan dolayz V sadik k [G] -modiiliidiir.

1.8. TEOREM : {Maschke Teoremi) G sonlu bir grup,

k bir cisim kar(k) } |G| olsun. O zaman k [G] grup cebi-

ri bir varaibasit halkadair.
IsSPAT : (9) Teorem 3.1.

1.9. TEOREM : (Brauer'in pargalanma cisimleri

{izerindeki teoremi) G mertebesi n olan sonlu bir grup ol-
sun. 1 in n inci ilkel k&ki v, nin @ yva katilmasiyla el-
de edilen Q(wn) dairesel genigslemesi G i¢gin bir parg¢alan-

ma cismidir.
IspAaT : (10) Teorem 15.16.

1.10. TEOREM : (Clifford Teoremi) k herhangi bir

cisim, V indirgenmez k [G]-modiilii, N A G olsun. Bu. durum-

da g€ G ig¢in W, V nin bir k[N]-altmodiili olmak lizere

gw = {gw : WEW} CV |,

olarak tanimlanir.
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(1) EJer W # O olmak ilizere W, V nan bir kIN }Falt-
modiilli ise 0 zaman V = X gW dir. Efer W indirgenmez ise
_ g=G
o zaman-her gW da indirgenmezdir ve VIN bir tam indir-

genir k[ N]-modiiliidiir.

(2) wl,.;.,wm ler V nin indirgenmez k| N]-altmodiil-
lerinin izomorfik siniflarainin temsilcileri olsun. W, ye
izomorf olan V nin bilitlin k[ N]-altmodiillerinin toplama Vi

ile gbsterilsin. O zaman V =V, eo... e Vm dir. (Vi ler v

nin homojen komponentleridir).

(3) Eer g€ G ise o zaman her gVi = Vj dir. G,
{Vl,.;.,Vm} lizerinde geg¢isli (transitive) permiitasyon
grubudur.

(4) Eger Hy={g€G : gV, = V;} ise o zaman vV, in-

dirgenmez k [H;]-modiiliidiir ve

~ G
V=Vl| =k G ® k[G}Vl

dar.
(5) Bir e > 1 tamsayisi ig¢in

Viy =eMie... 0 W)

(vani Wy © ... e W nin e kopyasinain direkt toplamidair).

(6) V ye karsilik gelen G nin karakteri 6 ve Wy
ye karsilik gelen N nin karakteri xi olsun. O zaman en

. gi o
az g; € G igin Wi = g;Wy ve x; = xll olmak tlizere

Bly= elxy +eee + xp)

9 -9 9
dir, her x€ N igin x;7, x; (x) = x1(x ) ile tanamlidir.

tSPAT : (8) V. 17.3 Satz.
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1l.11. LEMMA: (Schur Lemma) A bir halka, V ve W in-

dirgenmez A-modiiller olsunlar. O zaman

V = W ise Hom, (V,W) = {0}

V =W ise HomA(V,W)= bir b6lme halkasidir.
IsPAT :(9) Lemma 2.2.

1.12. LEMMA : A bir yaribasit halka olsun. O za-

man

(i) A nipn sonlu sayida birbirine izomorf olmayan

LysLyreeerlg basit sol idealleri wvardar.

(ii) ESer A nin Li yve izomorf olan biitiin sol basit
ideallerinin toplami. A; ise o zaman Ay A da 2-yanli
idealdir ve bir basit halkadir.

i

By
1

I MW

(iv) Eger A, nin birim elemanlari e, ise o zaman

ve Ai==Aei dir. Eer i # J ise AiAj = 0 dir.

IspAaT : (9) Lemma 2.9.

1.13. TEOREM : A bir basit halka, V bir indirgen-

mez A-modiilli ve D = EndA(V) olsun., O zaman

A = Endj(V) = Mat_(DP) (neN)

IsSPAT : (9) Teorem 2.16.

l.14., TEOREM : (Frobenius Recipracity Teoremi)

©, H nin ve X, G nin bir sinif fonksivonu olsun.

2
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dar.

IspAT : (11) Teorem 38.8.

1.15. TEOREM : M bir sol RI[G]-modiilii olsun. H<G

ve {1 = gl,...,gn} H nin G ig¢indeki sol kosetlerinin bir

tam kiimesi olsun. M., nin &yle bir altmodiili L wvardar.:ki

olsun. O zaman R I[G]-modiilli olarak M = 1€ air.

ISPAT :

£ : R[G] xL - M
t(grl) = gl

olarak tanimli t fonksiyonu R -bilineer ve R[H]-dengeli-
dir. O zaman bir abeliyan grup homomorfizmasi

¢ :+ R[GleL - M

vardir, Oyle ki
(g e &) = t(g,r) = g2

dir. Ustelik, t R-bilineer oldujundan ¢ bir R-homomorfiz-
n

masidir. Ayni zamanda M = @ giL oldufundan ¢ Orten-
i=1

dir. Diger yandan

n

Ve ) giL - R[G] ® L
i=1

n n

v ( E gili) = .f

gs® R,
i=1 i i 1

1
bir R—epimorfizma51dlr ve v nin tersidir. Bundan dolayi

¢ bir R-izomorfizmasidir. Fak§t tanimdan dolayi R bir
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RG] - homomorfizmasidir. Bundan dolayi R bir R|G]~-izomor-

fizmasidir. Yani,

- M = LG dir.

"1,16. TEOREM : (Mackey Altgrup Teoremi) X ve Y, G

nin altgruplari ve L bir sol R[X]-modiil clsun.

k
G = u XaiY
i=1

G nin (X,Y) ikili kosetlerine gfre. G nin bir ayrisimi

olsun. O zaman

G k
= -1
|y ® (a;e L) A

| ¥
=1 aiXai

(a) L Y

(b) Efer x, X in L lizerinde karakteri ise o zaman

1) _ v
aix(ai

« _ k
ny ]

X = Z [(x
|y ol

ai 1

-1 -1 -1
Burada xai karakteri her x€X icgin xai (xai ) = x(x) dir.

ispAT : (8) V, 16.9. Satz, (10) Teorem 10.13.,

(11) Teorem 44.2.

1.17. TEOKEM : (Wedderburn Teoremi) A bir birimli

yaribasit halka olsun. O zaman
A =Ae Ayo... eAr

Ay halkalari i # j oldu§u zaman AiAj = 0O geklinde yazi-
labilir. Bundan baska £ ler birer indirgenmez A-modiil,

Di = EndA(Vi) olmak {izere

o op
Ai"Matn.(Di )
i
dir. Her indirgenmez A-modiil bir tek Vi ye izomorftur ve

i # 3 ise Aivi = {0}, AiVi =V, dlmDi(Vi) =n, dir.
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ISPAT : (9) Teorem 2.17.

1.18. TEOREM : A bir sonlu boyutlu k-cebiri V bir

indirgenmez A-modiild olsun. O zaman V mutlak indirgenmez

olmasi ig¢gin gerek ve yeter sart
EndA(V) =k
olmasaidair.

ISPAT : (9), Teorem 4.2

1.19. TEOREM : (Hilbert'ir 90 Teoremi) k nan dere-

cesi n olan devirli bir cisim geniglemesi F, Auth nin
bir {ireteci o ve ueF olsun. O zaman Ni () = lk olmasi
i¢in gerek ve yeter sart bir VEF igin u'= vo (v) !

olmeasadir.

iIspaT : (13) Chapter V, Teorem 7.6.
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h BOLUM 2
SAYILAR TEORISINE AIT ELEMANTER OZELLIKLER
Bu bdliimde makalede gegen sayilar teorisiyle ilgi-
1li bazi elemanter &zellikler ispat edilecektir.

2.1. LEMMA : r ve s asal sayilar ve r tek olsun.

n

n, e pozitif tamsayilar ve x = r° olmak lizere;

olsun. O zaman s = 2, 2}(x~-1), n =1 ve r = -1 (mod4)

tir.

ISPAT : s # r oldudu agiktir. Miimklinse s tek ve
e > 1 olsun.

S

X"=-1_x =X - <€

x=1 -1 tl=s

S _ S _
oldugundan xx-lx bir tamsayidir. EgJer §§3T5' s ile

bdliinlirse s|1 olur ki, bu bir geligkidir. Buradan
slxs-x oldugundan s|x-n dir. Esasen s nin (x°-x) ve

(x-1) i bBlen kuvvetleri egittir.

e  x°-1 [ (x-1)+1]%-1
Tox-1 (x~1)

(x=1)%(5) (x-1)5 "Moo 4+ (B) (x-1) 5K Lo (3_)) (x-1)41-1

S

—
=

(x - 1)

= (X_l)5‘1+(f)(x—l)s_2+,,.+(ﬁ)(x—l)s-k-1+... S(s‘;l)(x—l)+s

-1
s> 2 tek sayi ve s‘(x—l) oldtugundan sz{(x-l)S dir. Ayrica
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]
)= ETTEiETT katsayilari da s ile bdliindligilinde

|(§)(x-l) dir. Bundan dolay:

-5 4 (B) 1S s () e ST L (B) (x-1)

geri s? ile bdliintr. Fakat s2|s® oldugundan s2?|s gelis-
si elde edilir. Bundan dolayi e = 1 olmalidir. O halde

s-1 xs--2

X + + ceet+t X + 1 =8

lunur. Sol tarafta s tane terim oldujundan egitlikten
layi, bu ancak her terimin 1 e egit olmasiyla mimkin-
r. O zaman

x5t =1=2s-1=0=s5=1
r. Bu bir ¢eligkidir. Bundan dolayi s = 2 dir. O zaman

~xS—l
x-1

=x + 1= 2%

lunur. x = r* > 2 oldujundan e > 1 dir Bu durumda
(x + 1) = (rn + 1) dir. Bundan dolayi n = 1 dir. Bu

agidaki gekilde gOsterilebilir.

Kabul edelim ki n = 2k.v, v tek sayi olsun. Miimkiin-

2k
;v > 1 veb=1r" olsun.

Pl =%+ 1= (b+1) BV bV 24V 73+ 1) dir.
Vel pv=2 ) V-3l .v.+1) de v adet terim var ve her

", 0 < i< v-l, bir tek sayidir. Bundan dolayi paran-

izdeki ifade bir tek sayidir. O halde bu sayi 1 e esgit

.mali. Bbylece

V-l=0=>V=l=!n=2k
Y. Mﬁmkﬁnse k > 1 olsun. Bu durumda j;
2k 2K '
r“+1=1r-1+2-=2° - dar.
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X
Fakat 4|r? - 1 ve 4|2° olduyundan 4|2 dir. Bir bir ge-

ligkidir. O halde k = O dir. Bundan dolaya

n=1l=x=r=x+1l=xr +1 =>4]r 4+1l=r = -1(mod4) dir.

2.2, LEMMA : x > 1 ve y > 2 den herbiri birer

asal sayinin kuvveti olmak ilizere, agsagidaki haller disin-

da daima
(x¥-1)/(x=1) > 2y2 +y
dir.
X Y
2 3,4,5
3 3
4 3
ISPAT : v = 3 ise
(x = 1) - w2 2 =
W X2 +x +1<2.32 +3 =21

olmasi halinde; isaret incelemesi yapilirsa

X2 + x-20=0= (x-4)(x +5) =0

x%+ x-20 = O + - - +

tablodan dolayi x > 1 ve y‘= 3 i¢gin x = 2,3,4 deferleri

elde edilir.

x4; 1

=T = x3 + x2 +x4+1>2.16 + 4 = 36

y =4 =

olmasi igin x # 2 olmalidir. Efer x = 2 ise x3 +x2+ x<35
dir. Ejer x > 2 ise o zaman x3 + x% + x + 1 > 36 dar.

x = 3 igin
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x34+4x%2 + x = 39> 35 dir.

fix) =x3 + xz + x olsun. f(x) artan oldudundan
x > 3 igin £(x) > £(3) = 39 dur. ¥ = 5 igin benzer in-
celeme yapilir. x ve y asal kuvvetler oldugu igin y = 6
alinamaz. O halde y = 7 ve x > 2 i¢in iddianan dogru ol-
duunu gdsterelim.

7- 7
x =2 =%X2 =125> 105 dir ve £(x) = £ artan

oldugundan her x > 2 ise f(x) > £(2) > 105 dir. Simdi

de y.2 7 igin iddianin dodru oldufunu gdsterelim. y

igin dogruludu kabul edilsin. O zaman
Tl x4 1> 2y2 + y

dir. O halde

<Y y-1 y

+x¥ oo 4x + 1> xf 42y 4+ y

elde edilir.

Ejer x¥ > 4y + 3 oldudunu gOsterirsek indiksiyon
hipotezimiz ve ispatimiz tamamdair.

xy-l
x-1

> 2y2 +y = x¥-1 > (2y? + y) (x-1)
= x¥-1 > 2y2x-2y2 4+ yx-y
= x¥ > 2y2x-2y2 4 yx-y + 1
> x¥ > 2y(x-1)y + y(x-1) + 1
> 2y2 4+ y+122.7.y+ 7T+ 1=14y + 8 > 4y + 3 ve

x > 1 dir. O halde x¥ > 4y + 3 elde edilir.

2.3. LEMMA : x> 1 ve y > 2 asal kuvvetten olmak

izere x = 2 ve y = 3 olmadigi zaman, daima

Y
Xt - 1
=1 > 2y + 1

>

dir.

-31-



IsPAT : Lemma 1.2. deki tabloda verilen deerler

disinda daima

1

y .
_ x> - 1 2
X1 -~ 2¥°*ty

dir; yani

xy - 1

dir.

Bu durumda X = 2 ve y = 3 deJerleri disinda, tablo-

xy 1

daki degerlerin _—§ET— > 2y + 1 ifadesini sagladigina

gSstermek yeter.
X =2 vey= 3 igin
22+ 2+ 1=3.2+1

xy - 1 -
> T > 2y + 1 ifadesini saglamaz

dir, yani
y = 4 ve x = 2 igin

x3 + x2 + x + 1 =15>2.4+1=09

dir.

y = 3 ve x =3 ig¢in

x2+x+1=13>2.3+1=7

dir.
y=3 ve x =4 icgin

x2 4+ x+1=21>2.3+1

i
~J

dir. B8ylece ispat tamamdir.
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BOLUM 3

GRUP TEORIK INCELEMELER

Bu makalede [2] deki Teorem 2.2. de ortaya g¢ikan mi-
nimal gruptan bilinen bir grup yapisi ig¢ine bir monomor-
fizma tanimlanacak ve daha sonra licten az regliler yOriin-

ge olmasi durumunda bu grubun mertebesi belirlenecektir.

Galigmanin geri kalan kismi boyﬁnca agsagidaki ka-

bulleri kullanacadiz.

3.1. HIPOTEZ :

(1) G = AB bir grup, B, G nin bir normal devirli
altgrubu; A, B nin nilpotent biitlinleyicisi ve AN B =1
dir.

(2) k = GF(r), r asal sayi

(3) V bir indirgenmez sadik k[G]- moddlii ve her

L A G igin V|, homojendir.

¥ > k>k, k nin sonlu geniglemesi @ = aut (k/k) k
tizerinde kK nin Galois grubu olsun. % =°9 (K/kK) = ¢k¥,
k nin carpimsal grubu k¥ olmak tizere, kx ile ¢ nin ya-
ridirekt garpimi olsun. k ve k bilindiginde, bu grup
daha basit olarak? ile gdsterilir.
simdi o €9, u e kX olmak lizere op &% igin k' tizerin~
de etkisi

op . v = ¢ (uv)
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olarak tanimlansin. Bu garpmeya gbre Kkt sadik indirgen-

mez sol 9 -altmodiiliidir.

Bu bdliimde G ninff nun bir altgrubu ile ve de V
nin E+ ile dzdes kilinabilecegini g®bsterecediz. Daha
sonrra G ninff nin altgrubu olarak saglamasi gereken bir-

ka¢ sarti arastiracagiz.

Once bazi grup teorik sonug¢lar verelim.

3.2. LEMMA : P bir p-grubu, Py A P ve Py 1n P

de normal olan, her abeliyan altgrubu N devirli olsun.

O zamanj;

(a) p tek ise, Py devirli;

(bj p = 2 ise, o zaman Py devirli §a da Py igin-
deki indeksi 2 ve merkezliyeni kendisi olan, P de nor-

mal, devirli bir Cy altgrubu vardir.

IspaT : N, P, in karakteristik abeliyan altgrubu

0
olsun. O zaman N A P dir. Ayrica hipotezden dolayi N
devirlidir. BOylece Teorem (l.1) den dolayi P, devirli
bir grup ile ekstra-&zel hir grubun merkezi c¢arpimi ya
da p = 2 ve P devirli, yaridihedral, genel kuaterniyon

veya mertebesi > 16 olan dihedral grup ile bir ekstra-
6zel grubun merkezi carpimidir.

py = [Py,Py]l = D devirlidir. §imdi CPO(D) = E, P,
da karakteristik oldugundan E A P dir. E,P, 1n ekstra-
6zel klsmlni igerir ve ekstra-6zel grup ile devirli gru-

bun merkezi ¢arpimidar.

- 8imdi de E nin bir maksimal abeliyan altgrubunun P

tarafindan normallendidini gdsterelim. B, P tarafindan
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normallenen E nin abeliyan altgruplari iginde maksimali
olsun. Kabul edelim ki B, E de maksimal abeliyan olma-
sin. O zaman CE(B) > B ve CE(B) < CP(B) < NP(B) oldugun-

dan CE(B) A P dir.

P = P/B olsun. 1 # CE(E) A P oldudundan
z(P) N CE(§) # <1> dir. Bdylece 8yle bir x€ CE(B) var—
dirki x€ 2(P) dir. O zaman <X> A P oldugundan, bunun
ters gOrilintiisi B<x>=<B,x> A P dir. B, = <x,B> olsun.
x€ECE(B) oldugundan [x,B] =1 dir. BSylece B; > B abeliyan
ve By AP dir. Bu B nin maksimal olmasiyla geligir. B < P,

oldujundan hipotezden B devirlidir.

Py, = KC, K ekstra-&zel olsun.X < E oldujundan
E = K(E NC) dir. [2(E)! # p olsun. O zaman IE NC! > p
ve exp(E N C) > p dir. Ayni zamanda E N C < Z(E) dir.
Buradan exp(Z(E)) = exp(E N C) = exp(E) dir. Ayni zaman-
da Z(E) < B oldugundan exp(Z(E)) = exp(B)} dir. Ayni za-
manda B devirli oldugundan Z{E) = B dir. Fakat B, E ig¢in-
de maksimal abeliyan oldudundan B = E olnalidir. O zaman
E devirlidir. K < E oldufundan P, = C dir. BSylece p # 2
ise Py devirlidir. Oyleyse p = 2 olsun. O zaman C devir-
1li veya indeksi 2 olan bir maksimal altgrup igerdiginden
E = C veya [C:E]l =2 dir. §imdi | Z(P,)| = p olsun.
C < Z2(Py) < Z2(E) oldufundan |C| = p dir. O zaman ya
Py = C devirli veya P, = K ve P, ekstra-tzeldir. EJer
p # 2 ise exp(P,) = p oldujundan exp(B) = p ve buradan

IB] = p dir. O zaman B = Z(P,) dir. CP (B) = B oldugun-

0
dan bu bir cgeligkidir. BSylece p # 2 ve o zaman

[P:B] = 2 dir.
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3.3. LEMMA : Hipotez (3.1) (1) saglansain, G nin

her normal abeliyan altgrubu devirli olsun. O zaman G,

CG(M) = M > B olan bir devirli M altgrubu igerir.

Bundan basgka

(a) C4(B) = (A N CG(B)h<B

(b) (la Nncy(B)I,IBl) =1

(c) M= CG(B) ya da [CG(B):M] = 2 ve CG(B) nin bir
s —altgrubu quatérniyan, genel quarteniyon, dihedral ya

da varidihedraldir.

Yzel olarak, bu Lemma (3.1) saglandidi zamanda ge-

cerlidir.

ISPAT : G nin B yi igeren normal abeliyan altgrup-
larin i¢inde M maksimal altgrubunu segelim. M A G oldu--
gundan hipotezden devirlidir. M = B ve A nilpotent ol-

dugundan G/M nilpotenttir.

Kabul edelim ki Cg (M) > M olsun. D/M asal mertebe-
den ve D/M < C;(M)/M N z(G/M) olsun. O zaman D A G,
D > M ve D abeliyandir. Fakat bu'M nin maksimal segimiyle
celigir. Bdylece CG(M) = M elde edilir. C = CG(B) olsun.
B abeliyan ve AB = G olduundan C = (A A C)B dir. Bundan
bagka A N C < CG(B) oldugundan, A N C, B yi merkezler ve

ANCNB<KANB=1 dir. Bundan dolayi

C= (ANC)xB

dir. Bbylece (a) nin ispati tamamdir.
Z(ANC) AGve BA G oldugundan Z(A N C)B A G dir.
Ayrica Z(A N C)B abeliyan oldudundan, hipotezden dolayi

devirlidir. O zaman (IZ(A N é)l, IBl) = 1 dir. Ayrica A
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nilpotent: oldufundan, C N A < A da nilpotenttir. Bun-
dan dolay:r |A N C| yi bBlen asal sayilar |Z(A nC)] yi
de bdler. Fakat (IZ(A N C)I|,IBl) = 1 oldudundan

(la ncl,IBl) =1 dir.

Simdi kabul edelim ki C > M olsun. Pj, C nin abe-
livan olmayan Sp—altgrubu, byleki Pg < A N C olsun. P-

de Py 1 igeren A nin S_-altgrubu olsun. O zaman P, G

P
nin bir sp-altgrubudur. N, Py i1n P de normal olan her-
hangi bir abeliyan altgrubu olsun. B ile A nin p'-kaismi
Py 1 merkezlediginden ve N A P oldujundan N A& G dir. O
zaman hipotezden N devirlidir. P, abeliyan olduundan
Lemma 3.2 den dolayi p = 2 ve P(,P de normal ve Py igin-
de indeksi 2 olan ve CPO(CO) = Cgy olan aevirli bir Cy

altgrubunu igerir. O zaman CgkarPg A G oldudundan,Cg AG

dir. (a) dan dolayi C nilpotent oldudundan
C = Py x 07(C)

dir. Yukaridan gdriildiigi gibi Os (C) abeliyandir. Simdi
My = Cgx Oz(C) olsun. O zaman [C:My] =2 ve M, 4 G dir.
Ayni zamanda CG(MO) < CG(B) = C dir. Buradan

‘CG(MO) = CC(MO) = M, dir. BOylece My,G nin B yi igeren
bir normal maksimal abeliyan altgrubudur. EJer M # M,
ise [C: M,] =2 oldugundan MM, = C dir. Her iki halde

Ml = IMy| dar. Bunun igin MM, = C haline bakmak yeter.
M+ M, ocldufundan Oyle bir ceP0 \ Mo- vardir ki ceM dir.
Ayni zamanda Py = Co<:c:>d1r. Py abeliyan olmadigindan
c, C0 lizerinde mertebesi 2 olan bir atomorfizma tanim-
lar. O zaman Cy =<t >olmak lizere Pa =<t2>== [Co,c] ol-

dudu agiktir. c€M A G oldudundan t2€M dir. Bdylece
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<t?><ec>< M dir. Asikar olarak [ Ppi<t®><c>]=2 dir. Ay-
rica Oy (C) < M dir. [ C:Ml = 2 ve IMi=1IMyl dar. p= 2
i¢in, P, in her karakteristik altgrubu G de normal oldu-
gundan ﬂipotezden dolayi devirlidir. Ayrica Py, indeksi
2 olan devirli bir M n P, altgrubuna sahiptir. Teorem
1.1 (ii) den dolayi Py = E X D, bir ekstra-8zel 2-grubu
E ile devirli veya ID| » 16 olan dihedral veya yaridihed-
ral ya da quaterniyon altgrubu D nin merkezi carpaidair.
Miimkiinse E # 1 olsun. Once D devirli olsun. O zaman

D < CC(CO) < C, oldugundan D < C, dir. Efer {D| < 2 ise
D < E oldugundan C; < E = P, dir. O zaman |Cyl= 4 ve
[E:C,] =2 oldugundan lEl = 8 ve bdylece E quaterniyon

§

veya dihedraldir.

Simdi |D| > 4 olsun. O zaman D < Cg ve exp (Cgy)=Exp (D)
oldudundan D = C, olmaladir. Fakat o zaman E < Cgo olur.

Bu ¢eligkidir.

Simdi D devirli olmasin. O zaman [D:D N Cyl= 2 dir.
Ayni1 zamanda exp(E) = 4 < exp(D) oldudundan
exp(CO) =exp(D NCy dir. O zaman D NCpy =Cgp olmalidair.
Fakat simdi E < C oldufundan bu bir g¢eligkidir. Bundan

dolayir E = 1 dir.

Simdi de &zel duruma bakalim, Hipotez 3.1 saflan-
sin. O zaman Lemma 1.5 den dolayi G nin her normal abe-
liyan altgrubu devirlidix .BSylece Lemma 3.3 {in biitlin

sartlari saflanmig olur,

Simdi Hipotez 3.1 saflansin Lemma 3.3 den dolay:i
G nin merkezleyeni kendisi olan bir devirli M altgrubu

vardir ve B € M dir.
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Bu bdlimlin geri kalan kisminda M# G oldufunu ka-

bul edecegiz.

3.4. LEMMA : kar(k) } |M |olsun. Efer k ya 1 in

M| inci ilkel k&kiiniin katilmasiyla elde edilen cisim

k ise k® Vv, k[G] - modiilti olarak pargalanir. Bundan bag-
ka mutlak indirgenmez bir direkt teriminin boyutu [ G:Ml

dir.

IsPAT : Hipotez 3.1 den dolayi VIM homojen ve sa-
dik oldugundan M her bir indirgenmez altmodiil lizerinde
sadiktir. Buradan kar(k) = r oldufjundan Teorem 1.2 den

0,.(M) = 1 dir. M devirli oldugundan r }J M dir.

k cismi k nin bir normal genislemesidir. Bundan
dolayl Teorem 1.4 geredince k ® V = V tam indirgenir

k (6] ~modiiliidiir.

U bir indirgenmez direkt terim olsun. U nun sadik
ve mutlak indirgenmez k [G]-modiilti oldugunu g&stermeli-

yiz. Once sadik oldufunu gbsterelim.

G nin U lizerinde temsilinin gekirdedi K ve K# < 1>
olsun. D = K N M olsun. U = C,(D) oldujundan CV(D) # {0}
dir. O zaman, Lemma 1.7 den dolayi Cg(D) = ke Cy (D) ol-
dugundan CV(D) # {0} dir. Fakat D & G oldudundan CV(D)'
bir k[G]-modiludir. Gergekten vE C (D), gE G ve dED ise
d(gv) = g(g—ldgv) = gv oldufundan gvezCV(D) dir. Fakat
V. bir indirgenmez k [G]-modiilii oldugundan CV(D) = V olma-
lidir. Fakat V sadik k[G] -modiilli olduundan bu imkansiz-
dir. Bundan dolayi D = <1>dir. Bbylece KN M= < 1>dir.

Fakat gimdi K < CG(M)s;M oldufundan K = <> Dbulunur.
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B&ylece U bir sadik indirgenmez kG ]-modiildiir. .

Simdi U lH sadik ve tam indirgenir k[M]-modiiliidiir.
Gergekten kar (k) f |M| oldujundan Maschke teoreminden

tam indirgenirdir.

U lM nin bir indirgenmez altmodiili W olsun. k, Brauer —

1n pargalanma cisimleri {lizerindeki teoreminden dolaya,
M i¢in bir pargalanma cismidir. BSylece W mutlak indir-

genmez k[Gl- modiiltidlir. O # w EW olsun. O zaman W = Mw

dir. M = <c > olsun. k nin tanimindan dolaya ¢ nin k

iginde bir karakteristik dederi A vardir. O zdman her

i

i >0 igin ¢ (w) Atw oldufundan

I

..

W=1(cliw) :0<i<mi=nlw:o<i<mic kv

dur. Buradan W = kw ve bdylece dimzw = 1 bulunur.

Simdi M nin W {izerindeki temsilinin karakteri A ve
bir x €G ig¢in A¥ =2 olsun. mEM ise

1

A¥ (xmx~ 1) = A (xmx_ ') =R (m)

dir. O zaman dim]-(-W = 1 oldugundan, her weW igin

-1
Xmx W = mw

oldugundan

-1 -
m xmxl.w=w

buradan [M,x] , W lizerinde agikardir. Fakat WIM sadik
oldujundan {M,x] = 1 ve x€C;(M) = M dir. BOylece

dengq (W) = M dir. O zaman Teorem 1.10 (5) den dolaya

klcl e xI[MIW = ©
wl®=u

dir. O zaman U mutlak indirge:nmez i:[G]- modiliidlir. Ger-
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¢cekten k < L bir cisim geniglemesi olsun k[G]IL = L(G)
modiilii U|L yi gdz Oniine alalam. U', t* nin bir indirgen-
mez altmodiilii olsun. O zaman U]M halinde oldudu gibi

Teorem 1.7 den dolaya U']M nin bir homojen bilegeni W'

ise dimLW'==l ve U' = W’|L[G] dir. Fakat

. . — — . _ . L
dlmLU':=(d1mLW)lG:M] =[g:M] = dimzU = dlmLU[ oldudun-
dan U' = UlL olur. Bdylece U[L indirgenmezdir. Bundan

dolayi U mutlak indirgenmez k [Gl-modiiltidiir. Ayrica
dimeU = dim]—(k[G] ° ¥

dir.

H

kI[G] e E[M]W,= 'ea X, ® W

e 1
i=1 r .
burada dim(x,® w)=1 ve de G = U x;M oldugundan
i=1

k

3.5. LEMMA : Hipotez 3.1, (1),(2) saglansin.MAG

ve C;(M) = M olsun. V bir indirgenmez k [Gl -modiilii ve

VlM homojen olsun.

k, k ya 1 in bir |M| inci ilkel k&kiiniin katilmasiy-
la elde edilen cisim olsun. O zaman k nin Oyle bir alt-

cismi k ve Oyle

G - (k/k)

® : V> §+ (izomorfizma)

¢

monomorfizmalari vardar ki
(a) ¢ (x)o(v) = @(xv), XEG, VEV
(b) ¢(M) =< w>vek =k(w

(c) ¢ (G)kX = Gal (k/k) kX, ve

I

(@) ¢(G) N kX = ¢ (M) dir.
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ISPAT : 5 _ gl s3(klel) olsun. J(klal)v = {0}

oldugundan V bir A-modiiliidiir. VvV, kI[G]-modiilii olarak in-
dirgenmez oldudundan A-modiilli olarak da indirgenmezdir.
Schur Lemma'dan dolayi E‘=HomA(V,V) bir bdlme halkasidar.
simdi A yaribasit oldudundan dolayi [ (9) Teorem 2.17]

den dolayi halka olarak

yazilabilir. Burada her Ai bir (iki yanli) idealdir ve
i# Jj igin AiAj = O dir. Ayrica her 1 < i < r igin Oy-

le bir ilkel merkez idenpotenti e, vardir ki

A, = e, Ae, = Ae,
i i

dir. Ote yandan bir 1 € j < r igin A4V # {0} dair. Fa-

kat her i # j ig¢in Aiv = 0 dir. Bundan dolaya

Rej = Ay = Homg (V,V) = Mat(nj) FOP)

dir. k sonlu oldufundan F sonludur ve F bir bblme hal-
kasi oldudundan sonlu bdlme halkalarina ait Wedderburn

Teoreminden dolayi F bir cisimdir, yani k nin sonlu ci-’

sim geniglemesidiri Bb&ylece Ae = Mat(m,F) dir. Burada
e = ej ve m = nj dir. Buradan F = Z(Ae) elde edilir.
Bbylece F yi Z(Ae) ile Ozdeg kilabiliriz. Simdi

HomAe(V,V) = HomA(V,V) = F

oldugundan (9), Teorem 4.2 den dolayi F-uzayi olarak
V, mutlak indirgenmez Ae~modiliidlir. Fakat F nin hig¢ bir
6zalt cismi ig¢in V, mutlak indirgenmez de§ildir. V lize-

rinde G i¢in herhangi bir pargalanma cismi K olsun. Sim-
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di (9), Teorem 4.2 den dOlaYl’
K K
Hom oy K (V , T = K

oldugundan Z (Ae) € K dir. Buradan F ¢ K bulunur. Lemma
3.4 den dolayir k, G igin parcalanma cismi oldufundan
FC k dir. K nin k altcismi k = F olarak tanimlansin.

BOylece

n

(1) K> k= F dir.

[eA.: F] = m® olsun. O zaman dim,V = m ve buradan

[k: xlm dir. Ayrica Lemma

it

dimkV = (dimkk)SdimiV)

3.4 ten dolay1 [ G : M]

I

m dir. Boylece

(2) dim v = mik: k]l , m= [ G:M]

elde edilir.

simdi k[M] nin eA igindeki g®8riintiisii B olsun. kliMl
abeliyan olduundan B abeliyandir. Ote yandan eA basit
halka ve her basit sol ideali (% 0) V ye izomorftur
(Teorem 1.13 ten). Ayrica hipotezden dolayi V[M homojen
oldugundan A}, homojendir. Ozel olarak B|M homojendir,
yani B, izomorf indirgenmez k[M] -modiilterinin direkt top-
lamidir. Fakat k[M] yarabasit halka oldujundan B halkasi
k[M] nin bir basit bilegenine izomorftur, yani basit hal~
kadir. O zaman Ae nin durumunda oldudu gibi B = Z(B),

k nin bir cisim genislemesidir.

Eer M = <y> ise ve y nin eA igindeki gdriintiisii y
ise k[M] = kl<y>] nin eA igindeki gdriintiisliniin k | <y>]
oldugu agiktir. B = k |<y>] cisim oldudundan ve
oly) = o(y) = {M| oldudundan B, k ya 1 in |M| yinci ilkel

kokiinlin katilmasiyla elde edilen cisim genislemesidir.
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B8ylece K nin tanimindan dolayi B = k dir.

Simdi,VlM,t indirgenmez altmodiiliin direkt toplami

olsun. O_zaman dimpV = t dir. Bundan

dim V = t|B:k] = t[k : k]
elde edilir.

Simdi X€ G nin eA icindeki gdriintiisii X olsun.

v,z eA > eh, v (y) = xyx—1

% olarak tanimlansin Y., €A

nin bir otomorfizmasidir. Ayni zamanda M A G oldudundan
\I/x, B cisminin bir otomorfizmasidir. Simdi x — \I/x B
eslemesi G der Rut(B) ig¢ine bir grup homomorfizmasidair.
G nin gSriintlisi G; olsun. Bu homomorfizmanin g¢ekirdedi

Ce (M) = M olduundan G/M = G; € Aut(B) dir. O zaman (2)

den dolayi !G;| = m dir. Ote yandan k bir sonlu cisim

oldugundan Aut(B) = Gal (k/k) grubu devirlidir. O neden-

le &yle bir X€G vardir ki G; = <V > dir. Burada
v, = Y. lp alinmistar. o(\Ifx) = m oldugundan xTeM dir. O

zaman x“€ B dir. Bundan bagka <x,M> = G oldujundan v,

ile B birlikte eA basit cebirini liretir. Esasen G;= <\Ifx>

m-1
olduundan G = <x,M>= <x> M dir. Bbylece G= U Mxt
i=o
m-1 .
yazilabilir. Buradan kI[G] = U kMl x* oldugundan
i=o
m-1 \
eA= U Bx! wvyazilabilir. X, x in eA igindeki gdriintiisii~
i=o

diir. \Ifx in B i¢indeki merkezleyeni (sabit cismi) R olsun,
O zaman B abeliyan 'olduéundan R, B ve X tarafindan mer-
kezlenir. Buradan R € Z(eA) bulunur. Simdi z € Z(eA) ol-
sun. z = b olacak sekilde bEB ve 0 < i < m vardir. O
zaman bx = xb ve B abeliyan oldugundan b€ z(eA) dir.

i

Buradan ;cie Z(eA) olur. O zaman X B y1 merkezlediginden
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xi, M yi merkezlemelidir. Bu ise ancak i = O ise miimkiin-

diir. Bbylece z = b&€B bulunur. O zaman Z(ea) C B olduSun~-

dan Z(eA) C R dir. Buradan Z(eA) = R bulunur. BSylece

(4)y le:Ml = I[B:Fl= [k:k]

elde edilir.

Simdi (2), (3) ve (4) ten

tlk:k]l = mlk:k] = [K:kl[k:k] = [R:k]
oldudundan
(5) t =1

elde edilir.

(5) den dolayai dimBV = 1 oldugundan V bir indirgen-
mez B-modlilidiir ve efer O # vEV ise V = Ev yazilabilir.

Simdi @:V » kt ve ¢G — Gal(k/k)k¥ gbyle tanimlan-
sinlar: @®(bv) =Db, ¢(x) = beQ Burada b,b,E B ve

b2 elemani xv =.Wx(b )v olacak gekilde tanlmlldlr.
(a) ¢(x)2(v) = ¢o(x).1 = ¢(x)
@ (xv) =2(¥ (br)v) =¥, (by) = ¢ (x)
oldudundan. (a) saglanir.
(b) M = <y> olsun. V bir sadik k'[MI-modiilii oldu-
Jundan y nin B igindeki gOriintlisli w ise vani yv= wv ise

o0 zaman o(y) = o(w) olur. Bundan dolayi w, 1 in bir | M|

yinci ilkel kokiidiir. B8ylece B= k(w) olur.

() ¢(x) = ¥ breGal(k/k)kX oldugundan ¥ €9¢(G)kx
dir. Ayrica <¥> =G; = Gal (k/k) oldugundan

¢ (G)kX = Gal (K/k)KX  dair.

(d) a€¢(G) N k¥ olsun. O zaman a = ¢ (x) olacak
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sekilde x€ G vardir. EJer x.v = Wx(bz)v ise ¢(x)m=wxb2
dir. Buradan a = ¥, by bulunur. Bdylece ¥ b, € kx dar.
Fakat ¥, € Gal (k/k) ve Gal(k/k) Nk = I oldugundan

v, =1 dir. Buradan x € CG(M) = M bulunur. Bundan dola-
yia = by, € ¢(G) N B = ¢ (M) dir.

Tanimdan dolayi ¢:V - B bir k-izomorfizmasi ve

B = k oldujundan V = k7

dir. Bundan dolayi V = k* ala-
biliriz.

Simdi x,yE€G olsun. xv = wk(bz)v ve yv = Wy(bé)v

olsun. O zaman ¢ (x) = bez ve ¢ (y) v bi dir.

y

¢ (x)9(y) = ¥ b,¥ by =V ¥ vl (by)b}

v
Yy Xy

-1 '
qu (bz)b2
(xy)v =x(yv) =x (¥ (by)v) =¥ (¥ (b3)¥, (by))x

= -1 r il
—4%Wy(b'wy (by))v ny(bgwy (b))v
Bundan dolayi

— vy L
¢ (xy)= ¥, b " (by)

Y
ve bdylece ¢ (xy)= ¢ (X)¢ (y) dir.

Simdi G = ¢ (G) oldufundan G yi ¢ (G) ile Ozdeg kilar-
sak G = ¢ (G) alabiliriz. O zaman G <€5 ve G Nk¥X =M

dir.

3.6. TEOREM : ) = @kX grubu & = k¥ \ {0} tzerin-

de bir permiitasyon grubu olarak gdz Oniline alinsin. O za-

a/
manff nin & {izerindeki permiitasyon temsili 1 l) temsili-

ne izomorftur. BOylece A, Q {izerinde Z(1 - fflA tize-
na
rindeki gibi etki eder. Burada toplam biitlin AXY ¢ift

kosetleri lizerinde degisir.
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ISPAT : W = GDE kmxfj nin permiitasyon modiilii olsun.
Xe

ff nin V ilizerindeki temsili T ise T yeff nin £ {izerindeki

permiitasyon temsili denir. Biz T = ;grj oldudunu gdste-

recediz. Burada r 9 nin agikar temsilidir.

1

6
0EY ve p € kX olsun. (op).1 = 1 ise o(#) = 1 ol-

dugundan 4 = 1 olmalidir. Yani 1 inff igindeki dengeleyi-

cisi & dir. O zaman km; altmodiiliinlin dengeleyeni de §

dir. Bte yandan r, s€k olsun.

s.(rmx) = Irmg.

olarak tanimli oldudundan,buradan.

rm, = x(rml)

oldugu goriillir. Bdylece

. %€k ’
olarak yazilabilir. Ayrica kX, <g nin? icindekisol koset-

w= © x (km, )
X

lerinin bir tam kiimesidir. Simdi Teorem 1.15 den dolayi

W e kmllffdir. km, agikar ‘g moddli oldujundan T ile I !ff

sdegerdir. BOylece Ozel olarak A nin {(izerindeki etkisi
6/
yani W, lizerindeki etkisi km1|)|A lUzerindeki etkisinin

aynidir. Fakat Mackey altgrup Teoreminden dolayi

=t
oldugundan iddianin ikinci kismi da g8sterilmig olur.

Burada toplam Axg ¢ift kosetleri lizerinde de8igir.

Yukaridaki teoremden gO8riildigli gibi A nain & {izerin-
deki etkisi
i, T[, = 6 (g )| A
1 1a=® (KeX = np
fizerindeki etkisinin aynadir. Simdi A,Emlrij izerinde

soldan garpma geklinde etki eder.
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- =1
Kabul edelim ki bir x€k*\ {0} igin€g*® na = <1>

olsun. O zaman

(kmy) oy |® = k[a] ® | (kmy) = klale ,k = kial
oldugundan regtiler k [A] modiiliine izomorftur. O zaman
kAl modiilii regiiler A ydriingesi igerdidinden A nin 9 {ize-
rinde bir regiiler ydriingesi olacaktir. Burada yukaridaki
gsekilde ikiden fazla x olmayvacak §ekildeff ve g yi be-

lirlemek istiyoruz.

$imdi bir genisleme Lemmasi ispat edecediz. A nin
ANkX= ANMS= Ad izerinde pargalaﬁdlélnl gbsterece-

giz. Bunun i¢in A yi biraz genigletecegiz.

3.7. LEMMA : IAOI sayisini b&len asal sayilarin kii—-

mesi 7 olsun. O zaman kX in O6yle bir m—-altgrubu io vardir
ki Ay < Ay, A = AA; ve G = AB dir. BSylece G Hipotez 3.1
i saflar ve A, A N

k¥ = A, 1n bir pargalanma genisleme-
sidir. Yani; A = A,Y

o]

ve 50 N Y =1 olacak sekilde Y C A

vardair.

ISPAT : A nin bir Sylow g-altgrubu Q olsun. Efer
her g i¢in Q, Q. N kX =90 n A, lizerinde pargalanir ise o
zaman A nilpotent oldudundan, A, ilizerinde de pargalanir

Bu durumda G = G alinabilir.

Kabul edelim ki Q, = Q N A, # 1 olsun. kX 1n Sylow
g-altgrubu Q; olsun. Q; devirlidir ve A, Q, tizerinde ¢
gibi yani eslenikleme geklinde etki eder. Fakat A nilpo-
tent oldufundan A nin her q'-alfgrubu Qg 1 merkezler.

1 #Qy < Ql dir. Ayrica Q, devirlidir. $imdi A nin g'=-alt-

gruplarl Qo # <I>i merkezlediginden Q;;i de merkezler.
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= |GkX:kX) = IG:c NKX| _ = |aM:aM N KX| _ = :
l*glq ’q | k Iq |AM:AM N k lq IAMMlq

= AR MM, = 10:0 N Mi= 1Q:0 N Agl=1Q:Qp] = 100;:0; |

=P— X = ’ -X =
H;clq |ghqn<lq fo o7R
oldugundan QQl,‘gEx = fj grubunun bir Sylow g-altgrubudur.
0 zaman‘j = ‘g]?x, k¥ an parcalanma genislemesi oldudun-
dan QQj) de Q3 in parcalanma genigslemesidir. Ayrica A nin

g'-elemanlari Q; i merkezlediginden AQ; nilpotenttir.

Simdi A nan her pargalanmig olmayan Sylow altgrubu
Q igin Qi1, yukaridaki gibi tanimlansain. Bu Q; ler tarafan-
dan tiretilen altgrup A; olsun. A; < k¥ ve Ay 49 dir.
Ay = AgA; olsun. O zaman A = AA, nilpotenttir ve de par-

calanmig Sylow altgruplarina sahiptir.

G = AB ise G nin Hipotez 3.1 i sadladigi kolayca g&-

riiliir.

Bundan sonra A = CA, ve C N A= 1 oldudu halleri,
yani; A nin A, 1in parcalanmig genigslemesi oldugu halleri

gbzbniine alacadiz.

3.8. LEMMA : Eger A € CAp,A¢9 ise C nin bir parcga-

lénmls geniglemesi ise o zaman bir we k¥ ig¢in wCw ! =g

dir.
ISPAT : ¢ € €,nu € k¥ olmak tizere op, C nin fireteci
olsun. Efer o(o) = n ise o zaman o(op) = n dir. Glnki;
(6u)™ = (on) (er).ue. (on)
= "u o o) L. (@” (BTD) e
= U (o—lpa) ees (07 (n_l)uan-l)
oldudundan (o#)® € ¢ n kX C AnN k¥ = a, dir., O zaman
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(eu)Pec n Ag=1 cldufundan (ou)n= l dir. Ayrica
nlo(op) oldudu agikardir. Buradan n=o(ou) elde edilir.
Bbylece

-1 - (n-1),,n-1,

1= (ou)® = (¢ "po)e.. (o

"bulunur. Diger yandan‘gix = 6kX oldugundan

Gk¥/k¥ =~ G/(G NkX) = AM/M = A/(A N M) = A/(Ank¥)

= A/Ag= CAg/Apg=C/(C NAy)= C
yani;

Lg]—{X/]'EX = C
dir. Fakat‘gix/ix =g olduéundan'g = C dir. Bundan dola-

yi¢ = <o>dir.

$imdi N = Np ,{ norm fonksiyonunu g&zoniine alalaim.

N(u) =T o(u) = 1 a;(u) = ua(u)...an-l(#) = 1 dir.
a€g i=1

O zaman Hilbertin 90. teoreminden dolayi, 6yle bir wekX

vardirki o—l(w—l)w = u dir. O zaman

1

wow)w — = o (o~l

1 1

wo)uw L= o (07L (w) ) uw™ 1

= o(u_lw)yw_ = 0

elde edilir. Bundan dolayi
-1_
wCw =g

dir.

simdi kX A9 oldugundan G nin k* tizerindeki y&riin-
geleri G ninff i¢indeki herhangi bir eglenidinin y&riin-
gesinin aynidir. Bundan dolayi parcalanmis genisleme ha-
linde G =@M ve A ='¢A, alabiliriz. Bundan bagka parga-
lanmig olmayan genigleme halinde ise Lemma 3.7 den dola-
y1 G =gt ve A = @Ay olarak tanimlayip, G < G oldudunu

kabul ederiz.
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3.9. LEMMA : A =‘gA, olsun. Her p|Igl igin
opeg mertebesi p olan elemani olsun. 01'3'1 (w)w-1 € Ap olan
her w€ k¥ elemanlarinin olusturdugu altgrup Jp olsun.

x€ kX olsun. O zaman *gx N A =1 olmasa igin gerek ve

yeter sart her p| kgl igin x¢Jp olmasidir.

tspaT : x€ Jp olsun. O zaman a;)l (x Y)x = ne€ng dir.

Fakat

x'_lopx = [cr':L (x—l)]x = opu €¥A¢ = A oldugundan

o
p P
oldugundan o # € ©¥ N A dir. Bundan dolayi x £ Iy dir.

Simdi ise ‘gx NA#1 ve p.[ lgx N Al olsun. Bu kesigi-

min mertebesi p olan bir elemani ¢ _# olsun., O zaman ¢ de-

P
opx)1 = x-ltr;x ' seklinde yazi-

i+l

virli oldudundan 0 =(x" 1!

labilir. Buradan o-i x loix = ¢ p e k¥ oldudundan

P P

. -1
o;l +1 - 1 wve i = 1 bulunur. Bdylece X 0% = 0 H diir.
-1 =1 -1

-1
= .0 = 4 xec A_ oldugundan xeJ
Buradan K p X 09X =0, (x )xeA, g ed,

olmalaidar.

3.10. LEMMA : A =<A, Ve W,VE k¥ olsun. O zaman

Awg = Avg olmasi ig¢in gerek ve yeter sart bir ¢ &¥¢ igin

0 (W)Ay=VA,

olmasaidir.

ISPAT : Kabul edelim ki Awg = AVG olsun. O zaman
bEA, Ve 0, T € ‘g olmak lizere;
w = (op)vr = OTT"%ﬂV)T==(OT)[T—1(yV)]

olsun. O zaman we& k¥ oldufundan

dir. BOylece
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w=T (uv) = o(uv) = o(u)o(v) = o(vlo(u) € o(V)A

swe o (v)hg = WAg=0(V)Ay

Tersine olarak o(w)A; = vAp olsun. O zaman u € Ay
olmak {izere v = o(w)u olarak yazilabilir. Fakat
ve= oWk = owo tp= powe l = o(o  uo)wo t=o o™t (wywlwo!
oldudundan v& Awg dir. Bundan dolayi
Awg = AVE
dir.

Ayrica Lemma 3.3 (b) den dolayi (lAgi,IBl) = 1 dir.
Bundan bagka efer |Ap|, bSlen asallarin sayasl 7 ise o
zaman B yi k¥ in bir Hall 7'-altgrubuna genisletmek hi-

potez 3.1 i etkilemez.

simi asagidaki kabulleri yapalim.

3.11. HiPOTEZ : G <%, GNk¥X=MM# G, Ag =ANM

M =A,xB olsun ve A= %©A,, hipotez 3.1 i sadlasin. EJer
| Apgl » b&len asal sayilarain kilimesi 7 ise, o zaman B, kx
nin bir Hall w' altgrubu olur.

(a) Her plig | igin 3y #* kX,

(b) CG(B) = M.

3.12, LEMMA : G, Hipotez 3.11 i saglasin, fakat (a)

veya (b) den biri saglanmasin. O zaman

(a) k = GF(x?)

]

]

(b) r -1 (mod4)

) 28 = r 4+ 1
(d) B < GF(r) dar.
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ISPAT : Lemma 3.3 den dolayi [CG(B):M] = 1,2 dir.
Once hipotez 3.11 (a) yanlis olsun. O zaman (b) nin de

yanlis oldufunu gbsterelim.

Kabul edelim ki bir p|Igl igin I, = k¥ olsun. oeg
mertebesi p olsun bir elemar clsun. EJer we kX ise

(o-1)w = w1 = o(ww ‘e A

oldugundan
(e-1)k¥ < Ay
dir. Buradan

(c-1)B<BNA;=1

bulunur. QO zaman beB ise (¢0-1)b = a(b)b.-'1 = 1, yani
o(b) = b dir. Bundan dolayi ¢ &€C,(B) dir. Ayrica G = ‘gM
veg NM= 1 oldugdundan o € CG(B)'\ M dir. Buradan M<CG (B)

ve [C;(B):M] = 2 dir. Bu bir geligkidir.

Simdi ise Hipotez 3.11 (b) yanlis olsun. O zaman
[Cg(B):M] = 2 dir. 0&¥g ve o(0) = 2 olsun. O zaman

o< CG (B) dir.

K = GF(r?™) ve ¢ = Gal(k/k) olsun. O zaman € devir-
lidir ve Il = 2m dir. §imdi C,(B) nin bir Sylow 2-alt-
grubu T olsun. O zaman T = (M N T) <0 > dir.

MNT)YN <o>= 1 olduundan T nin en az iki involosyonu
vardir. O zaman Lemma 3.3 den dolayi T dihedral veya ya-
ridihedraldir. | T| = 2" olsun. Bu durumda ¢ bir kare ola-

maz. Mimkiinse ¢ = 72 olacak sekilde T € ¢ olsun. $imdi

TNM= <t> olsun. 0 zaran o(t) = 2n'l dir. T dihedral
- - - -2
ya da yaridihedral oldugundan oto =t"! veya oto™ l=t 1+27
. n-3 _ _ _
(n > 3) dir. t; = 2 olsun. O zaman o(t;)=2""1/ (" },273)=4
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dlir. Yukaridan g8riildigli gibi ot;o # t, oldufundan

oty0 = tIl dir. Fakat o zaman 7—1t1w= t;I olmaladir.
Buradan ot;0 = t; elde edilir, bu bir geligkidir. Bundan
dolayi ¢ bir kare dedildir., Simdi ¢, k = GF(r) yi sabit
biraktidindan efer 4|r—l ise o zaman o, mertebesi 4 olan
bir elemani merkezler. Fakat o_lto = tfl veya.01:0==t.—1+2n--2
oldugundan bu imkansizdir. Bundan dolayi 4 { r-1 dir. O
zaman 4[r + 1, yani r = -1 (mod4) olmalidir. Ayraca o
kare olmadigindan 4 kZm dir. Dolayisiyla m tek sayadar.
Simdi 2P ™ + 1 ve s[rm + 1 bir asal tek sayi olsun.

m -
olarak tanimlayabiliriz. w€ k¥

m
- -1
r +1 l= w

Ayrica 0 y1 0: X > xr
elemaninin mertebesi s olsun. O zaman 0(w)=w
<0, w > mertebesi 2s olan bir dihedral grhptur ve nilpo-
tent olmadidindan s k Ay dir. B, k¥ nin Hall 7'—altgrubu
oldugundan s| [Bl dir. Buradan wE€B = C;(o) dir. Bu bir

¢eligkidir. Bundan dolayi s mevcut deéildir. Dolayaisiyla
£ + 1= ot - r + 1 hi¢ bir asal tek sayar ile bdliinmez

ve btylece m = 1 dir.

Son olarak (|Bl,|Ay]) = 1 oldujundan |Bi tektir ve

B < GF(r) dir.

Simdi hipotez 3.1l1 saglansin. EJer W,EX in bir {irete-
ci ise her p|lgl igin w £ Iy dir. k¥/A, grubunun iire-
teg¢lerinin bir kiimesi B olsun. Kabul edelim ki 0¢€'¥ nin
mertebesi g asal sayisi olsun ve o, vAOGEB elemanini sa-
bit biraksin. O zaman, her a € Ag i¢in o (va) = va' ola-
cak sekilde a'e A, oldujundan o (v)a = va' ve buradan
o (Vv e A, bulunur. Bdylece vezJp elde edilir. Fakat,

eger v, kX 1n bir lireteci isé Hipotez 3.11 (a) dan dolayi
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bu imkansizdir.

Simdi vA; bir lirete¢ ise k* bir liretecini igerdidini
g&stereldim . k¥ nin bir lireteci b olmak lizere v = b° ol-

sun. o(b) = n, Ay = <'p°®> olsun. kx/a, = <bay> ve

I

(bAo)Jc = btAo = A, oldudundan o (kX/Aq) t dir. O zaman
o(bsAo) = o(vA,;) = t dir. Glnkii vA, bir liretegtir. Ayri-
ca b yi <b> nin uygun bir elemaniyla degigtirerek t]n

oldugunu kabul edebiliriz. Simdi;

s s _t
o(b"Ap) = o(bay)” = TETET-—t
oldugundan (t,s) = 1 dir. vA, = bS <:bt>-nin elemanlara
o< i< 2 olmak tizere bS*'* geklindedir. Eger (s,n) = 1

ise o zaman b°, k¥ in bir iiretecidir ve bsest0 dir. Ka-
bul edelim ki (s,n) = d > 1 olsun. $imdi n = n;n, Oyle-

ki n; in asal bdlenleri d nin asal b&lenleri ve (n,,d)=1
olsun. Ayrica (s + n,t,n) = k olsun. EJer p|k ise pln
oldugundan p|n, veya pln1 dir. EJer pln2 ise p|s + nyt
oldudundan p|s dir. O zaman p|d dir. Bu ise bir g¢eligki-
dir. Oyleyse p|n;dir. n; in asal bdlenleri d nin de asal
bSlenleri oldujundan p|s dir. Fakat pls + n,t ve p*nz
oldvgundan plt dir. Buradan p|(s,t) = 1 dir. Bu tékrar bir
geligki verir. O halde k = 1 ve (s + n,t, n) = 1 elde

edilir. Bundan dolayi bS'h2t

€ vA; bir liretegtir. BOyle-
ce v, k¥ nin bir {ireteci olarak alinabildiginden

o (vIv ' & A, dir. Bundan dolayi vA;, 0 tarafindan sabit
birakilamaz. BSylece § nin vAj1 igeren yoriingesi regii-

ler y®riingedir. Ciinki Hipotez 3.1l saglanirsa o zaman

her p € I¢l igin Jp # kX dir. Oyleyse x, k¥ 1in bir iirete-
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ci ise erJp dir. Bbylece Lemma 3.9 dan dolay: ‘gxﬁA= 1
dir ve Teorem 3.6 nin sonuda yapilan agiklamadan dolayi

A nin & {izerinde bir regililer yoriingesi vardair. Simdi
eger Ex/;o nin bir tireteci vA; ise bu koset kX nin bir
liretecini igerir. Bu lireteg¢ v olsun. EJer bir apez‘g igin
op(vAo) = VA, ise o zaman yukarida gdriildii§li gibi ve& Jp
ve Jp:: kX olur. Fakat bu imkansizdir. Ciink{i Hipotez 3.11
saglanmaktadir. Bundan dolaya °p nin vA, lretegleri f{ize-

rindeki etkisi reglilerdir, yani sabit noktasiz etki eder.

BSylece @, k¥/A; 1in iiretegleri iizerinde yari reglilerdir.

BOylece asagidaki Lemma ispatlanmig olur.

3.13. LEMMA : EJer Hipotez 3.1l saglahlrsa<§, kx/a,
in liretegleri lizerinde yari reglilerdir. Yani, her {ireteg

bir regiiler yOriinge tanimlar.

Artik EX/A0 grubunun yapisini kisitlayacadiz.

3.14, LEMMA : Kabul edelim ki Hipotez 3.11 sadlan-

sin, fakat A nan E+ izerindeki etkisinde ii¢ regiiler yOriin-
ge bulunmasain, O zaman p ve ¢ asal tek sayilar olmak lize-

re agsagidakilerden biri saflanir.

(a) IB I=pg, (€ = (b-l)(q—l)/z bir tek sayi ve

[kx : BAgl=1,2 dir.

(b) | B 2p, lgl (p-1) /2 tek sayi ve [kX:Bagl=1

i

dir.

(c) IBI

il

p ve Igl = (p-1)/8 dir. Burada.[kX:BA,]
ve 5 deferleri agagida verilmigtir.

[kx : BaAg) I

(4
14

2
2

SRR
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ISPAT : xe kX ve x # O olsun. A nin x i igeren
ydriingelerinin regliler olmasi ig¢in genel ve yeter kosul
©Q nin xA; 1 igeren yoriingeSinin regiiler olmasidir. Bunun
igin A nin x i sabit birakan bir eleman varsa, ‘¢ nin de

XA,1, sabit birakan bir elemani oldufjunu gdstermeliyiz.
Kabul edelim ki 0€‘¢ ve a € A, olmak izere

oa;.x = X olsun.

0 zaman

0(agx) = X = apo(x) = x = o_l(x)x = a, € A
dir.

simdi, xox ' = U(U—I(X))x-lz:UaOEEA oldugundan

xox_le<§x N A dir. Oyleyse x in regiiler ydriinge tanimla-
masi icin gerek ve yeter sart‘gx N A =1 olmasidir. Simdi
Lemma 3.9 dan dolayltgx N A= 1 olmasi ig¢gin gerek ve ye-
ter sart 0(x)x-1§EA0 oldu§undan U(XAO) o on olmasidir.

Yaniva0 in. regliler ydriinge tanimlamasidair.

Bundan dolayi €€ nin ]-<X/A0 fizerinde {icten az regiiler

yOriingeye sahip oldufunu kabul edebiliriz. B = BAO/Ao

It

olsun. B = B Hall grubu oldugundan ]ZX/A0 CxB geklin-
de yazilabilir. §imdi C;(B) = M < kX ve G =gM oldugun-
dan
G/Cq(B) C Aut(B) =@gM/M C Aut (B
=@ ¢ Aut (B)

dir.

Bundan dolayi € < Aut(B) oldugunu kabul edebiliriz.
O zaman Lemma 3.13 den dolayi ¢, B nin liretegleri tizerin-

de yari reglilerdir. k¥X/Ag = CxB {izerindeki regliler yd&-
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riingelerinin sayisi; ¢ = |[C|j, b = |B|] ve ¢ Euler Fi-fonk-

siyonu olmak ilizere

¢ (c).¢(b)
_ G|
dir. Ayrica B devirli oldudundan |Aut(B)| = ¢ (b) dir. Bun-

< 2

dan dolay: [Aut(ﬁ):g]=<2 dir. Simdi B devirli oldugundan

Aut (B) devirlidir veya Aut(B) = Z x<¢ dir.

Simdi Euler Fi-fonksiyonunun 6zelliklerinden aga-

gidakiler ifade edilebilir.

(i) Aut(B) devirli olsun. Efer Bl = b ise Aut(B),

Zb nin bilimsellerinin garpim grubuna izomorf ve

lAut (B) | = ¢ (b) dir. Bundan dolayi eder Aut(B) devirli
ise o zaman b modiiliine gbre bir ilkel k&8k wvardir. O za-

- man b > 2 pldvdundan b.= 4 veya p asal teksayi olmak tlize-

e

re b = p , Qpe tipindedir.

(ii) E¥er Aut(B) = Z, x€ ve 1l ¢ift ise o zaman

t

p ve g asal tek sayilar olmak tizere | Bl = 2- (t > 2),

£

4p®, p%qt veya 2p°qF air.

lgl > 1 ve | Aut(B): €] <2 oldufundan 2| kgl olmasi

i¢in sartlar verebiliriz.

(iii)Aut(ﬁ) nin devirli olmasi ve p bir asal tek

say1lr olmak {izere Bl = pe veya p = -1(mod4) olmak {izere
IBl = 2p® olmasi ve [Aut(B) : €]l # 2 hali digsinda daima
2| lgl air.

(iv) Eger 2|fgl ve 2| 1Bl ise 8| IBI dir. Bunun igin
k = GF(r™) olsun. Kabul edelim ki 2 sayisi IBl ve 1€]| ni
bdlstin. IGal(k/k)| = m oldujundan |€l|m dir. Buradan

m
2|lm dir. Ayrica IBII(rm - 1) ve 2|1BI oldugundan 2[(r~'1)
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dir. Bu durumda r™ sayisi tek olmalidir. O halde r tek-

tir. 2|m oldudu igin m = 2k ve ayrica r tek oldugjundan

rk = 22 -1 seklinde yazilabilir. O halde

(™-1) = (2¥ - 1) = *-1)* 1 1)

it

{(22-1-1) (28-1 + 1) = 4(2-1)2
dir. Fakat (%-1) ile £ ardigik oldudundan 2| (2-1)g dir.
Bundan dolayi 8](r"-1) dir. Fakat B, k¥ nin bir Hall alt-

grubu oldugundan 8||B| olmalidar.

(ii) ve (iv) den dolayi IBI =4, 4p€ ve 2pSqf halle-
ri olamaz. Bu durumlarda.SYlBl oldufundan (iv) den dolaya
2fkg!| dir. Cinkii bu hallerde 2||B| ve 2|kgi dir. O zaman
(iv) den dolayi 8|IB| dir. Bu geliskidir. Eger B! =2p®
ise tekrar (iii) den dolayi p = -1(mod4) ve [Aut(B):¢]=2
dir. '

(v) Eger € = Aut(B) ise Aut(B) devirli ve bdylece
(1) den dolayi IBI =p%, 2p% dir. Eger [B|=2p° ise 2|IB|,
4)f1BI dir. Fakat 2| gl oldugundan (iv) den dolaya 8|1B]

dir. Bu bir celigkidir. Bdylece Bl = p° dir.

Eder [Aut(ﬁ):‘g] = 2 ise o zaman (i), (ii) den ve
yukaridaki agiklamadan dolayi [B| = pe, Zpe(pss-l(mod4)),

2t > 2) ya da p®q’ olabilir.

(vi) EJer p tek olmak {lizere pe]lBl olduundan e = 1
dir.

Kabul edelim ki e > 1 olsun. O zaman pe-llhgl dir.
¢ €Q mertebesi p olan bir eleman olsun. Efer q, IB| yi
bdlen bir asal sayi ve p # g ise o zaman ‘¢, biri mertebe-

si pe-l(p-l)/z ve diJerinin mertebesi g-1 olan iki devir-
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1i grubun direkt ¢arpimini igerir. Fakat ‘¢ devirli ol-
dugundan (p,q-1l) = 1 olmaladixr., O zaman ¢, B nin Sq-alt-

grubunu merkezler, Clinkii |S.]| = qf oldugunda

- q
lAut(Sq)l = qf_l(q—l) dir. Fakat (p,q(g-1)) =1 oldufun-
dan o, S, yu merkezlemek zorundadir. Buradan gdriildiigi

q
gibi p] Aut(Sq) dur. BSylece € nin bir Sylow p-altgrubu

Sq yu merkezler. Simdi P, G nin Sylow p-altgrubu olsun.

G = AB =¢M = €(Ap xB) oldujundan P; =€ N P ve Pp=MNP
ise P = P;P, dir. M A G ve P, M nin karakteristik altgru-
bu oldugundan P, A G dir. Yukarida gOriildiigli gibi P;, B
nin p'-kismini merkezler. Ayrica p] A, TvelA-nilpotent
oldufundan P;, Ag merkezler. O zaman P, M tarafindan nor-
mallenir. Ayrica ‘¢ tarafindan normallenir. Bundan dolayi
P = P1P», A G dir. Simdi < ¢, P > bir p-grubu oldugundan

0 €EP olmalidir. M < ¢> A G oldudundan

PNM<og>=<e¢> (P NM) = <0>P,y, AG
dir. Pyp=<0,0;(Py)> ise Pj abeliyandir. Cinkll P, = <y>
ise (3), 5.4.2. (ii) den dolay: yp yvi merkezler. Bbylece

Po akeliyandair. Aleca Pobd G dir. Gergekten

Pog APy<o> =<y><o>
dar. E@er.yo= y ise durum agikardir. Oyleyse o, Py= <y>
lizerinde mertebesi p olan otomorfizma olsun. O zaman (3).
11
Teorem 5.4.2 (ii) den dolayai ya = yl P dir. Buradan
n pn—l '
oly) = p dir. [o,y]l = ¥y € <yP> dir. Bundan dolayi
<yp><o> A <y> <0¢> dir. B8ylece Py A G dir. G nin her
normal abeliyan altgrubu devirli oldufundan Py devirlidir.

O zaman ¢ € U (P2) olmalidir. Fakat c€¢g veg N M = 1 ol-

dufundan bu bir geligkidir. Dolayisiyla e =1 dir.
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Simdi ¢esitli halleri ayri ayri g&zdbniine alacagiz.
[¢ (b) gl < 2 oldugundan¢(c) = 1,2 dir. Bundan dolayi
c=1,2,3,4,6 olabilir.

(n) IBl::Zt; t > 2, bu hal olamaz.

Kabul edelim ki |B| = 2% olsun. Burada lAut(E)ﬁg]=2

oldudundan ¢ (c) = 1 dir. Bbylece c = 1 veya ¢ = 2 dir.

i

Fakat (IEI,|§I) 1 oldudundan ¢ = 1 ve c = 1 dir. Ayri-

ca ¢ (b) = 2t—l ve [Aut(ﬁ)fg] = 2 oldudundan Fgl = 2t_2
dir.

¢ nin bir iireteci ¢ olsun. (1a,1,1B1) = 1 oldugun-
dan o, A,1 merkezler. Giinkd ¢ €€ ve lgl = 2t=2 oldugundan
o(o) = 2t-2 seklinde yazilabilir. Ayrica A =QA, ve

(IBI, Agl)=1 oldugundan 2|[Bi fakat 2fI1A | dar. Ayrica
A nilpotent oldujundan A = A,xQy(A) dir. Agikar olarak
¢, Qz(A) y1 merkezler. Fakat-2) A, oldugundan A,< Q3 (A)
dir. Bundan dolayi ¢, Ay 1 merkezler. O zaman

G =€(BxAy) =<0,B>xA  dir. gimdi <o, B>,‘Y nin bir
Sylow 2-altgrubu ve G = <¢,B>x A, oldujundar. <¢,B> nin
her normal altgrubu G de normaldix’. BOylece Hipotez 3.1
den dolay:r <o, B> nin her normal ameliyan altgrubu de-
virlidir. O zaman (3), 5.4.10 ve 5.4.2,(ii) den dolayi
bu altgrup yaridihedraldir. Buradan o(¢) = 2 oldugundan
2 = kI = 2%"2 ye t =.3 bulunur. Boylece IBl = 2% = 23=3g
dir. Burada KX = GF (r?%), o, A, merkezlediginden

A, < GF(rn) ve GF (x™*B = kX dar.

(r"-1)8 5
lgF (™) ¥ N BI |

k%) = (£2P-1) = (-1 " + 1) =
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N1 = 8 dir. Fakat

IGF (r™)* n BI

oldudundan r

lGF(rn)x N Bl > 2 oldujundan (rn + 1) |4 dir. Bundan do-
layi n = 1, r = 3 dlir. Ayrica Ay < GF(g), [Agl< 3-1=2

ve A, in mertebesi  tek oldujundan |A | = 1 dir.

Simdi € = < ¢ > nin sabit cismi GF(3) oldudundan
GF(9) \ GF(3) kiimesinin hic¢bir elemani ¢ tarafindan sa-
bit birakilmaz. Bundan dolayi ‘¢ = < ¢> nin GF(9) modilii
i@inde (9-3)/2 = 3 tane regililer ydriingesi vardir. Bu bir

¢eligkidir. Bundan dolayi |B| = 2t olamaz.

(B) IB| =2p® olsun (vi) den dolayi e = 1 dir.

Il

(v) den dolayi [Aut(B)g| =2 ve p = -1 (mod4) tiir. Bu-
rada ¢ (c) = 1 oldufundan c¢ = 1,2 olmali, ayrica (c,b) =1
oldugundan ¢ = 2 olamaz. Bundan dolayi ¢ = 1 dir. Bdyle-

ce |C| = 1 dir. Fakat EX/AO = CxB oldugundan k¥ = A B

t

dir. Bundan dolayi [kX:BAO] = 1 dir. Ayrica rg[::%(p4l)
ve p = -1 (mod4) oldujundan 4| (p-1) dir. Boylece (b) sag-

lanir.

(C) IB| = peqf clsun. (vi) den dolayi e = f =1
dir. Bundan dolayi Aut(B) = (p-1)(g-1) dir. ¢ devirli
oldugundan (p~1,g-1l) = 2 olmalidir. O zaman 4kp-1 veya
4fg~1 dir. Efer 4fg-1 ise (p—l,(q—l)/é) = 1 oldugun-
dan mertebesi (p-l)g%l olan devirli bir altgrup vardir.
Bbylece K| = (B:lléﬂ:ll dir. Diger halde de ayni so-
nu¢ elde edilir. Bundan bagka ¢(c) = 1 oldujundan c = 1

dir. Dolayisiyla (a) saglanair.

(D) lBI::pe olsun. (vi) den dolay:r e = 1 ve |B|=p

dir. Bu durumda [EX:BA0]= c=1,2,3,4,6 olabilir. Ayni
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it

zamanda [g] Egl, 6 = 1,2 dir. Eer 6 = 2 ise
[Aaut(B): @l = 2 dir. Bundan dolayi ¢(c) = 1 oldudundan
c = 1,2 dir. EJer 3(0 oldudu gdsterilirse (c) ispatlan-

mis olur.

Kabul edelim ki 3|ICl olsun. C nin fireteci ¢ ol-
sun. C nin Sylow 3-altgrubu D olsun. O zaman |D| = 3 tiir.
3| 1Bl olduyundan 3|IAgl dir.e otomorfizmasi D tizerine et-
ki ettiginde ya agikar'veya mertebesi 2 dir. Fakat 3| |Agl
ve A =%Ap nilpotent oldudundan 2 olmasi miimkiin de§il-
dir. BOylece ¢, D lizerinde agsiklr etki eder. Esasen
IC] = 3,6 oldugundan C = D veya C nin mertebesi 2 olan
bir altgrubu ¥ olmak tzere C = Dx Y dir. Fakat o, ¥ yi
merkezler. Bundan dolayi o, C yi merkezler. Bdylece C
nin k¥ icindeki ters gd&riintiisii C ise | 0,C] < Ap oldujun-
dan, her s|igl igin C < J_ dar. Fakat o, EX/A0 =C x B
nin lireteg¢leri lizerinde regiilerdir. B = B oldudundan o,

B nin liretegleri {izerinde de reglilerdir. Bbdyle bir {lireteg

wA, olsun. O zaman her s|ig¢| i¢in wgJ_ dir.

$imdi u,v D = D/A, in farkli iki kosetinin temsil-
cisi olsun. O zaman uwA,, UWA, Ve WA, 1n higbiri JS/A0
iginde de§ildir. $8yleki Hipotez 3.11 saglandidindan ve
WA, bir lreteg oldugundan o(w)w_IQ'A0 dir. Mimkiinse
a(uw)(uw)—1= a €A, olsun. O zaman O(Au)lu-la(w)w“1 = a
dir. o, D asik8r oldugundan o (p)u ! € A, dir. O zaman
‘o(w/w_le A, dir. Bu bir geligkidir. Benzer gekilde
o(vw)(vw)-l ¢ A, dir. Fakat o zaman uwA,, vwA, Ve WA,
€ nin EX/Ao fizerindeki {i¢ farkli regiiler y®riingesini

iretir. Bu bir geligkidir. Boylece (c) ispatlanmigtir.
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Artik B nin yapisi olduk¢a agiktir. Amacimiz hgl
sayisini daha yakin olarak belirlemektir. Biitlin muhakeme
bigimleri,esas olarak aynidir. Kabul edelim ki H/K, € nin
mertebe;; s asal sayisi olan bir kesmi olstn. [H| = x ol-
sun. X, r nin bir kuvvetidir. le:Hx] = (xs—l)/(x-l) dir.
Bu indeksi ikinci bir yolla hesaplayip sonu¢lari kargi-

lastairacadiz. Muhakemelerin esasi budur.

3.15. LEMMA : Kabul edelim ki Hipotez 3.11 sadlan-

sin ve A, kT tizerinde en ¢ok iki regiiler ydriingeye sahip
olsun. s asal olmak lizere; o mertebesi st olan ¢ nin bir

elemani ve 0 nin sakit cismi F olsun. O zaman

(a) s tek ise t < 2 dir.
(b) s = 2 ise t < 3 diir.
(c) s =2ve t =2 ise o zaman 4| 1F¥) veya |B| = pg

ve 0,B lizerinde sabit noktasidir.

ISPAT : Teoremin ispati i¢in agagidaki adimlara
izleyecegiz.

(i) o6, B lizerinde sabit noktasiz, s = 2 ve IBl| =pg
halleri daisainda bir e > 1 tamsayisi ve bir asal tek saya

p| 1Bl igin [k¥ :F"] indeksi s®p yi bdler.

|Agl sayisini b8len asal sayilarin kimesi = olsun.
O zaman B, k¥ nin bir Hall w‘—altgrubudﬁr.‘A = gA, nil-
potent ve k¥X/B devirli bir m-grubu oldudundan €kX/B nil-
poternttir. Clinkll her ge v igin €k¥/B grubunun mertebesi
g olan altgrubu Ay iginde oldudundan € nin g'-altgrubu
tarafindan merkezlenir. Bbylece (3), 5.2.4 den dolayas

c her g€ 7 ve g % s igin kX nin Sylow g-altgrubunu mer-
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kezler. Bundan dolayi k¥/F®B bir s-grubudur. Bdylece

bir e > 1 tamsayisi igin kX/F¥B| = s€ dir.‘Simdi
[ kX:F*] = | kX:F*BI[ F*B:F*] = s®[ F¥B:F¥]
oldugundan [ kX : F®] inteksi s®|B| sayisini b&ler.

Simdi Lemma 3.14 {in hallerini inceleyelim. Oncelik-
le (c¢) halinde IBI = p bir asal tek sayi oldufundan iddia

gercgeklenir.

(b) halinde ise p asal tek sayi olmak lizere [B|= p
dir. Bu durumda -1 €kX ve k¥ nin tek inval. vrnu ol
dan -1 € B N FX &ir. Bdylece 2]IB'n FX| dir. Fakat
[F¥B:F¥] = {F¥*B/F¥| = |B/B N FX| oldujundan [kX:F*] in-

deksi sep sayisini bOler.

Son olarak (a) saglansin. O zaman IBl = pg; p ve q
asal tek sayilar ve (p-1,9q-1) = 2 ve K| = (p-1) (g-1)/2
dir. EJer s asal tek sayi ise selp—l oldudunu kabul ede-

biliriz. Bu durumda s*(q—l) oldugundan o, Sylow g—altgru-

e IBI = g€

bunu merkezler. BSylece [k¥:F*] indeksi s 3

sayisini bdler.

Simdi s = 2 olsun. EJer o, B lizerinde sabit nokta-
s1z dedilse, o zaman mertebesi p veya g olan altérubunu
merkezler. O zaman (3), 5.2.4 den dolayi o, B nin Sylow
p~altgrubunu veya Sylow g-altgrubunu merkezler. Kabul ede-
lim ki ¢, Sylow g-altgrubunu merkezlesin. O zaman yuka-

rida gdrildigd (k¥ : F¥] indeksi s®p sayisini bdler.

(ii) Eger s = 2 o, B {lizerinde sabit noktasiz ve
IBl = pg ise | kX :F*] indeksi 2%pg sayisini bdler ve

[ kX :F¥] indeksi 2%p sayisini bdler. Burada F; 02 nin
1 1

-5~



sabit cismidir ve t > 1 dir. (i) nin ispatinda oldugu
gibi [ k¥ :¥*] indeksi s®|BI vi bbler. Burada s = 2 ve
| Bl = pq oldugundan bu indeks 2%pq sayisini bdler. Sim-

di B nin Sylow p-altgrubu sp ve Sylow g-altgrubu Sq ise

Aut (B) = Aut(Sp) X Aut(Sq)

dur ve lAut(Sp)|==p-l lAut(Sq)1 = gq-1 dir. Aut(Sp)
ve Aut(Sq) nun Sylow 2-altgruplarinin birer {ireteci 7
v ise (7,y) elemani Aut(B) nin Sylow 2-altgrubunu iire-
tir. Fakat Lemma 3.14 (a) dan dolayi (p-1,9-1) = 2 oldu-
gundan ya o(r) =2 veya o(y) = 2 dir. o(y) =2 oldufunu
kabul edebiliriz. Simdi o, (7,Y) nin bir kuvveti oldu-
gundan ¢2, (r,7)2 = (72,1) in bir kuvveti olmalidir. Fa-
kat (72,1),8q yu merkezlediginden 02 de Bq vi merkezler,
Puradan By < F dir. Ayni zamanda [ kx:F¥] | 2%pq ve By < 7y
oldugundan | k¥ :F¥1 (2% dir. BSylece (ii) gbsterilmig
olur.

Simdi her i > O igin osi= o, ve o, kX igindeki sa-
bit cismi, F,; olsun. O zaman Fo = F dir. Bu durumda (i)
ve (ii) den gdriildiigli gibi p|(B| asal tek sayisi igin
Sp Sylow p-altgrubu her 0 < i < t igin 0, tarafindan
sabit noktasi birakilir. Bundan dolayi p[[Ex:Fx] dir.

(iii) Her 0 < 1 € t-1 igin

[kx:F¥]
[F};+l :F’.Jf] = 1

T = X
[kX:Fi+l]

e

oldugu agiktir. (i) halinde sag taraf s- yi bdldiiflinden

sol taraf s nin bir kuvvetidir.
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(iv) (ii) halinde ise yukaridaki esitlikte i = 1
igin say taraf 2° yi bsldiiglinden sol taraf 2 nin bir
kuvveti@}r.

S
Simdi x, r nin bir kuvveti olmak lizere %;{f = s®

olsun. O zaman Lemma 2.1 den dolayi s = 2, 2] (x-1) ve
x + 1 = 2% air. Ayn1i zamanda x = r oldudundan r?+1=2%

ve bu egitligin sadlanmasi igin de n = 1 olmalidair. Bu-

n

radan r + 1 = 2% ve r > 2 oldudundan r -1 (mod4) olmala-

dar.

Simdi habul edelim ki s tek olsun. EfJer t =2 2 ise

o zaman 0 < i < t~1 igin (iii) den dolaya [F?+1 :F§]=se
i = = al " o =
yazilabilir. IFil = x = r olsun, Ayr:Lca_[Fi_+l : Fi] s
- .8 .

oldugundanAlFi+ll = x~ dir. Buradan

X

LT L R
| 7¥| x-1
i

bulunur. Fakat bu durumda yukarida g&sterildidi gibi
s = 2 olmaladir. Bu bir geligkidir. Bundan dolayi s tek

ise ¢t < 2 dir.

Simdi ise s = 2 olsun. Efer t > 3 ise o zaman (iv)
den dolay: [F,:F |, 2 nin bir kuvveti oldudundan
x +1=r"+1= 2% yazalabilir. Yukarida gériildidi gibi
bunun ig¢in n = 1 ve r = -1{(mod4) tiir. Fakat gimdi
IFll = x = r olur. Bu imk8nsizdair, c¢linkii; F, > F, ve
|ﬁ0| > r dir. Bundan dolayai t < 2 olmalidar. Kabul ede-
lim ki t = 2 olsun ve [B| # pg olmasin. O zaman Lemma
3.14 den dolayi IBl = p ve her 0 < i < t igin o;, B
izerinde sabit noktasizdir. ¥ani pllieri] dir. Bundan

dolayi [F;: Fgl indeksi 2 nin bir kuvvetidir. O zaman
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yukarida oldudu gibi |Fyl =r ve 2§ (r-1) dir. [F§| = r-1
oldu§undan 4JfiFgl dar.

Yukardaki Lemma !¢l sayisinin asal bSlenlerinin list-
lérini sinirlamaktir. Simdi de kgl sayisinin asal bdlen-

lerinin sayisani sinirlayacafiz. Bunun ispati Onceki is-

pata benzerdir.

3.16. LEMMA : Kabul edelimki Hipotez 3.11 sadlan-

sin ve en ¢ok iki regiiler ydriingeye sahip olsun. pllBl

bir asal tek sayi ve B ,B nin bir S_-altgrubu olsun. ¢

P
nin B ye kisitlanmasiyla elde edilen otomorfizma gruku

* *
olsun. O zaman | | sayisi bir asal kuvvettir.
©°

ISPAT : Kabul edelim ki s ve t,lgﬁ(‘saylslnln iki
asal bdleni ve t > s olsun. O zaman t tek sayidar. 7 €C
ve o(r) = t® > 1 olsun. O zaman Lemma 3.15 (a) dan dola-
yi1 o(r) = t dir. Ayni zamanda t]lgfl olduundan 17, B
lizerinde mertebesi t olan bir otomorfizma tanimlar.
Bunu tekrar r ile g&sterelim. Bundan bagka ¢ nin merte-

besi s olan 8yle bir elemari vardir ki bu eleman B {ize-
rinde mertebesi s olan bir otomorfizma tanimlar .Bu cto-

morfizmayir ¢ ile gSsterelim,

o nin sabit cismi S ve 7 nin sabit cismi T olsun. O
zaman F = S fy T,07 nun sabit cismidir. N = s*1¥ olsun.

Bbylece agsagidaki kafes diyadrami elde edilir.



Simdi t # 2 olduundan Lemma 3.15 in ispatainan (i)
kismindan dolayi [kX :Tx]ltfp ve ayni ispatin (i) ve (ii)
kismindan [kx:5%1|s9pq veya [kx: s*1]s9% dir. By, kX nin
bir Sylow p-altgrubu oldudundan |B;| =p dir. Ayni zaman-
da ¢ ve 7,B nin agikar olmayan otomorfizmasi oldu§undan

By NT =B, Ns¥= <1>

dir. Bundan dolay:i pf N dir ve bdylece pl[EX: Nl air.
Buradar [ N:T¥] = [ 8%:F¥] = " elde edilir. Gergekten
[k:TJlttp ve pllk¥ : N] oldugundan [ N:T*] = £ olacak

sekilde bir h vardir. Ayrica

[s¥.p%] - 18%1_ sl _ Is¥r*1 _ Iwl _ b
I¥%1  1* n g¥| | X | [ T*)
dir. 1Fl = x olsun, X, r nin bir kuvvetidir. O zaman
t
X X X -1 h
[s7:F7] = & = ¢

t
dir. Fakat t tek olduundan Lemma 2.1 den dolay: %Fi%==th

denkleminin ¢&6zlimii yoktur. Bu bir g¢eligkidir. Yani; Igfl

saylisi bir asal sayinin kuvvetidir.

Artik Lemma 3.14, Lemma 3.15 ve Lemma 3.16 yi uy-

gulayarak bazi dederler elde edebiliriz.

3.17. LEMMA : Kabul edelim ki Hipotez 3.l11] saglan-

sin ve A nan k¥ iizerindeki etkisinin en ¢ok iki regiiler
ybriingesi olsun. O zaman s bir asal tek sayi clmak lizere

IBl igin agagidaki olasiliklar elde edilir.

1B (p-1) (g-1)/2 el
(1) 3,6 2 - 2
(2) 5,10 4 - 2,4
(3) 2s +1,4s +2 2s - s
(4) 3(2s + 1) 2 o) 2s
(5) 5(2s + 1) 4 s 4s
(6) 3.5 4 1 4
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IsPAT : Lemma 3.16 dan B nin yapisi bilinmektedir.

_Buna gbre iBl = p, 2p, pg olabilir,

(A) IBlI = p, 2p olsun.

‘¢. grubu B {izerinde sadik oldujundan B nin Sp—altgru-
bu lizerinde de sadiktir. Bdylece Lemma 3.16 dan dolaya
¢l bir asal sayinin kuvvetidir. O zaman Lemma 3,15 den

dolayi ya Il€l = ot

, £ < 3 veya s bir tek asal say:r olmak
lizere €| = s dir. Lemma 3.14 den dolayi (p-1) = kel

veya (p-1) = 21gl dir.

Kabul edelim ki |¢| = 2t < 4 olsun. O zaman
2igl = p-1 oldufundan. (p-1l) = 2.2t < 8 dir. Buradan
p = 3 veya p = 5 sonucu. ¢ikar. p = 3 ise rgl = 2 dir.
Eger p = 5 ise l€l = 2,4 tlir. BSylece (1) ve (2) halle-

ri g&sterilmig olur.

gimdi de lgl = s olsun. O zaman p-1 = s veya
p-1l = 2s dir. Buradan p = s + 1 veya p = 2s + 1 elde

edilir. BOylece (3) gbsterilmig olur.

(B) IBl =pg olsun. Bu durumda Lemma 3.14 (b) den
dolayi ICl = (p-1)(g-1)/2 ve (p-1l,p-1) = 2 dir. Simdi

g yu 8yle segebilirizki 2l (g-1) dir.

B nin Sylow p-altgrubu lizerine, ¥ nin kasitlanasi
gf ve Sylow g—altgrubu lizerine leltlanlgl‘g** olsun,
Lemma 3.16 dan dolayl‘g* ve‘g** nin mertebeleri birer
asal sayinin kuvvetidir. Bu mertebelerden biri cifttir.
p ve q 6yle segilebilir ki gf nin mertebesi ¢ifttir.
ot

Buradan p-1 = elde edilir. O zaman Lemma 3.15 den

dolayas t < 3 ve s = 1 veya bir asal tek sayi olmak lize-
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re (g-1)/2 = s bulunur. Bbylece q = 2s + 1 elde edilir.
Efer £t =1 isep =2, g =2s +1 ve €| = 2s dir. Bbyle~
ce (4) sarti elde edilir.

Eer t = 2 ve tekrar s, asal tek sayi ise p =5 ve
q =2s +1 dar. Ayrica K| = 4s dir. Bu ise (5) sartina
saglar.

s = 1 ise tgl: 4s = 4, q =28 +1 =3 vep =5 el-
de edilir. Buda son olarak (6) yi saflar. B&ylece ispat

tamamdir.

3.18. LEMMA : Lemma 3.17 de |B| # pg dur.

ISPAT : Lemma 3.17 de IBl = pq iken (4),(5) ve (6)
hallerini elde etmigtir. Once (4) ve (5) hallerine baka-

lim.

¢ iginde ¢ nin mertebesi s ve r nun mertebesi 2
olsun. ¢ nun sabit cismi S ve 7 nun sabit cismi T olsun.

F =S NT olsun. O zaman F,o7r nun sabit cismidir. Simdi

Lemma 3.18 de ki sekile bakalim. |F| = x, r nin bir kuv-
vetidir. Simdi [S:F] = o(r) = 2 ve [k:S] = o(0) = s ol-
dugundan
= X xzs—l e
[k¥:87] = 5 = s p
x"= 1

dir. Benzer sekilde

[EX:TX] xs -1 = 2f
x =1

elde edilir. Bu iki indeks aralarinda asal oldugundan

I

a

[kX:N][N:5®] ile [kX:NJ[N:T¥] aralarinda asaldir. Bundan

dolay:r [k¥:N] = 1 ve N = s*¥1* = kX elde edilir. Bdylece
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(x“~7=1) _ X XXy o (x =1)
ie1) = [N:ST] =[ T:F7] = ~“Tx=1) dir. Fakat
5.1 x5-1
> x-1

oldujundan bu bir g¢eligkidir,

Son olarak (6) yi gdzOniine alalim. Burada birkag
gesit yol var. Biz agadidakini segecediz. cevg, ¢ yi
firetsin o(0) = 4 tiir. ¢ nin sabit cismi S ve ¢2 nin
sabit cismi F olsun. 1ki olasilik vardir. Birincisi o,
B nin bir Sq—altgrubunu sabit bairakabilir. Bu durumda
p|l k:F*] dir. Bundan dolayi | F*:5¥] , 2 nin bir kuvve-

tidir, Burada p = 5 ve g = 3 tiir.

Dider halde ise ¢ B nin Sq-altgrubu(ﬁzerinde sa-
bit noktasiz olur. Fakat q = 3 oldufundan ¢ Sq izerinde
mertebesi 2 olan otomoffizma etkisi yapar .Bu durumda

sq < F dir. Bu halde su sonu¢ elde edilir,.

(1) [&X:F%] = 2% = 2%5 ve | F¥:s¥] = 2fq = 2f.3
[S]I = x, r nin bir kuvveti olsun. O zaman
- "o
(11) [kX:F¥] = X =x2 +1=2%5
=1
ve
2
X X _ xX°=1 _ _ S
F7:87 = <=1 = ¥ +1=2".3

elde edilir,

f =1 olsun. O zaman.x + 1 = 2.3 den X = 5 elde edi-

lir. Fakat x2 + 1 = 2%.5 oldugundan 26 = 2%.5 elde edi-

]

lirki bu bir g¢eligkidir. Dolayisiyla £ 1l olamaz.

gimdi ise £ > 1 olsun. O zaman 4| (x + 1) olduéun-

dan 4}fx2 + 1 dir. Buradan e = 1 ve x2 + 1 = 10 oldugun-
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dan x = 3 elde edilir. Fakat x + 1=3 + 1 = 4 = 2f

.3 ol-
dugundan bu bir ¢eligkidir. Bundan dolayi f birden bii-

ylik olamaz.

f = 0O olsun. O zaman e = 0 ve x = 2 dir.

(iii) BOylece x = 2 ve g = 3 tiir.

Simdi Ag = AN k¥ = ANB= <1> oldujundan

A =¥A, =¢ dir. Boylece [A|l = €| = o(0) = 4 tir. Sim-
di ¢ (15) = 8 oldujundan @ nin kX tzerinde ﬂégl -2
regiiler yoriingesi vardir.

Fakat k¥ = 83x S; oldujundan Sg in bir iireteci

lizerinde o, bir regiiler ySriinge tanimladigindan, ¢ nin
kT tizerinde tam olarak 3 regiiler yodriingesi vardir. Bu

bir geligkidir.

3.19, LEMMA : Hipotez 3.1l sadlansin ve A nin kX

Uzerinde en ¢ok iki regliler ydriingesi bulunsun. O zaman

asagidakilerden biri saflanir.

L Jkl Bl
4 3 5
3 4 7
3 2 7
2 22.5-1 5 1
2 22.5-1 3 1
2 4 5
2 2 3

IsPAT : Once x > 1 ve y > 2 den herbiri birer asal
sayinin kuvveti olsun. Lemma 2.2 den dolayl agagidaki
6zel hallerin digsinda daima

(x¥=1)/(x~1) > 2y2 + y dir.
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X

vbbJNIN

'4
3
3

Ayrica X = 2 ve ¥ = 3 hali disinda Lemma 2.3 den

dolayi x¥-1/x-1.> 2y + 1  dir.

Simdi Lemma 3.18 den dolayi IB| # pg oldudu igin
Lemma 3.12 nin yalnaizca (1), (2) ve (3) hallerini ince-

lemek yeter.

rgl = 8 bir asal tek sayi ]ﬁ[::x, r nin bir kuvve-
ti ve ¢ €¢ nin mertebesi s olsun. O zaman E, 0 nin sabit
cismidir. Bundan dolayi [kX : iX] = s®p dir. Bdylece
(x°-1)/(x-1) = s®p = s®(25 + 1) dir. sf(x-1) olduju za-
man e = 0 dar. Gercgekten xs—l/(x—l) = sep oldugundan

1

s s
e x” - x g X~ - X o y
s [—§17I— = 1 dir. —=T bir tamsayi oldujundan eger
X _~X jse s|l dir. Bu bir geligkidir. O halde

SI x=1

s/ 5§fii olsun. Fakat o zaman Fermat Teoreminden s]xs-x
s .

oldugundan ve de S*§_§:T§ oldugundan s|x—l dir. Bu tek-

rar bir geligkidir. Bundan dolayi e = O olmak zorundadar.

O zaman

dir.

Efer s[(x—l) ise Lemma 2.1 den dolayi e = 1 oldu§u-
nu kabul edebiliriz. Dolayaisaiyla

x5 -1 -

—= =s(25 +1) = 25 + s

dir. BSylece yukaridaki tablcdan y = s ig¢in.tek ¢&ziim

It

Xx=4 vey 3 oldugu gbriiliir. Buradan Iﬁ|==47P§|==s = 3

Il

ve IBl = p=2.6+1=2.3+1=7 veya
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IBl =4.8 +2 =4.3 +2 =14 elde edilir. Fakat

kX| = 43-1 = 63 sayisi 14 sayisi tarafindan bSlinmedi-
inden |B| = 14 olamaz, o halde |B} = 7 olmalidir. BSy-
lece (2) sarti elde edilir.

xs-;l

Simdi de e = O ise S=T =P = (28 + 1) olmalaidar.
Yukarida y = s igin tek ¢bzlim x = 2, y = 3 oldufu g8rii~
ldr. O zaman Ikl=2, Kl =s =3 ve kX[ = 23-1 = 7 ve

IB|] , |k¥| yi bdldiiglinden |B| = 7 bulunur. BSylece (3)

sarti elde edilir.

Simdi K| = 4 olsun 0 €€ ve o(d) = 4 olsun. 02
nin sabit cismi F ve lﬁ]::x olsun. 0 zaman

x k=1
x2-1

dir. Ayni zamanda Lemma 3.17 satir (2) den dolay:

[]'Zx < FxJ =

IBl = 5,10 oldujundan Lemma 3.15 in ispatindan dolayi
[k¥ : F¥*] = 2%.5 dir. BSylece (x4-1)/x2-1 = 2%5 elde
edilir. Buradan x2 + 1 = 2€.5 bulunur. Kolayca gotriilece-

gi tizere 4|x2?2 + 1 dir. Buradan e = 0,1 olmalidir.

Eer € = O ise o zaman x2 4+ 1 = 5 dir. Buradan
x = 2 elde edilir. O zaman k| = 2, |F| = 4 ve
[k¥| = 2%~1 = 15 oldudundan [B| = 5 bulunur. Fakat
IF¥| =4 - 1 oldugundan F* nin mertebesi 3 olan bir y ele-
manini igerir. Bu eleman o tarafindan sabit birakilmaz.
Fakat <y,0> nilpotent olmadifindan yngo dir.B8ylece
3fIBI ve 3/IA,| dir. Bu bir geligkidir. Bundan dolay:
e = 1 olmalidir. O zaman %% + 1 = 2,5 = 10 dir. Buradan
x = 3 bulunur. O halde lkl =3 ve IKx| = 3%-1 = 80 dir.

4|80 fakat 4)IB| oldugundan 2fIB| dir. Glinkii B, k¥ nin
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Bir Hall altgrubudur. Bundan dolayi [Bl = 5 dir. BOyle-

ce (1) sarti elde edilir.

Son olarak |¥¢| = 2 olsun. 0€'¥¢ elemaninin mertebesi

2 olsun. B&ylece
[ k%: kX] = (x =1)/%-1 = x + 1

dir. O zaman Lemma 3.17 nin (1) ve (2) sartlarindan do-
laylr p = 3,5 dir. Bdylece x + 1 = 2%.3 veya x+1=2%.5

dir. Eer e > 1 ise 4|x2 + 1 dir. Fakat 4)IB| ve B, k¥

nin bir Hall altgrubu oldufundan 2¥|Blid1r. Bbylece

IB| = 3,5 dir.

Efer e = O ise x + 1 = p dir. Burada p = 3,5 oldu-
gundan x = 2,4 dir. x = 2,4 oldugundan 2)x -1 dir. BSy-
lece 1B| = 3,5 dir. Buradaki dederlerden (4) ve (7) sart-

lari elde edilir.
Bbylece tablo gdsterilmis olur.

3.20. LEMMA : Lemme 3.19 in (4) ve (5) hallerin-

de |kl = r sayisi, a = 1 ig¢in k| =9 olmasi hali diginda

r asal sayaidir.

IsSPAT ¢+ m > 1 olmak lizere |]2|==rm olsun. O zaman

Lemma 3.19 da (4) ve (5) den dolayi 6 = 3,5 olmak lizere

= 2% -1 =" 41 =12% dir. E§er a > 1 ise 4|f™ + 1

]

oldugundan r™ = -1 (mod4) ve m tekdir. Bdylece 2a](r4-l)

m

dir. Bundan dolayi 2% = r + 1 dir. 2a5 =" + 1 ve 2%=r+1

.m :
o + .

oldudundan & = £fj?fl dir. Fakat son egitligin ¢Oziiml

m

r + 1

yoktur. Glnkilli 5= T

oldugundan r(r®™l_g = (5-1) el-
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de edilir. Buradan r|(6-1) dir. Fakat & = 3,5 oldudun-

dan r bir ¢ift sayidir. Bu ise r nin tek olmasiyla geli-

gir.

BSylece a > 1 iken m = 1 ve |kl =r asal sayidir.

Simdi a = 1 olsun. O zaman e 4+ 1 = 28 oldufundan

5 = 3 icin |k|=r" =5 ve 8 = 5 igin |kl =" = 9 elde

edilir. Bu ise ispati tamamlar.
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BOLUM 4

MINIMAL HALIN BELIRLENMEST

Minimal halde ortaya c¢ikabilecek biitlin durumlar ay-

rintili olarak incelenecektir.

Bu b8limde 6nceki durumlara devam edecefiz. A nin
kh {0} tizerinde ti¢ regiiler ybriingenin olmadi§a halleri
ayraintili olarak belirleyecegiz.

Kabul edelim ki A nin en ¢ok regiiler y&riingesi bulun-

sun. Hatirlanacagi lizere
¢ <5 =9 (k/k)
G NkX=M=AaAxB

ve M, G nir kendisinin merkezleyeni olan, maksimal devir-

GF (r™) dir.

|

1i bir altgrubudur. Ayraica k(M) = k
el =g, k| = r® olsun.

{I) M = G olsun. Bu durumda G < k¥ oldufundan G nin
k* lizerine etkisi regililer permiitasyon etkisidir. Bundan

dolayi A nan regiiler yoriinge sayisi
m

— m— —
[ kX:2] = E—TKTl 2 3 veya E—Tle = 1,2

m
r -1 m =

. = i = ri= = 1kx

dir. Eger AT = 1l ise |A| = ¥ -1 ol$u§undan |A| = 1kX]

dir. Bundan dolaya IBl =1 dir. Simdi ETK%_l

Efer 2|lalise A < C,(B) ve (|B],ICq(R) N A)) =1 oldugun-

= 2 olsun.

dan IBl = 1 olmalidir. Eger 20 (¥™-1) ise o zaman 2)ral

dir. Buradan IBi=1,2 olabilir. Ayrica A = Ap dir. BoOy-
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lece asagidaki tablo elde edilir.

g n lag! B reg diger
1 n rm-l 1 1 0
- m_

r 1 n r21 1,2 2 0

Burada kt\{0} tizerindeki regiiler ySriinge sayisi "reg"

ile diger ydrilinge sayisida "diJer" ile g®sterilmistir.

(II) M <G

(1) ff nilpotent olsun. O zaman EX/EX b61iim
grubu ve. buradan € bir 2-grubu olmak zorundadir. kX nin
Sylow 2-altgrubu T olsun kX 1in maksimal 2'-altgrubu 2
olsun. O zaman k¥ = TxZ dir. ¢ = <o¢> olsun. EJer Hipo-
tez 3.11. saflanirsa Lemma 3.19 dan dolay:r 2/IBl oldudun-
dan B < kX dir. Fakatc_)J = ek¥X ve ¢ = Gal (k/k) oldugundan
‘¢ grubu B yi merkezler. BOylece CG(E) = G olur. Bu Hipo-
tez 3.11 (b) ile geligir. B8ylece Hipotez 3.11 in sadlan-
digini kabul edebiliriz. O zaman Lemma 3.12 den dolayi

k = GF(x?), r = 2%-1 ve B < GF(r) dir. Bundan baska

l¢l = 2 ve G nin maksimal segiminden dolayi A, = T dir.
+

A= <o>ap, 1Al =2.2270 = 2% Zair. (z-1,r +1) =2

oldugundan 4/} k¥ dir. Bdylece r~1 = 22| ve 12| = E%l

dir. §imdi, z€ Z olsun. T nin z ye uygulanmasiyla
a+1
Z’ tZ, tZZ,...,tz lZ

elde edilir. Bu elemanlara o uygulanirsa, yine bu ele-
manlar elde edilir. Clinkii T, ¢ altinda invaryanttir ve
0(z) = z dir. BSylece <0>T nin z ye uygulanmasiyla el-

de edilen ydriingenin uzunlugu |pp =231

dir. Simdi eger
z, 'Z nin elemanlari iizerinde degisirse 1zl = E%i adet

ayrik ydriinge elde edilir. IzLirl = ol 2 (rt)=r2-1=1KX|
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oldudundan bagka y8riinge yoktur. U¥zel clarak A nin re-

gliler ydriingesi yoktur. T; = 9T olsun. |Ty1 = 2a-+2 dir.

i

Simdi T, = ©T2 olsun. T < t > oldudundan

A 28

-2

oldudundan o (t2) = t
dir. Ayrica 02 = (£2)2® = 1 dir. Bundan dolay: T, ,T nin
bir maksimal dihedral altgrubudur. T, nin biitiin y&riinge-

leri T; in yOriingelerinden elde edilebilir.

{z, tz, tzz,...,t2a+l'l z}
ydriingesine T2 = < t2> uygulanirsa

A= {z, tzz,t“z,...,t2a+l-zz}
ve ‘

B = {tz, t3z,...,t2a+l-lz}

yOriingeleri elde edilir. Esasen A ve B T, nin birer y&-
ringesidir. Bunun igin o (A) € A ve ¢ (B) & B oldugunu
g8stermek yeter,

2i(-1+2%) _ -2

o (t2lz) = ¢ £l en

dir. Benzer sekilde ¢ (B) C B dir. Agikar olarak

Bl = 1Al = ITl/2 dir. Eer A tipindeki ydriingeleri bir
sinifta ve B tipindeki y&riingeleri baska bir sinifa ko-
nursa, © zaman Ts nin egslenik olmayan iki .sinifi elde
edilir. Her sinifta herbirinin uzunludu IT! /2 olan
(r-lf/z ydriinge vardair. IT21==PgT2| = |T] oldudundan,

bu durumda regiiler yOriinge yoktur.

Simdéi T, < TZ,T2 nin maksimal dihedral altgrubu
olsun. T3 =€ <t"*> alinabilir. Efer T; A ybriingesine

uygulanirsa
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gatl_y
z}

A1='[Z, t"‘Z,...,t +
atl
2 ZZ

A, {t2z,t%2z,...,t }

I

seklinde_iki y®riinge elde edilir ve Al =|A | =1TI/4

tlir. Eer T;,B ye uygulanirsa tekrar B elde edilir. Bun-

dan dolayi T, iin kt\ {0} #zerinde (r-1)/2 regiiler ydriin-
La=1

gesi ve herbirinin uzunludu |ITI|/4 = 2 olan (r-1) re-

gliler olmayan yOriingesi vardir.

gimdi T, < T;,T; in maksimal genel guaterniyon veya
quaterniyon altgrubu olsun. (t2)2% = g2l _ 1=0(t2)=t"2
ve (ot)2=otot =oto 't =o(t)t =t2%-1 = £2% olaugun-
dan T, = <ot,t?> alinabilir. EJer T, grubu z€ Z ye uygu-

lanirsa

a
z,tzz,...,t2 2z, £2 lz,...,tl+2 z

elemanlarindan olugan yOriinge elde edilir. Bu yOriinge

a+l
Z, tz,...t2 lZ

elemanlarin ydrilingesidir. BSylece T, in (r-1)/z ydrilinge-
si vardir. Yani her ydringe regiilerdir.

Eer Tg < T, in maksimal quaterniyon. veya genel
guaterniyon altgrubu ise Ty in (r-1) adet regliler ySriin-

gesi vardir. Efer |T,| =16 ise Ty yoktur.

Simdi C, £+\{O} in mertebesi tek sayi olan bir
altgrubu ve |ICl = (r-1)/2p olsun. O zaman yukardaki agik-

lamalardan kolayca agadidaki yOriinge tablosu elde edilir.
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Grup reg diger

T, C 0 28 jcyw
_ T,C 0 (2%1¢cyy2v

T,C Y (227l 2w

T,C u o

TgC 2u 0

Burada (x)y nin anlami herbirinin uzunludu x olan

y tane ydriinge demektir.

Yukaridaki agiklamalardan goriildigii gibi T; in yu-
karidaki tablodan gOriilen altgruplarina izomorf altgrup
igermeyen her altgrup en az lig regliler ydriinge igerir.
Yalniz mertebesi sekiz olan dihedral grubun,devirli ol-
mayan abeliyan altgrubu oldudundan G nin seg¢iminde bu

duruma dikkat edilmelidir.

Simdi yukaridaki tablodan yararlanarak A nin {ig-
ten az regiiler yOriingesinin olmasi halleri asagidaki tab-

loda gbsterilmigtir.

r & = lAgl IBl reg diger

221 2 1 22 (r-1) Ju b 0] (1451 yH pargalanmig

22 2 1 22 Me-/w @>2) b 0 (1agh® parcalammisg

27 -1 2 1 2"’1—2 (r-1) (a>3) 1 1. (IA0|)2 pargalanmig
28-1 2 1 Za_l (xr-1) 1 1 0 parcalanmamig
221 2 1 2a—-2 (r-1) (a>2) 1 2 0 pargalanmamig

Burada 1 tek olmak tizere (IAl,b) = 1 ve b|y dtir.
Son kolon A nin Agp lizerinde parcalanmis olup olmadi§ini

gbsterir.
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(11) 9 nilpotent deyildir.

Once A nin A, Uzerinde pargalanmig oldudu hali in-
celeyelim. EJer Hipotez 3.11 sadflanmaz ise Lemma 3.12
den dol;§1 B < GF(r) < i oldugundan G = CG(B) dir.
Ik¥/k%X| = r +1 = 22 oldugundan ¢ bir 2-grubudur ve kX
nin Sylow 2-altgrubu T ise k¥ = TkX ve | TN ﬁxl = 2
dir. ‘g grubu kX {izerinde agsikar olduéundanW§=rg(TEX)
grubu nilpotenttir. Fakat?f nilpotent olmadidindan bu
¢eligkidir. Bundan dolayi Hipotez 3.1l in sadlandidina
kabul edebiliriz. Kabul edelim ki A nin k¥ tizerindeki
yo6riinge sayisi ligten az olsun. Bu hal Lemma 3.19 ve
Lemma 3.20 de tam olarak tablo halinde gésterilmistir.
Simdi bu tablodan yararlanarak Hipotez 3.1 in gsartini
saflayan altgruplar ig¢in ayraintili bilgiler elde edelim.

Bunun i¢in Lemma 3.19 in durumlarini inceleyelim.
(1) kgl =4, |kl =3, IB| =5

kX in Sylow 2-altgrubu T olsun. €l = 4 oldugundan

k%] = 3%-1 = 80 = 5.16 dir. Buradan |T| = 16 bulunur.
Ayrica (IAyl,IB]) = 1 oldujundan A, < T dir. Once

A, = T olsun. O zaman A =<GA, = ¢T, ¢ ile T nin pargalan-
mis genislemesidir. k¥ = BxT dir. € =<o0>, B = <b>
ve T = <t>olsun. ¢, T yi normalledifinden @T nin 1€ kX

elemanindan elde edilen ydrilingesi

{1,t,t2,...,t'%}
olup, hng = 64 oldugundan regliler defildir. Simdi de b
den elde edilen yOriingeye bakalim.

b, bt, bt?,...,bt!5 (1)

elemanina ¢ uygulanirsa ¢ (x) = x3 oldudundan,
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b?,p% (t), b3 (t?),...,b3% (£1%)

elde edilir. Fakat ¢ bir otomorfizma oldujundan bu ele-
manlar _

b3, b3t, b3t?,...,b3%!d (2)
elemanlaraindan ibarettir. Burada o0 yerine 02,03 alln;r—
sa oz(b) =b? = b", 03(b) = b? oldudundan, sairasiyla

b*, b*t, b*t?2,..., b t!" (3)

b?, b%t, b%t?,...,b2t!" (4)
elemanlari elde edilir. Bu sekilde a"==I, g, 02,03 ele-
manlarina kargilik gelen ddrt satirdaki biitiin elemanlar
birbirinden farkli oldudundan b den elde edilen ydriin-
gede 4.16 = 64 eleman vardir. Ayrica [Tl =4.16 = 64
oldu§undan bu ydriinge reglilerdir. 64 + 16 = 80 = |k¥|

.0ldudundan, bu durumda A nain bir regiiler ve bir de re~-

gliler olmayan yo&riingesi wvardar.

Simdi Ay = T2 olsun. O zaman A = €T?, ¢ ile T nin
parcalanmis geniglemesidir. |Al = 4.8 = 32 dir. Simdi
<0> , T? yi sabit biraktidindan

1, t, t2,...,t!5
elemanlarindan herbirinin uzunlugu sekiz olan

1, t2, t%,...,ti"

t, t3,t5,...,tl5
iki regiiler olmayan yoriinge elde edilir.';gT2 nin yukarai-
daki regliler y6riingeye uygulanmasiyla da,

{b,bt?,...,btl"%,b3,b3¢2,...,b3¢14, b4 bkt2,,,  bitlh

bZ'bztz F oo ’bZtll}}

ve
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{bt,bt3,...,bt!5,b3¢,b3¢3,...,b3¢15,b"¢,b"*t3,...,b%t15,

b2t,b%t3,...,b2t15}

uzunlugdu 32 olan yukardaki iki regliler ydriinge elde edi-
lir.
2x32 + 2x8 = 80 = |k¥X|

oldudundan bagka yoriinge yoktur.
simdi A = <ot,t?2 > olsun.

(ot)L‘ = (ot) (ot) (021-_‘*) = (ot) (03t9t“) = (ot) (ostla)
= (olto3 (£)tl13) = (1 t27¢13) = 8
olduundan o(ot) = 8 ve |IA|l = 32 dir. 1 elemanindan el-

de edilen ydriingeyi belirleyelim. 1 e :<t?> uygulanirsa

1, t2,t%,...,t
elde edilir. Bu elemanlara ¢t uygulanirsa
t,t3,t%,...,t3
elde edilir. BOylece 1,t,t2,...,tl5 ydriingeye aittir. Fa-
kat A nin herhangi bir elemaninin 1 e uygqlanmas1 <t>
nin bir elemani oldudundan 1 den elde edilen yoriinge
1, &, t2,t3,...,¢15
den ibarettir. $imdi de b den. elde edilen y8rilingeyi be-
lirleyelim .
b, t2b, t*b,...,t%Db
yOrlingeye ait sekiz elemandir. Bu elemanlara ot uygula-
nirsa
tb3 ,t3p3 ,t5b3,...,t15b3
elde edilir. Ayni islem ot yverine (ot)2 ve (ot)3 ile tek-
rarlanirsa (ot)2= otot = 02t" ve
(0£)3 = (o0t) (02t%) = 03t3¢h=03¢13 = o "t ™> oldugundan

sirasiyla
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b4, t2b%, thp*,...,tl4uH
ve

tb? ,t3p2 ,t3p2,...,t1 52

satirlari elde edilir. Bbylece b den elde edilen yoriinge-
de 32 eleman. vardar. Dolaylslyla bu ydriinge reglilerdir.
Burada b yerine bt alinirsa 32 elemanli bir regiiler ySriin-~
ge daha elde edilir. Bu durumda iki regililer y&riinge ile

uzunlugu. 16 olan bir regliler olmayan yOriinge elde edilir .

‘1Agl <« 4 igin Hipotez 3.1 sartlari saflanmaz. B8y~

lece agagidaki tablo elde edilir. Hipotez 3.1 den dolayi

IB] #+ 1 dir.
r g n. fAgl- |B| reg’ diger
3 4 1 16 5 1 (16)
. 1 8 5 2 (82
3 4 1 8 5 2 (16)
(2) 1gl =3, |ki=4, Bl =7

- 3 —
[k¥] = 4 -1 = 63 = 7x9 dur. kX 1in Sylow 3-altgrubu

T olsun. Ag&T dir. Ag = T olsun. O zaman A = €T ve
k¥ = TxB dir.'g, T yi invaryant birakti§indan €T nin

1 e uygulanmasiyla

l, t' t2.-’...,t8
yoriingesi elde edilir. Simdi de €T yi b ye uygulayalim.
T nin uygulanmasiyla

b'tb,tzb'o . 'teb
elde edilir. Bu satira o, 02 yygulanirsa ¢ (X) = x% ve
02 (x) =. %2 oldufundan, b yerine sirasiyla b%, b2 gelir.

BOylece b den elde edilen ydriingenin uzunlugu 3x9:= 27 = |Al|
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dir. Yani bu yOriinge regililerdir. $imdi ¥T, b3 e uyguia-
nirsa bir regliler ydriinge daha elde edilir. 27+2749 =63

oldugundan bagka y&riinge yoktur.

A nin bir X altgrubunun A nin bir regiiler y&riingesi
izerinde yara regﬁler oldudundan A nin regiiler ydriingesi
X in [A:X] regililer ydriingesinin ayrik bilegimidir. Simdi
efer [Ag| =3 alinirsa, o zaman €A, grubunun yukarida ta-
nimli A igindeki indeksi 3 oldudundan k¥ iginde en az
li¢ regliler yoriingesi vardir. Fakat kabulilimiizden dolaya
A nin en ¢ok iki regiiler ydriingesi oldugundan A # €Ay

olmalidir. Yani IA,l =3 hali olamaz.

Eger IBJ] = 1 ise G = A =‘€A; mertebesi 27 olan bir
gruptur, fakat<o, t3> AG ve elemanter abeliyan oldu-
gundan ve de Hipotez 3.1 de G nin her normal abeliyan

altgrubu devirli oldudundan, G, Hipotez 3.11 i saflamaz.

Dolayisiyla |B| = 1 olamaz. BOylece asafidaki tablo elde
edilir.
r g n | Apl 1Bj reg diger
2 3 2 9 7 2 (9)

(3) iel = 3, 1k

It

21 |B| = 1

k¥l = 23-1 =7 = {B| oldujundan [Agl= 1 dir.
o(b) = b2 # b oldugundan <« 6> nin <b> {izerinde iki
regliler yOriingesi ve bir agikar yodriingesi vardar.
1k¥] = 2x3 + 1 oldujundan baska ydriinge yoktur.
|BI. = 1 olmasi Hipotez 3.1 ile geligmez. Bylece

asagidaki tablo elde edilir.
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r g n | Aol | Bi reg diger

3 2 2 16 5 2 (16)

(4') 1gl =2 iki=r=2% a>1, IBl =5
IRX| =r2-1 = (r-1) (r +1) = (22.5-2) (22.5) =22 52271 5-1)

dir. T = <t>, kX in Sylow 2-altgrubu olsun. o(t) =2a+1

a o_ atz ,a-1 _ a
r 27,5-1 2 t2 = & 142

ve o(t) =t° =t = t oldugundan

<0,7> =<0>T vyari dihedraldir. Simdi

iagl =231 (2271 5-1) = 2% (2%.5-2) = 2% (r-1) ve
IBl = 5 alinirsa G ig¢in maksimum segenek G=AB =<0 >A,B

a l(r—l) dir. A nin l'e

elde edilir. |Al =|<o>A ]l = 2
uygulanmasi Al = 2% (r-1) uzunlugunda bir yoSriinge verir.
A nin b ye uygulanmasi bir regiiler ydriinge verir ¢2 = I

ve o(b) = b~ ! oldujundan b2 bu ydriingeye ait dedildir. A

nin b? ye uygulanmasi ikinci bir regliler y®&riinge verir.

Bbylece

(Al + 121 +2%(r-1) = 28T (r=1) 422 T (r-1) 422 (-1)
= (r-1) (2271 4 281 | 27
= (r-1)22.5

I

(r-1) (r + 1)
=r2-1
= | kX
oldudundan bagka yOriinge yoktur.

22271 5.1

| <o>Agli= 28t (z-1) = 287
olduundan <6> Ay grubu yaridihedral bir 2-grubu ile
mertebesi tek olan bir devirli grubun direkt ¢arpimidar.

Bu grup Hipotez 3.1 in sartini sadladidindan G = <6>A,

alinabilir. Dolayisaiyla IBl = 1 hali miimkiindiix. BOylece
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asagidaki dederler elde edilir.

T g n [Aqgl IBlI reg diger
a B a ‘
5.2 -1 2 1 27 (r-1) 1,5 2 (1A41) a>1

(5) gl =2, lki=r =5, |B|] =3

|kX| = 5%2-1 = 24 = 8x3 tiir. IAOI =8 ve IBl = 3 alinir-
sa, G i¢in maksimum segenek G = < 0 >A B elde edilir.

IAOI = 8 oldugundan, A nin 1 € kX elemanindan elde edilen,
uzunlugu 8 olan bir ydriingesi vardir. o(b) = 3 olsun. A
nin b ye uygulanmasi bir regliler y8riinge verir. |A| = 16
oldugundan .16 + 8 = 24 tilir. Ddlayisiyla bagka yOrilinge yok-
tur. A, = <t> olsun. o(t) = 8 dir. o(t) = +t5 = tl+22
oldugundan t loto = t™lt5=tuE<o,th > tlr. o(tl) = 2 ve
<o,t%¥>A<0>A; oldujundan IBl = 1 miimkiin dedildir. Giinki

G nin normal abeliyan her altgrubu devirli oldugundan

Hipotez 3.11 ile geligir.

simdi |Ayl =4 olsun. O zaman o(t) = 8 olmak lizere
Ag = <t?> dir o(t2) = t10 = 2 oldudundan [0, t2] = 1
dir. Dolayisiyla <o ,t2> abeliyandir. Fakat
o(b) = 0 'be € <Db> oldufundan b ¢ 'bo=[0,b] € <b>
dir. <o,t2> N <b> = 1 oldudundan [o,b] &€ <o,t?> dair.
Bundan dolayi <6¢,t2> nin ¢ yi igine alan hig bir altgru-
bu b tarafindan normallenmez. Dolayisiyla G olarak

<0 > A¢B alinabilir. Buradan (Bl = 1 mimklin dedildir. BOy-

lece agagidaki tablc elde edilir.

r g n iagl ~ IBI reg diger
5 2 1l 8 3 1l (8)
5 2 1 4 3 2 (4)2



(5'y el = 2, Jki=r=2%3-1,a>1 IBl =3

KX} = r2-1 = (r-1)(r + 1) = 2%.3(r-1) = 3.2%(r-1) dir.
|A0| = ga(r—l) ve |B] = 3 alinirsa G ig¢in maksimum sege-
nek G = <0> Ay B elde edilir. |Al =1<o >R, =287 (z-1)

dir. (4') de ol4dugu gibi A nin bir regiiler ydrilingesi ve
uzunludu |A | olan bir ydriingesi vardir.
1Al + 1251 = 22" (z-1) + 2% (x-1)

(r-1).2%(2 + 1)

]

(r=1).(2%.3-1 + 1)

i

I

(r-1).(r + 1)
= r2-1
= [k¥|
oldugundan bagka y®riingesi yoktur.
a+l

k¥ 1n sylow 2-altgrubu <t> olsun. o(t) = 2 dir.

a o_ atl ,a_ _ a
22.3-1 _ (227 [ 2%-1 _  -1+42

o(t) = tf = ¢ ve a + 1 > 2
olduundan <0 ,t >yaradihedraldir. O zaman (4') de oldugu
gibi <¢> A,y grubu Hipotez 3.1 in gartini sadlar. Dolayi-

siyla IB!I = 1 olmasi mimkiindiir.

Simdi IA0|==2a_l(r—l) olsun. A, in Sylow 2-altgrubu

0
: a

<t2> dir. o(t2) = g2(-1+27) -2 =(t2)"! oldugundan

<o,t> dihedraldir. EJer |B| =3 ise G = <o¢> A,B, Hipotez

3.1 in gartini sadlar. Efer |Bl = 1 ise [<o,t2>]| >8 yani

a > 2 olmalidir. Bdylece asadidaki tablo elde edilmigtir.

r g n {Aag! IB| reg diger
28.3-1 2 1 2%(r-1) (a>1) 1,3 1 (1agl)
28.3-1 2 1 28 l(r-1y @>1) 1,3 2 (1201)2
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(7) el =2, ikl =2, Bl = 3

(6) ve (7) hallerine ait tablo asagidadir.

r - g n IAdl IB1 reg diger
2 2 2 3 5 2 (3)
2 2 1 1 3 1 (1)

Yukardaki halleri kontrol ederken gsuna dikkat etmek

gerekir. G grubu Hipotez 3.1 in gartlaraini saélamalldlr.

Yani G- nin her normal abeliyan altgrubu devirli olmala-

dir. Bundan baska efer A nin bir regiiler ydriingesi varsa

A nin [A: A,l = 3 olan her devirli altgrubunun en az {ig

regliler yOriingesi olacaktir. Bundan baska A yerine ali-

nacak her X altgrubu ig¢gin X/(X A kX) ='¢ olmalidir.
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BOLUM 5

TEOREMIN 1FADESI

Buraya kadar elde ettidimiz biitlin sonug¢lari teorem

halinde ifade edebiliriz.

Once hipotezimizi tekrar verelim.

5.1. HIPOTEZ :

(1) G = AB bir grup, B, G nin bir normal devirli
altgrubu; A, B nin bir nilpotent biitlinleyicisi ve

ANB =1 dir.
(2) kX = GF(r), r asal sayi

(3) V bir. indirgenmez k[ GJ-modiil% ve her L A G igin

V[L homojendir.

Lemma 3.3 ten dolayi G grubu kendi merkezliyenine
egit bir devirli normal M altgrubu igerir ve B < M dir.
Ay = A Nt M olsun.. Asadidaki sembolleri kullanacagiz.

c- G devirlidir

n- G nilpotenttir.

n*—Eéer Bl = 1 ise G nilpotenttir. Quaterniyon
c, n veya n*  ile isaretlenmis her durum nilpotent de-
gildir.

g- Efer Q, A nin bir Sylow 2-altgrubu ise o zaman Q
quaterniyon veya genel quaterniyon olur. Biitlin diJer hal-

lexrde Q, Q A Ay lizerinde pargélanlr.
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g,b- p,(xr-1) in bir tek bOleni ve b, 4 nun bir bdle-

ni Syle ki (b,IAgl) = 1 dir.

reg—— A nan V {lizerindeki regiiler yOriingelerinin sa-

yisi

diger- uzunluju e ve sayisi f olan difer yOriingeler

(e)f ile gésterilir.

5.2 TEOREM : Kabul edelim ki Hipotez 5.1 saglan-

sin. Agsadgidaki haller disinda A nain V ilizerinde daima en

az l¢ regiiler y&riingesi vardar.

t = dimv/[A:A]
olsun. V = k = GF(r™) ve & = GF(r™) dir. Ayrica
= Gal(E/ﬁ) oldugundan GF(rm) = GF(rng) dir. Buradan
ng bulunur. Simdi [A:Aq]l = g ve dimEV = m oldugundan

= n = t dir. Daha 8nce elde ettidimiz biitliin tablolar

alg 8 «
T

birlestirilirse agadidaki tablo elde edilir.
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(1) 2 T 1 T 3 1 (1)

2) 2 - 2 2 6 5 2 (3)

3) 2 3 1 1 7 2 (1)

% 2 3 2 9 7 2 (9)

(5) 3 2 2 16 3 2 (16)

() 3 4 1 16 5 1 (16)

7 3 4 1 8 5 2 (8)?

@8 3 4 1 8 5 2 (16)

(9 5 2 1 8 3 1 (8)

(10) 5 2 1 4 3 2 (4?2

(11) =« 1 m (<™-1) 1 1 0 c

(12) r 1 m ("-1)/2 1,2 2 0 ¢, (%)

(13) 2%-1 2 1 2%(x-L)/u b 0 (IAOl)“ n, a>1
(14) 2%-1 2 1 227 1)/ b 0 (lel)zu n, a> 2
15 224 2 1 222y 1 1 (A% n, a>3
(16) 231 2 1 22y 1 1 o n,q

a7y 28-1 2 1 22721 1 2 0 n, g, a > 2
(18) 2%.3-1 2 1 28%(e-1) 1,2 1 (1A4]) v*, a>1
(19) 2%.3-1 2 1 227y 1,3 2 (a2 o*,a>1, (k%)
(20) 2%.5-1 2 1 2% 1,5 2 (1a,1) o, a>1

(*) ve (**) sembolleri gu durumlar ig¢in kullanilmigtair.
) IBl = 2 hali yalnizca (r-1)/2 tek ise miimkiindiir.

(**) Eger |Bl =1 ise o zaman a > 2 dir.
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BOLUM 6

BERGER'IN REGULER YORUNGE TEOREMI

Bu bdliimde Teorem 5.2 yi kullanarak {2 ] deki regii~
ler yOriinge teoremi ispat edilecektir. Yani Berger'in en
az bir regililer yOriinge olmasina ait Teorem 2.2 nin ispa-

t1 verilecektir.

6.1. HIPOTEZ : A asikar olmayan nilpotent grup

olsun. Her p|lAl asal sayisi igin A nin Zp «,Zp ye izo-
morf faktdri olmasin. r/]A] asal sayisi igin K = GF(r)

ve V sadik K[A]-modiil olsun.

6.2. TEOREM : EJer Hipotez 6.1 sajlaniyorsa o za-

man A nin V nin elemanlari lizerinde permiitasyon etkisi-

nin en az bir regililer ySriingesi vardar.

ISPAT : 1Ispati dimV lizerine indiksiyon yaparak g&s-
terecediz.

Kabul edelim ki Teorem 6.2 saflanmasin ve (A,V) teo-
remi saglamayan sirali ikililer kiimesi i¢inde dimV en kii-
¢iik olan bir elemani olsun.

(i) V indirgenmezdir,

Hipotez geredince (|Al,r) = 1 oldudundan Maschke Teore-

minden dolaya V tam indirgenir K|A]-modiliidiir. Bbylece

1 <i<tigin Vv, ler indirgenmez K[A] -altmodiilleri ol-

mak lizere
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V=V1 +V2 +...+Vt
seklinde yazilabilir.

Kabul edelim ki ¢ > 1 clsun. A nain Vi dzerindeki
temsilinin gekirdegi A, olsun. O zaman her 1 < i < t

igin dimVi < dimV ve V, bir sadik indirgenmez KlA/Ai]-mo-

i
diildiir. BOylece (A/Ai,Vi)Slrall ikilisi teoremin hipote-
zini saglar. O zaman indiliksiyon hipotezinden dolayai A/Ai
nin Vi iizerinde en az bir regililer ydriingesi vardir. Bura-
dan (14), (1.1l) den dolayi A nain V lizerinde en az bir re-

gliler y8riingesi vardir. Bu kabuliimiizle ¢eligir. Bundan do-

layi t = 1 ve V indirgenmezdir.

(ii) Her N A A igin VIN homojendir.

Kabul edelim ki bu dogru olmasin. O zaman 8yle bir N A 2
vardir ki VIN homojen de&ildir. Bu durumda Clifford Teore-

minden dolayi

yazilabilir. Burada V, ler VIN nin homojen bilesenleridir.
Kabullimizden dolaya t > 1 dir. S, V; in A igindeki denge-
leyeni olsun. O zaman Teorem 1.7 (c) den dolayi V bir in-
dirgenmez K[l -modiildiir ve VIIA =V dir. S;,S nin V
{izerindeki temsilinin ¢ekirdedi clsun. O zaman (S/S,,V;)
sirali ikilisi teoremin hipotezini sa§lar ve dimv; < dimV
dir. B®ylece indiiksiyon hipotezinden dolayi S/S; in Vi
iizerinde en az bir regiiler ydriingesi vardir. O zaman (14),
(4.2) (c) den dolayi A nin V iizerinde en az bir regliler y6-

riingesi vardir. Kabiilden dolayi bu bir geligkidir. Bun-



éan dolaya V[N homojendir. BSylece |[Bl = 1 di¢in Teo-
rem 5.2 nin Hipotezi 5.1 sadlanar. Fakat listeden goriil-
daigu gib} (13) ve (14) numarali hallerin disinda A nin

V lizerinde en az bir regililer yOriingesi vardar. Fékat (14)
nolu halde a > 2 olduundan |B| > 1 dir., Bu teoremin hi-
potezinde ise |B! = 1 oldudundan, bu hal ortaya g¢ikamaz.
(13) nolu halde ise a > 2 ise tekrar IBl > 1 dir. Oyley-
se a = 2 haline bakalim. Bu durumda.r = 22-1 = 3 oldugun—
dan |k| = 3 diir ve |E| = 32 = 9, gimdi k¥ nin Sylow
2-altgrubu T oldudundan [Tl = 8 dir. A = <o >T bir yari-
dihedral gruptur. T = <t> olsun. O zaman ¢ (t) = t3 diir.
Buradan o (t2) = (t2) = t'-2 oldugundan < 0 ,t2> mertebe~-
si 8 olan bir dihedral gruptur. Fakat <o ,t2> = 7, "~ 7,

oldugundan bu teoremin hipoteziyle ¢eligir.
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