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Bu calismanin esasi Sl(h,k), Sz(h,k), 53(h,k), 85(h,k) Hardy toplamlarinda

Rademacher’1n iki sorusunu arastirip yanitlamaktir. Daha sonra bu toplamlarin sagladigi
baz1 esitsizlikleri ifade etmektir. ilk olarak Dedekind toplamlari, Hardy toplamlarinin
tanimlari, bu toplamlarin bazi 6zellikleri, aralarindaki bagintilar ve sagladiklar1 temel

esitlikler verildi.

S(h, k), S 4(h, k) toplamlarinin seri agilimi yardimiyla ifadesi ve sagladiklar1 bazi

esitlikler verildi.

Son bolumde s;(h,k), s,(h,k), sg(h,k), ss(h,k) Hardy toplamlarmimn seri

acilimi ve bazi esitsizlikler ispatlandi.
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The main purpose of this study is to investigate extensively Rademacher’s two
quastions on s;(h,k), s,(h,k), s5(h,k), sg(h k) Hardy sums. First, Dedekind sums

and Hardy sums are defined and fundamental properties of these sums are given.

Afterwards, some relations and expressions on S(h, k), s,(h, k) are given.

At the end, we obtain some equalities and inequalities on s;(h,k), s,(h,k),
s3(h,k), sg5(h, k) Hardy sums. The answers of Rademacher’s queastions are obtained

on this s;(h,k), s,(h,k), s3(h,k), s5(h k) sums.
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ONSOZz

s1(h,k), s2(h,k), ss(hk), ss(h,k) Hardy toplamlarinda Rademacher’in iki

sorusunun incelendigi bu tez ¢aligsmasi {i¢ bolimden olusmaktadir.

Tezin birinci boliimiinde ileriki bdliimlerde kullanilacak olan bazi kavramlar
hakkinda 6n bilgi ve tanimlar verilmistir. Ikinci boliimde Dedekind toplamlari ile Hardy
toplamlarinin temel 6zellikleri incelenmis ve bu toplamlar arasindaki bagintilar ve
gercekledikleri bazi esitlikler verilmistir. Tezin son boliimiinde s;(h,k), s2(h,k), s3(h,k),

S5(h,k) Hardy toplamlarinin seri agilimi ve sagladiklar1 bazi esitsizlikler ispatlanmgtir.

Bu tez caligmasi boyunca bilgi ve destegini benden esirgemeyen danisman

hocam sayin Prof. Dr. Veli KURT a tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

1.1. Caliymanin Kapsam

Dedekind 1930 'lu yillarda kendi adiyla tanimlanan Dedekind — Eta
fonksiyonunun logaritmik doniisiimii iizerine c¢alisirken bazi toplamlara rastladi. Bu
toplamlar1 s(h,k) ile gosterdi. Daha sonra bu toplamlar Dedekind toplamlar1 olarak

adlandirildi. Bu toplamin temel bagintis1 olan reciprocity bagintisinin degisik ispatlari
Rademacher (1956,1961,1971), Apostol (1950), Carlitz (1953,1974), Berndt (1976),

Sitaramachandrarao (1987) tarafindan verildi.

Berndt, klasik theta fonksiyonlarinin logaritmik doniisiimiinde Hardy toplamlari

olarak bilinen si(h,k), 1=1, 2, 3, 4, 5) toplamlar1 arasinda bazi bagmtilar1 ve

reciprocity bagintisim1 verdi. Daha sonra bu toplamlarin analitik ifadeleri Berndt ve

Goldberg (1982) tarafindan ispatlandi.

Rademacher’in 1963 yilinda sayilar teorisi sempozyumunda ardisik Farey
kesirlerinde, Dedekind toplaminin isareti hakkindaki sorusu, farkli yoldan Asai (1984)
ve Rosen (1977) tarafindan ispatlandi. Meyer (1997) benzer sorulari S(h,k), S 4(h,k)

Hardy toplamlarina uyguladi.

Bu calismada benzer sorulart s;(h,k), s,(h,k), s;(h,k), ss(h,k) Hardy

toplamlarina uygulayarak bu toplamlar arasinda bazi bagmtilar, esitsizlikler ve sonuglar

elde edilmistir.

1.2. Temel Kavramlar ve Gosterimler

Tanmm 1.2.1: xeR, ((x)) fonksiyonu

1
()=* b= xe2

0 , XeZ

ifadesi ile tanimlanir. Dedekind toplami, h, k € Z, k> 0 ve (h,k) =1 i¢in



s(h, k) = “(n%k) ([%D((%D

esitligi ile tanimlanir. Dedekind toplami

s(h,k) + s(k,h) = —l+i E+£+i

4 12\k h hk
reciprocity bagintisin1 gergekler. Bu bagintinin ¢esitli ispatlart Rademacher ve
Whiteman (1941), Rademacher ve Grosswald (1972), Apostol (1974) tarafindan

yapilmustir. Reciprocity bagitisinin genellestirmesi olan ii¢-terim bagintilarin1 Carlitz

(1965, 1975, 1978, 1980) vermistir.

Tanim 1.2.3 : Farey Kesri:

Azalan % rasyonel kesrinin 1<k <nve 0 < E < 1 kosuluna uyan kesirler kiimesine n.

dereceden Farey kesirler dizisi denir ve F,, ile gosterilir. Burada (h,k) = 1, F,, Farey
kesirler kiimesindeki her bir kesrin paydasi n’den kiiclik veya esittir. F,, 'nin bazi

elamanlar1 asagidaki gibi yazilir,

F]ZQ,l
11
b 01
1 21
F3.95_7la£31
1 3231
F4:95_715_5_>§51
1 432 41

ve bu kesirler ardisik Farey kesirleridir (Apostol[2] 1976,5.98). %,% ardisik iki Farey

kesri ((a,b) = (c,d) = 1) ise bc — ad = £1 esitligi saglanir.

Tanim 1.2.4 : Mediant: %<% ardisik Farey kesirleri ise bu kesirlerin medianti Z +cci
+

olup



a _a+c ¢
b b+d d

esitsizligi saglanir (Apostol[2], 1976,5.98).

Tanmm 1.2.5 : h, k € Z, k> 0, (h,k) = 1 olsun. Hardy toplamlar1 agsagidaki esitliklerle

tanimlanir.




2. KURAMSAL BIiLGILER ve KAYNAK TARAMA

2.1. Dedekind Toplami ve Genel Ozellikleri

Dedekind toplami1 Tanim 1.2.2 ’de

s(h,k) = M(gdk) (&DH%D

esitligi ile tanimlanmigti. Burada h, k € Z, k > 0 ve (h,k) = 1 dir. Tanim 1.2.1
yardimiyla bu esitligi

seklinde yazabiliriz.

Teorem 2.1.1 : h, k €Z, k >0 ve (h,k) = 1 olmak lizere
i. h' =+ h (mod k) ise s(h’,k) = £ s(h,k),
ii. h h'= ¥ 1 (mod k) ise s(h’,k) = £ s(h,k),
iii.  h?+1=0(mod k) ise s(h,k)=0.

Bu teoremin ispati Apostol ([2], 1976, s. 62), Rademacher ve Groswald ([23], 1972)

tarafindan verilmistir. ((—x)) = — ((x)) olmasindan Dedekind toplami1
S(_hak) == S(hak)
esitligini gercekler.

Onteorem 2.1.2 : x € R olmak iizere

% ()@

Ispat : Rademacher ve Whiteman (1941), Rademacher ve Groswald (1972).

Teorem 2.1.3 : p bir asal say1 olmak {izere

s(ph,pk) = s(h,k).



Ispat : Rademacher ve Whiteman ([21], 1941).
Teorem 2.1.4 : p bir asal say1 olmak tizere
p-1
ph k + Zs h+mk pk (p+1)s(h,k)
m=0
0zdesligi vardir.

Ispat : Knopp ([17], 1980).

Teorem 2.1.5: (h,k)=1,h,k € Z, k>0 ise

s(hk) + s(lh) = _%+%(£ +§+ ﬁj

reciprocity bagintisi gergeklenir.

Bu teoremin ispati, tanimdan, cot fonksiyonunu kullanarak, bazi seri ifadeleri ve diizgiin
dortyiizlii yardimiyla farkli sekillerde yapilmistir; Apostol (1976, s. 63), Groswald
(1971), Rademacher ve Groswald (1972). Daha sonra bu bagmtinin iig-terim
genellestirmeleri Carlitz (1974, 1975, 1978) tarafindan yapilmistir. Biz burada ki ispati

tanimi1 kullanarak yapacagiz.

a3 () 2, ()

olsun. Onteorem 2.1.2’yi uygularsak,

S8 OG-
EHGNEH)

Ispat:



esitligi elde edilir. x = 0 i¢in Onteorem 2.1.2°den

“(%ik)((%n: o v(r%;ih)[(%jj -

Bunlar (2.1)’de yazilir ve yeniden diizenlenirse

elde edilir. Simdi

toplamini tanimlayalim.

55555 LTI 16555 (E0)] ERT I 59 (303

=51 -2S,+S3 (2.2)
dir. Burada
S=8S, (2.3)
dir.
h Kl k-1 h-1 2hk1 7k h-l
S, = — 2 ZV +hk+—2uz -— u—T %
k p= 0 u 0 v=0 n=0 v=0

dir. Gerekli islemler yapilirsa
+— (2.4)

elde edilir. (h,k) = 1, p, k modiiliine gore ve v’de h modiiliine gore biitliin degerleri

aldigindan & = hp + kv ’de hk modiiliine gore tiim degerleri alir.

hk-1 2
5 11 hk
Ss= Y| || =s(lhk)= -~ +——+ 25
’ gﬂhkn == o T 12 2



bulunur. Diger taraftan, T hesaplanirsa
T= 1 hk + 3 (2.6)
4 4

seklinde bulunur. (2.3), (2.4), (2.5) ve (2,6) denklemleri (2.2)’de yazilir ve gerekli

islemler yapilirsa istenen

S= (SI—T+S3):—1+ ! (E+E+LJ

]
2 4 12k h hk

bagintisi elde edilir.

2.2. Hardy Toplamlari

Hardy toplamlar1 Tanim 1.2.5°de verilmisti. Simdi bu toplamlarin bazi

ozelliklerini gorelim.

Teorem 2.2.1 : (h,k) =1, h, k € Z, k > 0 olsun. Hardy toplamlar1 ile Dedekind toplami1

arasinda asagidaki esitlikler vardir.
i. h + k tek ise (h,k) = 8s(h,2k) + 8s(2h,k) — 20s(h,k),
ii. h ¢ift ise s;(h,k) = 2s(h,k) — 4s(h,2k),
iii. k ¢ift ise sa(h,k) = — s(h,k) + 2s(2h,k),
iv. k tek ise s3(h,k) = 2s(h,k) — 4s(2h,k),
V. h tek ise s4(h,k) = — 4s(h,k) + 8s(h,k),
vi. h + k ¢ift ise ss(h,k) = — 10s(h,k) + 4s(2h,k) + 4s(h,2k).

Bu teoremin ispatinda ((x)) fonksiyonunun bazi 6zelliklerini kullanacagiz

1) = 2((x) - 4([2)]

esitligi vardir (Rademacher ve Whitemann (1941)). ((x)) fonksiyonun tanimindan

x ¢ Zise



o (5o 4 )

=l—2[x]+4{§:| =1—2[x]+4{%}

1- 2[x]+4§ [x]cift ise

1-2[x]+ 4(%] [x] tek ise

= (_ 1)[7‘].
Ispat : ii. (h,k) = 1 ve h ¢ift oldugundan

hj

s, (h, k)= i(‘ l)m (GD

j=1

S-SRI

=2s(h,k) 4s(% k) =2s(h,k) — 4s(h,2k)

bulunur. Digerleri de benzer sekilde ispatlanir.
Teorem 2.2.2 : (h,k)=1ve h, k € Z, k> 0 olsun. Bu durumda,
i. k tek ise si(k,h) = sp(h,k) =0,
ii. k ¢ift ise s3(h,k) =0,
iii. h + k tek ise ss(h.k) = 0.
Bu teoremin ispat1 tanim yardimiyla kolayca bulunur.

Teorem 2.2.3 : Hardy toplamlarinin analitik ifadeleri asagidaki esitliklerle verilir.

. _ 4& 1 nh(2n —1)
i. h+kteklseS(h,k)—nzzn_ltan( K j,

n=I



. : : 2 Z 1 h(2n —1)
. h ¢ift ve k tek h,k)=—— t
1] ¢ift ve k tek 1se sl( , ) - Z:; 2n_lco( K j,

n
2n-1#0(modk)

iii. h tek ve k cift ise s, (h,k)=— 1 z ! tan(nkﬂj )

2n o I

2n # 0(modk)

iv. k tek ise s5(h, k 2121 (nhnj
rh |

nh(2n — 1)}

4 1
. htek i h,k)=— t
v ek ise s, (h,k) TCHZ::@H—ICO( K

i 1 tan( nh(2n — 1)) .
o 2n -1 2k
2n-1%0(modk)

vii  hvektekise s5(h,k)=

Qo

Burada (h,k) =1 ve k> 0.

Ispat : Teoremin iki farkli ispat1 yapiimistir. Bunlardan biri Goldberg (1981, thesis),
digeri Berndt ve Goldberg ([6], 1982).

Teorem 2.2.4 : Hardy toplamlar1 agagidaki lig-terim bagintisini gergekler.
i. a, a’ ¢ift ve cc’=1(mod 2a) ise
S(bc',a) + S(ca’,b) + S(ab’,c) =1
ii. a, a’ ¢ift ve cc’=1(mod 2a) ise

1 1
s3(ab’,c) + sy(ca’,b) — 554(bc ,a) = E_Zibc

iii. b cift ise

1 1({a ¢
be,a) — 2s2(ca’b) + ss(ab’,c) = ———| -+ —
s1(bc’,a) — 2sy(ca’,b) + s3(ab’,c) 5 Z(bc ab]

dir.

Bundan baska a, a’ ¢ift ve cc’=1(mod2a) ise



s(2ab’,c) + s(ca’,2b) + s(bc’,a) = _l+ a . b 4 _°
4 6bc 24ac 24ab

ve b ¢ift ise

s(2ab',c) + s(2ca’,b) + s(2be’a) = — L4 240 4 _©
4 6bc 24ac 24ab

Ispat : Pettet ve Sitaramachandrarao ([20], 1987).

2.3. Dedekind Toplaminin Isareti

1963 yilinda sayilar teorisi sempozyumunda H. Rademacher, Dedekind

toplamlari ile ilgili ii¢ problem 6nermisti ([24], 1974). Bunlar sirasiyla asagidadir;

h, h
1. k—l,k—z ardigik iki Farey kesri olsun. Eger s(hi,k;) > 0 ve s(hy,ky) > 0 ise
1 2

s(hy+hyki+ky) > 0 midir?
2. s(h,k) toplam diizlemde yogun mudur?
3. s(h,k) toplam1 herhangi bir reel sayimin komsulugunda sinirlt midir?

Bu sorulardan birincisinin yaniti ters bir 6rnek gostererek Rosen ([25], 1977) tarafindan

verildi. Ornegin 10 < 3 iki ardisik Farey kesri ve bunlarin medianti % dir.

s(10,27)= L >0 ves(3,8)= L > () olmasina karsin s(13,35) =— L <0.
162 10 14

Diger taraftan Asai ([3], 1984) D(h,k)=12ks(h,k) fonksiyonunu tanimlayarak negatif
oldugunu farkli bir yoldan ispatladu.

fkinci sorunun yaniti Hickerson ([16], 1977) tarafindan siirekli kesirler yardimiyla
yapildi. Siirekli kesirler kullanilarak Dedekind toplamu ile ilgili ¢esitli bagintilar Lin
([18],1992) tarafindan verildi.

Uciincii sorunun ilk ispati Barkan ([5], 1977) tarafindan yapildi. Daha sonra farkl

yollardan sinirlilig1 ispatlanda.

10



3. MATERYAL ve METOD

3.1. S(h,k) ve s4(h,k) Toplamlar

Onteorem 3.1.1 : (c,d) = 1ve ¢ > 0 olsun.
i. c ve d tek ise S(d,c) =0,
ii. d ¢ift ise s4(d,c) = 0.

ispat :

i. ¢, d tek oldugundan bazi n €Z i¢in d = ¢ — 2n olarak yazilabilir.

1 j+1+[(c_in)j}
S(d,c) =S(c—2n,c)= Y (-1)

(e

-Se) ey 3

(3.1)’in iistleri j ve (c - j) olan terimlerin isaretleri zit oldugundan toplamlar1 sifirdir.
ii. Benzer olarak bulunabilir.
Teorem 3.1.2 : (a,b) = 1, 0 < a <b, x, y negatif olmaya tamsayilar dyle ki ay — bx = %1
saglansin ve y > 0 olsun. Bu durumda keN i¢in
k-1
i Seeraky bk = 3 (DO {SGa, by (1) f ()RS, ),
=0
k-1
ii. sa(x+ak,y+bk) = > (-1)* {s 4@ b)F(-1) }+ (1)*s,(x,y).
=0
Bu teoremi ispatlamadan 6nce agagidaki iic dnteoremi ispatlayalim.
Onteorem 3.1.3: (ab)=1,0<a<bolsun. | <m<b,0< ¢ <k ve ay — bx = +1 olacak

sekilde negatif olmayan x, y, m, ¢, k tamsayilar1 verilsin ve y > 0 olsun. Bu durumda

y [(Hak)mw}{(ﬂak)ﬂ’

y + bk y + bk

11



ii. Egerm <y ise

{(x +ak)m F k} _ {(x + ak)m} |

y + bk y + bk

Ispat : ¢ =0 igin esitsizligin saglandig1 agiktir. 1< ¢ <k igin

{(x +ak)m F (k - 1)} _ {(x + ak)ln}

y + bk y + bk

oldugunu gostermek yeterlidir. Kabul edelim ki

|:(X +ak)m F (k — 1)} ) {(x + ak)m}

y + bk y + bk

olsun. b > 1, y > 1 oldugundan (k — 1) < (y + bk) olur, buradan

{(x+ak)rn$(k—l)}:{(x+ak)m} .

y + bk y + bk

elde edilir. (3.3) dogru ise

(y +bk) | (x + ak)m Fj

olacak sekilde 1 <j<k—1,j € Z vardir. Eger (3.4) dogru ise dyle t > 0 vardir ki

(y +bk)t=(x +ak)m Fj
esitligi saglanir. (a,b) = 1 ve ay — bx = £1 oldugundan
a(y + bk) — b(x + ak) = +1
ve
—aj(y + bk) — (-bj)(x + ak) = F]

olur.

A(y + bk) — B(x + ak) = ¥j denkleminin bir ¢éziimii n € Z i¢in

A =—aj +n(x + ak), B=-bj + n(y + bk)
dir. (3.5), (3.7) ve (3.8)’den

m =—Dbj + ng(y + bk) ve t =—aj + nyg(x + ak)

12

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)



olur. m i¢in ifadeyi yeniden diizenleyerek

m = b(ngk —j) + ngy (3.9
olur.
1. ny > 0 ise k > j oldugundan m > b bulunur,
1l. np < 0 ise m < 0 olur ki bu da varsayimla geliski teskil eder. Bu da

(3.2)’deki varsayima bir g¢eligki olup, dnteorem ispatlanmis olur.

Onteorem 3.1.4 : (a,b) =1, ay —bx ==%1 ve 1< m < b olacak sekilde a, b, x, y, m negatif
olmayan tamsayilar ve y > 0 olsun. k € N i¢in

[M} _ {E} _ (3.10)

y + bk b

Ispat : (a,b) = 1 ve m < b oldugundan b"/ ma. ay — bx = 1 ve <1 esitsizligini

y+b
kullanarak
(x + ak)m B (X+ak)m_@+m __m$ m
y+bk | | y+bk b b | | b b(y+bk)
:{E$m/(y+bk)}:{@_
b b b |
elde olur.

Onteorem 3.1.5 : (a,b) = 1, ay — bx = £l ve 1< m <y olacak sekilde a, b, x, y, m

negatif olmayan tamsayilar ve y > 0 olsun. k € N U{0} i¢in

[M}{E} (3.11)

y + bk y

Ispat : k = 0 i¢in agiktir. k > 1 i¢in ay — bx = +1 den

{g} :[(x +ak)m} {(x +akm (x+a(k+1)m (x+a(k +1))m}

y y + bk y + bk y +b(k +1) y +b(k +1)

13



I
+

(x+a(k + ) m }

| y+bk+1)  (y+bk)Ny+b(k+1))

(x +a(k +1))m _ m/(y + bk) }

- y+bk+1)  (y+bk+1))

I
+

m/(y + bk)<1ve (3.6)dan (y + b(k + 1)) m(x + a(k +1)),

(x + ak)m _ | mx
y + bk y
bulunur.
Teorem 3.1.2°nin ispati :
JH+ (x+ak)i j+1+ (xratk)j
y+bk-1 y+bk bk )J y+bk

i S(xtak,y+tbk) = > (1)
j=1 j=1

yazilabilir. Sagdaki ilk toplama R, ikinciye R, diyelim. R; toplam1

(orak) <k><mb0}

k-1 b(¢+1) J+l+{y+bk} m+b£+1+{ y+bk

Ri=> (1) BRI (3.12)

=0 j=bl+1 /=0m=1

olarak yazilabilir. ay — bx = +£1 den

{(x +ak m + bﬁ)}:{(x + ak)m + bx/ + abkf} {(x +ak)m + (ay F1)/ + abkq

y + bk y + bk y + bk

:{(x +ak)m$£+az(y+bk)} z[(x+ak)m¢q far (.13)

y + bk y + bk

bulunur. (3.12), (3.13) ve Onteorem 3.1.3.i *den

k-1 b (x+ak)m
R, = 2(_ 1)(a+b)£ z(_ 1)m+1+{ y+bk }
(=0 m=1

14



bulunur. Onteorem 3.1.4’1 kullanarak

k-l b m+l+[ﬂ} b+1+ {()Hak)b}
Ri= (- 1)(a+b)é > (1) bl (1) y+bk (3.14)
£=0 m=1

elde edilir. Toplamin son terimi

b |Grakl ] [ bx+abk
y + bk | y+bk

=b+1+ ay F1+abk =b+1+a+ _FL (3.15)
y + bk y + bk

olarak yazilabilir. (3.15), (3.14) ve S(a,b) ’nin tanimindan
k-1
Ri= S (0@ {S(a,b)x (- 1) (3.16)
(=0

bulunur.

Simdi R,’yi hesaplayalim. Onteorem 3.1.4 ve Onteorem 3.1.5.i ’yi kullanarak

| (x+ak)j (
+1+ +bk+1+
y+bk-1 { y+bk o y+bk

Ro= > (1) = 2.(-1)

y
j=bk+1 m

x+ak)(m+bk)}

=1

m+bk+1+ak+{(x+ak)m$k

y+bk L (_1)(a+b)k (_l)mﬂ{(ﬂak)m}

y+bk

<
—_—

1

=
0
8
I

1 m+1+—x
)RS ) M=(—1)(*‘”’)1‘S(x,y) (3.17)

esitligi yazilabilir. (3.16) ve (3.17)’yi birlestirerek
k-1
S(x-+ak,y+bk) = z (_ 1)(a+b)ﬁ {S(a, b) + (_ 1)a+b }+ (_ 1)(a+b)k S(x,Y)
(=0

elde edilir.

ii. Ayn1 yontemle bulunur.
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Sonu¢ 3.1.6 : (a,b) =1, 0 <a <b ve ay — bx = £1 olacak sekilde x, y negatif olmayan
tamsayilar ve y > 0 olsun. Bu durumda
i. a ve b tek ise S(x+ak,y+bk) = £k + S(x,y),
ii. a ¢ift ise s4(xtak,y+bk) =F k + s4(x,y).
Ispat: i. a + b ¢ift oldugundan Teorem 3.1.2.i ve Onerme 3.1.1.i *den
S(x+ak,y+bk) = £ k + S(x,y)
elde edilir.
ii. a cift oldugundan Teorem 3.1.2.ii ve Onermem 3.1.1.ii *den
sa(x+ak,y+bk) =F k + s4(x,y)
bulunur.

Sonug¢ 3.1.7 : (a,b) =1, 0 <a < b ve ay — bx = £1 olacak sekilde x, y negatif olmayan

tamsayilar ve y > 0 olsun. Bu durumda

i. a+b,xvey tek ise

S(x+ak.y-+bk) 0 k cift ise
XTakK, = )
Y S(a,b)F1 ktekise

ii. a tek, x cift ise

(x+ak.y+bk) 0 k cift ise
s4(x+ak, = .
* Y sy(a,b)£1 ktekise

Ispat : i. Teorem 3.1.2.i ve Onerme 3.1.1.i den
k-1
S(x+ak,y+bk) = > (-1)" {S(a,b) ¥ 1}
=0
|0 k cift ise
S(a,b)¢ 1 ktekise

bulunur.

ii. Benzer sekilde elde edilir.
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Sonu¢ 3.1.8 : (a,b) =1, 0 <a < b ve ay — bx = £1 olacak sekilde x, y negatif olmayan

tamsayilar ve y > 0 olsun. Bu durumda

i. a+btek ve x +y tek ise
S(a,b)F1 k gift ise
S(x+ak,y+bk) = o,
k tek ise
ii. a tek ve x tek ise

o)1 kgifti
sy(x-+ak,y+bk) = {S“(a ) srime

k tek ise

Ispat: i. k = 1 icin ay — bx = %1 ve Onteorem 3.1.1 ’den S(x+a,y+b) = 0, 2 < k ise

Onteorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.2 *den

S(x-+ak,y+bk) = S(x+ata(k — 1),y+b+b(k — 1))

k-2
- Z (- 1)€ S(a,b) F1j+ (- 1)k_1 S(x +a,y+b)

(=0
Sy _ o [S@b)Fr kiftise
: E)(_ 1) {S(a,b) ’ 1}_ { k tek ise

bulunur.
ii. Benzer yontemle gosterilir.

Sonu¢ 3.1.9 : (a,b) =1, 0 < a < b ve ay — bx = £1 olacak sekilde x, y negatif olmayan

tamsayilar ve y > 0 olsun. Bu durumda
i. a+btek ve x +y tek ise S(a,b) — S(x,y) = £1,
ii. a tek ve x tek ise s4(a,b) — sa(x,y) = F 1.
Ispat : i. Teorem 3.1.2.i ’de k = 1 alahm
S(x+a,y+b) = S(a,b) (- 1)**°+ (= 1)*** S(x,y) (3.18)
elde edilir. k = 1 i¢in Sonug 3.1.8.1 ’den
S(x+a,y+tb) =0 (3.19)

bulunur. Boylece
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S(a,b) — S(x,y) = %1
elde olur.
ii. Ayn1 yontemle bulunur.

Sonug¢ 3.1.10 : (a,b) =1, 0 <a < b ve ay — bx = =1 olacak sekilde x, y negatif olmayan

tamsayilar ve y > 0 olsun. Bu durumda
i. a + b tek, x +y tek ve k ¢ift ise S(x+ak,y+bk) = S(x,y),
ii. a tek, x tek ve k ¢ift ise s4(x+ak,y+bk) = s4(x,y).
Ispat: i. Sonug 3.1.8.i *den
S(x+ak,y+bk) = S(a,b) ¥ 1
elde olur. Sonug 3.1.9.1 ’den
S(x+ak,y+bk) = S(x,y).

ii. Benzer sekilde bulunur.

3.2. Rademacher’in Sorulari

S(d,c) toplamu ile ilgili olarak Rademacher’in sorularini tekrar ele alalim. (d,c)=1
d ..
ve g(;) = S(d,c) olarak tanimlayalim. q € Z i¢in S(qd,qc) # S(d,c).
1. g(x) herhangi bir reel sayinin komsulugunda sinirli midir?

h; h h h
2. =L =2 ardigik iki Farey kesri olsun. Eger g(—l) >0 ve g(—z) >0 ise
ki k ki ky

h; +h,

&l ki +k,

) >0 mudir?

o(312) = S(dt2¢.0)
C

. dj
-1 J+1+|:?:|

=a¢@=g%) (3.20)
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Bu ifade, g(x) fonksiyonunun 2 ile periyodik oldugunu gosterir. Ayrica

j+l+{(d+c)j} 1 2j+1+{g} [%}

c c c—1
(-1) ==Y (-1) " =-s(de). (321
j=1

c—1

S(d+e,0)= D (1) =

j=1 =1

—

Teorem 3.2.1 : g(x) fonksiyonu herhangi bir gergel saymin komsulugunda alttan ve

ustten sinirsizdir.

Ispat: r € R, & > 0 verilsin ve (3.20) *den r € [0,2) alabiliriz. r € [0,1] ise (a,b)=1, a, b

tek ve

a
<€

olacak sekilde % vardir.

ay; — bx; = 1 olacak sekilde x;, y; € N olsun. Yeteri kadar biiylik ke N icin

Xy +ak
r— <e

olur. Sonug 3.1.6.1 den

Xl +ak
yi+

g(

)=k +0O(1), k = o i¢in iistten sinirsiz olur.

Benzer olarak ay, — bx, =—1 ve

X2+ak
r— <Eg

olacak sekilde x, y» € N vardir. Sonug 3.1.6.1 ’den

X9 + ak

)=-k +0O(1), k > o i¢in alttan sinirsizdir.

Bu son iki ifadeden g(x), bu komsulukta sinirsizdir.

Eger r € (1,2) ise ayn1 yontem (r — 1) i¢in uygulanip ayni sonuclar elde edilir.
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4. BULGULAR

4.1. sy(h,k), sy(h,k), s3(h,k), ss(h,k) Toplamlarmin Seri ifadeleri

Teorem 4.1.1 : (a,b) =1, 0 <a <b ve ay — bx = £1 olacak sekilde x, y negatif olmayan

tamsayilar ve y > 0 olsun. Bu durumda k € N i¢in,

(ZSl(a b)F (—1)* )z (-1)*

i. si(x+ak,y+bk) = —%54 (x +ak,y+ bk) + 2(y N bk)
(=0

™ L (bksy (x,y)+ 295, (6, y) + yfbk (54 (a,b)% (- )ki ( ;j

2(y + bk)

/=0
1
" 2sa(x0y), @.1)
i S _ 1 (x+ak)(y+bk—1)  1\y+bk-1
. »(x+ak,y+bk) Es3(x+ak,y+bk) + 2y + 08) 1)
y

_ 1)y+bk-l1 _ k-1
e T I R G R Y

2(y+bk) | 2 y + bk 2 202))5

y o j :) {2216{%} —ab(¢ +1)* —b(¢ + 1){y f LkD(— 1)° +s, (a,b)(f + %j}
+ ;(J;(; 35) :Z:_;(— 1) bf(aﬁ - %) + (; 13:1:1( [X(yz_ ), (ak + % - %JED

bk
+ (_ 1) [ysz(x,y)Jr 2bkJs3(x,y)+bk(ak—%jﬂj, 4.2)

y + bk 2 2

bk
il sicrakoy bl 2K {y i bk}(— ekt (IEDT e i{l}
y

Tbk| 2 4 |2
el Ao, | FL _1+(_1)b < VB bk
+[( ! [b[J ) [y+ka 4 +S3(a’b)L=o( D7 (s
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_ 1\(a+b)k
iv. g@ﬂmyﬂmy:%sgﬂmyﬂmy+Lﬁ%gg—bsquyfmz+yq&yg

L[Ss(a.bﬁ mjkf(_l)w)f

y + bk 2 =0

L R Y () (@4

Ispat: s;(a,b)’nin tanimindan

(x+ak)j
y+bk-1

y+bk } i
i si(xtakytbk) = >’ (-1) [( y +ka D

f=

{(X+ak)]} St
+bk y+Dbk—
S it _1 3> (1) (4.5)
=1

1 y+bk—l

T y+bk

yazilir. (4.5)’in sag tarafindaki ilk terimi A, ikinci terimi ise B ile gosterelim. s4(a,b) nin

tanim1 goz Oniine alinirsa B = ss(xtak,y+bk) oldugu goriiliir. Simdi A toplamini

hesaplayalim.
{(x+ak)j} {(x+ak)j}
bk y+bk y+bk—1 y+bk
A=Y j-1) SIS O = A+ A, (4.6)
j=1 j=bk+1

olarak yazilabilir. j = m + b/ doniisimi yapilirsa

k—1 b(¢+1) {(Hak)j k-1 b {mak){mb@}
-1 b(/+ +bk — +bk
ISR D I S IR 35 WIS 1) G|

/=0 j=bl+1 /=0m=1

olur. (3.13) ve Onteorem 3.1.4°den
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elde edilir.
{(Hak)m} {(Hak)m}
b y+bk b y+bk
Ap= Y m(-1) veAip= Y (-1)
m=1 m=1
denirse
k-1 , k-1 ,
A= Z(— ) A+ Z(— 1) Az
/=0 /=0
olur. Simdi A;; ve A, hesaplayalim.
(X+ak)m (X+ak)b
y+bk y+bk

A bj_llm(_ D) cb(-1)

{(x+ak)b}={ay+l+abk}=a+{ 1 }VeOnteorem&lA’den

y + bk y + bk y + bk

AL bj:llm(_ 1)M b 1)

bulunur. Diger taraftan

san= 1 S " A5 )

den

bulunur. O halde

22

4.7)



Ap1=Dbsi(ab) + g sy(a,b) F b(—1)

olur. Benzer sekilde
Al.z = s4(a,b) + (— l)a

bulunur. Bunlar (4.7)’de yerlestirilirse
= _b a al
Ar=bsi(a,b) Y (= 1)* +b(sa(a,b)F (- 1)") Z + | 5(— )"y (-1)
/=0

elde edilir. Simdi A,’yi hesaplayalim. Onteorem 3.1.3.ii *den

o= 0Py )+ 22 )

2

Bu sonuglar (4.5)’de yerine yazilirsa (4.1) elde edilir.

Ayni hesaplama yontemiyle sp(x+ak,y+bk), s3(x+ak,y+bk), ss(x+ak,y+bk) toplamlari

icin de ifade edilen sonugclar elde edilir.

Bundan sonra verecegimiz sonuclarda Teorem 4.1.1’in varsayimlart kabul

edilecektir.
Sonug¢ 4.1.2 :

i. a, x tek ve k ¢ift ise s;(x+ak,y+bk) =0

1 b
ii. a, x tek ve k tek ise sj(xt+ak,y+bk) = — =S, (X, y)+* ———
1( Yy ) ) 4( y) 2(y N bk)

Ispat: Teorem 2.2.2.i *den si(a,b) = si(x,y) = 0 ve (4.1) ifadesinde baz1 diizenlemeler

yapilirsa

i. si(x+ak,y+bk)= —% sa(x+ak,y +bk)+(~1)" 2y Jlr bk

iLkz_l(—l)M ® (s,(ab)x kzl ( j(—l)k%u(x,.\/)

2(y +bk) = y + bk =

olarak yazilabilir. k ¢ift oldugundan da
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oldugu kolayca goriiliir [Apostol ve Vu ([2],1982,s. 20)]. Sonu¢ 3.1.9.ii ve Sonug

3.1.10.11 g6z 6niine alinirsa
1 bk
si(x+ak,y+bk) = —5s4(x, y) — (X y)

bk

1
2 saly) + Esi(y) =0

2(y + bk)

ii. a, x ve k tek oldugundan Sonug 3.1.8.ii ve Sonug 3.1.9.ii geregi

2bk+y

" DS ()
sab+1 l — —=s4(x,y
. par 2y+bk)

+bk
"y fbk)[%S‘*(aab)?ljk_ 1)’

sj(x+ak,y+bk) =

—_

~
(=]

Diger taraftan k tek icin

=0 2 =0
oldugundan
bk - 1) bk
+ak.v+bk) =
si(x+ak,y+bk) (y+bk) 4( ) 2(y+bk)S4( aY) (X y)
b _ b 1 B b
T2y k) ) 2y +bk) _554( ) (y +bk)
Sonuc 4.1.3 :
2
i. b cift ise 4sy(a,b) + 2s3(x,y) = + y—b—b}’+1
y

o b* —by +1
i, yciftise 4s;(xy) + 2s3(a,b) = F b—-‘“
y

Ispat: sy(x+ak,y+bk), (4.2) yardimiyla
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(x +ak)y+bk—1), \yrbk-i
2(yi bk) =)

sa(x+ak,y+bk) = — % s3(x+ak,y+bk) +

(et {y + bk

1
2(y+bk) | 2 } (A1 + A2)

y + bk

olarak yazilabilir. Burada

A= kz_l(— 1)* (M (-1)°! —bsz(a,b)j L (2_ )5 (- 1) (%—abfzj

2

Sor{or e ominfel)
e 1)b§(‘ 1)*ab(¢ +1)* + (- l)bg(— 1)7'b(e+1 yf Lk} '

Ay = (—1)yHPkd (ak SOk lJ _X} + (= 1)°k ﬂe bk — abkzj

y 2|2 2
xly -1 2bk +
ey A0 (2 ) )

dir.

i. b ¢ift olsun. ay — bx = £1 den y tek ve Teorem 2.2.2 ’den s3(a,b) = sy(x,y) =0
olup,

2 2 2 — —
A1=—bksz(a,b)+§+abk +bk +bk F1 +% Fl
2 2 4 2 |y+bk 2 |y+bk

ve

1 aky ak bkx bkx 2bk+y
—————— — 4 b—_ s3(x,y)
2 2 4 4 2 2 2 2y 2

bulunur. Bu degerleri yukarida yerine yazip, ilk olarak ay — bx = —1 alinir ve gerekli
islemler yapilir ise sonucun ilk kismi, ay — bx = 1 alinir ise sonucun ikinci kismi elde

edilir.
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ii. y ¢ift olsun. ay — bx = =1 den b tek ve Teorem 2.2.2 *den s3(x,y) = s2(a,b) =0

olur ve i.) ’deki yontemle benzer sekilde bulunur.

Sonug¢ 4.1.4 : b, y tek ve k tek ise s3(a,b) —s3(x,y) = £ %(by - 1)
y

Ispat: b, y tek ve k tek ise y+bk ¢ift olur ve Teorem 2.2.2 *den s3(x+ak,y+bk) = 0 olur.

Bu degerler (4.3)’de yerine yazilir ve bazi iglemler yapilir ise

X a 1 F1
S a,b — S3(X, = — =
3(2,0) = s3(%.y) 2y 2b 2 {y+bk}

elde edilir. ay — bx =— 1 alinirsa

s3(a,b) —s3(x,y) = _fﬂ’ (by-1)

bulunur, ay — bx = 1 alinirsa

s3(a,b) —s3(x,y) = L(by 1)

2by
elde edilir.
Sonuc: 4.1.5:
i. a+ b tek, x +y tek ve k ¢ift ise ss(x+ak,y+bk) =0,
il a+biek, x4y tek ve k tek ise ss(x+ak,y+bk) = ~S(x, y)+ ——2
2 2(y + bk)

Ispat: i. a + b tek, x + y tek olsun. Teorem 2.2.2 den ss(a,b) = ss(x,y) = 0 ve (4.4)

denkleminde Sonug 3.1.10.i kullanilirsa

k-1
ss(x+ak,y+bk) = % S(x,y)* _b Z (— I)E _ 2bkty S(x, y)

2(y +bk) 5 2(y + bk)
. yfbk (S(ab)7 1)2(_ 1y (z N %j

elde edilir. Sonug 3.1.9.1 kullanilir ve k "nin ¢ift oldugu gz 6niine alinirsa
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bk
2(y+bk)

1 bk 1
ss(x-+ak,y+bk) = > S(x,y) — : )S(x, y) - Es(x, y) + S(x,y)=0

(y +bk
ii. a + b tek, x +y tek ve k tek oldugundan Sonug 3.1.8.1 ve Sonug 3.1.9.1 geregi

(st y)71) — 2D g gy 4 2REY gy

ss(x+ak,y+bk) = —

2(y+bk) 2(y+bk) 2(y + bk)
1 b
=—S +
2 (xy) 2(y+bk)
Sonug 4.1.6 :
. o _y-b
i. a ¢ift ise 2si(a,b) + s4(x,y) = F —

. -b
ii. a, b tek ise 2ss(a,b) — S(x,y) = F YT
Ispat: i. a ¢ift oldugundan Teorem 2.2.2 geregi s4(a,b) = 0 ve Sonug 3.1.6.ii gbz Oniine
alinarak (4.1) bagintisinda gerekli islemler yapilirsa

(y-bk L, bk

+ak,y+bk) = *
si(xFak.yrbk) 2(y+bk)  (y+bk)

bk
9b + 7 <\ 9
Sl(a ) 2(y N bk) S4(X Y)

elde edilir. x + ak tek oldugundan Teorem 2.2.2 geregi s;(x+ak,y+bk) = 0 dir. Buradan

istenen sonug ¢ikar.
ii. Benzer sekilde bulunur.

Sonug 4.1.7 : b ¢gift ise

X + ak 1 F1 X
s3(xtak,ytbk) = ——— — k| — + +— + s3(X,y).
= o) (2 {wka 2y B0

Ispat: b cift olsun. Teorem 2.2.2 geregi s3(a,b) = 0 ve ay — bx = £1 den y tek olur. (4.3)

bagintisinda gerekli islemler yapilarsa,

S sky)

X + ak x ak k_ Tk F1
2 2y

s(ctaky+bk) = -~ TEC X a0 Kooy
Akt = ) 272 2 v+ bk

X +ak 1 ¥l X
= T K 4| ——— | [+ = +s3(xy)
2(y + bk) 2 | y+bk 2y
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bulunur.

4.2. si(h,k), s3(h,k), ss(h,k) Toplamlarmmin Smirhhg ve Sagladiklarn Baz
Esitsizlikler

Sonuc 4.2.1 : (a,b) =1, a, b, x tek ve a* = —1(mod b) olsun.

i. Eger ay —bx =1 ise —2 < sj(x+ak,y+bk) <

N | W

ii. Eger ay —bx =—1 ise —% < si(x+ak,y+bk) <2

ispat: a, b, tek ve a’ =1(mod b) oldugundan s4(a,b)= 0 (Goldberg [14], 1981, s. 110),
Teorem 2.2.2 ve Sonug 3.1.9.11 ’den si(a,b) = si(X,y) =0 ve s4(x,y) = £1. Bu degerler

altinda (4.1) bagintis1 yeniden diizenlenirse

s1(x+ak,y+bk) = i[_lﬂ_(_ kb F} L)k j

olur.

i. ay — bx =1 olsun

k k
sj(x+ak,y+bk) = _%ﬂ_(_l)k b |:k}+ —l)k bk + (—1) y

2 y+bk| 2 y+bk  2(y+bk)
k
,_b 1-(-1)
y + bk 2
1 bk bk y

>_ _ _
" 2 2(y+bk) y+bk 2(y+bk)

1 3bk y

2 2(y+bk) 2(y+bk)

k — oo i¢in s (x+ak,y+bk) > — 2 olur.
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Diger taraftan

si(x+ak,y+bk) < bk -1) + bk i y b _ 1 2bk +b
2(y+bk) y+bk 2(y+bk) y+bk 2  2(y+bk)

k — o0 i¢in s;(x+ak,y+bk) < % bulunur.

ii. Benzer sekilde ay — bx =—1 ise —% < sj(x+ak,y+bk) < 2 oldugu goriiliir.

Sonug olarak a, b, x tek ve a* = —1(mod b) kosullari altinda
| s1(x+ak,y+bk) | < 2

Sonuc 4.2.2 : (a,b) = 1, acift, b tek, x + y tek ve a” = —1(mod b) olsun.

i. Eger ay —bx =1 ise -2 < ss(x+ak,y+bk) <

b

N | W

ii. Eger ay —bx =—1 ise —% < ss(x+ak,y+bk) < 2.

ispat: a ¢ift, b tek ve a’ = —1(mod b) oldugundan S(a,b) = 0 (Goldberg [14], 1981, s.
110), Teorem 2.2.2 ve Sonug¢ 3.1.9.ii ’den ss(a,b) = ss(x,y)=0 ve S(x,y)= ¥1. Bu

degerler altinda (4.4) bagintis1 yeniden diizenlenirse

k
ss(x+ak,y+bk) = + (— IS (-1)¥ b F} +(=1)* bk }
2 2 y+bk|?2 y + bk

i[(-nkz(y ,b 1-(-”1‘}

y+bk) y+bk 2

olarak yazilabilir.

i. ay —bx =1 olsun.

k k
ss(x+ak,y+bk) = —%ﬂ— _1)k b {E}L(_ 1)1< bk n 1)y

2 y+bk|2 y+bk  2(y+Dbk)
k
Lob 1Dt 1 bk bk y
y+bk 2 2 2(y+bk) y+bk 2(y+bk)

29



bk
y + bk

= _1_

k — oo i¢in ss(x+ak,y+bk) > — 2 olur.
Benzer diisiinceyle,

bk b

b(k—1) bk y ~
y+bk 2(y+bk)

1
tak,y+bk) < :
Sy ) = ok) Ty e bk T2y rbk) 2

+

olur. k —» o i¢in ss(x+ak,y+bk) < % bulunur.

ii. Benzer sekilde ay — bx = —1 ise —% < ss(x+ak,y+bk) < 2 oldugu goriiliir.

Sonug olarak a ¢ift, b tek, x + y tek ve a* = —1(mod b) kosullar1 altinda
| ss(x+ak,y+bk) | < 2

Sonugc 4.2.3 : a ve x tek olsun.

i. Eger s4(x,y)= 0 ise —2s4(x,y) < si(x+ak,y+bk) < % s4(x,y)

ii. Eger s4(x,y)< 0 ise %S4(x,y) < sj(xtak,y+bk) < -2 s4(x,y)

Ispat: a, x tek oldugundan Teorem 2.2.2 ve Sonug 3.1.9.ii *den si(a,b)= s;(x,y)=0 ve
s4(x,y)= s4(a,b)tl. Bu degerlerle birlikte Teorem 3.1.2 ’de g6z Oniine alinarak (4.1)

bagintist yeniden diizenlenirse

1)k
o[ e

y+bk) y+bk 2 2(y+bk) 2

+((_l)kz(y L b 1—(—1)1‘}4()(,y)1 b 1-(-1)*

ifadesi elde edilir.

Eger s4(x,y) > 0 ise Sonug 4.2.1.1 *deki iglemler tekrarlanir, eger s4(x,y) < 0 ise

Sonug 4.2.1.1i ’deki islemler tekrarlanir.
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Sonug olarak, eger a ve x tek ise
| s1(x+ak,y+bk) | < 2 | sax,y) | .

Sonug¢ 4.2.4 : a + b tek, x + y tek olsun.

i. Eger S(x,y) = 0 ise —% S(x,y) < ss(x+ak,y+bk) < 2 S(x,y),

ii. Eger S(x,y) < 0 ise 25(x,y) < ss(x+ak,y+bk) < —% S(x,y).

Ispat: Sonug 4.2.3 e benzer sekilde istenen sonug kolayca goriilebilir.
Sonug olarak, eger a + b tek ve x + y tek ise

| ss(x-+ak,y+bk) | < 2| S(x,y)|

g(x) fonksiyonu 3.2 kesiminde ifade edilen fonksiyon olup g[%} = s3(a,b) olarak

alalim. Tanimdan, g(x) fonksiyonu 1 ile periyodik oldugu gortilebilir. Gergekten,

UEEPREE S (s X(CH)

r=1

Sey ((%j] = sy(ab) = g(%] (48)

r=1

Teorem 4.2.5 : g(x) = s3(x+ak,y+bk) fonksiyonu bir gercel saymnin komsulugunda alttan

ve ustten sinirsizdir.

Ispat: r € R ve &€ > 0 olsun. (4.8)’den r € [0,1) varsayabiliriz. Bu durumda dyle %

sayist vardir ki (a,b) = 1, b ¢ift ve

olur. ay;—bx;=1 olacak sekilde x;,y;eN vardir. Bu durumda yeteri kadar biiylik ke N

i¢in

<€

r_X1+ak
yl+bk
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saglanir. Simdi Sonug 4.1.7’yi uygularsak
(Xl‘f‘akj_k X1+ak n Xl

G + s3(x1,
Sy, 1bk) 2 2y, +bk) 2y, 3(xy1)

elde edilir. k— oo igin istten sinirsiz oldugu goriiliir.

Benzer sekilde ay, — bx,=—1 ve

X2+ak
r— <Eg

&) + bk

olacak sekilde x,, y,€N vardir. Sonug 4.1.7’den

X2 + ak k X2 + ak X2
g = —— — + + Sg(Xz,yz)
y, + bk 2 2(y, +bk) 2y,

elde edilir. k - —o igin alttan sinirsizdir.

h1+h2
kl +k2

hy h
Sonuc 4.2.6 : k_l , k_2 ardisik Farey kesri olsun. Bu kesirlerin medianti
1 2

olmak tizere,

i. S3(h1,k1) # 0 ve S3(h2,k2) #0 iSC S3(h1+h2,k1+k2) =0

ii. Sl(hl,kl) = 0 (Sl(hz,kz) * 0) ise Sl(hz,kz): 0 (Sl(hl,kl): 0) ve
s1(hi+hy,ki+ko)= 0

iii. Sz(hl,kl) = 0 (Sz(hz,kz);ﬁ 0) ise Sz(hz,kz): 0 (Sz(h],k]): 0) Ve
sa(hithy ki+ko)=0

iv. S5(h1,k1) = 0 (S5(h2,k2)¢ 0) ise S5(h2,k2): 0 (Ss(hl,kl): 0) ve
ss(hithyki+ko)=0
Ispat: i. s3(hi.k;) # 0 ve s3(hy,k;) # 0 oldugundan Teorem 2.2.2 geregi k; ve ks tek

olmak zorunda. Boylece k; + k; ¢ift olur, bu ise s3(h;+hy,k;+k;) = 0 olmas1 demektir.

ii. Eger Sl(hl,kl) =0 (Sl(hz,kz) * 0) iken Sl(hz,kz) =0 (Sl(hl,kl) * 0) olsa
Teorem?2.2.2’den h; ve h; ¢ift olmali. Ancak ardisik Farey kesirlerinin hyk;—h;k,= +1
ozelligi ile celisir. Boylece h; (h,) cift ise hy (h;) tek olmali, bu da (h; + h; )’nin tek

olmas1 demektir. Yine Teorem 2.2.2°yi uygularsak istenen sonug cikar.

Ayni diisiinceyle iii.) ve iv.) ’de elde edilir.
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SONUC

Hardy toplamlar1 olarak bilinen S(h,k), si(h,k), i=1,2,3,4,5 fonksiyonlarindan
S(h,k) ve s4(h,k) fonksiyonlari i¢in J. Meyer seri ifadelerini, aralarinda gergekledikleri
bazi bagintilar1 ispatladi.

Biz de burada benzer yontemle si(hk), s2(h,k), ss(h,k), ss(h,k) icin seri
ifadelerini verdik. Rademacher’in sorular1 yanitlanmistir. Bundan baska bu toplamlarin

sagladigi bazi esitsizlikler verilmistir.
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