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Rademacher’ın iki sorusunu araştırıp yanıtlamaktır. Daha sonra bu toplamların sağladığı 

bazı eşitsizlikleri ifade etmektir. İlk olarak Dedekind toplamları, Hardy toplamlarının 

tanımları, bu toplamların bazı özellikleri, aralarındaki bağıntılar ve sağladıkları temel 

eşitlikler verildi.  

( )k,hS , ( )k,hs4  toplamlarının seri açılımı yardımıyla ifadesi ve sağladıkları bazı 

eşitlikler verildi. 

Son bölümde ( )k,hs1 , ( )k,hs2 , ( )k,hs3 , ( )k,hs5  Hardy toplamlarının seri 

açılımı ve bazı eşitsizlikler ispatlandı. 
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The main purpose of this study is to investigate extensively Rademacher’s two 

quastions on ( )k,hs1 , ( )k,hs2 , ( )k,hs3 , ( )k,hs5  Hardy sums. First, Dedekind sums 

and Hardy sums are defined and fundamental properties of these sums are given.  

Afterwards, some relations and expressions on ( )k,hS , ( )k,hs4  are given. 

At the end, we obtain some equalities and inequalities on ( )k,hs1 , ( )k,hs2 , 

( )k,hs3 , ( )k,hs5  Hardy sums. The answers of Rademacher’s queastions are obtained 

on this ( )k,hs1 , ( )k,hs2 , ( )k,hs3 , ( )k,hs5  sums. 
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ÖNSÖZ 

 

 s1(h,k), s2(h,k), s3(h,k), s5(h,k) Hardy toplamlarında Rademacher’in iki 

sorusunun incelendiği bu tez çalışması üç bölümden oluşmaktadır. 

 Tezin birinci bölümünde ileriki bölümlerde kullanılacak olan bazı kavramlar 

hakkında ön bilgi ve tanımlar verilmiştir. İkinci bölümde Dedekind toplamları ile Hardy 

toplamlarının temel özellikleri incelenmiş ve bu toplamlar arasındaki bağıntılar ve 

gerçekledikleri bazı eşitlikler verilmiştir. Tezin son bölümünde s1(h,k), s2(h,k), s3(h,k), 

s5(h,k) Hardy toplamlarının seri açılımı ve sağladıkları bazı eşitsizlikler ispatlanmıştır. 

 Bu tez çalışması boyunca bilgi ve desteğini benden esirgemeyen danışman 

hocam sayın Prof. Dr. Veli KURT’a teşekkürlerimi sunarım. 
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1. GİRİŞ 

 

1.1. Çalışmanın Kapsamı 

Dedekind 1930 'lu yıllarda kendi adıyla tanımlanan Dedekind – Eta 

fonksiyonunun logaritmik dönüşümü üzerine çalışırken bazı toplamlara rastladı. Bu 

toplamları s(h,k) ile gösterdi. Daha sonra bu toplamlar Dedekind toplamları olarak 

adlandırıldı. Bu toplamın temel bağıntısı olan reciprocity bağıntısının değişik ispatları 

Rademacher (1956,1961,1971), Apostol (1950), Carlitz (1953,1974), Berndt (1976), 

Sitaramachandrarao (1987) tarafından verildi.  

Berndt, klasik theta  fonksiyonlarının logaritmik dönüşümünde Hardy toplamları 

olarak bilinen  k,hsi , (i = 1, 2, 3, 4, 5) toplamları arasında bazı bağıntıları ve 

reciprocity bağıntısını verdi. Daha sonra bu toplamların analitik ifadeleri Berndt ve 

Goldberg (1982) tarafından ispatlandı. 

 Rademacher’ın 1963 yılında sayılar teorisi sempozyumunda ardışık Farey 

kesirlerinde, Dedekind toplamının işareti hakkındaki sorusu, farklı yoldan Asai (1984) 

ve Rosen (1977) tarafından ispatlandı. Meyer (1997) benzer soruları  k,hS ,  k,hs4  

Hardy toplamlarına uyguladı. 

 Bu çalışmada benzer soruları  k,hs1 ,  k,hs2 ,  k,hs3 ,  k,hs5  Hardy 

toplamlarına uygulayarak bu toplamlar arasında bazı bağıntılar, eşitsizlikler ve sonuçlar 

elde edilmiştir. 

 

1.2. Temel Kavramlar ve Gösterimler 

Tanım 1.2.1: xR, ((x)) fonksiyonu 

    









Zx,0

Zx,
2

1
xxx  

ifadesi ile tanımlanır. Dedekind toplamı, h, k  Z, k > 0 ve (h,k) = 1 için 
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



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


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




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



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








  

 k

h

k
)k,h(s

)k(mod

 

eşitliği ile tanımlanır. Dedekind toplamı 

s(h,k) + s(k,h) = 





 

hk

1

h

k

k

h

12

1

4

1
 

reciprocity bağıntısını gerçekler. Bu bağıntının çeşitli ispatları Rademacher ve 

Whiteman (1941), Rademacher ve Grosswald (1972), Apostol (1974) tarafından 

yapılmıştır. Reciprocity bağıntısının genelleştirmesi olan üç-terim bağıntılarını Carlitz 

(1965, 1975, 1978, 1980) vermiştir. 

Tanım 1.2.3 : Farey Kesri: 

Azalan 
k

h
 rasyonel kesrinin 1 k  n ve 0  

k

h
  1 koşuluna uyan kesirler kümesine n. 

dereceden Farey kesirler dizisi denir ve Fn  ile gösterilir. Burada (h,k) = 1, Fn  Farey 

kesirler kümesindeki her bir kesrin paydası n’den küçük veya eşittir. Fn ’nin bazı 

elamanları aşağıdaki gibi yazılır, 

F1 : 
1

1
,

1

0
 

F2 : 
1

1
,

2

1
,

1

0
 

F3 : 
1

1
,

3

2
,

2

1
,

3

1
,

1

0
 

F4 : 
1

1
,

4

3
,

3

2
,

2

1
,

3

1
,

4

1
,

1

0
 

  

ve bu kesirler ardışık Farey kesirleridir (Apostol[2] 1976,s.98). 
d

c
,

b

a
 ardışık iki Farey 

kesri ((a,b) = (c,d) = 1) ise bc – ad = 1 eşitliği sağlanır. 

Tanım 1.2.4 : Mediant: 
d

c

b

a
  ardışık Farey kesirleri ise bu kesirlerin mediantı 

db

ca




 

olup 
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d

c

db

ca

b

a





  

eşitsizliği sağlanır (Apostol[2], 1976,s.98). 

Tanım 1.2.5 : h, k  Z, k > 0, (h,k) = 1 olsun. Hardy toplamları aşağıdaki eşitliklerle 

tanımlanır. 

   







 

k

hj
1j1k
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     














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2. KURAMSAL BİLGİLER ve KAYNAK TARAMA 

 

2.1. Dedekind Toplamı ve Genel Özellikleri 

Dedekind toplamı Tanım 1.2.2 ’de 















 















  

 k

h

k
)k,h(s

)k(mod

 

eşitliği ile tanımlanmıştı. Burada h, k  Z, k > 0 ve (h,k) = 1 dir. Tanım 1.2.1 

yardımıyla bu eşitliği 

















 





1k

1 2

1

k

h

k

h

k
)k,h(s  

şeklinde yazabiliriz. 

Teorem 2.1.1 : h, k Z, k >0 ve (h,k) = 1 olmak üzere 

i. h   h (mod k) ise s(h,k) =  s(h,k), 

ii. h h  1 (mod k) ise s(h,k) =  s(h,k), 

iii. h2 + 1  0 (mod k) ise s(h,k)=0. 

Bu teoremin ispatı Apostol ([2], 1976, s. 62), Rademacher ve Groswald ([23], 1972) 

tarafından verilmiştir. ((x)) =  ((x)) olmasından Dedekind toplamı 

s(h,k) =  s(h,k) 

eşitliğini gerçekler. 

Önteorem 2.1.2 : x  R olmak üzere 

  x
k

x

k

1k

0















 





. 

İspat : Rademacher ve Whiteman (1941), Rademacher ve Groswald (1972). 

Teorem 2.1.3 : p bir asal sayı olmak üzere  

s(ph,pk) = s(h,k). 



 5

İspat : Rademacher ve Whiteman ([21], 1941). 

Teorem 2.1.4 : p bir asal sayı olmak üzere  

       





1p

0m

k,hs1ppk,mkhsk,phs  

özdeşliği vardır.  

İspat : Knopp ([17], 1980).  

Teorem 2.1.5 : (h,k) = 1, h, k  Z, k > 0 ise 

s(h,k) + s(k,h) = 





 

hk

1

h

k

k

h

12

1

4

1
 

reciprocity bağıntısı gerçeklenir. 

Bu teoremin ispatı, tanımdan, cot fonksiyonunu kullanarak, bazı seri ifadeleri ve düzgün 

dörtyüzlü yardımıyla farklı şekillerde yapılmıştır; Apostol (1976, s. 63), Groswald 

(1971), Rademacher ve Groswald (1972). Daha sonra bu bağıntının üç-terim 

genelleştirmeleri Carlitz (1974, 1975, 1978) tarafından yapılmıştır. Biz burada ki ispatı 

tanımı kullanarak yapacağız. 

İspat:  

S = s(h,k) + s(k,h) = 









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
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
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olsun. Önteorem 2.1.2’yi uygularsak, 

S =  





















 








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








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1h

0 khk
 

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



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
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   = 
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

 

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
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yazılır. ((x)) fonksiyonunun tanımından 

S= 

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
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




 



















 


1k

1

1h

1

1
khkh







 
















  



 2

1

hh

1h

1







 
















 



 2

1

kk

1k

1

  (2.1) 
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eşitliği elde edilir. x = 0 için Önteorem 2.1.2’den 

 
















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kmod k
= 0 ve

 

















 

hmod h
= 0. 

Bunlar (2.1)’de yazılır ve yeniden düzenlenirse  

S = 







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elde edilir. Şimdi 

T = 
21k

0

1h

0

1
khkh

 





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
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








 










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
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toplamını tanımlayalım. 

T = 
21k

0

1h

0

1
kh 


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= S1 – 2S2 + S3                                                                   (2.2) 

dır. Burada  

S = S2                                                                                                                (2.3) 

dir. 

S1 = 




1k

0

2
2k

h






1h

0

2
2h

k
  









1k

0

1h

0kh

2
hk 





1k

0k

h2 





1h

0h

k2
 

dır. Gerekli işlemler yapılırsa 

S1 = 
2

1

6

hk

h6

k

k6

h
                                                                                    (2.4) 

elde edilir. (h,k) = 1, , k modülüne göre ve  ’de h modülüne göre bütün değerleri 

aldığından  = h + k ’de hk modülüne göre tüm değerleri alır. 

S3 = 
21hk

0 hk


















 

= s(1,hk) = 
12

hk

hk6

1

4

1
                                                (2.5) 
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bulunur. Diğer taraftan, T hesaplanırsa 

T = 
4

3
hk

4

1
                                                    (2.6) 

şeklinde bulunur. (2.3), (2.4), (2.5) ve (2,6) denklemleri (2.2)’de yazılır ve gerekli 

işlemler yapılırsa istenen 

S =   





 

hk

1

h

k

k

h

12

1

4

1
STS

2

1
31  

bağıntısı elde edilir. 

 

2.2. Hardy Toplamları 

 Hardy toplamları Tanım 1.2.5’de verilmişti. Şimdi bu toplamların bazı 

özelliklerini görelim. 

Teorem 2.2.1 : (h,k) = 1, h, k  Z, k > 0 olsun. Hardy toplamları ile Dedekind toplamı 

arasında aşağıdaki eşitlikler vardır. 

i. h + k tek ise (h,k) = 8s(h,2k) + 8s(2h,k) – 20s(h,k), 

ii. h çift ise s1(h,k) = 2s(h,k)  4s(h,2k), 

iii. k çift ise s2(h,k) =  s(h,k) + 2s(2h,k), 

iv. k tek ise s3(h,k) = 2s(h,k)  4s(2h,k), 

v. h tek ise s4(h,k) =  4s(h,k) + 8s(h,k), 

vi. h + k çift ise s5(h,k) =  10s(h,k) + 4s(2h,k) + 4s(h,2k). 

Bu teoremin ispatında ((x)) fonksiyonunun bazı özelliklerini kullanacağız  

x  Z ise  

      















2

x
4x21 x  

eşitliği vardır (Rademacher ve Whitemann (1941)). ((x)) fonksiyonun tanımından 
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     


















 
















2

1

2

x

2

x
4

2

1
xx2

2

x
4x2  

   = 1 – 2[x] + 4 





2

x
 = 1 – 2 [x] + 4

 






2

x
 

   =

   

     

















 





isetekx,
2

1x
4x21

iseçiftx,
2

x
4  2[x]1

 

   =   x1 . 

İspat : ii. (h,k) = 1 ve h çift olduğundan 

    
























k

j
1k,hs

k

hj
k

1j
1  

  = 




































































 1k

1j

1k

1j k

j

k2

hj
4

k

j

k

hj
2  

=2s(h,k) – 4s(
2

h
,k) =2s(h,k) – 4s(h,2k) 

bulunur. Diğerleri de benzer şekilde ispatlanır. 

Teorem 2.2.2 : (h,k) = 1 ve h, k  Z, k > 0 olsun. Bu durumda, 

i. k tek ise s1(k,h) = s2(h,k) = 0, 

ii. k çift ise s3(h,k) = 0, 

iii. h + k tek ise s5(h,k) = 0. 

 Bu teoremin ispatı tanım yardımıyla kolayca bulunur. 

Teorem 2.2.3 : Hardy toplamlarının analitik ifadeleri aşağıdaki eşitliklerle verilir. 

i. h + k tek ise    









 




1n k2

1n2h
tan

1n2

14
k,hS , 
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ii. h çift ve k tek ise    

 













 




kmod01n2
1n

1 k2

1n2h
cot

1n2

12
k,hs , 

iii. h tek ve k çift ise  
 













 




kmod0n2
1n

2 k

hn
tan

n

1

2

1
k,hs , 

iv. k tek ise   









 




1n
3 k

hn
tan

n

11
k,hs , 

v. h tek ise    









 




1n
4 k2

1n2h
cot

1n2

14
k,hs , 

vi. h ve k tek ise    

 













 




kmod01n2
1n

5 k2

1n2h
tan

1n2

12
k,hs . 

Burada (h,k) = 1 ve k > 0. 

İspat : Teoremin iki farklı ispatı yapılmıştır. Bunlardan biri Goldberg (1981, thesis), 

diğeri Berndt ve Goldberg ([6], 1982). 

Teorem 2.2.4 : Hardy toplamları aşağıdaki üç-terim bağıntısını gerçekler. 

i. a, a çift ve  a2mod1cc   ise  

S(bc,a) + S(ca,b) + S(ab,c) = 1 

ii. a, a çift ve  a2mod1cc   ise 

s3(ab,c) + s1(ca,b) – 
2

1
s4(bc,a) = 

bc2

a

2

1
  

iii. b çift ise 

s1(bc,a)  2s2(ca,b) + s3(ab,c) = 





 

ab

c

bc

a

2

1

2

1
 

dır.  

Bundan başka a, a çift ve  a2mod1cc   ise 
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s(2ab,c) + s(ca,2b) + s(bc,a) = 
ab24

c

ac24

b

bc6

a

4

1
  

ve b çift ise 

s(2ab,c) + s(2ca,b) + s(2bc,a) = 
ab24

c

ac24

b

bc6

a

4

1
  

İspat : Pettet ve Sitaramachandrarao ([20], 1987). 

 

2.3. Dedekind Toplamının İşareti 

 1963 yılında sayılar teorisi sempozyumunda H. Rademacher, Dedekind 

toplamları ile ilgili üç problem önermişti ([24], 1974). Bunlar sırasıyla aşağıdadır; 

1. 
2

2

1

1

k

h
,

k

h
 ardışık iki Farey kesri olsun. Eğer s(h1,k1) > 0 ve s(h2,k2) > 0 ise 

s(h1+h2,k1+k2) > 0 mıdır?  

2. s(h,k) toplamı düzlemde yoğun mudur? 

3. s(h,k) toplamı herhangi bir reel sayının komşuluğunda sınırlı mıdır? 

Bu sorulardan birincisinin yanıtı ters bir örnek göstererek Rosen ([25], 1977) tarafından 

verildi. Örneğin 
8

3

27

10
  iki ardışık Farey kesri ve bunların mediantı 

35

13
 dir. 

s(10,27)= 
162

1
 > 0 ve s(3,8) = 

10

1
 > 0 olmasına karşın s(13,35) =

14

1
  < 0. 

Diğer taraftan Asai ([3], 1984) D(h,k)=12ks(h,k) fonksiyonunu tanımlayarak negatif 

olduğunu farklı bir yoldan ispatladı. 

İkinci sorunun yanıtı Hickerson ([16], 1977) tarafından sürekli kesirler yardımıyla 

yapıldı. Sürekli kesirler kullanılarak Dedekind toplamı ile ilgili çeşitli bağıntılar Lin 

([18],1992) tarafından verildi. 

Üçüncü sorunun ilk ispatı Barkan ([5], 1977) tarafından yapıldı. Daha sonra farklı 

yollardan sınırlılığı ispatlandı. 
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3. MATERYAL ve METOD  

 

3.1. S(h,k) ve s4(h,k) Toplamları 

Önteorem 3.1.1 : (c,d) = 1ve c > 0 olsun.  

i. c ve d tek ise S(d,c) = 0, 

ii. d çift ise s4(d,c) = 0. 

İspat :  

i. c, d tek olduğundan bazı n Z için d = c – 2n olarak yazılabilir. 

S(d,c) = S(c – 2n,c) =  
 





 




 

c

jn2c
1j1c

1j

1  

=  







 

c

nj2
1j21c

1j

1  =  









 

c

nj2
1c

1j

1 .                                (3.1) 

(3.1)’in üstleri j ve (c - j) olan terimlerin işaretleri zıt olduğundan toplamları sıfırdır. 

ii. Benzer olarak bulunabilir. 

Teorem 3.1.2 : (a,b) = 1, 0  a  b, x, y negatif olmaya tamsayılar öyle ki ay – bx = 1 

sağlansın ve y > 0 olsun. Bu durumda kN için 

i.  S(x+ak,y+bk) =         




 
1k

0

kbababa )y,x(S11)b,a(S1


 , 

ii. s4(x+ak,y+bk) =       





1k

0
4

aka
4

a )y,x(s11)b,a(s1


  . 

Bu teoremi ispatlamadan önce aşağıdaki üç önteoremi ispatlayalım. 

Önteorem 3.1.3 : (a,b) = 1, 0  a  b olsun. 1  m  b, 0    < k ve ay – bx = 1 olacak  

şekilde negatif olmayan x, y, m,  , k tamsayıları verilsin ve y > 0 olsun. Bu durumda  

i. 
   























bky

makx

bky

makx 
, 
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ii. Eğer m < y ise  

   






















bky

makx

bky

kmakx 
. 

İspat :   = 0 için eşitsizliğin sağlandığı açıktır. 1  < k için 

     






















bky

makx

bky

1kmakx 
 

olduğunu göstermek yeterlidir. Kabul edelim ki 

     






















bky

makx

bky

1kmakx 
                                                   (3.2) 

olsun. b  1, y  1 olduğundan (k – 1) < (y + bk) olur, buradan 

     






















bky

makx

bky

1kmakx 
 1                                             (3.3) 

elde edilir. (3.3) doğru ise  

(y + bk)(x + ak)m  j                                                                         (3.4) 

olacak şekilde 1  j  k – 1, j  Z vardır. Eğer (3.4) doğru ise öyle t > 0 vardır ki  

(y + bk)t = (x + ak)m  j                                                                      (3.5) 

eşitliği sağlanır. (a,b) = 1 ve ay – bx = 1 olduğundan 

a(y + bk) – b(x + ak) = 1                                                                   (3.6) 

ve 

–aj(y + bk) – (–bj)(x + ak) =  j                                                           (3.7) 

olur. 

 A(y + bk) – B(x + ak) =  j denkleminin bir çözümü n  Z için 

A = – aj + n(x + ak), B = – bj + n(y + bk)                                            (3.8) 

dır. (3.5), (3.7) ve (3.8)’den  

m = – bj + n0(y + bk) ve t = – aj + n0(x + ak) 
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olur. m için ifadeyi yeniden düzenleyerek  

m = b(n0k – j) + n0y                                                                              (3.9) 

olur.  

i. n0 > 0 ise k > j olduğundan m > b bulunur, 

ii. n0  0 ise m < 0 olur ki bu da varsayımla çelişki teşkil eder. Bu da 

(3.2)’deki varsayıma bir çelişki olup, önteorem ispatlanmış olur. 

Önteorem 3.1.4 : (a,b) = 1, ay – bx = 1 ve 1 m < b olacak şekilde a, b, x, y, m negatif 

olmayan tamsayılar ve y > 0 olsun. k  N için   

 
















b

ma

bky

makx
.                                                                       (3.10) 

İspat : (a,b) = 1 ve m < b olduğundan b   ma. ay – bx = 1 ve 1
bky

m



eşitsizliğini 

kullanarak 

   
 
































bkyb

m

b

ma

b

ma

b

ma

bky

makx

bky

makx
  

         =
 









 

b

ma

b

bkym

b

ma
  

elde olur. 

Önteorem 3.1.5 : (a,b) = 1, ay – bx =  1 ve 1 m < y olacak şekilde a, b, x, y, m 

negatif olmayan tamsayılar ve y > 0 olsun. k  N {0} için  

 




















y

mx

bky

makx
                                                                          (3.11) 

İspat : k = 0 için açıktır. k  1 için ay – bx = 1 den 

      
 

  
  






































1kby

m1kax

1kby

m1kax

bky

makx

bky

makx

y

mx
 


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  
      











1kbybky

m

1kby

m1kax
  

  
 

 
  













1kby

bkym

1kby

m1kax
  

  1bkym  ve (3.6)’dan (y + b(k + 1))   m(x + a(k +1)), 

 




















y

mx

bky

makx
 

bulunur. 

Teorem 3.1.2’nin ispatı :  

i. S(x+ak,y+bk) =  
 















 

bky

jakx
1j1bky

1j

1   
 















 

bky

jakx
1jbk

1j

1   

   
 















 

bky

jakx
1j1bky

1bkj

1  

yazılabilir. Sağdaki ilk toplama R1, ikinciye R2 diyelim. R1 toplamı 

R1  
 

 

  



















1k

0

bky

jakx
1j1b

1bj

1






 
  

 




















1k

0

bky

bmakx
1bmb

1m

1





                 (3.12) 

olarak yazılabilir. ay – bx = 1 den 

  











bky

bmakx 
=

 











bky

abkbxmakx 
=

   











bky

abk1aymakx 
 

=
   












bky

bkyamakx   













bky

makx 
 + a       (3.13) 

bulunur. (3.12), (3.13) ve Önteorem 3.1.3.i ’den 

R1 =     
 

 


 












 
1k

0

b

1m
bky

makx
1mba 11



  


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bulunur. Önteorem 3.1.4’ü kullanarak 

R1 =       
 

 


 










































1k

0

b

1m

bky

bakx
1b

b

ma
1m

ba 111


                        (3.14) 

elde edilir. Toplamın son terimi 

b + 1 + 
 












bky

bakx
= b + 1 + 











bky

abkbx
 

= b + 1 + 









bky

abk1ay 
= b + 1 + a +  








 bky

1
         (3.15) 

olarak yazılabilir. (3.15), (3.14) ve S(a,b) ’nin tanımından 

R1 =   





1k

0

ba1


     ba1b,aS                                                           (3.16) 

bulunur.  

 Şimdi R2’yi hesaplayalım. Önteorem 3.1.4 ve Önteorem 3.1.5.i ’yi kullanarak 

R2 =  
 















 

bky

jakx
1j1bky

1bkj

1  =  
  















 

bky

bkmakx
1bkm1y

1m

1  

     =  
 















 

bky

kmakx
ak1bkm1y

1m

1



=     
 
















  
bky

makx
1m1y

1m

kba 11  

=     












  
y

mx
1m1y

1m

kba 11 =   kba1  S(x,y)                                     (3.17) 

eşitliği yazılabilir. (3.16) ve (3.17)’yi birleştirerek 

S(x+ak,y+bk) =         




 
1k

0

kbababa )y,x(S11)b,a(S1


  

elde edilir. 

ii. Aynı yöntemle bulunur. 
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Sonuç 3.1.6 : (a,b) = 1, 0  a  b ve ay – bx = 1 olacak şekilde x, y negatif olmayan 

tamsayılar ve y > 0 olsun. Bu durumda 

i. a ve b tek ise S(x+ak,y+bk) = k + S(x,y), 

 ii. a çift ise s4(x+ak,y+bk) = k + s4(x,y). 

İspat: i. a + b çift olduğundan Teorem 3.1.2.i ve Önerme 3.1.1.i ’den  

S(x+ak,y+bk) =  k + S(x,y) 

elde edilir. 

 ii. a çift olduğundan Teorem 3.1.2.ii ve Önermem 3.1.1.ii ’den 

s4(x+ak,y+bk) = k + s4(x,y) 

bulunur. 

Sonuç 3.1.7 : (a,b) = 1, 0  a  b ve ay – bx = 1 olacak şekilde x, y negatif olmayan 

tamsayılar ve y > 0 olsun. Bu durumda 

i. a + b, x ve y tek ise  

S(x+ak,y+bk) =  



isetekk1b,aS

iseçiftk0


, 

ii. a tek, x çift ise  

s4(x+ak,y+bk) =  



 isetekk1b,as

iseçiftk0

4
. 

İspat : i. Teorem 3.1.2.i ve Önerme 3.1.1.i ’den 

S(x+ak,y+bk) =     





1k

0

1b,aS1


   

=  



isetekk1b,aS

iseçiftk0


 

bulunur. 

 ii. Benzer şekilde elde edilir.  
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Sonuç 3.1.8 : (a,b) = 1, 0  a  b ve ay – bx = 1 olacak şekilde x, y negatif olmayan 

tamsayılar ve y > 0 olsun. Bu durumda 

 i. a + b tek ve x + y tek ise  

S(x+ak,y+bk) = 
 





isetekk0

iseçiftk1b,aS 
, 

 ii. a tek ve x tek ise  

s4(x+ak,y+bk) = 
 



 

isetekk0

iseçiftk1b,as4 . 

İspat: i. k = 1 için ay – bx = 1 ve Önteorem 3.1.1 ’den S(x+a,y+b) = 0, 2  k ise 

Önteorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.2 ’den 

 S(x+ak,y+bk) = S(x+a+a(k – 1),y+b+b(k – 1))  

=      




 
2k

0

1k )by,ax(S11)b,a(S1


   

=    





2k

0

1)b,a(S1


  = 
 





isetekk0

iseçiftk1b,aS 
 

bulunur.  

ii. Benzer yöntemle gösterilir. 

Sonuç 3.1.9 : (a,b) = 1, 0  a  b ve ay – bx = 1 olacak şekilde x, y negatif olmayan 

tamsayılar ve y > 0 olsun. Bu durumda 

 i.  a + b tek ve x + y tek ise S(a,b) – S(x,y) = 1, 

 ii.  a tek ve x tek ise s4(a,b) – s4(x,y) =  1. 

İspat : i. Teorem 3.1.2.i ’de k = 1 alalım 

S(x+a,y+b) = S(a,b)   ba1  +   ba1  S(x,y)                                 (3.18) 

elde edilir. k = 1 için Sonuç 3.1.8.i ’den 

S(x+a,y+b) = 0                                                                                    (3.19) 

bulunur. Böylece  
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S(a,b) – S(x,y) = 1 

elde olur. 

 ii. Aynı yöntemle bulunur. 

Sonuç 3.1.10 : (a,b) = 1, 0  a  b ve ay – bx = 1 olacak şekilde x, y negatif olmayan 

tamsayılar ve y > 0 olsun. Bu durumda 

 i. a + b tek, x + y tek ve k çift ise S(x+ak,y+bk) = S(x,y), 

 ii. a tek, x tek ve k çift ise s4(x+ak,y+bk) = s4(x,y). 

İspat: i. Sonuç 3.1.8.i ’den  

S(x+ak,y+bk) = S(a,b)  1 

elde olur. Sonuç 3.1.9.i ’den  

S(x+ak,y+bk) = S(x,y). 

 ii. Benzer şekilde bulunur. 

 

3.2. Rademacher’ın Soruları 

 S(d,c) toplamı ile ilgili olarak Rademacher’ın sorularını tekrar ele alalım. (d,c)=1 

ve g(
c

d
) = S(d,c) olarak tanımlayalım. q  Z için S(qd,qc)   S(d,c). 

1. g(x) herhangi bir reel sayının komşuluğunda sınırlı mıdır? 

2. 
2

2

1

1

k

h
,

k

h
 ardışık iki Farey kesri olsun. Eğer g(

1

1

k

h
) > 0 ve g(

2

2

k

h
) > 0 ise 

g(
21

21

kk

hh




)  0  mıdır? 

g(
c

d
+2) = S(d+2c,c)  

=  
 





 




 

c

jc2d
1j1c

1j

1  =  







 

c

dj
1j1c

1j

1  = S(d,c) = g(
c

d
).               (3.20) 
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Bu ifade, g(x) fonksiyonunun 2 ile periyodik olduğunu gösterir. Ayrıca 

S(d+c,c) =  
 





 




 

c

jcd
1j1c

1j

1  =  







 

c

dj
1j21c

1j

1 =  









 

c

dj
1c

1j

1  = s4(d,c).           (3.21) 

Teorem 3.2.1 : g(x) fonksiyonu herhangi bir gerçel sayının komşuluğunda alttan ve 

üstten sınırsızdır. 

İspat: r  R,  > 0 verilsin ve (3.20) ’den r  [0,2) alabiliriz. r  [0,1] ise (a,b)=1, a, b 

tek ve 


b

a
r  

olacak şekilde 
b

a
 vardır.  

ay1 – bx1 = 1 olacak şekilde x1, y1  N olsun. Yeteri kadar büyük k N için  






bky

akx
r

1

1  

olur. Sonuç 3.1.6.i ’den 

g(
bky

akx

1

1




) = k + O(1), k   için üstten sınırsız olur. 

Benzer olarak ay2 – bx2 = 1 ve 






bky

akx
r

2

2  

olacak şekilde x2, y2  N vardır. Sonuç 3.1.6.i ’den  

 g(
bky

akx

2

2




) = k + O(1), k   için alttan sınırsızdır. 

Bu son iki ifadeden g(x), bu komşulukta sınırsızdır. 

Eğer  r  (1,2) ise aynı yöntem (r – 1) için uygulanıp aynı sonuçlar elde edilir. 
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4. BULGULAR 

 

4.1. s1(h,k), s2(h,k), s3(h,k), s5(h,k) Toplamlarının Seri İfadeleri 

Teorem 4.1.1 : (a,b) = 1, 0  a  b ve ay – bx = 1 olacak şekilde x, y negatif olmayan 

tamsayılar ve y > 0 olsun. Bu durumda k  N için,  

i. s1(x+ak,y+bk) =            








1k

0

aa
14 11b,as2

bky2

b
bky,akxs

2

1



  

+         y,xys2y,xbks
bky2

1
1 14

ak 


  +       









 



1k

0

aa
4 2

1
11b,as

bky

b



   

+    y,xs
2

1
1 4

ak ,             (4.1) 

ii. s2(x+ak,y+bk) =  
2

1
s3(x+ak,y+bk) + 

  
    1bky1

bky2

1bkyakx 



 

 
  



 







2

bky

bky2

1 1bky

+          























1k

0

bbb
2 1

2

b

2

1
1

2

1ba
1b,abs

bky

1



  

+          


 

















 


























1k

0
3

b2b

2

1
b,as1

bky

1
1b1ab

2

b
a21

bky

1



 


  

+ 
 

   









 


 1k

0

b
b

2

1
ab1

bky2

11



  + 
   



























 

2

y

2

1

y

bxk
ak

2

1yx

bky

1 bky

 

+ 
       










 






 







2

11

2

1
akbky,xs

2

ybk2
y,xys

bky

1 y

32

bk

,                (4.2) 

iii. s3(x+ak,y+bk)=   1bky1
2

bky

bky

akx 



 




 +
 
4

11 bk   



 

2

y

y

x
1 bky  

+        










































1k

0

b
3

b
b 1b,as

4

11

bky

1
a

2

b

b

a
1




+ (1)bks3(x,y) 
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+
   






 1k

0

b
b

1
2

11
a



   +    
2

11
ak1

y
bk 

 ,                              (4.3) 

iv. s5(x+ak,y+bk) = 
2

1
S(x+ak,y+bk) + 

  
   






 




 
y,xS

2

ybk2
y,xys

bky

1
5

kba

  

+       
















 


1k

0

ba
ba

5 1
2

1
b.as

bky

b



  

        




 





 



1k

0

baba

2

1
11b,aS

bky

b



                              (4.4) 

İspat: s1(a,b)’nin tanımından 

 i. s1(x+ak,y+bk) =  

 










































1bky

1j

bky

jakx

bky

j
1  

=  
 


























1bky

1j

bky

jakx

1j
bky

1
  

 
























1bky

1j

bky

jakx

1
2

1
        (4.5) 

yazılır. (4.5)’in sağ tarafındaki ilk terimi A, ikinci terimi ise B ile gösterelim. s4(a,b)’nin 

tanımı göz önüne alınırsa B = s4(x+ak,y+bk) olduğu görülür. Şimdi A toplamını 

hesaplayalım. 

 A =  

 






















bk

1j

bky

jakx

1j +  

 
























1bky

1bkj

bky

jakx

1j = A1 + A2       (4.6) 

olarak yazılabilir. j = m + b   dönüşümü yapılırsa 

A1 =  

 
 

 


























1k

0

1b

1bj

bky

jakx

1j






=   

  

 


 



















1k

0

b

1m

bky

bmakx

1bm




  

olur. (3.13) ve Önteorem 3.1.4’den  
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 A1 =    

 

 


 



















1k

0

b

1m

bky

makx

a 1m1


 +     


 






























1

0 1

11
k b

m

bky

makx

a b


   

elde edilir. 

 A1,1 =  
 






















b

1m

bky

makx

1m  ve A1,2 =  
 






















b

1m

bky

makx

1  

denirse  

A1 =  





1k

0

a1


  A1,1 +  





1k

0

a1


 A1,2         (4.7) 

olur. Şimdi A1,1 ve A1,2 hesaplayalım. 

 A1,1 =  
 

 
 








































bky

bakx
1b

1m

bky

makx

1b1m  

 
 

































bky

1
a

bky

abk1ay

bky

bakx 
 ve Önteorem 3.1.4’den 

 A1,1 =    a
1b

1m

b

ma

1b1m 
















  

bulunur. Diğer taraftan  

 s1(a,b) =  

















1b

1m

b

ma

1m
b

1  

















1b

1m

b

ma

1
2

1
 

den  

  

















1b

1m

b

ma

1m = bs1(a,b) + 
2

b
 s4(a,b) 

bulunur. O halde  
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 A1,1 = bs1(a,b) + 
2

b
 s4(a,b)  a1b   

olur. Benzer şekilde  

 A1.2 = s4(a,b)  a1  

bulunur. Bunlar (4.7)’de yerleştirilirse  

A1 = bs1(a,b)  





1k

0

a1


 +b(s4(a,b)  a1 )   





 



 2

1
1

1k

0

a 


  a1
2

b
  






1k

0

a1


  

elde edilir. Şimdi A2’yi hesaplayalım. Önteorem 3.1.3.ii ’den 

 A2 =      






 

 y,xs
2

ybk2
y,xys1 41

ak  

Bu sonuçlar (4.5)’de yerine yazılırsa (4.1) elde edilir. 

Aynı hesaplama yöntemiyle s2(x+ak,y+bk), s3(x+ak,y+bk), s5(x+ak,y+bk) toplamları 

için de ifade edilen sonuçlar elde edilir. 

 Bundan sonra vereceğimiz sonuçlarda Teorem 4.1.1’in varsayımları kabul 

edilecektir. 

Sonuç 4.1.2 : 

i. a, x tek ve k çift ise s1(x+ak,y+bk) = 0 

ii. a, x tek ve k tek ise s1(x+ak,y+bk) =    bky

b
yxs




2
,

2

1
4  

İspat: Teorem 2.2.2.i ’den s1(a,b) = s1(x,y) = 0 ve (4.1) ifadesinde bazı düzenlemeler 

yapılırsa 

i. s1(x+ak,y+bk)=   bky,akxs
2

1
4  +      y,xbks

bky2

1
1 4

k


  

   








1k

0

1
bky2

b



 +     









 



1k

0
4 2

1
11b,as

bky

b



  +    y,xs
2

1
1 4

k  

olarak yazılabilir. k çift olduğundan da 
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 
2

k
1

1k

0









  ve   01
1k

0






  

olduğu kolayca görülür [Apostol ve Vu ([2],1982,s. 20)]. Sonuç 3.1.9.ii ve Sonuç 

3.1.10.ii göz önüne alınırsa 

s1(x+ak,y+bk) =   y,xs
2

1
4  +    y,xs

bky2

bk
4

 

    y,xs
bky2

bk
4

 +  y,xs
2

1
4  = 0 

ii. a, x ve k tek olduğundan Sonuç 3.1.8.ii ve Sonuç 3.1.9.ii gereği 

s1(x+ak,y+bk) =     







1k

0
4 11b,as

bky

b



       y,xs
bky2

ybk2
4


 

+      














1k

0
4 11b,as

2

1

bky

b



  

Diğer taraftan k tek için 

   
2

1k
1

2

k
1 1k

1k

0






 




 


  ve   11
1k

0






  

olduğundan 

s1(x+ak,y+bk) = 
 
   y,xs

bky2

1kb
4


     y,xs

bky2

bk
4

 y,xs
2

1
4  

+    y,xs
bky2

b
4  bky2

b


  =  y,xs

2

1
4  bky2

b


  

Sonuç 4.1.3 : 

i. b çift ise  4s2(a,b) + 2s3(x,y) = 
by

1byy2 
  

 ii. y çift ise  4s2(x,y) + 2s3(a,b) = 
by

1byb2 
  

İspat: s2(x+ak,y+bk), (4.2) yardımıyla 
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s2(x+ak,y+bk) =  
2

1
s3(x+ak,y+bk) + 

  
    1bky1

bky2

1bkyakx 



  

 
  



 







2

bky

bky2

1 1bky


bky

1


(A1 + A2) 

olarak yazılabilir. Burada  

A1 =        





 


 




 b,abs1

2

1ba
1 2

1b
1k

0

b



  + 
    






 

 




2
1k

0

b
b

ab
2

b
1

2

11






  

        +       













 






 



 






2

1
b,abs

2

1
a2

2

b
11 3

1b
1k

0

b 


  

        +      2
1k

0

bb 1ab11  







  +       









 


 bky

1
1b11

1k

0

bb 




 . 

A2 =   







 

2

1

y

bkx
ak1 1bky







2

y
 +    







 


 2

y
bk abkbk

2

1

2

11
1  

            
2

1yx
1 bky 

        





 


 y,xysy,xs

2

ybk2
1 23

bk  

dır. 

 i. b çift olsun. ay – bx = 1 den y tek ve Teorem 2.2.2 ’den s3(a,b) = s2(x,y) = 0 

olup, 

A1 =  bks2(a,b) + 




















bky

1

2

bk

bky

1

2

bk

4

bk

2

abk

2

ak 222 
 

ve 

A2 =  y,xs
2

ybk2

y2

bkx

2

bkx

2

ak

2

aky

4

1

4

y

2

x

2

xy
3


  

bulunur. Bu değerleri yukarıda yerine yazıp, ilk olarak ay – bx = 1 alınır ve gerekli 

işlemler yapılır ise sonucun ilk kısmı, ay – bx = 1 alınır ise sonucun ikinci kısmı elde 

edilir. 
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ii. y çift olsun. ay – bx = 1 den b tek ve Teorem 2.2.2 ’den s3(x,y) = s2(a,b) = 0 

olur ve i.) ’deki yöntemle benzer şekilde bulunur.  

Sonuç 4.1.4 : b, y tek ve k tek ise  s3(a,b) – s3(x,y) =  1by
by2

1
  

İspat: b, y tek ve k tek ise y+bk çift olur ve Teorem 2.2.2 ’den s3(x+ak,y+bk) = 0 olur. 

Bu değerler (4.3)’de yerine yazılır ve bazı işlemler yapılır ise  

s3(a,b) – s3(x,y) = 










bky

1

2

1

b2

a

y2

x 
 

elde edilir. ay – bx = – 1 alınırsa  

s3(a,b) – s3(x,y) =  1by
by2

1
  

bulunur, ay – bx = 1 alınırsa  

s3(a,b) – s3(x,y) =  1by
by2

1
  

elde edilir. 

Sonuç: 4.1.5 : 

i. a + b tek, x + y tek ve k çift ise s5(x+ak,y+bk) = 0, 

ii. a + b tek, x + y tek ve k tek ise s5(x+ak,y+bk) =    bky2

b
y,xS

2

1


 . 

İspat: i. a + b tek, x + y tek olsun. Teorem 2.2.2 ’den s5(a,b) = s5(x,y) = 0 ve (4.4) 

denkleminde Sonuç 3.1.10.i  kullanılırsa  

s5(x+ak,y+bk) = 
2

1
S(x,y)    









1k

0

1
bky2

b





   y,xS
bky2

ybk2




  

     









 



1k

0 2

1
11b,aS

bky

b



   

elde edilir. Sonuç 3.1.9.i kullanılır ve k ’nın çift olduğu göz önüne alınırsa  
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s5(x+ak,y+bk) = 
2

1
S(x,y)    y,xS

bky2

bk


  y,xS

2

1
    y,xS

bky2

bk


 = 0 

 ii. a + b tek, x + y tek ve k tek olduğundan Sonuç 3.1.8.i ve Sonuç 3.1.9.i  gereği 

s5(x+ak,y+bk) =     1y,xS
bky2

b



  

 
   y,xS

bky2

1kb




    y,xS
bky2

ybk2




  

   =  y,xS
2

1

 bky2

b


  

Sonuç 4.1.6 : 

 i. a çift ise 2s1(a,b) + s4(x,y) = 
b

by 
  

 ii. a, b tek ise 2s5(a,b)  S(x,y) = 
b

by 
  

İspat: i. a çift olduğundan Teorem 2.2.2 gereği s4(a,b) = 0 ve Sonuç 3.1.6.ii göz önüne 

alınarak (4.1) bağıntısında gerekli işlemler yapılırsa  

s1(x+ak,y+bk) = 
 
 bky2

kby




  bky

bk


 s1(a,b)  bky2

bk


  s4(x,y) 

elde edilir. x + ak tek olduğundan Teorem 2.2.2 gereği s1(x+ak,y+bk) = 0 dır. Buradan 

istenen sonuç çıkar. 

 ii. Benzer şekilde bulunur. 

Sonuç 4.1.7 : b çift ise  

 s3(x+ak,y+bk) =  bky2

akx




 


















bky

1

2

1
k


+

y2

x
 + s3(x,y). 

İspat: b çift olsun. Teorem 2.2.2 gereği s3(a,b) = 0 ve ay – bx = 1 den y tek olur. (4.3) 

bağıntısında gerekli işlemler yapılarsa,  

s3(x+ak,y+bk) =  bky2

akx




 +
2

x
+

2

ak

2

k
 ak 











bky

1
k



2

x
 +

y2

x
+ s3(x,y)  

=  bky2

akx




 


















bky

1

2

1
k


+ 

y2

x
 + s3(x,y) 
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bulunur. 

 

4.2. s1(h,k), s3(h,k), s5(h,k) Toplamlarının Sınırlılığı ve Sağladıkları Bazı 

Eşitsizlikler 

Sonuç 4.2.1 : (a,b) = 1, a, b, x tek ve a2  1(mod b) olsun. 

 i. Eğer ay – bx = 1 ise  2  s1(x+ak,y+bk)  
2

3
 

 ii. Eğer ay – bx = 1 ise  
2

3
  s1(x+ak,y+bk)  2 

İspat: a, b, tek ve a2 1(mod b) olduğundan s4(a,b)= 0 (Goldberg [14], 1981, s. 110), 

Teorem 2.2.2 ve Sonuç 3.1.9.ii ’den s1(a,b) = s1(x,y) =0 ve s4(x,y) = 1. Bu değerler 

altında (4.1) bağıntısı yeniden düzenlenirse 

s1(x+ak,y+bk) = 
      
























bky

bk
1

2

k

bky

b
1

2

11

2

1 kk
k

 

      
 










 






2

11

bky

b

bky2

y
1

k
k  

olur. 

 i. ay – bx = 1 olsun 

s1(x+ak,y+bk) = 
     

bky

bk
1

2

k

bky

b
1

2

11

2

1 kk
k












  + 

 
 bky2

y1 k




 

   
 
2

11

bky

b k


  

   bky

bk

bky2

bk

2

1





  bky2

y


  

=  bky2

bk3

2

1


  bky2

y


  

k   için s1(x+ak,y+bk)   2 olur. 
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Diğer taraftan 

s1(x+ak,y+bk)  
 
  bky

bk

bky2

1kb







 +  bky2

y

 bky

b


 = 

2

1
 +  bky2

bbk2




 

k   için s1(x+ak,y+bk)  
2

3
 bulunur. 

 ii. Benzer şekilde ay – bx = 1 ise  
2

3
  s1(x+ak,y+bk)  2 olduğu görülür. 

Sonuç olarak a, b, x tek ve a2  1(mod b) koşulları altında 

s1(x+ak,y+bk) 2 

Sonuç 4.2.2 : (a,b) = 1, a çift, b tek, x + y tek ve a2  1(mod b) olsun. 

i. Eğer ay – bx = 1 ise  2  s5(x+ak,y+bk)  
2

3
, 

 ii. Eğer ay – bx = 1 ise  
2

3
  s5(x+ak,y+bk)  2. 

İspat: a çift, b tek ve a2  1(mod b) olduğundan S(a,b) = 0 (Goldberg [14], 1981, s. 

110), Teorem 2.2.2 ve Sonuç 3.1.9.ii ’den s5(a,b) = s5(x,y)=0 ve S(x,y)=  1. Bu 

değerler altında (4.4) bağıntısı yeniden düzenlenirse 

s5(x+ak,y+bk) = 
      
























bky

bk
1

2

k

bky

b
1

2

11

2

1 kk
k

 

      
 










 






2

11

bky

b

bky2

y
1

k
k  

olarak yazılabilir. 

i. ay – bx = 1 olsun. 

s5(x+ak,y+bk) = 
     

bky

bk
1

2

k

bky

b
1

2

11

2

1 kk
k












  + 

 
 bky2

y1 k




 

   + 
 
2

11

bky

b k


  
2

1
   bky

bk

bky2

bk





  bky2

y


  
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= 1
bky

bk


 

k   için s5(x+ak,y+bk)   2 olur. 

Benzer düşünceyle, 

 s5(x+ak,y+bk) 
 
  bky

bk

bky2

1kb







  bky2

y


  =  bky2

b

bky

bk

2

1





  

olur. k   için s5(x+ak,y+bk)  
2

3
 bulunur. 

ii. Benzer şekilde ay – bx = 1 ise  
2

3
  s5(x+ak,y+bk)  2 olduğu görülür. 

Sonuç olarak a çift, b tek, x + y tek ve a2  1(mod b) koşulları altında 

s5(x+ak,y+bk) 2 

Sonuç 4.2.3 : a ve x tek olsun. 

 i. Eğer s4(x,y) 0 ise  2s4(x,y)  s1(x+ak,y+bk)  
2

3
 s4(x,y) 

ii. Eğer s4(x,y) 0 ise  
2

3
s4(x,y)  s1(x+ak,y+bk)  2 s4(x,y) 

İspat: a, x tek olduğundan Teorem 2.2.2 ve Sonuç 3.1.9.ii ’den s1(a,b)= s1(x,y)=0 ve 

s4(x,y)= s4(a,b)1. Bu değerlerle birlikte  Teorem 3.1.2 ’de göz önüne alınarak (4.1) 

bağıntısı yeniden düzenlenirse  

s1(x+ak,y+bk) = 
      
























bky

bk
1

2

k

bky

b
1

2

11

2

1 kk
k

 s4(x,y) 

+    
 










 






2

11

bky

b

bky2

y
1

k
k s4(x,y)  

 
2

11

bky2

b k


  

ifadesi elde edilir. 

 Eğer s4(x,y)  0 ise Sonuç 4.2.1.i ’deki işlemler tekrarlanır, eğer s4(x,y)  0 ise 

Sonuç 4.2.1.ii ’deki işlemler tekrarlanır. 
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Sonuç olarak, eğer a ve x tek  ise 

s1(x+ak,y+bk) 2s4(x,y). 

Sonuç 4.2.4 : a + b tek, x + y tek olsun. 

 i. Eğer S(x,y)  0 ise 
2

3
S(x,y)  s5(x+ak,y+bk)  2 S(x,y), 

ii. Eğer S(x,y)  0 ise 2S(x,y)  s5(x+ak,y+bk)  
2

3
 S(x,y). 

İspat: Sonuç 4.2.3 ’e benzer şekilde istenen sonuç kolayca görülebilir. 

 Sonuç olarak, eğer a + b tek ve x + y tek ise 

s5(x+ak,y+bk) 2S(x,y) 

 g(x) fonksiyonu 3.2 kesiminde ifade edilen fonksiyon olup 







b

a
g = s3(a,b) olarak 

alalım. Tanımdan, g(x) fonksiyonu 1 ile periyodik olduğu görülebilir. Gerçekten, 







 1

b

a
g = 






 

b

ba
g = s3(a+b,b) =    


















 


1b

1r

r

b

rba
1 =  


















 

1b

1r

r

b

ar
r1  

  =  



















1b

1r

r

b

ar
1  = s3(a,b) = 








b

a
g                                                    (4.8) 

Teorem 4.2.5 : g(x) = s3(x+ak,y+bk) fonksiyonu bir gerçel sayının komşuluğunda alttan 

ve üstten sınırsızdır. 

İspat: r  R ve  > 0 olsun. (4.8)’den r  [0,1) varsayabiliriz. Bu durumda öyle 
b

a
 

sayısı vardır ki (a,b) = 1, b çift ve  


b

a
r  

olur. ay1–bx1=1 olacak şekilde x1,y1N vardır. Bu durumda yeteri kadar büyük kN 

için 






bky

akx
r

1

1  
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sağlanır. Şimdi Sonuç 4.1.7’yi uygularsak  












bky

akx
g

1

1 = 
2

k

 bky2

akx

1

1




 +
1

1

y2

x
 + s3(x1,y1) 

elde edilir. k   için üstten sınırsız olduğu görülür. 

 Benzer şekilde ay2 – bx2= 1 ve 






bky

akx
r

2

2  

olacak şekilde x2, y2N vardır. Sonuç 4.1.7’den 












bky

akx
g

2

2 = 
2

k
  bky2

akx

2

2




 +
2

2

y2

x
 + s3(x2,y2) 

elde edilir. k   için alttan sınırsızdır.  

Sonuç 4.2.6 : 
h

k
1

1
, 

h

k
2

2
 ardışık Farey kesri olsun. Bu kesirlerin mediantı 

h h

k k
1 2

1 2




 

olmak üzere, 

 i. s3(h1,k1)  0 ve s3(h2,k2)  0 ise s3(h1+h2,k1+k2) = 0 

 ii. s1(h1,k1)  0 (s1(h2,k2)  0) ise s1(h2,k2)= 0 (s1(h1,k1)= 0) ve 

s1(h1+h2,k1+k2)= 0 

 iii. s2(h1,k1)  0 (s2(h2,k2) 0) ise s2(h2,k2)= 0 (s2(h1,k1)= 0) ve 

s2(h1+h2,k1+k2)= 0 

 iv. s5(h1,k1)  0 (s5(h2,k2) 0) ise s5(h2,k2)= 0 (s5(h1,k1)= 0) ve 

s5(h1+h2,k1+k2)= 0 

İspat: i. s3(h1,k1)  0 ve s3(h2,k2)  0 olduğundan Teorem 2.2.2 gereği k1 ve k2 tek 

olmak zorunda. Böylece k1 + k2 çift olur, bu ise s3(h1+h2,k1+k2) = 0 olması demektir. 

ii. Eğer s1(h1,k1)  0 (s1(h2,k2)  0) iken s1(h2,k2)  0 (s1(h1,k1)  0) olsa 

Teorem2.2.2’den h1 ve h2 çift olmalı. Ancak ardışık Farey kesirlerinin h2k1h1k2= 1 

özelliği ile çelişir. Böylece h1 (h2) çift ise h2 (h1) tek olmalı, bu da (h1 + h2 )’nin tek 

olması demektir. Yine Teorem 2.2.2’yi uygularsak istenen sonuç çıkar. 

 Aynı düşünceyle iii.) ve iv.) ’de elde edilir. 



SONUÇ 

 

 Hardy toplamları olarak bilinen S(h,k), si(h,k), i=1,2,3,4,5 fonksiyonlarından 

S(h,k) ve s4(h,k) fonksiyonları için J. Meyer seri ifadelerini, aralarında gerçekledikleri 

bazı bağıntıları ispatladı. 

 Biz de burada benzer yöntemle s1(h,k), s2(h,k), s3(h,k), s5(h,k) için seri 

ifadelerini verdik. Rademacher’in soruları yanıtlanmıştır. Bundan başka bu toplamların 

sağladığı bazı eşitsizlikler verilmiştir. 
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olarak görev yapmakta. 
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