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ONSOZ

Bu calisma esas olarak Giris, Kaynak Taramasi, Materyal ve Metot, Bulgular olmak
tizere dort ana boliimden olugmaktadir.

Girig boliimiinde II. tip Stirling sayilari, iistel polinomlar ve geometrik polinomlar
hakkinda tarihsel bilgiler verilip bu polinomlara ait 6zelliklerden bahsederek bu tezde ele
alinan harmonik geometrik polinomlarin incelendigi 6zellikler i¢in motivasyon verilmis-
tir.

Kaynak Taramasi boliimiinde geometrik polinomlara ait bazi 6zellikler incelenmistir.

Materyal ve Metot boliimiinde iirete¢ fonksiyonlar1 yontemi tanitilmistir.

Bulgular boliimiinde ilk olarak harmonik geometrik polinomlarin iirete¢ fonksiyo-
nunu elde edilmis, bu iirete¢ fonksiyonu yardimiyla harmonik geometrik ve geometrik
polinomlar icin yeni kapali formiiller elde edilmistir. Bunun disinda harmonik geometrik
ve geometrik polinomlarin, iki geometrik polinomun ¢arpimlarin toplamlarinin yine har-
monik geometrik ve geometrik polinomlar cinsinden yazilabildigini gosterilmistir. Son
olarak harmonik geometrik polinomlarin Euler ve Bernoulli sayilari ile olan iligkileri tes-
pit edilmis, bu iligkiler yardimiyla bu polinomlar icin elde edilen 6zellikler bu sayilara
tasinmustir. Tezin diger boliimleri Sonug, Kaynaklar ve Ozgecmis ile bitmektedir.

Bu calismanin, bu alana anlamli katkilar sunacag: ve ilgili konularda yapilan bilim-
sel arastirmalara yeni bakis agilar1 kazandirarak arastirmacilara ilham kaynag olacagini
diistinmekteyim.

Bu tez calismasi icin bilgi ve tecriibelerini eksik etmeyen ve calismaya her kosulda
zaman aywran sayin danismanim Dog¢. Dr. Levent Kargin’a tesekkiir ederim ve saygila-
rimi1 sunarim. Yiksek lisans egitimimde emegi gecen tiim boliim hocalarima, her zaman
varliklari ile yanimda olduklarini hissettiren ve beni destekleyen aileme ve kiymetli dost-

larima ayrica tesekkiirlerimi sunarim.
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GIRIS P. AKKANAT

1. GIRIS
n = 4 olsun ve Pascal liggeninin n. satirindaki terimleri, degisen isaretlerle ele alalim:
(1,—4,6,—4,1).

Bu listeyi bir vektor olarak diisiinelim ve bunu ardisik tamsayilarin karelerinden olusan

bir vektorle skaler carpima tabi tutalim:
(1,—4,6,—4,1)-(0,1,4,9,16) = 0.
Sonra kiipleri deneyelim:
(1,—4,6,—4,1)-(0,1,8,27,64) = 0.

Su ana kadar bir sonug¢ elde edemedik. Birinci dereceden kuvvetler ve sifirinci derece-
den kuvvetlerden olusan vektorler de skaler carpim olarak sifir verir. Ancak, dordiincii

dereceden kuvvetleri denedigimizde farkli bir sonug elde ederiz.
(1,-4,6,—4,1) - (0,1,16,81,256) = 24,

bulunur ki bu n! degerine esittir.

Bunlarin hepsi su garip hesaplamalarin 6rnekleridir:

" 0, egerm < n,
3 (Z) (—1)kk™ = (1.1)
k=0 (=1)™n!, egerm =n,
ve bu ifadeye zaman zaman kitaplarda ve makalelerde rastlanir. Bu sadece ilging bir tesa-
diif mii, yoksa arkasinda daha biiytik bir sey mi var? Ayrica, m > n oldugunda ne olur?
Bu teorem acik¢a daha fazla aciklamay: hak ediyor. (1.1) formiiliiniin gizemi, Stirling

sayilariyla olan baglantis1 sayesinde agiga c¢ikar. Klasik analizdeki eski bir sonu¢ bunu

ortaya koyar.

(—1)%!{:’;} - zn: (Z) (—1)kk™.

k=0
Burada {"}, IL tip Stirling sayilaridir (Graham vd. 1994, Gould ve Quaintance 2007).

Bu sayilarin su 6zellikleri vardir: Eger m < n ise {ZL} = 0 olur ve {;”1} = 1 dir. Bu

1



GIRIS P. AKKANAT

sayilar kombinatorik terimlerle su sekilde tanimlanabilir: {:’:}, m elemanl bir kiimenin
n bos olmayan alt kilmeye ayrilma sayisin1 gosterir. Sasirticidir ki, Stirling sayilari yak-
lagik bir yiizy1l sonra bambagka bir baglamda yeniden karsimiza ¢cikmustir. Bu sayilar,
Alman matematikc¢i Johann August Griinert’in (1797-1872) (Grunert 1843) numarali ¢a-
lismasinda yeniden ortaya konmustur. Griinert, {’;‘} sayilarina, listel fonksiyon e* lizerine
x% = (zD) diferansiyel operatoriinii art arda uygulayarak ulagmistir. Bu iglem, bir poli-

nom dizisi tiretmektedir.

(xD)e” = xe”
(xzD)? e" = (2* + )€

(xD)’e” = (2° + 322 + 2) "

S 1 R P 1

Griinert’in ¢aligmalarinda goriinen bu polinomlar, n = 0,1, - - - , i¢in
o, (x) = i {n}xk (1.3)
4 k=0 &

olarak gosterilir. i1k birkag terimi
wo () =1, ¢y (¥) =z, 5 () =2’ + ¢s () =23+ 3%+
dir. (1.2) formiiliinden iistel polinomlar
O () =" (xD)" e” (1.4)

biciminde operator yardimiyla veya

> ¢, (x) P eale-) (1.5)

n!

irete¢ fonksiyolar1 yardimiyla tanimlanabilir. Bu polinomlar bir¢ok matematikg¢i tarafin-
dan ele alinmistir. Ornegin S. Ramanujan ¢,, (x) polinomlarini ayrintili olarak incelemis-
tir. Ramanujan’in bu ¢alismalar1 daha sonra Berndt tarafindan sunulmustur (Berndt 1985).
Bu polinomlar daha sonralar1 Bell (Bell 1934a) ve Touchard (Touchard 1933, Touchard

1956) tarafindan da incelenmistir. Bell ve Touchard, bu polinomlara iistel fonksiyonlarla

2



GIRIS P. AKKANAT

iligkisinden dolay1 “iistel polinomlar” adini1 vermistir . Aslinda Bell, (Bell 1934b) nu-
marali ¢alismasinda ¢ok degiskenli daha genel bir polinom smuifi olan Y, ; yi tanitmis
ve , () bu sinifin tek degiskenli 6zel bir durumu olarak ortaya ¢cikmigtir. Bu nedenle
¢, (x) polinomlari, literatiirde tek degiskenli Bell polinomlar1 olarak da bilinmektedir
(Carlitz 1962, Gould ve Quaintance 2007, Zhao 2003).

Ustel polinomlarda z = 1 alinirsa

b = o (1) = i

elde edilir. Bu sayilar bazen iistel sayilar olarak adlandirilsa da, daha yaygin ve yerlesik
olan adlar1 Bell sayilaridir. Bu sayilar, hem sayma problemlerinde hem de analitik bag-
lamda cesitli ilgin¢ uygulamalara sahiptir. n. Bell sayis1 n elemanli bir kiimenin kag farkl
sekilde bos olmayan ayrik alt kiimelere boliinebilecegini ifade eder. Analitik olarak
S
n=0 n
serisinin hesabinda ortaya ¢ikmaktadir. Yukaridaki serinin = 1 durumunun hesab1 ¢cok
uzun ve ilging bir ge¢mise sahiptir. Bu seri ile ilk olarak 1877°de Dobinski ilgilenmistir.
Bu nedenle literatiirde Dobinski formiilii olarak bilinmektedir. Ancak Dobinski bu seriyi
sadece m = 8 degerine kadar hesaplayabilmistir (Dobinski 1877). Hemen sonra Ligowski
(Ligowski 1878), bu serinin hesabi i¢in bir yineleme bagintist elde etmistir. Ancak bu
sonuglardan daha 6nce Grunert (1.4) formiilii yardimiyla
"
z:% o= m (7)€

sekilde zaten hesaplamustir. Ustel polinomlarin ve Bell sayilarinin sagladigi diger 6zel-
likler i¢in caligmalarina bakabilirsiniz (Boyadzhiev 2005, Boyadzhiev 2009, Boyadzhiev
2012, Brychkov 2018, Dil ve Kurt 2011).

(xD) operatoriiniin m defa e® fonksiyonuna uygulanmasindan sonra ortaya ¢ikan po-
linomun matematikteki bazi problemlere ¢6ziim getirmesinden dolay1 bu operatoriin her-
hangi n kez tiirevlenebilir bir f fonksiyonuna uygulandiginda ortaya ¢ikan durum merak

konusu olmus ve asagidaki formiile ulagilmigtir:

(D) f(2) =Y {Z}f"k%f (2). (1.6)



GIRIS P. AKKANAT

Bu formiil ilk olarak Grunert tarafindan verilmistir (Grunert 1843). Formiiliin ispatinda
kullanilan teknikte Mellin doniisiimiinden yararlanilmasindan dolay1 bu operator litera-
tirde Mellin tiirev olarak bilinmektedir. Bu ispati (Boyadzhiev 2009) makalesinde bu-
labilirsiniz. Ayrica bu formiil Gould’un (Gould 2000) kitabinda tiimevarim yardimiyla
ispatlanmistir. Mellin tiirev operatdriiniin ilging bir uygulamasini da ilgili calismadan bu-

lunabilir (Knopf 2003). (1.6) formiiliinde

alinirsa

oldugundan

oo = (e ()

elde edilir. Yukaridaki esitligin sag tarafindaki ifadeyi

i {::}k'xk = wy, () (1.7)

k=0

olarak tanimlayacak olursak

1 1
(xD)" = W, ’
l—2 1-—=x 11—z

elde edilir. |z| < 1 oldugu bolgede

seri agilimindan yararlanilirsa

inmx"— 1 w v
—~ S 1l—z "\1l—-2

bulunur. i1k bir kag terimi asagidaki gibidir:

wo (z) =1, wy (z) = 2, wy (v) = 22* + 2.

Euler’in w,, (z) polinomlarina (Euler 1755) eserinin 2. cildinin VII. boliimiinde, 389.

sayfada rastlanmaktadir. Euler bu polinomlart (zD)" (1/ (1 — z)) tiirevlerini dogrudan
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hesaplayarak elde etmistir. Bu polinomlar ayn1 zamanda Schwatt’in (1924) kitabinda kar-
stmiza cikmaktadir. Bu polinomlar literatiirde geometrik seri ile olan iligkisinden dolay1
geometrik polinomlar olarak bilinmektedir. Geometrik polinomlar ile iistel polinomlar

arasinda (Boyadzhiev 2005)

wy, () = /(pn (zX) e A

seklinde verilen integral gOsterimi mevcuttur. Bu gosterim yardimiyla geometrik poli-
nomlara ait bircok 6zellige ulasilabilir. Ornegin (1.5) yardimiyla geometrik polinomlarin
asagidaki iirete¢ fonksiyonu tarafindan iiretildigi tespit edilebilir:

- t 1
W, (7) 720 —— . (1.8)
% nl 1—x(et—1)

Bu polinomun 6zel durumlarinda sayilar teorisinde 6nemli yere sahip bazi say1 ailelerine
ulasilmaktadir. Ornegin (1.7) formiiliinde x = 1 alimirsa
L (m
= k!
=3 {4}
k=0
elde edilir. Bu ifade bir kiimenin sirali ayrik alt kiimelere boliinme sayisini hesaplar. Bu

nedenle literatiirde sirali Bell sayilar1 olarak adlandirilmaktadir. z = —1/2 alinirsa n.

Euler sayisina ulagilir (Boyadzhiev 2009). Yani

—— | =F -1 —
() =R =R 0 ()
k=0
dir. B,,, n. Bernoulli sayisiyla olan iligskisine (1.8) formiiliinde integral alinarak ulasilir

(Kargin 2017). Yani

1

B, = /wn (—x)dx
0
dir. Geometrik polinomlar ve sirali Bell sayilarmin sagladigr diger ozellikler icin (Bo-

yadzhev 2005, Boyadzhev 2012, Dil ve Kurt 2011, Kargin 2017, Kargin ve Cenkci 2022,
Kargin ve Cay 2022, Kellner 2014, Boyadzhev ve Dil 2016, Mihoubi ve Mez6 2014, Ta-
harbouchet 2019, Tanny 1974, Diagana ve Maiga 2017, Dasef ve Kautz 1997, Gross1962)

calismalar ve i¢indeki diger atiflar incelenebilir.
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Dil ve Kurt, 2012 yilinda yapmis olduklart ¢alismada bu sefer Mellin tiirev operatd-

riinde f fonksiyonu olarak
—In(1 — x)
1—x

flx) =

alarak k kez tiirevini

d* <—ln(1 - x)) _ K(Hy —In(1 - 2))

daxk 1—x (1 — z)k+t

seklinde hesaplamislardir (Dil ve Kurt 2012). Bu tiirev (1.6) formiiliinde yazildiginda

oy (R - 1ixi{2}’“ﬂk (&)k

k=0

s e ()

k=

elde edilir. Ikinci toplam geometrik polinomlardir. ik toplam

n

3 {Z}k!Hkx’“ )

k=0

olarak tanimlanacak olursa

o () L ()M (1) an

bulunur. Diger taraftan burada secilen f fonksiyonu ilk n dogal sayinin ¢arpmaya gore

terslerinin toplami1 olan /7,, harmonik sayilarin iirete¢ fonksiyonudur. Yani,
1
H, = -
25
k=1
olmak iizere
1—
I
1—2
dir. Bu durumda (1.9) formiiliinden Harmonik sayilar1 iceren asagidaki seri i¢in bir he-

saplama formiilii elde edilmis olunur:

ZH it = Lme (12:) - 1n§1__;;)wm (1:) '

Ortaya ¢ikan polinomun hem harmonik sayilarla hem de geometrik polinomlarla iligki-

sinden dolay1 yw, (z) polinomu harmonik geometrik polinomlar olarak adlandirilmstir.
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Dil ve Kurt bu ¢alismasinda yukaridaki seri diginda harmonik sayilari igeren bir ¢ok farkl
seriyi geometrik ve harmonik geometrik polinomlar cinsinden hesaplamislardir. Ornegin

asagidaki seriler verilen hesaplamalardan sadece iki tanesidir.

WE

(I™Hy +2"Hy+---+n"H,)z"
1

=z e (77) ~we (55 me -0

(4 4t n+ 1) Hya"

:1ix§{1{wk(1fa:)_w’“(1f:p)ln(1_x)}'

Dil ve Kurt’dan sonra bu polinomlarla Keller (2014) calismasinda ilgilenmistir. Keller bu

n

calismasinda gw,, (_71) degerlerin Genocchi sayilartyla iligkili oldugu gostermistir. Tek
n durumunda ise, yw,, (5') degeri bu sayilarin konvoliisyonlar: cinsinden ifade edile-
bildigini ispatlamistir. Calismanin devaminda, s6z konusu konvoliisyonlarin Bernoulli ve
Genocchi sayilarinin Miki tipi konvoliisyonlariyla baglantist incelemis ve bunlarin bazi-
larmna iligkin 2-adik degerlemeler elde etmistir.

Biz de bu tez ¢aligmasinda ilk olarak harmonik geometrik polinomlarin iirete¢ fonk-
siyonunu elde ettik. Elde edilen iirete¢ fonksiyonu yardimiyla harmonik geometrik ve
geometrik polinomlar i¢in yeni kapali formiiller elde edilmistir. Bunun disinda harmonik
geometrik ve geometrik polinomlarin, iki geometrik polinomun ¢arpimlarin toplamlarinin
yine harmonik geometrik ve geometrik polinomlar cinsinden yazilabildigini gosterdik.
Son olarak harmonik geometrik polinomlarin Euler ve Bernoulli sayilari ile olan iligkileri
tespit edilmis, bu iligkiler yardimiyla bu polinomlar i¢in elde edilen 6zellikler bu sayilara

taginmuagtir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Geometrik Polinomlar

Geometrik polinomlarla ilgili bir¢ok farkli yontem kullanilarak bircok calisma mev-
cuttur. Ornegin Dil ve Kurt, 2011 yilindaki ¢alismalarinda Euler-Siedel matris yontemini
kullanarak

n—1 n
wy, () = (k) wy, (),
k=0

Wyt (2) = x% (14 2x)w, (z)) 2.1

bagintilarina ulasirken (Keller, 2014) yilindaki calismasinda

1
/ w, (—x)dr = B, 2.2)
0

oldugunu tespit etmistir. Burada B,,, n. Bernoulli sayidir. Biz ise bu boliimde tez ¢calisma-
mizda uyguladigimiz yonteme benzer olmasi sebebiyle (Kargin 2017) ve (Kargin ve Cay
2022) makalesindeki elde edilen sonuglardan bahsedecegiz. (Kargin 2017) calismasinda
ilk olarak iki degiskenli geometrik polinom asagidaki gibi tanimlanir:
N " et
nz;wn (3 ) i T— =1 (2.3)
Buradan

W, (0;y) = wa(y), wn(0;1) = 1wy,

oldugu aciktir. Simdi bu ¢alismadaki baz1 sonuglar1 verelim:

Teorem 2.1. Negatif olmayan tamsayilar icin

n

(y+1)) (Z) Wi (Y) Wn—r (y) = Wnt1 (y) + wn (y)

k=0
dir. y = 1icin

2 (k‘) WiWp—f = Wp41 + Wy

bulunur.
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Ispat (2.3) formuliinde ¢ ye gore tiirev alnirsa

a xt B xea}t N yet e:ct
O \1—ylet—1)) 1—ylet—1) 1—ylet—1)1—yle —1)
bulunur. z = 21 + x5 — 1 alinip gerekli diizenlemeler yapilirsa

n

3} et _i (21 + L )t
8t \1— y(et — 1) —nzown+1$1 T2 Y nl

o0 tn
T—yle—1) (w1422 = 1) Y wy(wy + w5 — Ly)

n=0 n=0
© n n m
=Y E k wk(l‘lay)wn—k(x%y) ]
n=0 k=0

elde edilir. ’;—n, teriminin katsayilar karsilastirildiginda

- n
vy (k) We(213Y) Wk (823 Y) = ot (21 +22— 1 y) = (@1 + 22— 1) wy (21 + 72— 13 y)
k=0

sonucuna ulagilir. z; = x5 = 0 alindiginda istenen sonuca ulasilir. U

Teorem 2.2. Negatif olmayan tamsayilar ve y, # 1o icin

“~ (n YoWni1 (Y2) + y1wn (y1)
g — = 2.4
poe <’€) s () i (1) Y2 — .

dir.

ispat (2.3) formuliinden

e:vlt e:c2t Yo e(a:l-l—xg)t n e(;tl—i—:vg)t
L—yi(et = 1)1 —ya(ef —=1)  o—u (1 — ya(e! — 1)>_y2 — U (1 — (et — 1))

bulunur. Yukaridaki teoremde uyulanan benzer iglemler uygulanip 1 = x5 = 0 alinirsa

istenen elde edilir. O
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Teorem 2.3. Pozitif tamsayilar icin

dir. y = 1 alimirsa

olur.
Ispat (2.3) formuliinde 7 yerine —y — 1 alinirsa ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
wn(z;y —1) = (=1)" wn (1 — 2 —y)

bulunur. Ayn1 zamanda
ywn (Ly) = (1+y) wn (y)

oldugu aciktir. Buradan

Y
Wy (Y) = ———wn(=y —1 (2.5)
) = gy =V
elde edilir. (2.3) formuliinde yerine yazilirsa istenen elde edilir. U

(2.5) formuliinde y = 1 alinirsa
(—1)" 2w, = w,(—2)
bulunur. Bu durumda (2.4) formiiliinde y» = —1,y; = 1 alinirsa asagidaki sonuca ulagilir.

Sonug 2.4. Pozitif tamsayilar igin

0, n tek ise;

5 ()

k=0 %wm n ¢ift ise,

olur. Asagidaki teoremde (2.2) formiiliiniin bir genellemesi verilmistir.

Teorem 2.5. Negatif olmayan m ve pozitif n degerleri icin

/0 wm(y)wn(y) dy = (=1)" i (T) By

—1 =0

dir.

10
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Ispat (2.2) formiiliiniin her iki tarafindan y degiskenine gore —1 den 0 a integral alinirsa

1
/ ywn (y)dy = — (Bus1 + By)
0

bulunur. Buradan tiimevarimla devam edersek negatif olmayan k ve pozitif n degerleri

i¢in

1 Lk
n dy = Bn j
/0 yrwa (y) dy = — jE:o [j+1 +
dir. Burada [7] ifadesi I. tip Stirling sayilaridir (Graham vd. 1994). Yukaridaki formiilde

ilk olarak sol tarafa asagidaki igslem uygulanirsa

m

S {he | )y = / ()0, ()

k=0
bulunur. Sag taraf ise

k

S S ) e

Ll - ()

oldugu kullanilirsa istenen elde edilir. U

bulunur. Yukarida

(Kargin ve Cay 2022) makalesinde bu teorem gelistirilerek geometrik polimomlarin
yari-ortonormalligine ulagmistir. Teorem ve ispati vermeden Once biraz hatirlatma yapa-
Iim. p-Bernoulli sayilar1 B,, , ile gosterilir ve su sekilde tanimlanir (Rahmani 2015):

By, = % {Z}<_1)k k! <k “Z * 1), n,peNU{0}.
Bunlar, B,, o = B,, 6zdesligi ile Bernoulli sayilar iligkilidir ve bu formiil saglanir (Kargin

2017):

p+1 ap+1
n =(-1)" n— ) N Ly. 26
Ayrica a§ag1dak1 1ntegra1 temsili de saglanir (Rahmani 2015):
— B, ol—a)p
PP / B ) Y 2.7)
— nl o 1+z(et—1)

Daha fazla ayrinti i¢in bkz. (Kargin 2017; Kargin 2018; Kargin 2020; Kargin ve Cenkci

2019; Kargin ve Rahmani 2018). Artik ana sonucumuzu ifade edip ispatlayabiliriz.

11
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Teorem 2.6. Negatif olmayan n ve m tamsayilari icin n +m > 1 olmak iizere

1

/1 ; an (—x) wy, (—2) dz = (=1)" Bpim (2.8)

dir.
Ispat Denklem (1.8) kullanilarak, integral temsili (2.7) su sekilde yazilabilir:

B, !
—= = | (1-2)’w,(—x)dz.
p+1 0

Bu esitligin her iki tarafi z? ile ¢arpilir ve - = >~ ™ (|u| < 1) agthmi kullanilirsa
00 1

Z Bup p_ / wa(=a)

p:Op—i-l o 1—(1—2)z

elde edilir. Bu ifadede z = 1 — e~ 7 olarak segilirse ve II. tip Stirling sayilarina ait iireteg

Y {E-

n=~k

fonksiyonu (Graham vd. 1994)

kullanilarak asagidaki ifadeye ulagilir:

[ wiavunte =0 =3 {7 heap i Bon, 9

p=0 p

Ayrica, (Rahmani, 2015) ¢alismasinda elde edilen formiil

1 L p k Bn,p
HZ I (=1) Bn+k:p+1; n € No
" k=0

denklemine ve Graham vd. (1994) tarafindan verilen

B ()=

p=k

0zdesligi kullanilarak

1
/ Wy (—x) W (x — 1) de = By,
0

elde edilir. Son olarak, (2.5) nolu denklem yukarida yerine yazilirsa istenen sonug elde

edilir. O

Sonug olarak, tek indeksli ve 1°den biiyiik olan tiim Bernoulli sayilart sifir oldugun-
dan, sag taraf n + m tek ve 1’den bilyiik oldugunda sifir olur; bu durumda geometrik

polinomlar, i () = (1 — ) /x agirlik fonksiyonu ile yari-ortonormal olur.

12
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde bu tezde kullanilan iirete¢ fonksiyonu tekniginin tanimi ve bazi dzellikleri
verilecektir. Bu boliimde (Wilf 2005) kaynagindan yararlanilmistir. Uretec fonksiyonlari,
say1 dizilerini temsil etmek ve bu diziler iizerinde cebirsel islemler gerceklestirmek ama-
ciyla kullanilan gii¢lii bir aractir. Matematikte 6zellikle kombinatorik hesaplamalarda,
sayma problemlerinde, yineleme iligkilerinin ¢6ziimiinde ve 6zel fonksiyonlarin anali-
zinde sik¢a bagvurulur. Tk defa 1730 yilinda Abraham de Moivre tarafindan tanimlan-

mustir. Bir (a,,);~, say1 dizisini iireten siradan iirete¢ fonksiyonu

S(x) = i anx"
n=0

biciminde tanimlanir. Bu say1 dizisi ayn1 zamanda

. s "
Ulx) = Z n
n=0
biciminde de tanimlanir. Bu tip fonksiyonlara iistel iirete¢ fonksiyonu denir. Bu iki {iretec
fonksiyonu disinda Lambert tipli, Bell tipli ve Dirichlet tipli tirete¢ fonksiyonlar1 da var-

dir. Ancak bu tez calismasinda ilgilenilmedigi i¢in bahsedilmeyecektir. Siradan ve iistel

iirete¢ fonksiyonlara bir 6rnek verecek olursak (a,,) = (1, 1,1, - - - ) dizisi igin

D oo
E " = ve g — =c
1—=z n!

dir. Bir iirete¢ fonksiyonu, her z icin yakinsak olmak zorunda degildir. Problemde ilgile-

nilen durum say1 dizisinin 6zellikleri oldugundan yakinsak oldugu belli bir bolge olmasi
yeterlidir. Ancak iki farkli fonksiyona yapilan aritmetik islemlerde yakinsak olduklari

00
=0

bolgenin kesisiminin bostan farkli olduguna dikkat etmek gerekmektedir. ) >, a,z" ve
> o bpx™ serileri (a,,) ve (by),—, say1 dizilerinin iki siradan iireteg fonksiyonu olsun.
Ureteg fonksiyonlarmin temel 6zellikleri asagidaki gibidir:

Toplama veya Cikarma

i apx" F i bpa" = i (an F by) ™.
n=0 n=0 n=0
Carpma (Cauchy carpimi)
(i anx"> <i bnx”> = i (i akbn_k> x".
n=0 n=0 n=0 k=0

13
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Kaydirma operatorii

(o] [o¢]
x E anx" :5 Ap_12".
n=0 n=1

Tiirev operatorii

% <Z anx") = Z (n+ 1) ap12z".

Interagral operatorii

/(ia,@") :xg(naTnl)x".

n=0

Simdi bu tezde kullanilan sayi dizilerine ait iirete¢ fonksiyonlarin liste halinde vere-
lim.
Bernoulli sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

> _ iBnﬁ (3.1)
=0

et —1 n!
n

iken Euler sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

2 = Y
= B 2
et +1 2 "n! (3.2)

dir. IL. tip Stirling sayilarinin {iistel iirete¢ fonksiyonu

“(n) " (et = 1)k
Z{k}ﬁz k! 3-3)

n==k

iken siradan iirete¢c fonksiyonu

= (n) ., tk
Z{k}t S O-n0—20-(1—Fk)

n==k

formundadir. I. tip Stirling sayilarinin siradan iireteg fonksiyonu asagidaki gibidir:

imtkzt(tﬂtl)---(wn—l).

k=0

Bununla birlikte iistel iirete¢ fonksiyonu

n=~k
dir. Son olarak da harmonik sayilar

Z H " = M7 (3.4)

n=~k

siradan tirete¢ fonksiyonu tarafindan iiretilir.

14
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Harmonik geometrik polinomlar

4.1

Hwn(x)

I
bl
’l 3
—N
> 3
—
=
=
8
x>

biciminde tanimlanir (Dil ve Kurt 2012).

I1k birkag terim asagidaki gibidir:

2 = 1 icin harmonik geometrik sayilar asagidaki gibi elde edilir.
" (n
Hwn(1) == gw, = {k}k!Hk. (4.2)
k=1
Teorem 4.1. Harmonik geometrik polinom ve sayilar asagidaki iirete¢ fonksiyonlar ta-

rafindan iiretilir:

= " In(1—z(ef —1))
> gwn(r)— = — , (4.3)
— n! 1 —z(et —1)

G " In(2—¢

S e = 2 =)

—~ n! 2—e

Ispat (4.1) ifadesinin her iki tarafi " /n! ile carpilip n iizerinden sonsuz toplam alinirsa

gHwn(x)g - i (Zn: {Z}k'Hka:k> i—n'

n=0 k=0
00 00 4

bulunur. Yukarida (3.3) ve (3.4) kullanilip gerekli diizenlemeler yapildiginda

_ CIn(l- z(e — 1))
1—z(et —1)

15
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bulunur.

Teorem 4.2. Negatif olmayan tamsay: degerleri icin

n

(m+U§:(Z>HW1M@wk@%=wam@+HwA@—ﬂmH@) 4.4)

k=0
n
n
HWp—WE =
k
k=0

dir. Ozel durumda

( HWpt1 +H Wy — Why1)

N —

olur.

Ispat (4.3) te t’ye gore tiirev alalim. Bu durumda

innH(x)ﬁ d (_ln(l — (et — 1))>

nl  dt

1—z(et —1)
_ (- z(e! = 1)) ze!
(1—z(et—1)) (1—z(et—1))
xet 1

+

(1 —a(ef = 1)) (1 —xz(ef = 1))

= xi (i: (Z) (=)  wp(=1 -~ Jf)Hwn—k(x)tn> c

n!

n!
n=0 \k=0 G
3 (3 () vt - o)
=0 \k=0
bulunur. % katsayilar1 kargilagtirildiginda
1 a n
(o) = (o) + o) + 3 (-0 ()1 =) (ra(o) + 0 4)
k=1
- 1

_IWM@+wA@+xZ Z)%@)m%%@)
T ;— 1 Z (Z) Wi, () Wp_k(x)
+1< /n
= pwy(z) +wy(z) + wg () gwn_i(x)
2 (et e
z+1 T+ 1= /n z+1
-— HW, () Py k) wi () wy_g(x) — wy ()
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elde edilir. Burada (Kargin 2017)

n

> (Z) wi () wn—i(z) = — (a1 () + wn(z))

— 1+x

oldugu kullanilirsa istenen elde edilir.

Teorem 4.3. Her n pozitif tamsayist icin

=~ (n\ wg (2) wop(z)  gwns(z) 1
Z;Q) Pl (o mrD e

baginmitist saglantr.

Ozel olarak x = 1 alimirsa

zn: W\ Wklnok __HWni1 | Wn
k) k+1 2(n+1) 2

k=0

elde edilir.

Ispat (4.3) kullanilarak

— v . 1
;Hwk(m‘)ﬁ =—In(1—-ax(c"—1)) =2 =1

> (z(et — 1)) & tk
e I

n=0 k=0
0 tk: o (et . 1)n+1
= )y Yo
— k! (n+1)!
bulunur. Burada (3.3) kullanilirsa
- t j+1 vt
- | -n+1

> oy = Sy S S 0

J i+l

k=0 n
o0 tk+1
k=0

St th@{iE} =) g

4.5)

(4.6)

4.7)

elde edilir. Yukarida II. tip Stirling sayilarinin yineleme bagintis1 (Gould ve Quaintance

2007) | | |
N R N CERAR
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kullanildiginda
= tk - th &t L. J | ntl
> el = o)y Y o S {H 1} (n+ 1)
k=1 k=0 j=1 n=0
o0 tk gt I j
w3 e
k=0 k j=1 (j + 1>' n=0 n
o0 tk+1
k=0
00 tk 00 tj_H 7 j
=S u)y Y oy S { ) b
k=0 ! j=1 (7 + 1! n1 T
00 tk 00 tj+1 J j
+Zwk($)—,z : ‘ Z{ }n!x"“
k=0 j=1 (j + 1)' n=o "
5 tk+1
k=0
= ()5 Y~ wj (z) (1 + )
2R 2 G
0 thrl

bulunur. Son olarak gerekli diizenlemeler yapilip Z—k, katsayilarinin karsilastirilmasi sonucu

istenen elde edilir. O

(4.6) formiiliinde x+ — —x — 1 alimirsa, n > 1 i¢in (Kargin 2017)

wa—a = 1) = (1) T, () 4.9)
oldugundan
Tpwnsr(—1 — ) = (=" (2 + 1) (gwnsr (2) + nw, (), n >0, (4.10)

sonucuna ulagilir. Buradan x = 1 alindifinda
HWn41 (_2> = (_1)""’1 2 (HwnJrl + nU)n> y N 2 07
oldugu goriiliir. O halde asagidaki sonuca ulagilir:

Sonug 4.4. Pozitif tamsayilar igin

s {Z}k'm ()" o (@+ 1) =ab) = (0= Dwna(@) “.11)

k=1

18
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ve

n

(1o (02 1)<

k=1

dir.

Onerme 4.5. n > 2 icin

2 (n) () = T () s () (4.12)

dir. Ozel durumda

bulunur.

ispat 4.3)te x —» —x — 1 aliirsa

- tn —t o
;Hwn(_x R el ey
(-t =)
(1= a(e " —1)

olur. % katsayilar karsilastirildiginda

n

> (Z)me) (=) (= — 1) — g (1;2)

k=1
bulunur. Burada n > 1 i¢in w,(1;2) = 2w, (z) oldugu goriiliir ve (4.10) bagmtisi
kullanilirsa (4.12) 6zdesligi elde edilir. U

Teorem 4.6. Negatif olmayan tamsay: degerleri icin

d
HWy 1 (2) = T (1+2) gwy(x)) + zw,(x) (4.13)
dir. Buradan
{Z}k'Hk ((k+1) 2" + ka®) = pwpei(z) — 2w, (2) (4.14)

k=1
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ve
Z (=)™ " {Z}k!Hk (k+1)2*+ ) (1+ 2 = qwa(@)+(n— (14 ) wy(z)
k=1

(4.15)
yazulabilir. Dolayisiyla x = 1 icin

n

Z {Z} (2k + 1) k!Hy = gwp — w

k=1

- viin [0 (K+2)Hy,
(=0 {k}%2 R o P
k=1

ve

vardrr.

ispat (4.3) formiiliinde x e gore tiirev alinirsa

_d In(1—xz(ef — 1))

_%(_ 1 —z(et —1) )

—In(1—=x(e!—1)) €' —1 el —1 1
1—x(et —1) 1—x(et—1)+1—x(et—1)1—x(et—1)

:—1n(1—a;(ef—1)) <L 1 1 1))

1—z(et—1) —z  z1— (e
1 1 1 1
+1—x(et—1) (—_x—'—;l—w(et—l))

formunda yazﬂabilir. Buradan

t” 1°°

gy
) o)

bulunur. Yukarida gerekli diizenlemeler yapildiginda

n

P t0a(2) = () — (o)
#32 (1) o 0
DI WESEIE
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elde edilir. Yukarida (4.4) formiilii kullanildiginda istenen elde edilir. [

4.1. Euler Sayilarina Uygulamalari

(1.8)’de x = —1/2 almip (3.2) ile karsilagtirildiginda w,, (—1/2) = E,, oldugu goriiliir.
Buradan da (4.10) kullanilarak

(=1)" = Dy wnta(=1/2) = nE,
bulunur. Boylece Es,, = 0 oldugu tekrar ispatlanmig olur. Ayrica

(1 —2n)

Hwan(=1/2) = —

Eon (4.16)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla (4.1) ve (4.6) formiillerinden asagidaki sonuca kolaylikla ula-

silir:

Sonuc 4.7. n > 1 tamsayilari icin

k
k=
! om — 1 KVH
(_1)1671 { } (k — ].) : kk = (n — 1) E2n—17
£ k 9
2&1 20— 1\ ExBayoay _ 2041
k kE+1 on !

ozdeslikleri saglamr.

4.2. Bernoulli Sayillarina Uygulamalar:

(4.3) 6zdesliginde x’e gore 0’dan 1’e integral alindiginda z = 1 + x(e’ — 1) degisken
degisimi ile

o0

1
" -1 ¢
> o fade = 5
n= 0

bulunur. (3.1) formiilii kullanildiginda ve gerekli diizenlemeler yapildiginda

1
—1

/Hwn(—x)dx = Tan,l

0
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elde edilir. Buradan pozitif tamsay1 degerleri icin

]_ n k41 n ]C'Hk
“nBy =Y (~1
ptn1 ;< ) {k:}k:Jrl

bilinen bagintisina ulasilir. Bu sonu¢ daha once (Keller 2014) makalesinde farkli bir ispat

yontemiyle verilmistir. (4.10) formiilii

nl—x 1—=x
HWnpr (€ —1) = (=1) HWn 1 (=) = n——wn (1)
biciminde yazilabilir. Bu durumda benzer adimlarla
1 1
/HwnJrl(x —1)dz = / HWn1(—y)dy = — (n+1) B,
0 0
ve
1
11—z
/ - wy(—x)dr = B,
0
oldugundan

olur. Boylece,

e [ = DIH  (n—2)
k_l(_l) {k} S

bulunur. Benzer sekilde (4.14)’ten

elde edilir. (4.13) formiilii

1

T (Lt 2) gwn(z) = = g (z) — wn(x)

biciminde yazilabilir. Her iki tarafta = yerine —z alinip 0’dan 1’e integral alinirsa ve (2.2)

formiulii kullanilirsa

1 1
1
/— HWp1(—x)dx = —/wn(—x)dx = -B, 4.17)
x
0 0
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elde edilir. Buradan
- n+1
(—Uk{ }kﬁ@ﬂ;:Bn
— E+1
sonucuna ulagilir.
(4.13) formiiliinde x yerine —x alinip 0’dan 1’e integral alinip
1
/an(—x)dx = B,41+ B,
0
ve
1
—1
/Hwn(—x)d:ﬁ = THBH_I (4.18)
0
oldugu kullanilirsa
1
—1
/:L’Hwn(—ac)dx = Bpi1 — (n 5 >Bn ZBn,l (4.19)
0

bulunur. (4.19) formiiliinden

n

S Ve, 0=y

— k+2 2 2

m > 1i¢in By,,11 = 0 oldugundan

2m

2m ) k!H, 1—-2m Om
Z<_1)k{ i } e >BZm+ z
k=1

k+2 2 2
%f(Uka—lkwk_B 2m —1
koo fk+2 T g A
k=1
elde edilir. (4.10) formiilii
nl— n 1—x
HWnt1 (=1 +2) = (=1) . HWnt1(—2) + (=1)"n Wn (=)

biciminde yazilabilir. Burada her iki taraf w,,(—x) ile ¢arpilip 0’dan 1’e integral alinirsa

1

[ e = Dun(-a)de = (<17 [2F s (-)un(~a)da

0
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bulunur. i1k integralde (4.9) formiilii kullanilirsa

1

[ e = Dun(-ayds = (-1 / L s (—2) () d

0 0

elde edilir. Son olarak (2.8) kullanilirsa asagidaki teoreme ulasilir:

Teorem 4.8. n +m > 1 icin n ve m herhangi negatif olmayan tam sayilar olmak iizere
asagidaki egitlik saglanir:

1—

(=) —2)Wpng1(—2)dT = nBpyma1. (4.20)
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5. SONUCLAR

Bu tez calismasinda oncelikle harmonik geometrik polinomlarin iirete¢ fonksiyonu
elde edilmigtir. Elde edilen bu iirete¢ fonksiyonu yardimiyla, harmonik geometrik ve ge-
ometrik polinomlar i¢in yeni kapali formiiller tiiretilmistir. Ayrica, harmonik geometrik
ve geometrik polinomlarin, iki geometrik polinomun carpimlarinin toplamlar1 seklinde
ifade edilip edilemeyecegi arastirilmig ve bu toplamlarin yine harmonik geometrik ve ge-
ometrik polinomlar cinsinden yazilabilecegi gosterilmistir. Son olarak, harmonik geomet-
rik polinomlarin Euler ve Bernoulli sayilari ile olan iligkileri ortaya konmus; bu iligkiler
araciligiyla, soz konusu polinomlar i¢in elde edilen 6zellikler ilgili 6zel sayilara da akta-

rilmastir.

25



KAYNAKLAR P. AKKANAT

6. KAYNAKLAR
Berndt, B. C. 1985. Ramanujan’s Notebooks, Part I. Springer.

Bell, E. T. 1934. Exponential numbers. The American Mathematical Monthly, 41(7),
411-419.

Bell, E. T. 1934. Exponential polynomials. Annals of Mathematics, 35(2), 258-277.

Boyadzhiev, K. N. 2005. A series transformation formula and related polynomials. Inter-

national Journal of Mathematics and Mathematical Sciences, (23), 3849-3866.

Boyadzhiev, K. N. 2009. Exponential polynomials, Stirling numbers, and evaluation of

some gamma integrals. Abstract and Applied Analysis, Article ID 168672.

Boyadzhiev, K. N. 2012. Close encounters with the Stirling numbers of the second kind.
Mathematics Magazine, 85(4), 252-266.

Boyadzhiev, K. N. 2014. Power series with binomial sums and asymptotic expansions.

International Journal of Mathematical Analysis, 8(28), 1389-1414.

Boyadzhiev, K. N., & Dil, A. 2016. Geometric polynomials: properties and applications

to series with zeta values. Analysis Mathematica, 42, 203-224.

Brychkov, Y. A. 2018. Some properties of the exponential polynomials. Integral Trans-
forms and Special Functions, 29(7), 571-579.

Carlitz, L. 1962. Single variable Bell polynomials. Collectanea Mathematica, vol. 14,
pp. 13-25.

Dasef, M. E., & Kautz, S. M. 1997. Some sums of some importance. The College Mat-
hematics Journal, 28(1), 52-55.

Diagana, T., & Maiga, H. 2017. Some new identities and congruences for Fubini num-

bers. Journal of Number Theory, 173, 547-569.

Dil, A. ve Kurt, V. 2011. Investigating geometric and exponential polynomials with

Euler—Seidel matrices. Journal of Integer Sequences, 14, Article 11.4.6.

26



KAYNAKLAR P. AKKANAT

Dil, A. ve Kurt, V. 2012. Polynomials Related to Harmonic Numbers and Evaluation of

Harmonic Number Series I, Integers 12.

Dobinski, G. 1877. Summirung der Reihe) ® nm/n! fiir m= 1, 2, 3, 4, 5. Arch. fiir Mat.
und Physik, 61, 333-336.

Graham, R. L., Knuth, D. E., & Patashnik, O. 1994. Concrete Mathematics: A Founda-

tion for Computer Science (2nd ed.). Addison-Wesley.

Grunert, J.A. 1843. Uber die Summerung der Reihen...,” Journal fiir die reine und ange-

wandte Mathematik, vol. 25, pp. 240-279.

Gould, H. W. 1978. Euler’s formula for nth differences of powers. American Mathema-

tical Monthly, 85(6), 450-467.
Gould, H. W. 2000. Topics in Combinatorics, H. W. Gould, 2nd edition.

Gould, H. W., ve Quaintance, J. 2007. A linear binomial recurrence and the Bell numbers

and polynomials. Applicable Analysis and Discrete Mathematics, 371-385.

Gross, O. A. 1962. Preferential arrangements. The American Mathematical Monthly,
69(1), 4-8.

Ligowski, W. 1878. Zur summerung der Reihe.. Archiv der Mathematik und Physik, 62,
334-335.

Kargin, L. 2017. Some formulae for products of geometric polynomials with applicati-

ons. Journal of Integer Sequences, 20, Article 17.4.4.

Kargin, L. 2018. p-Bernoulli and geometric polynomials. International Journal of Num-

ber Theory, 14(2), 595-613. https://doi.org/10.1142/S1793042118500345

Kargin, L. 2020. Poly-p-Bernoulli polynomials and generalized Arakawa-Kaneko zeta

function. Lithuanian Mathematical Journal, 60(1), 29-50.

Kargin, L. ve Cenkci, M. 2022. Recurrences and congruences for higher order geometric

polynomials and related numbers. Ukrainian Mathematical Journal, 73, 12.

27



KAYNAKLAR P. AKKANAT

Kargin, L. ve Cay, E. 2022. Semiorthogonality of geometric polynomials. Mediterranean

Journal of Mathematics, 19(3), 129.

Kargin, L. ve Rahmani, M. 2018. A closed formula for the generating function of p-

Bernoulli numbers. Quaestiones Mathematicae, 41(7), 975-983.

Kellner, B. C. 2014. Identities between polynomials related to Stirling and harmonic

numbers, Integers 14 article ID A54.

Knopf, P. M. 2003. The operator (z--)" and its application to series. Mathematics Ma-
gazine, 76(5), 364-371.

Mezo, 1. 2014. Periodicity of the last digits of some combinatorial sequences. J. Integer

Sequences, 17, Article 14.1.1.

Mihoubi, M., & Taharbouchet, S. 2019. Identities and congruences involving the ge-
ometric polynomials. Miskolc Mathematical Notes, 20(1), 395-408.

Rahmani, M. 2015. On p-Bernoulli numbers and polynomials. Journal of Number The-
ory, 157, 350-366.

Schwatt, 1. J. 1924. An introduction to the operations with series. Chelsea, New York.

Tanny, S. M. 1975. On some numbers related to the Bell numbers. Canadian Mathema-

tical Bulletin, 17(5), 733-738.

Touchard, J. 1933. Propriétés arithmétiques de certains nombres récurrents. Secrétariat

de la société scientifique.

Touchard, J. 1956. Nombres exponentiels et nombres de Bernoulli. Canadian Journal of

Mathematics, 8, 305-320.
Wilf, H. S. 2005. Generating functionology. CRC press.

Zhao, Y. Q. 2003. A uniform asymptotic expansion of the single variable Bell polyno-

mials. Journal of computational and applied mathematics, 150(2), 329-355.

28



OZGECMIS

Pmmar AKKANAT

OGRENIM BILGILERI

Yiiksek Lisans
2021-2025

Akdeniz Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali, Antalya

Lisans

2010-2016

Yildiz Teknik Universitesi, Matematik, Istanbul




	ÖZET
	ABSTRACT
	ÖNSÖZ
	AKADEMİK BEYAN
	SİMGELER VE KISALTMALAR
	GİRİŞ
	KAYNAK TARAMASI
	Geometrik Polinomlar

	MATERYAL VE METOT
	BULGULAR VE TARTIŞMA
	Euler Sayılarına Uygulamaları
	Bernoulli Sayılarına Uygulamaları

	SONUÇLAR
	KAYNAKLAR

