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Havva KOCAK
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Danisman: Dr. Ogretim Uyesi Mutlu GULOGLU

Haziran 2024; 22 sayfa

Bu tez calismasinda harmonik sayilarin ve hipergeometrik fonksiyonlarin tretec
fonksiyonlari yardimiyla harmonik ustel polinomlarin tirete¢ fonksiyonu elde edilmistir.
Bu tretec fonksiyonu kullanilarak (sayilar teorisinde 6nemli bir yere sahip olan) Bernoulli
sayllari ve ustel polinomlarin, harmonik Ustel polinomlarla arasinda yeni bagintilar elde
edilmistir. Bu kapsamda elde edilen trete¢ fonksiyonunun turevi yardimiyla, harmonik
ustel polinomlar, Ustel polinomlar ve bu polinomlarin tiirevleri arasinda yeni bagintilar bu-
lunmustur. Ayrica harmonik tstel polinomlarin Bernoulli sayilari ile arasinda bir yineleme

bagintisi ve Ustel polinomlar cinsinden integral temsili elde edilmistir.
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In this thesis, the generating function of harmonic exponential polynomials is obtained
by means of generating functions of harmonic numbers and hypergeometric functions.
Using this generating function, new relations obtained between the Bernoulli numbers
(which has an important place in number theory) and harmonic exponential polynomials.
Within this context, with the help of the derivative of the obtained generating function,
new connections have been found between harmonic exponential polynomials, exponen-
tial polynomials and the derivatives of these polynomials. Additionally, a recursive re-
lation between harmonic exponential polynomials and Bernoulli numbers is established,

along with an integral representation in terms of the exponential polynomials.
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ONSOz

Bu tez calismasi Giris, Kaynak Taramasi, Materyal ve Metot, Bulgular ve Tartisma,
Sonuglar olmak tizere bes ana bolimden olusmaktadir.

Girig bolimiinde Ustel polinomlarin ortaya ¢ikma surecine, harmonik ustel poli-
nomlar ve sayilarin ikinci tip Stirling sayilari cinsinden tanimina yer verilmigtir. Har-
monik Ustel polinomlarin trete¢ fonksiyonu ile elde edilecek olan yeni bagintilar hakkinda
kisaca bilgi verilmistir.

Kaynak Taramas! béliminde elde edilen yeni bagintilar arasindaki iliskiyi iyi
anlamak icin kullanilacak olan temel kavramlar ve gosterimlere yer verilmistir. Bunun
icin Oncelikle ikinci tip Stirling sayilari tanitilmistir. Bu sayilarin bir genellemesi olan
ikinci tip r-Stirling sayilari tanitilmis ve bilinen bazi 6zel durumlari verilmistir. Ayrica
ustel polinomlar, harmonik ustel polinomlar ve Bernoulli sayilarinin ikinci tip Stirling
sayilari cinsinden Urete¢ fonksiyonlarina yer verilmistir.

Materyal ve Metot bélimunde yeni bagintilari olustururken sikca kullanilan Cauchy
carpimi, harmonik ustel polinomlarin ureteg fonksiyonu elde edilirken kullanilan hiperge-
ometrik serilerin tanimi ve bu serilerin harmonik seri cinsinden esitligi verilmistir. Ayrica
ustel polinomlarin Bernoulli sayilarina esitligi ile bilinen integral temsili ve kaniti ver-
ilmistir.

Bulgular ve Tartisma bolimunde dncelikle harmonik Ustel polinomlarin Ureteg
fonksiyonu elde edilmistir. Bu retec fonksiyonunun x e gore ve t ye gore kismi tirevleri
alinarak harmonik Gstel polinomlar ile Ustel polinomlarin ve bu polinomlarin birinci ve
ikinci dereceden tlrevleri arasinda yeni bagintilara ulagilmistir. Ayrica harmonik Ustel
polinomlarin Bernoulli sayilari ile arasinda yeni bir yineleme bagintisi ve stel polinomlar
cinsinden integral temsili elde edilmistir. Tezin diger bélimleri Sonuclar ve Kaynaklar
bélimlerinden olugmaktadir. Son kisimda ise 6zgegmis ile bitmektedir.

Bu calismasinin harmonik ustel polinomlar konusunda galisma yapacak arastir-
macilara bir kaynak olusturacagi ve sonraki akademik calismalar icin fikir verecegine
inanmaktayim.

Bu tez calismasi icin bilgi ve tecrubeleri ile destek olan sayin danismanim Dr.
Ogretim Uyesi Mutlu Guloglu’na ve yiiksek lisans egitimimde emegi gecen tiim bolim

hocalarima tesekkdrlerimi sunarim.
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SIMGELER

Simgeler:

N : Dogal sayilar kiimesi

7 : Tam sayilar kiimesi

7" : Pozitif tam sayilar kiimesi

R : Gergel sayilar kimesi

C : Karmasik sayilar kiimesi

(n)k . Artan faktoriyel (Pochhammer semboli)

) : Binom katsayilari

{1}  Ikinci tip Stirling sayilari
Zij}r - Ikinci tip 7-Stirling sayilari

H, : Harmonik sayilar

b () : Ustel polinomlar

On : Ustel sayilar (Bell sayisi)
() : Harmonik Ustel polinomlar
h : Harmonik Ustel sayilar

B (x) : Bernoulli polinomlari

B, : Bernoulli sayilari

oFy(a,b;c;z)  : Hipergeometrik fonksiyonlar

Gmr(T) : r-Ustel polinomlari

Vi
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1. GIRIS

Ustel polinomlarla ilgili bilgi verilmeden once S, = i’;—? serisinden bahsedilmesi
gerekir. Bu serinin 1800’10 yillara dayanan uzun bir gegnfiz‘(i) vardir. Bu seriyi hesaplama
sorunu Dobinski, ¢c6zumu ise Ligowski tarafindan makale olarak sunulmaktadir (Dobin-
ski 1877; Ligowski 1878). Dobinski S,, dizisinin ilk terimlerinden bazilarini dnceki seriler

cinsinden agagidaki gibi ifade etmistir:

>k 2 3
k=1
_1 1 1 1
IR TRTRET
5126
o0
k2 iy 4
k=1
_ 2 3 4

R 1 2 3
= +ﬁ+§+§... Iy F+§+§

SQ =e+ Sl = 2e
e k?) 13 23 33 43

=) g=mtogtgtgt
_ 4 9 14
= +ﬂ+§+§+"'
_ (4 1 1 1 2 4 6 1 4 9
= +ﬁ+§+§+"' + ﬁ‘i‘i‘*—i—l—"' + ﬁ—{—i—{—g—{—“.
:€+2sl+52
83:56

Benzer sekilde ilerlenirse Sy = 15e, S5 = 52e, S¢ = 203e , S; = 877e, Sg = 4140e
olarak elde edilir.

Bu yontem ilk sekiz terim disindaki n ler icin dogru degildir. Ancak Ligowski daha
iyi bir ydntem bulmustur (Ligowski 1878). S,, sayilari icin Urete¢ fonksiyonu saglayan bu

yontem
X kz
z (&
er __
“ =2 7
k=0

1
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seklindedir. Grunert S, ile ilgili bu bagintilari ilerleterek asagidaki gibi bir baginti elde

etmistir:

= e"Pp(x) (1.1)

Bu bagintidaki e* in katsayilarini ¢,,(x) tstel polinomu olarak tanimlamistir (Grunert
1843). Kolayca goriilebilecegi gibi ¢,, , n-inci dereceden bir polinomdur.

¢n(z) polinomlari S. Ramanujan tarafindan yayinlanmamig not defterlerinde daha
sistematik bir sekilde incelenmistir. Ramanujan’in ¢alismasi kaynakca boluminde daha
detayli incelenebilir (Berndt 1985). Bell ve Touchard ise Ustel fonksiyonla iliskileri ne-
deniyle bunlari Gstel polinomlar olarak adlandirmistir (Bell 1934; Touchard 1956). Aslinda
Bell, 6zel bir durumu olarak ¢,, i de iceren Y, ;. seklindeki bircok polinomdan olusan
genel bir polinom sinifini tanitmistir (Bell 1934). Bu nedenle ¢, (=) tek degiskenli Bell
polinomlari olarak da bilinir (Carlitz 1962; Zhao 2003). Ustel polinomlar ikinci tip Stir-

. n
ling sayilari, {

k} cinsinden su sekilde ifade edilir:

bul) = {g} e e L
-2

Burada n € N dir (Grunert 1843). Stirling sayilari sadece Ustel polinomlar degil sayilar
teorisindeki birgok 6nemli say1 ve polinom ailelerinin hesaplama formdllerinde kolaylik
saglamaktadir. Bunlardan bazilari bu tez calismasinda kullanilacagi icin bahsedilmesi
gerekir.
Bernoulli sayilari, B,,, ikinci tip Stirling sayilari cinsinden
” !
B, = ;(—1)k{2}k’“—+1

2
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olarak tanimlanir (Apostol 2008).
Harmonik Ustel polinomlar, ¢”(z), ve harmonik Ustel sayilar, sirasiyla ikinci tip Stir-

ling sayilari cinsinden

() = Z{Z}Hkxk
k=0
ve

o= o =3 {0

k=0
seklinde tanimlanir (Dil vd. 2012). Burada H;, harmonik sayidir.

Bu tez calismasinda yukarida kisaca bahsedilen polinomlar ve sayilarla ilgili yeni bir
bakis acisi kazanmak istenmistir. Bunun igin dncelikle harmonik tstel polinomlarin tireteg

fonksiyonu

i@’i (z) Z—T: =", Fy ( P z(e’ — 1))

n=0 ’ 2 2
seklinde elde edilmistir. Burada harmonik Ustel polinomlarin harmonik sayilar ve hiperge-
ometrik polinomlarla arasindaki bagintilar kullaniimistir. Bu tretec fonksiyonu yardimiyla
harmonik Ustel polinomlarin Gstel polinomlar, harmonik sayilar ve Bernoulli sayilari ile
arasindaki iliskiler kullanilarak 6nceden bilinen bircok bagintiya ulasildigi gibi birgok

yeni yineleme bagintilari elde edilmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Temel Kavramlar ve Gosterimler

Bu tez calismasinda kullanilan bazi tanimlar, temel bagintilar ve formiiller bu alt
baslikta verilecektir. Temel kavram ve gosterimler icin Broder 1984, Boyadzhiev 2009,
Dil vd. 2011, Dil vd. 2012, Gould 2016, Graham vd. 1994, Grunert 1843, Mezd 2011,
Wilf 1994 kaynaklarindan yararlaniimistir.

Tanim 2.1. S bostan farkli bir kiime olsun. S nin bogtan farkl ve ikili ayrik alt kimeler-
den olugan, birlesimleri S kimesini veren altkimelerinin bir ailesine S nin bir parcalanisi

ya da ayrigimi denir.

Tanim 2.2. n, k € N olmak tizere n elemanli bir kimenin £ alt kimeden olusan parcgalaniglarinin

sayisl ikinci tip Stirling sayisi olarak adlandirilir ve {Z} seklinde gosterilir.

Ornegin; S = {1,2, 3} olsun. Ug alt kimeden olusan bir kiime parcalanisi {{1}, {2}, {3} }
seklindedir. Cunku yukaridaki tanimda bahsedildigi tzere {1} N{2} = {2}N{3} = {1}
{3} =0veS = {1} U{2} U {3} seklindeki kime parcalanigi kogullarini saglar. O halde
{3} = 1dir. Iki alt kiimeden olugan parcalanislar ise {{1}, {2,3}}, {{2}, {1, 3}}, {{3}, {1.2}}
dir. Gergektende {1} N {2,3} = {2} n{1,3} = {3} n{L,2} =0 dirve {1} U{2,3} =
{2 U{1,3} = {3} U{1,2} = Sdir. O halde {3} = 3 diir. Benzer sekilde bir alt kiime-
den olusan kime pargalanisi {{1,2,3}} dir. Bu durumda {i’} = 1 olur. Sonug olarak ¢
elemanli bir kiimenin toplamda bes kiime parcalanisi oldugu kolaylikla gorulir (Gould
2016).

Ikinci tip Stirling sayilarinin tanimindan gériilecegi tizere bu sayilar, negatif olmayan
degerler alir. {0} = 1dir. n, k € Z* iken {7} = {)} = 0dir. 1 <n < kiken {}} =0
ve {"} = 1dir.

Tanim 2.3. (Grunert 1843) n, k € N olmak Uzere ¢,, (x) ile gosterilen ustel polinomlar,

Stirling sayilari cinsinden
u n
o (2) =D {k}xk (2.1)
k=0

seklinde ifade edilir.
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Burada birkag tane ustel polinom su sekildedir:

o (z) =1 (2.2)
o (z)=ux
b2 (x) = v+ 7
¢3 (z) = v + 32% + 2°
Ustel polinomlar arasinda
Oni1 (ZL“) o “~ (n
. = 2 <k) or () (2.3)

seklinde bir baginti bulunmaktadir (Boyadzhiev 2009). Ustel polinomlar ve Ustel poli-

nomlarin birinci dereceden tlirevi arasinda

A[6 (1) _ bur1 (2)

dx T

— ¢n (z) (2.4)

esitligi vardir (Dil vd. 2011). Ayrica (2.1) de x = 1 igin
n
bn = 00 (1) —;{k}
bagintisi Ustel sayilar ya da Bell sayisi olarak adlandirilir. Birkac tane Bell sayisi asagidaki
gibidir:
Po=1,01=1,00=2,03=5,¢4 =15,---

Tanim 2.4. (Broder 1984) r, n, k € N olmak uzere {7} ile gosterilen ikinci tip r-

Stirling sayilarinin ureteg fonksiyonu ¢ € C igin

i n+r) " (el —1)Fe"
— k+rf nl k!

seklindedir.

Ikinci tip r-Stirling sayilari, » = 0 ve r = 1 durumunda ikinci tip Stirling sayilarina

{Z}OI{Z} v {ZE}IZ{ZE} (25)

indirgenir:
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Tanim 2.5. (Mez6 2011) = € C ve r, m, k € N olmak Uzere ¢,, () r-Ustel polinomlar

o) =3 {1}

k=0
seklinde tanimlanir.
Ayricar = 0 igin
" m
Om () = dmo(z) = Z{ . }xk (2.6)
k=0
ver = 1igin
m " (m+1
O (1) = mi1(T) Z{ o }xk (2.7)
=0
dir.
Tanim 2.6. (Graham vd. 1994) n € Z olmak Uzere
il—1+1+l+...
A &

harmonik serisinin

"1
H, = —
n Z k
k=1
seklindeki n-inci kismi toplamina n-inci harmonik sayi denir. Burada H, = 0 dir.

Tanim 2.7. (Dil vd. 2012) n, k € Z* U {0} ve H;, harmonik say! olmak lizere harmonik

ustel polinomlar

S =3 {Z}Hkx’“ (28)

k=0
seklinde tanimlanir.

Birkag tane harmonik Gstel polinom su sekildedir:

9 (x) =0
o (x) =
h 3 o
¢2(x):a:+§x
11

@5 () +§x2+3x3

21 25
ot (7)) =2+ 5 + 11z + 35
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45 275 250 137
h _ 9 o 409 5 29U 4 5
¢5(x)—x+2x+6x+12x+60

Ayrica x = 1igin
h._ h _ — [n
ohi=ah =3 {
k=0
toplami harmonik Ustel sayilar seklinde tanimlanir. Birkag tane harmonik Ustel sayi su

sekildedir:

205 ., 1849

22
h _ == h _ 27 T,
7¢3_37¢4 127 5 207

N | Ot

¢ =0, 91 =1, ¢y =

Tanim 2.8. (Wilf 1994) {b,,} bir dizi olmak tzere

esitligini saglayan f fonksiyonuna {b, } dizisinin Ustel Urete¢ fonksiyonu denir.

NOT: k € Z ve z € C olmak lzere

e = Z‘% (2.9)

ifadesi e® in kuvvet serisi acilimidir (Graham vd. 1994). Dikkat edilirse e* fonksiyonunun
{1} sabit dizisinin Ustel trete¢ fonksiyonu oldugu gortlmektedir. Simdi Gstel polinomun

baska bir tanimini verelim. Bu tanim Ligowski formulii olarak da adlandirilir.

Tanim 2.9. (Graham vd. 1994) = € C olsun. m, n € Z* U {0} ve m > n olmak Uzere

ikinci tip Stirling sayilarinin tstel trete¢ fonksiyonu

G - " Z{ZL}% (2.10)

m=n

seklindedir.

Tanim 2.10. (Grahamvd. 1994) n € Z, t € Z* U {0} ve = € C olmak lzere ¢,,(x) Ustel

polinomu
- - tn
e = on(a) (2.11)
n=0 ’

uretec fonksiyonu ile de tanimlanir.
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2.2. Bernoulli Polinomlari ve Bernoulli Sayilari

Bu alt b6limde, tez calismasindaki yeni bagintilari elde ederken kullanilacak olan Bernoulli
polinomlari ve sayilarindan kisaca bahsedilecektir. Burada, Gould 2016, Comtet 1974 ve

Knuth 1993 kaynaklarindan yararlantimistir.

Tanim 2.11. (Comtet 1974; Gould 2016) ¢ € C olsun. |¢| < 27 ve n € N olmak uzere

B,,(x) Bernoulli polinomunun trete¢ fonksiyonu

o tn t tx
N Bu(z)— = (2.12)
0 .

et —1
seklindedir.

Bernoulli polinom dizisinin ilk alti terimi asagidaki gibidir:

B()(ZC) = 1
1
Bi(z) =z — %
1
B2(:c)::c2—:1:+6
1
B — 3 2,2 -
3(x) =x 5% —1—2:17
1
By(z) = 2* — 2% + 2 — 30
) 1
Bs(z) = 2° — 5:54 + gx?’ R
) 1 1
B — 6 _ 5 <4 2 i
6(r) =2° — 3z +2x 57t 1o

(2.12) de x = 0 igin B, ile gosterilen n-inci Bernoulli sayisinin tstel trete¢ fonksiy-

onu
2, t
B,— = 2.13
; n! et —1 ( )

seklindedir. Bernoulli sayilarinin ilk birkac degeri asagidaki gibidir:

—1 1 —1 1
BOZ1lBl:7!B2:61B3:01B4:%JB5:0136:5137201"'

Burada, k € Z" ve n = 2k+1 iken B,, = 0 oldugu kolayhkla gorilebilir. Ayrica Bernoulli

sayilarinin ortaya ¢ikisi Faulhaber formali olarak bilinen

ka:1p+2p+3p+___+np
k=1
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formulune dayandigi soylenmektedir. Bu formuliin Bernoulli sayilari cinsinden

n

1 & 1
S = — S (P T B (2.14)
k=1 prlig\ k

seklinde esiti vardir (Knuth 1993).
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3. MATERYAL VE METOT

Tanim 3.1. (Gould 1972) Zai ve ij karmasik terimli iki sonsuz seri olmak Uzere bu

i=0 j=0

(55) (505 ()

seklindedir. Bu ¢carpima Cauchy ¢arpimi denir.

serilerin carpimi

Teorem 3.2. (Berndt 1985) p, n, k € Z*™ U {0} olmak lizere

/¢p =51 (p?;l) pe1 4(1)0n(0). @)

Ispat Re(\) > 0, |w| < 1,z € C olmak iizere

s (T, A, w) ii—

n=1

T
O
\_/

genellestirilmis serisinde p € Z* U {0} ve A = w = 1 i¢in

= z"
hop(x) = hp(z,1,1) Zﬁ (1P +27+--- 4+ (n—1)P +nP)
n=1

seklindedir (Boyadzhiev 2007).

hey(x) = Z—np+z (1742 4+ (0= 1))

Sagdaki ikinci toplamda (2.14) kullanilarak

W (o) =S Ty ST B,y
s ;n'n +;H!P+1ko( k ) Pkt

elde edilir. Sagdaki ilk toplamda (1.1) den

o)

" 1 KN(p+1
h_p(z) = "¢, (x) + Zﬁ? ( L )Bpﬂknk
n=1 p k=0

olur. (Boyadzhiev 2007) den h_,, (z) = ¢, (z) + ex/gbp(t)dt esitligi kullanilarak

z Ptl
e op( /¢p t)dt = e"¢ () + ‘ Z (p—]: 1) Byi1- k()
1

p+ 1

10
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k=1

e“pp(x) + e“/qbp(t)dt = e"pp(x) + ]%Z (p —]L— 1) Bpi1-ix¢r(x)
0

[ 1 2 p+1

/¢p(t)dt = p+1 < L )Bp+1k¢k($)

0 k=1
bulunur. Ispat tamamlanir. O
Tanim 3.3. (Comtet 1974; Graham vd. 1994) x € C ve k € Z* olsun. (x), = 1 olmak
uzere k € N iken artan faktoriyel ya da Pochhammer sembolii

(@) =z(z+1)(z+2) - (x+k—1)

olarak tanimlanir.

Tanim 3.4. (Graham vd. 1994) a; ve b, birer gercel parametre (genellikle tamsayi), t € C
ve n € N olmak tizere genel hipergeometrik seri, t cinsinden bir kuvvet serisidir ve artan

faktoriyel cinsinden

a1,02,03, -+ ,0p B oo (al)n(@)n(ag)n...(al,)nﬁ
SRR b, "= Z; O (02)n (53 m e (By ) 71 (3.2)

seklinde tanimlanir.

Ayrica, p = ¢ = 2 igin (3.2) bagintisinin harmonik sayilar cinsinden

i ik 1 1
Y Hy=— = 2" 5F — 2 (3.3)
n=0 n 2 2

esitligi vardir (Hansen 1975).

11
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu bolimde harmonik sayilarin ve hipergeometrik fonksiyonlarin trete¢ fonksiyonlari
yardimiyla ¢/ (x) harmonik Gstel polinomlarin trete¢ fonksiyonu ve bu treteg fonksiy-
onu yardimiyla yeni yineleme bagintilari elde edilmistir. Oncelikle artan faktoriyel tanimi
kullanilarak 5 F, hipergeometrik fonksiyonunun toplam seklindeki esitligi elde edilecektir.

Bu amagla ilk olarak (3.2) bagintisinda ¢t = —z(e* — 1) alarak

L) 2 s s et — D)y
2F2(2 )| ”)%(2»(2» z
>

_ t n
(~a(e' ~ 1)) @
(n+1)(n+1)!
elde edelim. Simdi n, k € Z* U {0} ve H,, harmonik sayi olmak uzere (2.8) kullanilarak
n=0 # n! n=0 Lk=0 k nl

[ [

n=

elde edilir. (2.10) dan

it " - 11
>0l (@) = = afe! = et F(
n=0 :

dir. Buradan (4.1) geregi

z(ef—1 6 _]‘))
Zqﬁ #(ef = 1)e )Z n+1 )(n +1)!
_ — (=) (et — )"
;¢Z<x)ﬁ_ nz:% n+1 )(n +1)! (42)

seklinde ¢! (x) harmonik Ustel polinomlarin treteg fonksiyonu elde edilir.
Simdi, ¢"(z) harmonik Ustel polinomunun uretec fonksiyonu yardimiyla, harmonik
ustel polinomlarin Gstel polinomlar, harmonik sayilar ve Bernoulli sayilari ile arasindaki

iliskiler kullanilarak yeni yineleme bagintilari elde edilecektir.
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Teorem 4.1. Vn > 1igin

d (¢l (x))
dx

(4.3)

elde edilir. Esitligin sagindaki ilk toplamda (4.2) kullanilarak

(' —1) Z¢

ety o= (=) (e = 1)) (ef =1
LN Y lIlCI G et

ol D & (e 1) (¢ 1)
6—1);:0¢n< x(et—l); n'
¢ 5 o ene D) —z(e! —1))"
:(6—1);%@(:5)5_ . nzl -
elde edilir. (2.9) geregi
f: [Qbh (:L')}’ ﬁ _ (et —1) f:@sh () ﬁ B er(et—l)( —a(et—1) 1)
= n! = v

o] =0

[ oo

bjﬁ@»%]—

tn+1

1

X

n=0
1

¢n
3 et

n=0

elde edilir. Burada esitligin sag tarafinda Cauchy carpimi yapilirsa

;wwxn’t—:zlz(”—)m 7]

n=0 Lk=0

X

qun

elde edilir. Esitligin sagindaki ikinci toplamda » = 0 durumu ayri yazilarak

> M ot ) W (2) 1 o
;[2(95)}5:;[;(”_]{)1@5 ] Z¢ t ¢()
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elde edilir. Esitligin sagindaki & ya bagl toplam n! ile genisletilerek

> ;" T o (x ¢n )t ¢0 )
PCAC) nl Z(n—k)! k! )] +Z n! :E

n=0 k=0

[

3
Il
A

_n—l

¢n %o (x)
N AFIEIEEERS x
L&=0
elde edilir. Esitligin solundaki toplamda ¢{ (z) = 0 oldugundan

ICICIREy [Z (7)ot @ +Z¢—”] y

WE

3
Il
—

bagintisinda £; katsayilari karsilastirilarak n > 1 icin istenen sonuca ulasilr. O

Teorem 4.2. Vn > 0 igin

‘QEZ() <n—1u>

Ispat (4.2) de ¢ ye gore kismi tiirev alinarak

0] (i LT )] @)

k=1

nfl 0 n t 1))n+1

Z¢h (n—1)! = ac'e’® IZ n+1 )(n+1)!

n=0

o0

(et =1) (=1)" (z(e" = 1))" we!
“ Z n+1)

bagintisi elde edilir. Burada esitligin solundaki toplami n = 0 dan ve esitligin sagindaki

ikinci toplami da n = 1 den baslatip sagdaki ilk toplamda (4.2) kullanilirsa

o _1\n—1 t n—1 t
Z%H t—'—a:e Z¢h x(et—l)z( 1) (x((;! 1)" we
tr_zde® o) (—a(e! —1))"
= ze Z¢ e 1) ; ~
etex(et_l) = (—z(et = 1)"
= xe Zﬁbh Y nZ:l -

elde edilir. (2.9) dan

X in *© n 6tex(etfl) .
>[5 [z il - e

n=0

olup Cauchy carpimi kullanilarak

n tk et etegv(et—l)
Z¢n+1 ‘”{Z[Z h()kll} (t_1)+(et_1)

n=0 [k=0

14
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N RN " e’ 2(et—1
elde edilir. (2.11) geregi
Z%l 2y [Z () m] L
n=0 Lk=0 n=1

elde edilir. Burada sagdaki toplami ¢ ile genisletip (2.12) kullanilarak

o [ n n n—1
Z%l foey Z(Z)cbﬁ(x) - Z% )!
n=0 Lk=0 |
o [ n n [ oo n [ n—1
3|2 ()@ %+ > 5, qun )!
n=0 Lk=0 ) Ln=0 Ln
a3 (n)cbif(:v) 2y > 5. LIS g )
n=0 Lk=0 n. n=0 [ n=0 + 1!
olur. Esitligin saginda Cauchy carpimi yapilarak
MOy [Z (7)ot >] d
n=0 ’ n=0 Lk=0
2 n tnfk tk
4 nZ:O k=0 Bn_k(l)( F ) ¢k+1 ( ) (k iy 1)
= S n)¢h (z) -
;} L:o (k F n!
g (n+1) ¢k tk
=z (S n>¢h (z) ﬁ
; p (k: F n!
> t" " /n+1
- nz:% (n+1)! [ & (k + 1)3”"“(1)¢k+1 (“T)]
= S n>¢h (z) -
;} — (k: b n!
- " N+l
;n!(n—i—l) ;( k ) nt1-+(1)2% (2)
- - 1 | /n+1 t"
_Z{xZ(k) +—(n+1) ;( 1 ) na1-k(1 )¢k()]}n,
elde edilir. Burada ; katsayilari karsilastirilarak istenen sonuca ulasilir. O

15
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Teorem 4.3.
1 (0) + 6 () — 2 [—d Ol g <x>] =30 e

Ispat (4.3) de esitligin sagindaki ilk toplama n -inci terim ekleyip cikartilirsa
d[¢) (2)] K (n On (z
LA -5~ (Yot ) - o) + 222
k=0

[925 ()] _ rY (Z) o (2) — 2" () + ¢ () (4.5)

dx
k=0

elde edilir. Burada toplam kisminin (4.4) deki esiti kullanilarak

1 [+ 1 dfeh ()]
a0 =gy |2 (")) Beneat jou0)| =2 =G 00l () = 00
b )4 ou (o) = | L L g ) —Z(”“) T
sonucuna ulagilir. O
Sonug 4.4.

Z+1(I)—‘T[%+¢Z( ]:—Cbn /¢n

Ispat (3.1) den yararlanilarak (4.4) su sekilde ifade edilebilir:

() =2 Z (})eb o+ [ontya

Bu esitlikteki toplam yerine (4.5) kullanilarak

@) —a [w + 0 <x>] — o)+ [o.d  @8)

0

sonucuna ulagilir. O

Sonug 4.5. Harmonik Ustel polinomlar asagidaki ikinci dereceden diferansiyel denklemi
saglar:

1" ! " 1
Y +(1+x)Yn+Yn_Z(nZ )Yk:cn
k=0

Burada Y, = ¢ (z) ve ¢, = 2(21@ 6 (2)) dir.

16
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Ispat (4.6) bagintisinin z e gore tirevi alinirsa

d o1 (@)]  d]gn (z)] ()] | d[e) (x)]
;x * dr On(2) =2 dx? + dx . dx

elde edilir. (2.4) ve (4.3) kullanilarak
n 1 2P (¢ (g
S ("ot o) ek 2l ) o 1y g 0

k

k=0

(")t 22 ) o, o) - a1 ol s e 2 B

oldugu goralar. O

Teorem 4.6. Harmonik Ustel polinomlar ustel polinomlarin lineer kombinasyonu olarak

= (T et

m=

yazilabilirler.

7 (_1)kxk+1

O (2) = Ppi1 () + Z PR

Ispat (4.2) ve (2.11) kullanilarak

io:¢h ((L’) ﬁ _ $(€t 1) io: e — 1))”+1
—~ "l s n+1 )(n+ 1)!
o (=) (et — 1)
= Z¢k(f’5)—] [Z
L:o k= (+1(n+1)!
elde edilir. (2.10) geregi bu ifade
U L R Pl =t = [ m (=) et
2 0n (o) = [Z@Wﬁ] [Z i {Z LT
n=0 k=0 m=0 n=0
olarak yazilir. Burada a,,, = >, {HT 1}% olarak alip Cauchy carpimi uygu-
lanarak
Sl = S| | el
" nl P "m!
n=0 k=0 m=0
0 k m k—m
t t
- Z Z Am ¢k_m($) ]
k=0 Lo ! (k —m)!
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bulunur. Esitligin sag tarafi k! ile genigletilerek
h p— —_
SCCEEDY LZ () ammm(:c)k!]
elde edilir. Sagdaki toplamda & yerine n yazilarak
A [Z (2)awo <x>] r
" n! m) T n!
n=0 n=0 |m=0
seklinde ifade edilir. Burada % katsay karsilastirmasi yapilirsa

=3 (") {ij {;ﬂl}%} -

m=0

0 (- £ () BN o

olur. 11k toplamda tersten sayilarak
N p v n e (_1>kxk+1 n n
x)_xn;(m>¢m(x)+ k1l |22 \m poe g o)

k=1

elde edilir. Burada (2.3) deki esitlik yardimiyla

k k—i—l

¢Z ( ¢n+1 Z ]f _'_ 1

sonucuna ulasilir. O

= (o)

m=

Teorem 4.7.

m+1
Z (ml—: 1) Dr (=) Py, k+1 /Cbml dy

k=0
Ispat (4.2) bagintisi

e e S (1) (z(et — 1))
o )nz:;%(x)mzz( <T)L+(1<>(n+1);!

n=0

seklinde yazilabilir. (2.11) kullanilarak

- Pl o ] o= (D) (et = 1))
[;¢k<_$)ﬁl [;% (z) H] =2 (n+1)(n+ 1)

n=0
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elde edilir. Esitligin sol tarafinda Cauchy carpimi uygulanarak

S PR e SR o G )
2D onl=a) gy (2) (m — k) =2 (n+1)(n+1)

m=0 k=0 n=0

olur. Simdi esitligin sol tarafini m! ile genisletip sagindaki toplamda (2.10) kullanilarak

_ ;’: t_””; i {7:} (—D:L—l:v"

elde edilir. Esitligin solundaki toplamda m = 0 durumu toplamin sonucunu sifir yaptigin-

dan m = 1 den baglatilirsa
) [Z () ont-ordhs <x>] Tey [Z
m=1 Lk=0

olur. Burada %”, katsayi karsilastirmasi yapilarak

i (TIZ) Or(—2) . () = zm: {::}(—UTUE

k=0 n=1

bulunur. Bu esitlikte m yerine m + 1 yazilarak

S (" oot ) = S D

k=0 n=1 n n
B 2’": m+ 1) (=1)"z" ™
_n:O n-+1 n+1

m + 1} (—1)kgh+1

bulunur. (2.7) de z e gore integral alarak /gbm,l(—y)dy = { k1 T
0

esitligi yardimiyla

k=0

bulunur. (2.7) den

mZ (" ) s ) = / EnaaCaly,

sonucuna ulagilir. O

> (m;j 1)¢k<—x> i () = / O (~0)dy
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5. SONUCLAR

Bu calismada harmonik Ustel polinomlarin trete¢ fonksiyonu kullanilarak yeni bagin-
tilara ulasiimistir. Harmonik Gstel polinomlarin Gstel polinomlar ve bu polinomlarin tirev-
leri arasinda yeni yineleme bagintilari bulunmustur. Harmonik tstel polinomlar ile Ustel
polinomlarin ve bu polinomlarin birinci ve ikinci dereceden tlrevleri arasinda yeni bagin-
tilara ulastimigtir. Ayrica harmonik tstel polinomlarin Bernoulli sayilari ile arasinda yeni
bir yineleme bagintisi ve lstel polinomlar cinsinden integral temsili elde edilmistir.

Bu calismadaki bulgular kullanilarak yeni ¢alismalar yapilabilir.
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