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ONSOz

Fizigin temel problemlerinden biri parcacigin degisik potansiyellerdeki di-
namifinin anlagilmasidir. Bu problemlerde merkezcil potansiyeller biiytik Sneme
sahiptir. Bu tiir potansiyellerde hareket denklemleri daha basittir ve korunum
yasalar1 daha genistir. Merkezcil olmayan potansiyellerde ise, hareket denklem-
leri daha karnigiktir ve ¢bzlimlerinin bulunmas: daha zordur. Diger taraftan bu tiir
potansiyeller birden fazla etkinin varoldugu daha gergekci durumlan betimler. In-
celedigimiz potansiyel Coulomb+Ahoronov-Bohm etkilerini ya da benzen molekiilii
icin bir model olarak 6nerilen halka-gekilli (ring-shaped) Hartmann potansiyelini
icermektedir.

Bu calismada Hartmann potansiyeli icin uyumlu durumlar parametrik zamanda
path integrali kullamlarak elde edilmigtir.

Bu calisma, “Akdeniz Universitesi Bilimsel Aragtirma Projeleri Yonetim Birimi”
tarafindan desteklenmistir. (Proje No: 2002.01.0105.002)
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Prof. Dr. Nuri Unal’a tegekkiirlerimi sunarim.



OZET

HARTMANN POTANSIYELI iCIN UYUMLU DURUMLAR
NALAN KANDIRMAZ

Doktora Tezi, Fizik Anabilim Dali
Damgman: Prof. Dr. Nuri UNAL

Ocak 2005

Bu calismada merkezcil olmayan, halka bicimli Hartmann potansiyeli icin
uyurmnlu durumlar elde edildi. Sistem parametrik zamanda aym w acsal frekans:
ile hareket eden dort salimica problemine doniigtiiriilerek, path integrali kullamlarak
kuantize edilmistir. Elde edilen uyumlu durumlar kiiresel koordinatlardaki Hart-

mann potansiyeli dalga fonksiyonlarmin stiperpozisyonudur ve karmal 6zdegerlidir.
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In this study, we obtained the coherent states for the particle in Hartmann
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1.GIRIS

Fizigin genis bir bolgesini kaplayan temel problemlerden biri, pargaciklarm
degisik potansiyellerdeki dinamiginin anlagilmasidir. Bu problemlerde merkezcil
potansiyeller biiylik neme sahiptir. Bu tiir potansiyellerde hareket denklemleri
daha basittir ve korunum yasalar1 daha genistir. Merkezcil olmayan potansiyellerde
ise, hareket denklemleri daha kangiktir ve ¢oziimlerinin bulunmasi daha zordur.
Diger taraftan bu tiir potansiyeller birden fazla etkinin varoldugu daha gergekci
durumlar1 betimler. Incelemeyi amagladifimiz potansiyel
Ze? N BR? N Ch? cosf

r  2Mr2sin®0  2Mr2sin®6’
bicimindedir. Bu potansiyel Coulomb+Ahoronov-Bohm etkilerini (Aharonov vd
1959) ya da benzen molekiilti igin bir model olarak &nerilen halka-gekilli (ring-
shaped) Hartmann potansiyelini (Hartmann 1972, Mandal 2000) icermektedir.

Kuantum mekaniksel sistemlerin path integral yontemi ile incelenmesi genel-
likle diger tekniklere gére daha zordur, fakat bu teknik diger tekniklerin iglemedigi
kiitle cekimi alaninin kuantumlanmas: gibi bazi problemlerde, sistemin kuantum di-
namigini betimlemenin tek yoludur (Feynmann 1965). Bu yararlarindan dolay1, bu
yontemdeki ilerlemeler bir ¢cok alani etkilemektedir.

Genel olarak, sistemlerin kuantum mekanigine gore betimlenmesinde zamana
bagli olmayan olasiliklar1 temel alan, enerji 6zdurumlari kullanihir ve bu durum-
larla, aym sistemin klasik mekanige gore betimlenmesinde ortaya ¢ikan zamana bagh
yoriingeler arasinda iligki kurup fizigi btittin olarak algilamak da zordur. Bu nedenle,
Schrodinger (Schrédinger 1926) kendi adiyla amilan ve enerji 6zdegerlerini veren den-

kleminin ¢6ztimlerinin hemen ardindan, Hidrojen atomu icin konum iglemcisinin or-

V(r,6) = — (1.1)

talamalarimin Kepler elipsleri olacagi ¢6zlimleri aramaya basladi. Her ne kadar bu
problem o tarihte ¢oziilemedi ise de, Schrodinger Coulomb problemi yerine, ancak
harmonik osilatér problemi icin konum iglemcisinin ortalamalar: klasik harmonik
salinic1 yoriingeleri olan ve minimum belirsizlik koguluna uyan uyumlu durumlar
buldu. Bu uyumlu (coherent) durumlar, daha sonra 1950’lerde elektromanyetik
alanin uyumlu durumlarn olan ‘lazer’in anlagilmasinda kullamld:. Daha sonra or-
talama yoriingeleri Kepler elipsleri olan Coulomb potansiyeli icin uyumlu durum-
larin tlretilmesi amac1y1a cok sayida gahgma yapildi. Bu gahgmalarin temel prob-
lemi, uyumlu durumlar: fiziksel zamanda kurmaya caligmasi ya da grup kuramina
dayanan galigmalarda durumlarin ve beklenen degerlerin zaman icindeki geligimini
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icermemesi idi. Oysa Newton’un klasik hesabinda Kepler elipslerinin geligimi, fizik-
sel zaman cinsinden degil, eksentrik anomali agis1 cinsinden verilmektedir (Goldstein
1950).

Bu incelikler dikkate alinarak Coulomb probleminin uyumlu durumlar: eksen-
trik anomali agisma kargilik gelen parametrik zaman cinsinden son yillarda, path
integralleri kullamlarak kurulmugtur (Unal 2000, 2001). Daha sonra bu durumlar
Morse potansiyeli icin de elde edilmistir (Unal 2002).

Bu tezin amaci path integrallerini kullanarak parametrik zamanda merkezcil ol-
mayan halka bigimli (1.1) potansiyeli i¢in uyumlu durumlan olugturmaktir. Path
integralleri durum fonksiyonlar: ve onlarin evrimini olugturmada en uygun yoldur ve
kernel dalga fonksiyonlar: cinsinden pargalandifinda normalize olmug 6z durumlar:
verir. Bu caligmada uyumlu durumlan olugturmak icin problem, parametrik za-
manda holomorfik koordinatlarda dort tane harmonik saliniciya dontigtiiriildii. Holo-
morfik koordinatlar, salinicinin yaratma ve yok etme iglemcilerine karsilik oldugu icin
salinicinin eylemi holomorfik koordinatlar cinsinden yazildi. Daha sonra holomor-
fik kooordinatlar kullanilarak uyumlu durum dalga fonksiyonlar: ve onlarm evrimi
olugturuldu.



2. METOT
2.1. Klasik Mekanigin Temel Ilkeleri
2.1.1. Lagrange Fonksiyonu
V (z;,t) potansiyelinde hareket eden m ktitleli pargacik i¢in Lagranjiyen
: —

L(Z;, T;t) = ET’,. —V(z;,1) (2.1.1)
geklinde tamimlanir. (2.1.1) Lagranjiyen ifadesinde 7;(t) dinamik degigkeni gercel
uzayda t; <t < ¢y arahifinda ¢ ile parametrize edilmig parcacifin klasik yoriingesini
gosterir.

2.1.2. Hamilton fonksiyonu
Gergel uzayda z;, p;, t dinamik degigkenler olmak {izere Hamiltonyen

—)2

H(Z;, Put) = ) (2.1.2)

biciminde verilir. Hamiltonyenle Lagranjiyen arasindaki iligki
dT
dt

L=7:

geklinde yazilir.

2.1.3. Fonksiyonel Eylem
L(Z;, T';t) dinamik sistemin Lagranjiyeni, t; ve ¢; de sistemin evriminde iki
an olmak tizere fonksiyonel eylem

AR, Pit) = / HL( T, Tist) (2.1.4)

biciminde tanimlanir.

2.1.4. En Kiigiik Eylem Ilkesi
Bu ilke fonksiyonel eylemin Lagranjiyen gosteriminde

2
SA=6 / HL(T, T i) (2.1.5)
t

seklinde tanimlanirken Hamiltonyen gosteriminde

_é
6A =5 /dt[pz ddt H(mi,?’i;t)] (2.1.6)



bigiminde tanimlamir. Eylemin en kiigiik olmasi demek konfigiirasyon uzayinda sis-
temin evriminin, yani #;’den £;’ye kadar degismesinin, A’nin degigimini sifir kilacak

evrim yolu tizerinde olugmas) demektir.

2.2. Kuantum Mekaniginin Temel Ilkeleri
2.2.1. Gegig genligi

t, aninda z, konumunda bulunan bir parcacigin ¢, aninda z, konumuna gece-
bilmesi igin genlik, ﬁ(tb — t,) kuantum evrim iglemcisi ve H Hamiltonyen olmak

lizere

(T, t; T, ta) = (zb ]ﬁ(tb —t,)

wa> = <:1;b Iexp [—zfl (s — ta)]

ma> (2.2.1)

seklinde verilir. Ayrica konum 6zdurumlarmn tstiiste gelmesi olarak |¥) durumlan

(o 1 (8)) = (s exp [~ (8 — )]

V()

za) (22 ¥ (t))

(2.2.2)

~ [t ol [-iB )

= /dﬁl?a (-'rb, ty; Zq, ta) (xa l\IJ (ta))

bigiminde yazilabilir.(zy, ty; T4,t,) gOsterimi Kernel olarak adlandmbr ve
U(zp, ty; T4, o) seklinde gosterilir.

2.2.2. Sonlu Bir Zaman Arali icin Gegis Genligi Hesabi
Zaman aralih N egit parcaya bollintir ve her bir aralik € ile gosterilirse gecis
genligi

. — —ieB —icH
(13 Bas ta) = (o |77 - ™

a:a> (2.2.3)

seklinde yazilir. Konum durumlarinin tam kiimesi icin

/ dzs|o) (| =1,  i=12---N—1 (2.2.4)

—00



bagmtis: kullamlarak (2.2.3) ifadesi

(xbatb;ma:ta) = / dzy--- / dzyn_1 <$b Ie—iEH‘ $N—1> <$N—1 le—ieHlxN—2>

<$2 le—ieﬁ‘ w1> <ml ‘e—ieﬁ mg) (2.2.5)

geklini alir. Bu ifade ¢, aminda z, konumundan baglayan ¢, amnda z; konumuna
ulagan tlim yollar tizerinden integrali gostermektedir. (2.2.5) de Hamiltonyen yerine,
kesikli Hamiltonyen bicimi yazihir ve N-1 tane konum integrali, N tane momentum
integrali olmak tizere gecis genligi

(Tp, t; Tay ta) /dﬂh /dIBN— /dp1 /de

X exp {zz [p, ””’ ) _ E(p;, x,_l)] } (2.2.6)

=1

bigiminde ifade edilir. (2.2.6) genlik ifadesinde zaman aralii sayisimi sonsuza
(N — 00) ve zaman arahgm sifir (€— 0) limitine gétiirdiigiimiizde {istel fonksiyon
Riemann integralinin standart bicimine dontigerek

bmic [g (MY—V(@;Q} =i7dtL(x,a':) (2.2.7)

N—oo : (S
J=1

a

seklinde ifade edilir. Eger biitlin yollar {izerinden integral daha kisa bir gésterimde
yazilmak istenirse

Zp

/ [z(t)] = / dzy - - / da:N_l 27rz€ N (2.2.8)

ZTa

biciminde ifade edilir. (2.2.7) ve (2.2.8) kullanulirsa (2.2.6) gecig genligi

b
(1,15 20 2a) = [ D a(t)] 400 (2.29)

Zq

ifadesine dontisgtir.

2.3. Merkezcil Olmayan Potansiyeller
Merkezcil bir potansiyel icinde bir pargacifin hareketi klasik fizikte ve kuan-
tum fiziginde tnemli bir problemdir. Merkezsel alanda bir parcacifin hareketini
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incelemek igin, problemin kiiresel simetrisinden dolay:,Schrédinger denklemini ve
coziimlerini kiiresel koordinatlarda ifade etmek uygun olur.
Kiiresel koordinatlarda zamandan bagimsiz Schrédinger denklemi

B (8 20 L?
l:—— (W + ar W) + V("')] U(r,0,¢) = EY(r,0,¢) (2.3.1)

2m

bigimindedir. (2.3.1) denkleminde agikca goriildiigi gibi 6 ve ¢ agilarina baghlik
sadece L?’li terimdedir.(2.3.1) Schrodinger denklemindeki L2

1 8 6 o
2 =705 + 507 + cot 0% (2.3.2)

dir. Kiiresel simetrik potansiyelde hareket eden bir parcacik i¢in dalga fonksiyonu

U(r,0,p) = Yim(0, ) R(r) (2.3.3)

olarak degigkenlerine ayrilabilir. Agisal koordinatlara bagh Y;,,(0, ¢), agisal momen-
tum 6z fonksiyonlaridir.

Hidrojen ve hidrojen benzeri atomlar pozitif yiikli bir ¢ekirdek ve onun etrafinda
kapali yoriingelerde bulunan elektronlar ve en digta da bir elektrondan olugurlar. Bu
digtaki elektron c¢ekirdegin ve kapah yoriingelerde bulunan elektronlarin olugturdugu
merkezsel bir potansiyel i¢inde bulunurlar. Cekirdegin yiikli +Ze, dig elektron yiikii
—e ile gosterilirse, Coulomb yasasina gtre gekirdekle dig elektron arasindaki potan-
siyel

2
ze _ Z:- k= Ze2)0 (2.3.4)

V(r)=- -

geklinde verilir. N tane elektronu bulunan bir atom gbz online alalm. Bu ato-
mun ¢ekirdeginini atom numarasi Z olsun. Cok elektronlu bir atomu tam olarak
incelemek icin agagidaki etkilegmeleri géz 6niine almak gerekir:

1. Noktasal kabul edilen gekirdek ile elektronlarin elektrostatik etkilegsmesi.
2. Elektronlarin kendi aralarinda elektrostatik etkilesmesi.

3. Elektronlarin spinlerinin ybriingesel hareketleri ile manyetik etkilegmesi (spin-
yorlinge etkilesmesi).

4. Elektronlarin spinlerinin arasinda manyetik (spin-spin) etkilegsme.

5. Elektronlarin spin ve yoriingesel manyetik momentlerinin ¢ekirdegin manyetik
momenti ile etkilesmesi (e~-cekirdek manyetik etkilegmesi).

6



6. Elektronlarin hareketlerindeki relativistik etkiler.

Biitiin bu etkilesmeleri dikkate alarak ¢ok elektronlu bir atomun incelenmesi
olduk¢a karmagik bir problemdir. Onun igin baz1 yaklagimlar yapmak zorunlulugu
vardir. 5- etkilesme cekirdekten ileri gelen etkilegsmedir ve atomun enerji diizey-
lerinde kiiclik bir kaymaya neden olur. Genel olarak, 4 nolu spin -spin etkilegmesi,
3 nolu spin-ybriinge etkilegmesine gore daha kiictikttir. Cok elektronlu atomla,rda 6
nolu goreli etkilerde ¢ok kiiciik kabul edilebilirler (H atomu gibi az elektronlu atom-
larda bu etki daha biyliktiir). Bu etkilesmeler ihmal edilip, koordinat baglangici
cekirdegin kiitle merkezi alinirsa gok elektronlu bir atomun Hamiltonyeni

H= —ih—zv"’ - igf— + 2252— +> filr) T ® (2.3.5)

= 2m i1 i AL A e -
geklinde yazilabilir. (2.3.5) Hamiltonyeninde T yoriingesel agisal momentum,8’;
spin agisal momentumlarim ve f;(r;) spin-yoriinge etkilegmelerinin biiytikliigiinii be-
lirten bir fonksiyondur.

Cok elektronlu bir atomun Schrodinger denklemini ¢tzmek zordur. Onun igin
merkezsel alan yaklagim denen bir yaklagim yapilabilir. Bunun igin elektronlarin
birbirlerinden bagimsiz bir U(r;) ortalama merkezsel potansiyel icinde bulunduklar
kabul edilir. Bu potansiyel ile Hamiltonyen

A

A A A
H=Hy+ H,+ H,, (236)

A A A
biciminde yazihir. (2.3.6) Hamiltonyenindeki Hg, H;, H sirasiyla

~ K2

Ho = E [—%Vf + U(TZ)] y (237)
A Ze e?
H, = Z [ ot ZE — U(r,-)] , (2.3.8)

A
bigimlerinde ifade edilir. (2.3.9)’daki H, spin yoriinge etkilesme terimindeki f;(r;)
fonksiyonu U(r) ortalama potansiyeline baghdir. Bu fonksiyon



R 1dU
filri) = 2m2c? r; dr;
geklindedir. Burada U(r) fonksiyonu merkezsel olmadif zaman 92 - yerine gf kismi
tiirevi alimir. Boylece spm—yortmge etkilegmesinin bﬁyﬁklﬁéﬁnﬂn ortalama potan-
siyelin degigimi ile orantih oldugu anlagihr. Burada c 151k luzadur.

Molekiillerin elektron spektrumunu incelemek icin spin ybériinge etkilesmesini

(2.3.10)

hesaba katmak gerekir. Spin yoriinge etkilesmesini igeren Hamiltonyen

h2
His =57 ~ Lod ——a(VV x V) (2.3.11)
biciminde yazilir. Radyal simetrik potansiyel igin Hamiltonyen
1 10V —
Hisn= 523 (;5> L-% (2.3.12)

geklindedir.

2.3.1. Hartmann Potansiyeli
Hartmann’in halka bicimli potansiyeli
2

V(r,0) = o (2:' ?‘Z’ZTZ%) Eq (2.3.13)
bicimindedir. Burada a Bohr yarigap: ve Ey Hidrojen atomunun taban durum ener-
jisidir. -y ve o pozitif parametrelerdir. Bu potansiyel benzen molekiiliine bir model
olarak Hartmann tarafindan 6nerilmigtir. Bu potansiyel (1.1) potansiyelinde C = 0,
B = v20?% ve Z = yo? alinarak gosterilebilir. Bu sistemin enerji spektrumu

22,4

E=- myoe . (2.3.14)

2h? [ng + 7+ 1+ /1?2 —l—'y202]
olarak yazilir.
2.1.2. Aharonov-Bohm Potansiyeli
Aharonov-Bohm vektor potansiyeli kiiresel koordinatlarda
F
Ar=A4=0, Ay= S y— (2.3.15)

olarak verilir. Burada F sonsuz uzun ve ¢ok ince bir selenoid boyunca yaratilan
sabit akidir, z ekseni boyunca ytnelmistir ve e yiikli orjinde toplanmigtir. Bilesik
sistemin Hamiltonyeni

h? Zer 1 [ A, iB, 0 J

AN ¥ N N -
H 2m A v 9m |20 r2sin’ 6 O¢

(2.3.16)



dir. (2.3.16) Hamiltonyeninde 4y = (22£)* ve B, = Z&E dir. Eger F akis: kesikli
(kuantumlu) ise
_ 2nhc

F e [v—|M|] (2.3.17)
olarak yazilir. |M| tamsayidir.
Sistemin etkin potansiyeli
Ze? 1 A, B,
v=_2¢ > (2.3.18)

r 2mr2sin®f  r2sin® 0
seklindedir. (2.3.18) potansiyeli merkezcil olmayan (1.1) potansiyelinin &zel bir du-
rumudur. (1.1) potansiyelinde ¢ = 0, b = 3-(A4, — B,v) olarak almrsa (2.3.18)
potansiyeli elde edilir. (2.3.18) potansiyeli i¢in enerji spektrumu

724
E=-— mee - (2.3.19)
22 [ng+ 7y + 14 |M|]

dir

2.4. Feynman Path Integral Formiilasyonu

Goreli olmayan kuantum mekaniginin Lagranjiyen formiilasyonunda temel nice-
lik propagatordiir. Propagatér f, aminda z, konumunda bulunan temel bir
parcacifin t, aninda zp konumunda bulunabilmesi icin gecis genligi olarak ad-
landirilir; aym zamanda kernel denilmektedir. Feynman tarafindan dnerilen propa-

gator
Alz ()] = / L(z,,)dt (2.4.1)
pargaci#mn eylemi olmak tizere
K (@, t5; Tas fa) = / exp [iA[z(0)]} D [2(t)] (242)

geklindedir. Burada D [z(¢)] ;z(¢.) = z,'dan baslayip z(t;) = z,’ye ulagan olasi tlim
yollar tizerinden integrasyonu gosterir. Yollardan gelen katkilarm birbirinden farkl
olmasinin nedeni bu yollar arasinda olusan faz farklaridir. Propagatdr kuantum
mekaniginin tist {iste binme ilkesini icermektedir. Ciinkii olasi tiim yollardan gelen
katkilarim toplami geklinde ifade edilmektedir.

Path integralinin iglevsel anlami gudur: [t,,%;] zaman araligim N egit parcaya
boliip her bir aralhik € ile gosterilirse

= (tO = ta1t1:t21 ot °7tN—1)tN = tb) (2.43)



tj — tj_l =€, Ne = 1y — ta,j = 1,2, . °N, Z;= fB(tj) (244)

Tj= m(tj)a Tg = .’B(ta), IN = :B(tN) =Ty (245)

yazilir. (2.4.3), (2.4.4) ve (2.4.5) ifadeleri kullamlarak fonksiyonel eylemin kesikli

bicimi

N

Ti+Ti 1 Ty —Ti_1 .

AN[mj]=eZL[ - e - Lj e] (2.4.6)
i=1

olarak ifade edilir ve path diferensiyel dl¢iisti de

N-1
D[z(t)] — Cn [ ] d=; (2.4.7)

i=1

gseklinde tanimlanir. Sabit m kiitleli bir parcacik igin Cy = (2$€)3N/ >dir. (2.4.6)
ve (2.4.7) kullamlarak Propagator

(> o) oo

N-1
K (b, to; Ta ta) = Cn / / exp {iAN (23] Hda:,- } (2.4.8)

=1

biciminde ifade edilir. (2.4.8) propagator ifadesinin limit bicimi

K(iﬂb, tb; g, ta) = Nl'iEoUN(mb’ tb; Tq, ta) (249)

€—0

geklinde yazilir. Path diferensiyel 6l¢tistinde Cy’in secimi Path integralinin istenen

limiti olmalidir, bu N — oo durumunda serbest pargacik normalizasyonunu verir ve
/K((Eb,tb; Tg, ta)da:b =1 (2410)

bi¢iminde yazilir. Propagator, iki konum arasinda alinan zaman evrim iglemcisinin

matris elemanlaridir ve
K (5, 53 Tay ba) = (b, b | Zar ta) = <m,, Iexp [—-i(tb . ta)ﬁ] a:> (2.4.11)

olarak ifade edilir. Schrodinger denklemini saglayan dalga fonksiyonu Kernel kul-
lamlarak

() = / U (2, b1 Ty ta) U (s ta) (b 3 L) (2.4.12)
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bigiminde tiiretilebilir. (2.4.12)’deki iligkiden
Ky, to; Ta, ta) = 6(2p — x4) (2.4.13)

bagtis: yazilabilir. Ayrica (¢, — t,) =€ olan ¢ok kiiciik zaman araliklan igin ¥’nin
Schridinger denklemini sagladig: gosterilebilir. Schrodinger denklemi

i (gt-) U= HU (2.4.14)

bi¢cimindedir. = Schrodinger’in Green fonksiyonu ve Feynman’in yaklagimi bir
biittindiir ve

K(a:b, ty; Tgyta) = O(tp — ta)K(xb, ty; Ta, ta,) (2.4.15)

ifadesi yazilabilir. (2.4.15)’deki ©(¢, — t,) ; £ 2 0 olan bir basamak fonksiyonudur.
K (zb, tb; Za, o) Propagatori

[z' (£b> H,,] B (s, t5; Ta, ta) = 8t — £)6(2 — 70) (2.4.16)

denklemini saglar. Boylece propagattriin Schrédinger denkleminin Green fonksiyonu
oldugu goriiliir. Ust tiste binme ilkesinin sonucu olarak da

K (zp, ty; g, ta) = /K(mb,tb; z,t)K(z,t; T4, t,)dz (2.4.17)

bagmtis: yazilabilir. Acik olarak zamana bagh olmayan Lagranjiyen varsa propa-
gator ’

K(zp, ty; Za, ty) = Zexp [EN(to — ta)] U (2a) Un(2s) (2.4.18)

bi¢giminde Hamiltonyen iglemcisinin enerji 6zfonksiyonlarinin bir tam kiimesi cinsin-
den yazilabilir. Spektrum siirekli oldugu zaman toplam, integrale déntigtir. 7" =
tp — tg olmak tizere T’ye giére Fourier dontglimi alinirsa.

Ron(en, 5) = % / AT exp GET) K (s, t5; Tay ta)

_Z "(‘”" ‘”“) (2.4.19)

Burada Im Ey > 0’dir. Bu bagmntilar yardimiyla sistemi temsil eden dalga fonksiy-

onlar1 ve enerji spektrumu elde edilebilir.
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2.5. Harmonik Salinicinin Uyumlu Durumlar:

Konum zaman uzayinda Lagranjiyen
L=pz—H (2.5.1)

olarak yazilir. (2.5.1)’de H Hamiltonyendir ve

H=‘1_(P2+mw$2)_w(i+mwm2) (2.5.2)
2m 2 ‘mw ..
olarak verilir.
¢* = mwz? (2.5.3)
2

P = p@ (2.5.4)

boyutsuz degigkenleri tanmimlamrsa Lagranjiyen

B 1 dq dpq W,
T2 (pth T ) 3 (pg ++4°) + 2dt(qu) (2.5.5)

olarak yazilir. (2.5.5)’deki son terim olan tam tiirev terimi ihmal edilirse

_ 1 dq dp, 2 2
L=3 ( Pag; — dt) 5 (2 + +4%) (2.5.6)

olur. (2.5.6) kullanilarak

a= —\}3 (ipg +7q)

1
a* = — (—ipg + 2.5.7
7 (—ipg +q) (2.5.7)
holomorfik koordinatlar: tanimlamrsa holomorfik koordinatlar cinsinden Lagranjiyen
1 (da* Lada .
L= % ( s dt) —wa'a (2.5.8)

olarak yazlir. Lagranjiyenin varyasyonundan

a = —iwa
a =iwa* (2.5.9)
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biciminde klasik hareket denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin ¢tziimleri

a(t) = e @t-g(t))

a*(t) = a*(t;)et2) (2.5.10)
bi¢cimindedir. Bu sistemin enerjisi de
E = wa*a = wa*(t)e“® g (t;) = sabit (2.5.11)
dir.

2.5.1. Kuantizasyon
Schrisdinger denklemi

O
HY =il (2.5.12)

geklindedir. Konfiglirasyon uzaymnda a* € C’dir. ¥,dalga fonksiyonu a* ve t’nin
fonksiyonu olarak ¥ = ¥(a*,t) bigiminde gosterilir. Kuantum Hamiltonyen

= -g(afm aat) (2.5.13)
bicimindedir. a ve @' iglemcileri arasimdaki komiitasyon iligkisi
[6,a'] =& (2.5.14)
dir. (2.5.14) komiitasyon iligkisi kullamlarak (2.5.13) Hamiltonyeni
H= g(a’fm g) (2.5.15)

olarak yazilir. Yine komiitasyon iligkisi kullamilarak

5]
a=hs (2.5.16)
oldugu gosterilebilir. (2.5.15) ve (2.5.16) kullamlarak (2.5.1) Schrodinger denklemi
Fiw (a 5 + 5) U(a*t) = zhat\ll(a ) (2.5.17)

bigiminde yazilir. Degigkenlere ayirma metodu kullamlarak ¥(a*,t) dalga fonksiy-
onunun zamana bagh kismi ve a* koordinatlaria bagh kismi ayrilirsa

U(a*,t) = e (OF2)e, (g%) (2.5.18)
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olur. (2.5.18)’in (2.5.17)’de yerine yazilmasi ile elde edilen konuma bagh diferensiyel

denklem ¢oziiliirse
UA ( a*) — a*A
elde edilir. (2.5.19)’daki Uy’ya a iglemcisi uygulanirsa

-~ * d * #*eX—
aU)‘(a)=h%:a)‘=h>\a" 1

(2.5.19)

(2.5.20)

olur. a’'mn .U,(a*) tizerindeki ardigik etkisi bir adimdan sonra kesilmelidir, yani
stirlanmahdir. ¥(a*) analitik bir fonksiyon oldugundan dolayr A, n’dir Yani A

pozitif tam say1 degerler almahdir. (2.5.19)
Ur(a*) = Up(a*) = a™
olur. (2.5.21), (2.5.18)’de yerine yazilirsa
U, (a*,t) = Cpe ilrta)tgm

olur.

[ e W) Tne) = i

2mi

normalizasyon kogulundan

C, =

-

elde edilir. Boylece dalga fonksiyonu
(", 1) = e bt
olarak bulunur.

2.5.2. Uyumlu Durumlar
Uyumlu durumlar

32 0, (" 1) = ala', )
—=U,(a*,t) = ¥,(a*,t
n=0 n'

olarak tammlanir (2.5.25) kullamlarak (2.5.26)

oo

%12
Wo(a 1) =3O8 it
n=0 :
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(2.5.23)

(2.5.24)

(2.5.25)
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bigiminde yazihr. (2.5.27)’deki n iizerinden toplam, listel fonksiyonun serisel acilim
ifadesi oldugundan (2.5.27)

To(a*,t) = e~t/2¢8" [0e7"] (2.5.28)

gseklinde yazilabilir. ¢ = 0 durumunda (2.5.28)

U, (0) = e*® (2.5.29)
olur. Zamana bagh a ifadesi
a(t) = a0)e™™" (2.5.30)
almirsa dalga fonksiyonu
W, (t) = e oD t/2 (2.5.31)
yazilabilir.

Uyumlu durumlar ti¢ farkh yolla tamimlanir: a. Minimum belirsiz uyumlu
durumlar (MUCS), b. Azaltma Iglemcisi Uyumlu Durumlar1 (AOCS), c¢. Yer
Degistirme Islemcisi Uyumlu Durumlan (DOCS).

a. Minimum belirsiz uyumiu durumlar (MUCS)

z konum ve p momentum arasindaki komiitasyon iligkisi

le,p] = i% (2.5.32)
ve belirsizlik iligkisi
(Az)(Ap)? > %n? (2.5.33)
dir. Eger komtitasyon iligkisi
[z,9] = iG (2.5.34)
alinirsa belirsizlik liskisi
(A (A > 7 (GY (25.35)
olur. Ozdeger denklemi de
(A-l- 5%‘%53) v= ((A) + 2&‘2)2 (B)) v (2.5.36)
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seklinde yazilir. z ve p igin (2.5.36) tzdeger denklemini saglayan dalga fonksiyonlar
da

Tos(z) = [2n (Az)’] 2 exp{ [?(—A(Tm))] +— (p) } (2.5.37)

yazihir. n = 0 taban durum dalga fonksiyonlar (z) = (p) = 0 icin 6zel bir durumdur

(%) -wr

(Az)® = (2a2) =2 (2.5.38)

ve

dir. (2.5.38) kosullar1 durgun klasik parcaciga kargilik gelir. Bu gartlarla uyumlu du-
rum dalga paketleri klasik parcacigin yoriingesini izleyecektir ve geklini koruyacaktir.
Eger ( ) nin farkh degerleri secilirse dalga paketleri seklini koruyamaz.

b. Azaltma Islemcisi Uyumlu Durumlar: (AOCS)

Bu durumlar « kompleks 6zdegerli azaltma islemcisinin 6zdegerleri olarak

a” o) = ala) (2.5.39)
tammlanir. |o) durumlar:
1 2 i o™
|y = exp (—— || ) —|n) (2.5.40)
") 2 «
geklindedir. Ayrica Gausyen kiime olarak '
_ 211/2 & za 1, ., 2
la) = [27 (Az)*] " exp [ 1Ay + A5 (o + |af )] (2.5.41)
biciminde de ifade edilebilir. z ve p igin yazilan smur gartlar ile
=) o ( ) 480
le) = 577 (p) 2o Tinp (2.5.42)
olur. Boylece
|} = exp[—i (p) (z) /2R] Tcs (2.5.43)

olur.

c. Yer Degistirme Islemcisi Uyumlu Durumlar: (DOCS)
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Bu durumlar taban durumunda hareket eden
D(a) = exp (aat — a*a™) (2.5.44)

yerdegigtirme iglemcisi kullanilarak tanmimlanir. Baker-Campbell-Mausdorff 8zdegligi
yardimiyla

D(@) [0) = exp(~3 |of?) exp (aa*) exp(—a)|0)

= exp(—1 la)?) exp (aa+) |0} (2.5.45)
—eXp(__l l )Z 1/2 l )
= |a@)

elde edilir. Bu sonug AOCS ile egdegerdir.

2.6. Hartmann Potansiyeli icin Schriédinger Denklemi Céziimleri

Kiiresel koordinatlarda Hartmann potansiyeli i¢in Schrédinger denklemi

2.2

1 o2 o
loe_ nr - g?smza] U(r,0,0) = EY(r,0,p) (2.6.1)

bigimindedir. ¥(r,d, ¢) dalga fonksiyonu degigkenlere ayrrma metodu kullanilarak

¥(r,6,0) = 20

H(0)®(p) (2.6.2)

biciminde ifade edilir. (2.6.2)’ nin (2.6.1)’ de yerine yazilmas: ile

d2U(r)
dr?

+(QE + 2?7_1_ —~ —E)U( r) =0 (2.6.3)

L 2 en dH(e))ﬂ qn’o? + m?

———(sin S T)H(6) =0 (2.6.4)

e(p)
Tdp?
diferensiyel denklemleri elde edilir. (2.6.3), (2.6.4) ve (2.6.5)’deki m ve X degigkenlere
ayirma sabitleridir. ¥(r, 8, ¢) biitiin uzayda sonlu olmalidir. (2.6.3)’deki U(r) igin
sinir gartlarn U(0) = 0 ve U(oo) = 0, (2.6.4)’deki H(6) icin H(0) ve H(w) sonlu
deger ve (2.6.5)'deki ®(y) igin de ®(p + 27) = ®(¢) olmahdir. (2.6.5) denkleminin
¢Ozlimii

m?® () = 0 (2.6.5)

() = \/—12_;_-62'"” (2.6.6)
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elde edilir. m = 0, &1,42---olmahdir. m' = /gFo’ +m, A = 12(I' + 1) almp
z = cos 0 bigiminde yeni bir degigken tammlanarak (2.6.4) denklemi

CH(@) o dH(z) T ( ’)2
(1-2*)—~2 T2 — 2z — [l T+1)— ]H( ) = (2.6.7)
bicimine doniigttrilir. (2.6.7)’deki H(z) i¢in bagh durumlar H |,—1; = sonludeger
almalidir. H(z) bagh Legendre denklemidir. I’ve m pozitif tamsay1 veya sifirdur.
@’ya bagh ¢oziim

V—m!

2
Hiyrmy (008 6) = Ny (sin )™ Y zngi{'r’bl,“f‘;’;;,f;:jﬁm (cos ) ™=2  (2.6.8)

v=0

olur. (2.6.8) ’deki M'm’

@+ -m)!
bigiminde normalizasyon sabitidir. ve I'= K+ m" k=0,1,2...dir. r’ye bagh denklem
dZU('r) 2n0® V(' +1)
= (ZE s - = ) Ur)= (2.6.10)
olarak yazilir ve I’
=m'+k=+qn?c?+k (2.6.11)
biciminde ifade edilir. £ < 0 bagli durumlar icin
2n0? 1\Y?
= (— 1/2 = —n— = 2 ——. =
a = (—8FE) B o =10 ( 2E> , p=ar (2.6.12)
aliirsa (2.6.10)
dZU(p) 1 ri+1)
R + (; 1T 2 ) U(p) =0 (2.6.13)

olur. (2.6.13) diferensiyel denklemi igin U(0) = 0 ve U(o0) = 0 olmahdir. r — 0
ve r — oo daki radyal dalga fonksiyonunun asimptotik davramgina bakilarak U(p)
i¢in uygun ¢dzlim

U(p) = P +e75f () (2.6.14)
almir. (2.6.14), (2.6.13)’de yerine yazilarak
O v pwrn-aLsp-wrmim=0  eow)
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elde edilir. (2.6.15) denklemi a = (I' + 1) — 8 ve v = 2(I' + 1) parametreleri i¢in con-
fluent hipergeometrik denklemdir. f(p) i¢in analitik ¢6ztim confluent hipergeometrik
fonksiyonlar olarak ifade edilir. (2.6.15)’deki

r+1)~-B=-n,, n.=0,1,2-.. (2.6.16)

dir. n, radyal dalga fonksiyonun digiim sayisidir. BSylece enerji 6zdegeri

(no?)” (no?)’ :
E____ —_—— , nl = r l+1 2.6.17
2(n, + 1 +1) 2 (n')? (e +E4+1) (26.17)
ve radyal dalga fonksiyonu
ono2r\' e Onoir

Unll/(’f') = Nn’l' ( nn, > e II?‘L%‘—H (-ln‘,——) (2.618)

dir. (2.6.18)’deki Ny, radyal dalga fonksiyonu igcin normalizasyon sabitidir.
(2.6.18)’deki Assosiye Laguerre polinomlar: icin

(n+1LE (2) +(z—p—2n—1)LA(2) + (p+n)LE_,(2) =0 (2.6.19)
indirgeme bagintis1 ve
/ Zre*Lh(2)LE (2)dz = P—(“in?—H—)&m/ (2.6.20)

0
diklik bagmtis1 kullanilarak normalizasyon sabiti

ona?r\ 1/ n —1—1) 72
N = (2 E = ) (2.6.21)
n 2n'T(n' +1'+1)

elde edilir. Normalize dalga fonksiyonu da
U (r) = 2no?r 12 (n' —1-1)! Y2 (ong?r v+
wi n 2n'T(n' + 1+ 1) n

621' 14 2
eIt LA+ (2—"5'—"1) (2.6.22)

.nl
olur. Béylece Hartmann potansiyeli igin elde edilen dalga fonksiyonu

1 (2nc?r\*? n—1—1) 1Y% /9po2r\ Pt
\Iz(r,e,@:;(" ) [( ) } (?7 )

n 2n/T'(n' + 1/ + 1) n

2 ) AT
—azir opyy [ 200°T @+l —-m, .
¢ b ( n ) o0l +m’ + 1) (sin6) (2.6.23)

V—m!

2

' v 4 i 7 1 3
sin )™ ()T -2v41) _(oogg)l—m'~2___ cime
( ) ;0 2 —m/—2)1( —u+1)l( ) \/ﬁ

dir. (2.6.23) kiiresel koordinatlarda Hartmann potansiyeli i¢in Schrédinger denklemi
cozlimleridir.
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3. KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI
3.1. Hidrojen Atomu i¢in Uyumlu Durumlar

Hidrojen atomu i¢in eylem

b
dz 1 k
A= / dt [?.7 ~ (%?2 - ;>] (3.1.1)

bicimindedir. Burada k, e elektronun yiikli cinsinden Ze?'dir. Z = 1 hali H ato-
mudur. 7 kanonik koordinat, 7" kanonik momentum ve r = |Z’| dir. Kepler
probleminin SO(4) dinamik simetrisini kullanmak icin (3.1.1) ifadesine ekstra bir

24 koordinatiyla serbest pargacik eylemi eklenir. Boylece eylem,
b
— - . R S B —s9 9 _k
A_/dt{p i TP [2m (7*+7l) r}} (3.1.2)

bi¢imindedir ve problem 4-boyutlu probleme doniigiir. 4 ve p4 dortlii vektor bilegen-

leri z4 = (%', z4) ve pa = (7, ps) cinsinden eylem

tp
d.’IZA 1 ’ k
to

olarak yazilir. Serbest parcacik Lagranjiyeni elektronun dinamigini (hareket den-
klemlerini) degistirmemesine ragmen klasik yoriinge ve gecis genliklerini degistirir.
Bu nedenle serbest parcacigin z,4 serbestlik derecesi kuantizasyondan sonra yok edile-

cektir.
dt = r(A\)dA (3.1.4)

bigiminde yeni bir parametrik zaman segilerek (3.1.3) eylemi

Ap
dz 4 1 dt
A= /d)\ [pA'K — (—2—T7LpA.pA'r — Ic) + (—ps) (a — r)] (3.1.5)
Aa

gekline dontigtirilir. (3.1.5)’deki p,, -00 < p, < 400 bolgesinde tamimli Lagrange
carpamdir. Boylece (3.1.5) ifadesi [(—p,)r — k] potansiyeli altinda hareket eden, dik
olmayan koordinatlarda, (4 + 1) boyutlu sistemin eylemidir. Kustaanheimo-Stiefel
dontistimt kullanilarak

(5)-mer (8 §)(8) o
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karmal boyutlu €4 ve €5 koordinatlar: ve £ ve £ karmal eglenikleri tiiretilir. Burada

x = (z; +izy) /V2

y = (z3 +iz4) /V2 (3.1.7)

r= (2m |p.)7? (€364 + E5EB) (3.1.8)

dir. (3.1.7)’nin momentum déniigtimleri

()2 (8 8) () o

olur ve

1 .
D = E (p:n - szz)

1 ’
Dy = ﬁ (Do — iDz,) (3110)

olarak yazilabilir. (3.1.6) doniigtimi ¢ift degerlidir. Yani z(a)’dan z(b)'ye giden
yollar ¢ uzayinda £(a)’dan £(b) ve [—£(b)]’ye olan iki farkli yola karsiliktir. ¢ ve ¢F
karmal spinorleri

§=(§g) g=(¢& &) (3.1.11)
olarak tammlanir. (3.1.5) eylemi yeniden yazilirsa
Ap
t
A= (&t 60,t) = / dX [pg% +p£f—)‘ + (—po) di;- — H] (3.1.12)

o

olur. £ ve &' karmal spindrler ve H, ¢ ve &' karmal spinérleri ile ifade edilen 4-
saliicimn Hamiltonyenidir ve

H=w [peper + £7¢] — k (3.1.13)

yazihr. (3.1.13) de w = 1/—(p,)/2m sahmcinin frekansidir. Hamiltonyen parametrik
zaman X’ya agikca baglh degildir, bu nedenle H sabittir. Boylece

—po = sabit (3.1.14)
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ve

)

= /%‘;2 [epgr + £1¢] — k = sabit (3.1.15)

yazilabilir. H parametrik zamanda parcacigin enerjisidir, degeri sabittir ve bu
sabitin degeri H = 0°dwr. H,

H = Hr + (—po)r = (H — po)r (3.1.16)

olarak tamimlanir. Burada H laboratuvar gergevesindeki enerjidir. Laboratuvarda
enerji ¢ fiziksel zamaninda 6l¢ilir.

H=0 (3.1.17)
oldugu zaman
po=H (3.1.18)
dir.
a ve a' holomorfik koordinatlar:
Gy
_ 1 (& +ipe | by
a=—~ ( irine )= | o (3.1.19)
b_
ve
1 y . * * %* 3
al = 7 (€ — ipgt £ — ipe) = (a% b, a* b)) (3.1.20)

olarak tamimlanir. (3.1.11) ifadesi holomorfik koordinatlar cinsinden

Ap
1 (dat da dt
Tog. — (2, a2 _pn )= . tq —
A(ab,tb,aa,ta) /d)\ [% (d)‘a a d/\) + (—po) N (wa a k)J (3.1.21)
olur. (3.1.21) deki H = (wa'a — k), parametrik zamanda Hamiltonyendir. Hidrojen
atomunun uyumlu durumlarim tiretmek igin (3.1.21) ifadesi kullanilacaktir.

Kuantizasyon
Feymann path integral formiilasyonu, evrim iglemcisi U’nun 7" konum iglem-
cisinin dzdurumlar arasindaki gecis genliklerinin matris elemanlarim verir. Yani

konum o6zdurumlarnmin evrimini verir. Burada harmonik salimcinin azaltma
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iglemcisinin 6zdurumlarmn evrimi ile ilgilenilmektedir; bunlar sistemin zamana
bagh uyumlu durumlarmma karsihk gelmektedir. Bu nedenle 4-boyutlu harmonik
salimeimn kerneli 4-boyutlu az ve a, holomorfik koordinatlarin terimleriyle tanim-
lanacaktur.

Holomorfik koordinatlarda hidrojen atomunun kerneli

0o Ap
—p,) iJ M —po) 5
K (a}, th; Ga,ta) = / dX, / %]!i?leaa TR K (ol a0) (3.1.22)

a

biciminde tamimlamir. Burada A = 1 ve Kw(a;g,aa) , A parametrik zamanda 4-
salimcmnin kernelidir. (3.1.22) ifadesindeki K,,(a}, a,),

Ap
Da'Da 1 [dal da
Py , 1 _tga) oy
K. (a},a,) " exp {z/d)\ [% (d)\ a—a d)\) w (ala +2) + k]}
A

) (3.1.23)

olarak yazilir. (3.1.23) denklemindeki (2w) terimi af ve a islemcilerinin afa geklinde

siralanmasindan gelir. af ve a islemcileri
[@,af] =1 (3.1.24)

komiitasyon iligkisini saglar. ¢ ve p, tizerinden olan integrasyon

Ap oo
DiD(—p) ., [ / dA(—po)%} = [P gl -] (3129)

[27] [27]

a —00

biciminde diizenlenir.w zamana bagh olmadifindan integrale katki getirmesz.
(3.1.23)’deki af ve a integrasyonu da Path integral yontemi kullanilarak

Ko(a}, ag) = =@y tal explio(u—o)an (3.1.26)

geklinde yazilir. Hidrojen atomu problemi icin Kustaanheimo-Stiefel déntiglimii cift
degerlidir ve z uzayinda z,’dan z)’ye olan biitiin yollar a uzaynda a,’ dan aI ve ag’
dan —a;[ olarak iki farkh bicime ayrilir. Spinsiz Hidrojen atomu icin fiziksel gegis
genligi K,,(a}, a,) ve K, (—al,a,) genliklerinin simetrik toplanudir ve

KL (0} 0,) = | K (af, a0) + Ku(=a}, a0) |
= ik =2a) [eal exp[~iw(Xp—Aa)lda | o~} exP[—i“(".b"’\“)]““] (3.1.27)
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bigiminde yazihir. Boylece (3.1.23) kerneli

o0 o0
KTkl (gf ty: ag,1,) = / dy / o) itautin-ra)+ -t
b ’ [27]
Aa 0
. ea,I exp|—iw(Ap—Aa)]aa—0] exp[—iw(Ap—Aa)]aa (3.1.28)

elde edilir. (3.1.19) ve (3.1.20) denklemlerindeki spinérler

Qyq
g, = f:a (3.1.29)
b—q
ve
G/Z = ( aib b:—b a:b btb ) (3.1.30)

bigiminde parametrize edilir ve (3.1.29) ve (3.1.30), (3.1.28) deki tistel ifadede yerine
yazilarak, tistel ifade kuvvet serisine agilirsa

> oo

Kphys(al,tb; aa,ta) = / d(_Po) g~ Polts—ta) Z [1 + (_1)n1+n2+n3+n4]
[2n]
0 n1,m2,n3,n4=0
o0
X / d)‘bei()\b—Aa)[k—w(n1+n2+n3+n4+2)] (3.1.31)
Aa

o (055040)™ (Bbea)™ (a24-0)™ (82,b-a)™

1 ! n2! n3! n4!

olur. Parametrik enerjinin degeri sifir oldugu icin (3.1.31) de yer alan A, integrasyonu
diizenlenirse

w= k (3.1.32)
ny+ng+ng+ngt+2
olur. Hamiltonyenin 6zdegeri &’dir. %,
k= (;71::) (n1 +n9+ng+ng+ 2) (3133)
olarak yazilir.
N1 +ng+ng+ng= 2n (3134)
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tanimlanirsa fiziksel enerji

_ m K
P =y g 1)

(3.1.35)

elde edilir.

z4 koordinatim kaldirmak i¢in iki yontem vardir: Ya (Duru vd 1982)’deki gibi
kuantum mekaniginin global formiilasyonunda z4’nin biitlin degerleri iizerinden in-
tegral alinir ya da lokal formiilasyonda (Bhaumik vd 1986, Gerry 1988, Toyoda vd
1999)’deki gibi py(As) islemcisi icin dzdegerleri sifir olan veya z4,’den bagimsiz olan
ozfonksiyonlar secilir. Bu boltimde py(A) = 0 olan yontem kullamlmgtar. a{ ve
ap'terimleriyle baglangic kogullar: py(As) = 0 olan

laso|® + [bssf? — las|* + [bsf* = 0 (3.1.36)

secilmigtir. Aym kosullardan ny + ng — ng — ng = Oyazilir. Fiziksel kernel

Kfiziksel( a;ﬁ, th; G, ta) = / d(—p,) g~ Polto—ta) / dpei o) [—2(n]+nh+1)w]

(050a)" 7™ (0504)" ™ (836.)"™

Forct+n0)

i=1

(3.1.38)

olur. n}, nj ve m yeni kuantum sayilaridir ve ny = n}+m, ng = nh—m, ng = ny+m,
ng = nj—m olarak tanimlamr. Bunlar parabolik koordinatlarda Hidrojen atomunun
kuantum sayilaridir. p, o ve § li¢ yeni karmal parametredir ve

p= (a+b+a_b_)1/2

o= (“+b“) v (3.1.39)

5 (ox0 1/2
byb_

olarak tanumlamr. (3.1.38) kerneli

4

00 . oo
Kfiziksel(a;,tb; aa,ta,) — /d([;:]o) Z Z /d)\be—ip"(tb—ta)
0 A

115 =0m=—(n{+n} ) 2,
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(it i, ) {1, s, 2 U (A — Aa) o) (3.1.40)

olur. (nf,n}, m|ay) enerji 6zdurumlar: ile son nokta uyumlu durumlarimn goster-
imidir. (nf,n%, m|U(Xs — A)| as) enerji 6zdurumlariyla gosterilen baglangig uyumlu

durumlarnnin zaman evrimi gésterimidir.

'1+n'2 (ab)ni —n (ab)zm

(), m |ay) = @2
[Eram]

(3.1.41)

ve

(i, T g = Ag)| 20} = b 2ontnmnainet a0

” g&)nﬁ:z (aa)"l""f/géa)zm (3.1.42)
[z; r(1+m)]
t=1
bi¢imindedir. Uyumlu durumlar,

ni+nh

LR DD DR e

2 1/2
- A r ~+1]
7 iy =0 me=—(n; +nly)=0 [gl (ni+1)

x eilk—2(m+ng+ns-+natl)w] |ningonany) (3.1.43)

dir. (3.1.43)’deki |[ninangn,) dort sahmeimn durumlarndir ve a, A = 0°da azaltma

iglemcisinin 6zdegeridir. a 6zdegerinin parametrik zamandaki evrimi
a(}) = ae~#* (3.1.44)

bigimindedir. Boylece uyumlu durumlar (3.1.43)’deki gibi verilir ve baglangic du-
rumu p,o ve A olan li¢ karmal parametre ile tanimlanir.

Bu cgahgmada uyumlu durumlar arasmdaki kernel de tiiretilmigtir. Uyumlu
durumlar arasindaki kernelle karmal konfigiirasyon uzaymin ilk ve son noktalar:
arasinda tamimlanan kernel arasindaki iligki

da;f,dab da/l,daa —afap—ala, /¢t
[2m']4/ er* © (e ol

KFiztkeel (el eo et €,) =

x Ik (of a,) {aq |}, &) (3.1.45)
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dir. (3.1.45)'deki (a |¢f,£) ve (¢,£|a) matris elemanlar: £, € ve pgt, P terimleriyle
a}: ve a, gosterimi kullamlarak tanimlanir.

(€1,€l0) = exp |—(Exta + Ebén) + VE(@ra+biln +a_Lh +5-€5)

—%(a.,.a_ + b_[_b_)] (3.1.46)
dir ve (3.1.46)’nmin karmal eglenigi

(a|¢1,6)" = (€1,¢]a) (3.1.47)

dir. ay, by, a_ ve b_, |a) uyumlu durumlarmin dzdegerleridir. (¢',¢]a) (3.1.46)’da
yerine yazilarak a;', ay Ve al,a, lzerinden integral ahnirsa

1
2isinwA

2
KL, 6] 6) = (ron) | rmon e+ 66

coswA
isinwA

(e + €160 (3.1.48)

olur. Burada A = Ay — A 'dir. &, gercel ve sanal kismu ayrilarak olugturulursa

£ = ( uy + tg ) (3.1.49)

ug + iUZ

yazilur. Bu (3.1.48)’de yerine yazihirsa

. 1 2 1
fiziksel 1 t
K] (upy ,ua) = (% 5 ,) cos [is’ ~(upa +£a£b)]

exp LC:;L:& (wfuy, + uZua)] (3.1.50)
elde edilir. Boylece (Duru vd 1982)’deki kernel ifadesi elde edilmigtir. (3.1.8)’deki
dontistim kullanilarak K7%#%sel 77 ve 77 terimleriyle yazilir ve (Duru vd 1982)’de
tartigilan Hidrojen atomupun konfigiirasyon uzay ifadesi gosterilebilir. 4 ve Ay
parametrik zaman lizerinden integral ahmrsa K (75, ty; 7, to) 'nn pp lizerinden inte-
gralini verir.

Kiiresel koordinatlarda uyumlu durumlar tiiretmek icin €4 ve €5,
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£p = |¢|sin ge—(i/2>(¢+7> (3.1.51)

bigiminde tanimlanarak, (3.1.46)’da yerine yazihr, €#/27 ve e~#2}* *nin kuvvet seri-
sine agihp <y agist {izerinden integral alimirsa (7 agist z4 koordinatina karsilik gelmek-
tedir.) uyumlu durumlar

(1€],0,¢pla) = 4mexp [— €2 — aTa] I, [2\/2a’fa I€1? (1 — cos @)] (3.1.52)

bigiminde elde edilir. (3.1.52)’deki I, 2\/ 2ata |¢]? (1 — cos 8)} ifadesi sifirinc: dere-
cen modife Bessel fonksiyonudur. Burada cos®,
- i W0 o —ip
050 =57 = (a+a_ byb_ , _agbo _a_b+) . (cos b, sin #e*¥ sinfe )

2 v2' V2 V2 V2
(3.1.53)

ve ala,

a,Ta, - aia.. + b+b_

> (3.1.54)

dir. Daha sonra I, |24/2ata [€ (1 — cos ©)| sifirmer dereceden modife Bessel ifadesi

I [2\/2a’fa € lz] z cos® © cinsinden yazilir. I [2',/2a’fa |& 12], k. dereceden modife

Bessel fonksiyonudur. Elde edilen ifade L¥ bagl Laguerre fonksiyonlar ve P;(cos ©)’
bagh Legendre fonksiyonlarimin sonsuz serisi olarak yazilirsa kiiresel koordinatlarda
Hidrojen atomu i¢in uyumlu durumlar

n+k .
(11,6, 01a) = %ZZF(( R e 6 LhzeP)

k=0 n=0

= T@+k+2T [Uv_;ll 1]

P{cos ©) (3.1.55)

olarak elde edilir.
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4. BULGULAR

4.1. Hartmann Potansiyeli Icin Uyumlu Durumlarm Elde Edilmesi

Merkezcil olmayan ktiresel koordinatlardaki

Ze? + BR? CHh? cos 8
r  2mr2sin®’f  2mr2sin®f

V(r,6) = — (4.1.1)

potansiyeli

2 2
f=12é, b= %Z—, c= g—%, (4.1.2)
alinarak

I_{_ b c
r  r2sin®f  r2sin®é

V(r,0) =— (4.1.3)

potansiyeline donigtiiriiliir. (4.1.3) potansiyeli icin

7= %(r +2) (4.1.4)

koordinat d6ntistimleri yapilarak parabolik koordinatlarda

_ b _cC—n)
V(¢n) = TR TR o (4.1.5)

geklinde yazilabilir. Parabolik koordinatlarda Hamiltonyen

H(G,m,9) = [Cr ) + Gl H V) (416

1
2m(¢ + 1)
bigimindedir. (4.1.6) Hamiltonyenini kullanarak eylem

S 1 !
A= / dt [Psﬁ Pl +Pod — gy (e +241) = gazre?s

+

B A I (k).
Cin iy T i n)} (4.L.7)

olarak yazilir. (4.1.7) efri uzayda tammlanmig bir eyleme kargiiktir.

C=£~11u2, 0<u<oo
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n= -Llivz, 0<v<oo (4.1.8)
koordinat ve
= /(o
Do = /TPy (4.1.9)

momentum doniigiimleri yapilarak (4.1.7) eylemi

A=/dt [pui&+pz,'z} +p¢<}5

4 1 p¢ y 228 b+c¢ b-c
u2+v22m(p”+p”+ T ) f+ = T | (4.1.10)

olarak yazilir. (4.1.10) eyleminde

pil =p§+2M(b+c)

vy, =+ 2M(b— o) (4.1.11)
dontigtimii yapilarak
4 1 pZ p2
i [é?n‘ (pﬁ +p2+ % + vi’;) ~ f] (4.1.12)

d;;l [P¢1 \/p§5+2M(b+c)] [p¢2 \/p?,,+2M(b——c)J}
yazilir ve kinetik enerji terimindeki -5 terimini yok etmek igin

ds 4

(4.1.13)

geklinde yeni bir zaman parametresi tanimlamrsa (4.1.12) eylemi

du d d
A=/ds {pu'&;-i-pud e+ S [y, JA T 2M b+ o)

30



+982 (g0 - J oM = 9] + (o) (- E1T) (414

d

bigimine dontigtir. (4.1.14)’deki p, Lagrange ¢arpamdir. Kutupsal koordinatlarda
parcacigin konumu

{11, u2) = u{cos ¢y, sin ¢;)

(v1,vs) = v{cos ¢, sin ¢a) (4.1.15)

olarak gosterilecektir. (4.1.15)" deki ¢; ve ¢ fiziksel koordinatlar degildir. Bu sis-
temin Hidrojen atomundan farki ¢;ve ¢y aglarimm [0, 27| aralifinda tammlanmanmg
olmasidir. ¢yve ¢ icin tamm aralifs —o0 < @ < 00, —00 < ¢y < oo bicimindedir.
(4.1.15) doniigtimi kullamhrak (4.1.14) eylemi

A=[d8{pulgm+pu2m+pmd_”l+pm +p¢%

—4h [pqsl - \/p§,+ 2M (b +c)j — [p¢2 ~ \/p—i +2M(b -~ c)J —H, (4.1.16)
geklinde yazilir. (4.1.16)’daki H parcagiggn Hamiltonyenidir ve
H= (03 + 0, +10, +7%) + 3me® (B +ud+vi+03) — f (4.1.17)
ile verilir. A eylemindeki salime kismi ayrilarak

Aw = /dS {pul,c_l@ﬂ._ +puzgy_2' +ngu +p’02 ds

[pz PPt | L (w4 + o + o) + ] } (4.1.18)

seklinde yazihr. (4.1.18) M kiitleli, w = Y5242 frekansh dort harmonik salmcmn

eylemidir.
[M [ M
= -;—(ul + ’i’b@), 7} = -?w-(?il -+ 2?12) (4:.1.19)
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ve

| M . N M .
£ = —23(11,1 —iug), N'= ——2—ai(v1 — {v3) (4.1.20)

karmal koordinatlan

[Mw X | Mw .

D= T(pul + 7'pu2); Pp= 2 (p'vl + 1Puy) (4121)
Mw ) Mw .

e =\ 5 (Pu —iPw), P =1/ 5 (P — ipws) (4.1.22)

momentum dontigtimleri kullamlarak (4.1.18) eylemi

ve

Y PN O S N S
Aw~jd3 {pgdsﬁ-pg* ds +p"ds + P ds

dps, dpge., dpy  dpp
dsf ds &= ds ' Tds ! (4.1.23)

—w(pepes + Py + EEF +1%)

1d

tog (Pe€ + o + P& +Dpen”) — f }

biciminde yazilir. £, £ ve n,nt kompleks spinorleri
e=(8) f-@o.

=( M t= (s 41.24
n (7’3)7 n (nA7nb) (" )

olarak tammlamr. (4.1.24) spindrleri cinsinden holomorfik koordinatlar
_ 1 (f“#—ipg) <a+1)
ay = t = 3
2Mw \ & —ipe a1

ay = —— ( )+ P ) = ( %42 ) (4.1.25)

2Mw \ 1 — ipy G2
ve karmal eglenikleri

1 . . * *
o= \/z'm(é“—ws §+ipe ) =(a}, aty)
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1 . . * *
a} = NGITeE (nf—ip, nt+ip, )= (a%; a*y) (4.1.26)
olarak tammlanir. (4.1.23) A, eylemi holomorfik koordinatlar cinsinden
i dal da; dal day '
t _ e D, - O PO o B W 8 £\ _
Aw (a’b7 357 a’a) Sa) La ds [2?’ ( dS ai a’l d + d d ) W (a'la’l + aza'z) f
(4.1.27) '

biciminde yazilir. Burada £ EZ_I (pu,ui + py,vi) |8 terimi ihmal edilmistir.4-salmicili
sistemnin kerneli (4.1.27) eylemi kullamlarak

DG,T Da,12
K, a'f 3 8b3 Ga1,2; Sa) = /_1’2—_,
( 51,27 °b2 “al,2 ) [27ri]2
da, dal da.
xexp{ /ds{ (-——lal—a’{d1+—d;2a2 sz)—w(a‘;al-l-agag)—f]}

(4.1.28)

geklinde ifade edilir. (4.1.28)’de A = 1 alinmmgtir. Harmonik sahme icin Path
integral yontemi kullanilarak (EK-1) (4.1.28) kerneli

Kw(azl’z, b3 Gg1,2; Sa) = EXP [(a,‘:l’ze_i"’(s"‘s“)aalyz) —i(f +2w) (sp — sa)] (4.1.29)

olarak elde edilir.
(4.1.29) da a;ﬂl’zaal,g yerine

1 % *
Qp1,2%al,2 = ai12Ar12+ a1 0A 12

1 2
(al(;l)z + 7'“1(;1)2)

a*il,2 = \/é

(4.1.30)

1 2
A ( 21)2 + Wt(zl)z
+1,2 = \/§
yazilarak (4.1.29) Kw(agl,z, 8b; Ga1,2; Sa) kerneli a}; )12 nin kuvvet serisine agilirsa

“’(a'bl 25 Sby Qal,2, Sa) = Z Z (2nr1+2lm1]+2)w+ f](sb—sa)

opy 2'—0 my,2=—00

( a:_ . /\+1)n-r1+]m1l+m1 (a,: . /\_l)nr1+lm1[—m1

L (np, + |ma| +my + )T (ny, + |mg]| —my +1)

(4.1.31)
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nT2+lm2l+m2
RPN C 1Y
T (ny, + [ma| +mz + 1)

(a A )m2+lml—mz

I‘(nm + |m2| — Mg +1)

olur. a* ve A karmal degigkenlerdir. (4.1.31)’de n, radyal kuantum sayisina, m
agisal kuantum sayisma karsihk gelmektedir. ¢; — 2£¢y, ¢o — 2L ¢, bigiminde
Slgeklendirilip I, — oo limiti alinirsa m tizerinden toplam integrale doniigiir.

Kl (abl ,27 Sb; @a1,2, Sa) = Z /dm1 /dmg e [(277""1 a+2ma, 2|+2)w+f] (s5—8a)

Tory 9=0

% Npy g Hma 2|42 ey g Hima,al~ma,2
(a%12241,2) (a%192-12)

[ (i, + [maal + m12) T (ney, +imial — myg)

(4.1.32)

K (azt1,273b§ @a1,2, a), Sa anmdaki aq 2 6zdurumlu bir durumdan s, amndaki a2
6zdurumlu bir duruma gegis olasihik genligidir ve

K (all,z, 8b3 @a1,2) Sa) = {@b1,2 [U (85, 80)| Ga1,2) (4.1.33)

olarak ifade edilir. U(sy, Sa) |@q1,2), s anindaki azaltma islemcilerinin zdurumlaridir

als) =U (s, sq) |aa) (4.1.34)

biciminde gosterilir. (a|ag, s), ¢*’1n bir fonksiyonu olarak bu durumlarin bir gis-
terimidir. a, baglangic 6zdegerli harmonik salhnicinin uyumlu durumlarnna karsihk
gelir. Ele aldigimiz potansiyel icin parametrik zaman uyumlu durumlar

IA‘I—I 25 )\——1 2 / dmy / dm2 (Zn,.l o +2imy, 2[+2)w+f]
-0 Trq, 2“0

)\nrl o+|ma gl+ma 2

+1,2
4.1.35
F(m12+lm12[+m12+1) ( )

Ny o FH|ma,2]~my 2

Ais
X
T (nm,z + lml,gl ~Mmy2+ 1)

|n7‘1,2: m1,2>
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bicimindedir. (4.1.35)'deki |nr, 5, m12),

rry o +ma,al+ma2
+1,2

T (ny,, + [mya| +myz+1)

lnf‘l,z: m1,2> -

rry g+lma,2{-ma2

a_12
0 4.1.36
F(nr12+lm12l mys+ 1) 10) ( )

dir. s, tizerinden integral almirsa (4.1.34) K; (agl,z, 853 Ga1,2, S¢) kerneli,

oo o0

—i
Gl(abl 21 Ga1,2) = Z /dmlfdmz [(2nr,, +2|m2]| +2) w + f]

n'"l 2"'0 —00

Bry oHlmMa 2|+m 2 Ty o+Hmy 2| —ma e
(0'*+1.2)‘+1,2) L2 (‘111.2)‘—1,2) ’

T (n,.l,z -+ ]ml,gl +my 2+ 1) r (n,-l’2 + |m1,2| — M2+ 1)

(4.1.37)

biciminde ifade edilen Green fonksiyonuna doniigtir. «, v fiziksel koordinatlarina
doniis yapmak igin

dal. .da
“61,2778L2 —af gy ——al;a

G2 (ub, Vb, ¢b1,2; Uqgy Va, ¢a1,2) — /

[2mi]?
(ub, P16 |@18) (vb, P2b |azs ) Ga (aztl,za abx,z) (4.1.38)
alimir ve (4.1.38)’deki matrisler hesaplamirsa
(s, b1s |azp) = €731 exp [\/Mub (ary €% +ay_ e"*’””)] (4.1.39)
ve
(vy, bop |azp ) = €~ 2M% exp [\/m'vb (az+ €92 +ay_ e“w’z")] (4.1.40)

elde edilir. (4.1.39) ve (4.1.40) ifadeleri kuvvet serisine agilirsa

ik o —il11¢1b
._1+_’°1 a €
(up, 1y lazs ) = e~ 3M% Z (2Mwug) 2 +k! ! (4.1.41)
kbqj.—'o 1 ql
ve
tkogoy 92 ,—igadan
o 2 _152 a e a,_ €
(b, o3 |ap) = €7 3M bk;:o(zvab) 2+k2! 2 p (4.1.42)
@.—.
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olur. (4.1.41) ve (4.1.42) seri acilimlar (4.1.38)’de yerine yazihrsa

da® , ,da da* , ,da_
. — +1,294+1,2 —1,2%2-1,2 —a. —a* 4 8-
Ga (b, Vb, Op1,2; Uay Vas ¢a1’2) = o / (2m)2 1,204+1,2—0% 1 2012

o0
j;a’l-— a2ia,2_ —1 Mw(u24v)
X Z Z Filgnl kil © ©
k1,2,q1,0=0 7r; o=0
X (2 Mwub) (2 Mw'ub) e F1616/2 o —ig1616/2 pikodon /2 o —ig2d2 /2 (4.1.43)
°r iy M nry 2+]m1,2|+M1,2
x [ dmy [ dmy =t (a+1‘2)\,+1,2) ’
[(27&1-1’2+2]m1,2|+2)w+f ] r (nr1’2+|m1,2|+m1,2+1)
—00 —00

(“‘—1.2)‘—-1,2)""1,2*‘ |m1,z ] —my,2

F(nq,z +]m1,2|—m1‘2+1)

olur. (4.1.43)’de yer alan a ve a* integralleri hesaplanirsa

*®
/‘da +1,2da2.(_1,2 /’ da;oda_12 =0%1,2041,2—0% 1 5012
(2mi) (2mi)?

nrl 2+|m1 2[+M1 2,91,2
+

1,2
Z Z \/P (""”1 o Hma al+m 2+1) \/11_1;— (4.1.44)

k1,2,q1,2=0 7y 5=0

(a )"T1 2+lm1 2|—m1 2 k1122

\/I‘(n.,l o+l ,g[—my, 2+1)\/k1 2!

= Oy g Hmi ol bm 201,500, o Hims l-m1 2612
elde edilir. (4.1.44)’deki integral sonucundan
Tryp + M2l +ma2 = qi2 (4.1.45)
ve
ey p + Mg — Mo = k1o (4.1.46)

esitlikleri yazihir. (4.1.45) ve (4.1.46) esitlikleri kullamlarak

jmg| = & > B =2 > k2 (4.1.47)
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elde edilir. Boylece (4.1.43)

o0 oo o0
G2(up, Vs, Po1,2; Ua, Va, Par,2) = / dmy / dmg Z [(2nr1,2+2};z,2l+2)w+f]
oo 00 ey =0
e B 49D) (20l (30 (4.1.48)

737'1’2+lm1,2l+m1,2
x gilmilés gilmaldan +1,2
r (n‘f‘l,z + lml,Zl +my2+ 1)

Anrm +ma 2|~m1,2
—1,2

% r ("7‘1,2 + [mya] —my2 + 1)

olur. my, my rezidii integralinden elde edilen

2“?‘1,2 +2 [m1,2' +2= _5
Iy gl = =y, < —1 (4.1.49)
> 1,2 2&)

egitlikleri yerine yazilirsa (4.1.48)

oo
1 2 1 002 —1
G (U, Vo, B61,23 ey Vay a1 2) = Y e 2MUT%) (M) ™%
Try 9=0

— ~L 9
71,2 71,2
s g=irrt e+ 1)bn gmi(mept )b A2 ¥ Ay

(4.1.50)

olur. ¢y, ¢ koordinatlarim yok etmek icin

o0 [o <]
Ga(Ub,’Ub; ua.y'va) = / d¢1b / d¢2be"'i‘v 5¢+2M(b+c)(¢1b—¢1a)

-0 —00

x e~ VPTG dn—ba) g, (U, Vs, Db1,2; Uas Vo, Pa1 2) (4.1.51)
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integrali ahnirsa elde edilen Dirac delta fonksiyonlar:

26 K% + g1 + 1) - \/pg +2M(b+ c)] (4.1.52)

ve

f 2
2né [(Z +nmo+1)— \/pq, +2M((b+c) (4.1.53)
olur. ¢ fiziksel koordinat1 (4.1.51)’deki Gs(us, vy; Uq, V) ifadesine eklenirse
G4(ub7 Up, ¢b; Ug, Va, ¢a) = / %Z_Qfeifdqusgfc;?’(ub, Up; Ug, Ua,) (4:.1.54)
olur. ¢ icin Path integral hesabi yapilirak (EK—3)

D¢Dpy i [ dspe %2 / apy e Po(dvt2rm—ga)
/ = Z (4.1.55)

elde edilir. Boylece (4.1.55) kullamlarak (4.1.54)

) oo
A
G4(Ub,’0b, ¢b; Ua,y Uaa¢a) = Z Z e Mw(ub%a) (ZMQJ’U-b‘Ub) 2 !

'"'7‘1,2=0 M= — 00

x eV ;¢+2M (btc)pratiqy/ ?¢+2M (b—C)p2a &'Po($pH2mm—ga)

O
()\4—1}\_1)’“'2%“1 (ﬁl) 35 —(nry+1)

A1

I'(—npy — L - )T(~n,, +1) (4.1.56)

—t
k- —{(nry+1)
(A+2)\._2) 1 (A 2) 2w 2

(~ny — £ — )I(~n,, + 1)

geklinde elde edilir. Green fonksiyonu kernele dontistiiriiliirek, ¢ zaman eklenirse

DED(—ps) 1o a
K(ubavb)tb;ua,,'va,ta) =‘/———2-(7;£~)-6“sz074¢;

XK(uIM Up, ¢ba 8p; Ug, Vg, ¢a, Sa) (4.1.57)

kerneli yazilir. Path integral hesabiyla (EK-2)

DtD(—po) —i [ podt / dpo e~ Po(ts—ta)
j S Pel ity = [ o (4.1.58)
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elde edilir. Boylece Hartmann potansiyeli icin Kernel ifadesi

K (up, Up, ty; U, Vay ta) = / a(=po) / dpy / clsb o~ SMu(ud+o})

—0 m—-—oo

-1 . .
X (2 Mwuf'vg) 361 e%\/p§+2M (b+C)prat+iq/ ?¢+2M (b—c)2q &P (dt2rm—ga)

~sL—(ry+1)
(ApA- )_j——l (%&) S

—1

P(—n'l'l - 5 - 1)F(_"'n"rl + 1) (4.159)

(Apad_g) 2
I(~np, — L — DI(—nq, +1)

1A A2 ’""2%"(%2‘*‘1)
z\—z

bigiminde elde elde edilir.

4.2. Konfigiirasyon Uzaymmda Kernel ve Uyumlu Durumlarin Tiiretilmesi
Kernelle uyumlu durumlar arasindaki iligki karmal konfigiirasyon uzayinda

27cz Zm

B da’b12da'612 d“12daa12 — ap; 2—al. oa,
K2 (el ot g, &8 1t &0y ma) = [ . ©1,212-001 %12

X <£§7 & lab> <7)Z, o lab> ngys(a%l’z, aa1,2) <a'a,1,2 Igjz:v £a>77¢11:7 77a> (421)

bicimindedir. Burada £ ve % karmal koordinatlarda (r,8,¢)’ye bagh degisken-
lerdir.(4.1.23) ve (4.1.24) bagmtilar kullamlarak (¢%, 7%, £,7 |ay3) ve (a1 |€9F,£,7)
ifadeleri

(€t €, nlar12) = exp [—(£7¢ +n'n)

+ \/§(a+1§ + a,_1§T + a0 + 0_2771.) (4.2.2)

1
—glana-1+ a+2a—2)J
geklinde hesaplanir. (4.2.2)’nin karmal eglenigi

<a:|:1,2 [ETnfa §1 7)) = <€T7}T, 677] lai1,2>* (423)

39



bigimindedir.a,ﬂ,g ve a_12, |Gi12) uyumlu -durumlarmn ozdegerleridir.

2

(etnt, &,n |asia) ve (a2 €l € n) ifadeleri (4.2.1)’de yerine yemlarak af,,,
Gp1 2 Ve af,l,z, Gq1,2 lizerinden integral almirsa

2
1
thys(ggagba "}g;"’lb, gj;,a gaanz.a na,) = (m) CcoS [m(&g&a + glgb

coswA +

i+ i) | exp [ —— (e + el +nlm + nina)] (42.9)

elde edilir. (4.24)'de A = Ay — Ag’dir. £ ve 7 gercel ve sanal kisimlarina
£=(u1+iu2) n=<’ul+i'u2) (4.2.5)

U — tUs 71 — g

bigiminde ayrilarak (4.2.4)’de yerine yazilirsa (4.2.5)

(ugua + v;fva

1 2
A2 99 = (grm) o

coswA
+€l6 + )] exp L o (b + wa + ofvs + vlva)} (426)

olarak elde edilir. Bu (Duru vd 1982)’de verilen kernel ifadesidir. Kiiresel koordi-
natlarda uyumlu durumlan ttiretmek igin

£ = ¢ e ?
gl = [¢| e/ (4.2.7)
n = |n| /?

0 = |n|e72/?
koordinatlar1 tanimlanir ve £, £ ve 7,7t (4.2.3)°de yerine yazihrsa,

(€], Inl, @1, 02 las1,2) = exp [ [ — [nf?

+V2(a41 €] €% + a1 €] 72 tagy n| 22 L ay | e¥?)  (4.2.8)
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1
—§(a+1a_1 + a+2a—2)]

ve tistel ifade ; ve p2’nin kuvvet serisine agilirsa

(61l 1,2 fas12) = exp | = 6 = Il = F{assa-s + a120.)]

fo <]
1 .
> 2RI 2 47 g (42.9)
nye=0 - <

-, 11+
Z lluz 2([1-[—12)/2 i(l1—l2)pa/2 Inl 1-+i2 ll l
13,2=0

elde edilir. (4.2.9)'daki a1 icin

t. _ G+10
alal —_ ‘_"—'2
ala, = %‘32—‘—}:3 (4.2.10)

ifadeleri tanimlanip yerlerine yazilir ve
/ dpr M2 — 976, (4.2.11)
esitligi kullamilarak (4.2.9) o1 o integralleri alinirsa

(lel Il |al 2,012 ) = 47 exp [~ I = In” — alas — afes]

x Z 2 (1¢f?)" (2a’{a1)" (4.2.12)

=1 1 !
XY =32 (Inf) (2@0’2)

= W’

yazilir. Sifirinci dereceden modife Bessel fonksiyonlarn icin

2k

ILi(z) = Z E;) (4.2.13)

bagintisim kullanarak (4.2.13) ifadesi

(Iel, Inl|al 2, a1 ) = 47 exp [~ |¢]” = In]” - afar — afa)]
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x Iy (\/ 2ala; |§|2) I ( 2alas lnl2) (4.2.14)

biciminde elde edilir. Kiiresel koordinatlarda

.0
€] = rsin
In| = rcosg (4.2.15)

koordinatlar tammlanarak (4.2.14) de yerine yazilirsa

<r, ] |a;,2, a1,2> = 47 exp [——7-2 —ala; — agag]

x Iy (\/ 2a1a1r2 sin 0) Iy ( \/ 2a£a27'2 cos? g) (4.2.16)

Genel Bessel fonksiyonlarmmn

Z,(Az) = N }: b ,,+k(z)[ a2 } (4.2.17)

bagintis: kullamlarak

1+ cosO [+
I, !:\/20,’{0,17‘2( } 21_7271—[1‘ ( a1a1'r2)

i
x (cos B)" ( a‘;alr?) (4.2.18)

L [\/ 2ajayr2 L= 050) cose)] Zl i 1 (\/;2;;)
x (— cos6)® (W) * (4.2.19)

yazilir. (4.2.17) ve (4.2.18), (4.2.15)’de yerine yazilirsa

<r,9 la{z, a1,2> = 47 exp [7'2 - a{al - aga«g]

I
XZZ 19 (\/ alal'f‘z) (0%9)1( a‘ialrz) (4.2.20)

11=0
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(o) 1 . lo
XZE@;IQ ( agagﬂ) (—cos 6)7 ( agagrz)

Io=0
elde edilir. Boylece sifirinci dereceden modife bessel fonksiyonlar: I;. ve I5. dereceden
modife Bessel fonksiyonlarina doniigtii. Modife Bessel fonksiyonu ile Bessel fonksiy-
onu arasindaki iligkiyi veren

L(2) = e"3"J,(e%'2) (4.2.21)
ve
J(€™™z) = ™™ J,(2) (4.2.22)

bagmtilar1  kullamlarak modife Bessel fonksiyonlar1 Bessel fonksiyonuna
dontigtiiriilir ve Bessel fonksiyonlar: ile bagli Laguerre fonksiyonu arasindaki
iligkiyi veren

z —~ia __ - 2" a y
Jo(2Vz2)e* (x2) 3% = ;”—_—F = o I)Ln(:v) a> -1 (4.2.23)
bagmtis: kullanihirak (4.2.19) ifadesi

<r,9 Ia‘;,z, a1,2> = 47? exp [1"2 - aJ{al - a,gag]

oc

1 w10 141

X E Tk e~ hickic™™ (cos§)" (a’ial'rz)
1+

11=0

o0 ta )
x3 G s (?) (4.2.24)
n1=0r (nl +iL+ 1) "

00
1 Ty . B I
XZ L1z e~ FhigFie™™ (— cos ) (a;azrz)
=0 <"
n2
= ()

X L2 (r?
n;or(”2+lz+1) (")

bicimine doénfigtiiriiliir. cos® @ ve cos™ @ icin

m =2%(4n + 1)(2m)!(m + n)!
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bagmtis1 yardimyla bagh Legendre fonksiyonlar: elde edilir ve (4.2.22)’de yerine
yazilirsa

r+h na+ls
CORNCD
ny+ 1l + 1)1"(n2 + Iy + 1)

(r,0,p12(a12) = 4’”2120 I(
1,27

xe ) Ll (;2) [l (r2)eime (4.2.26)

k1,2 [1 + (_1)k1,2+11,2 (2l1 9+ 1) 2l1+l21-u {(11,242',91,2) + 1]]
x3, g T P (c0s0) Py (cos0)
11,2=0 F(lig+kio+2)T [ L2 1]

elde edilir. Bu ifade Hartmann potansiyelinin uyumlu durumlaridir.



5. SONUQ

Bu calismada merkezcil olmayan, halka bicimli Hartmann potansiyeli igin
uyumlu durumlar elde edildi. Bu sistemin kuantizasyonu ve uyumlu durumlarmm
olusturulmasi daha 6nce H-atomu icin kurulan ydntemle olugturuldu. H-atomu ile
bu sistemin temel farki ¢; ve ¢ aglarmin [0,27] araliginda tanmmlanmamig ol-
masidir.Bu nedenle 1%1 ve p2¢2 de (tamsayz)2 degildir. Sistem (u,v, @1, ¢2) ile tamm-
lanan dort boyutlu uzayda hareket eden, dort tane aym w agsal frekansli harmonik
salinici problemine doniigtiiriildii ve path integrali kullanilarak kuantize edildi. Elde
edilen uyumlu durumlar kompleks 6zdegerli olup, kiiresel koordinatlardaki Hart-
mann potansiyeli dalga fonksiyonlarinin stiperpozisyonudur.

Benzen igin bir model olarak onerilen Hartmann potansiyeli aym zamanda
Coulomb+Aharonov-Bohm etkilerini de icermektedir. Kullandigimiz yaklagim
kuantum kimyasi, kozmoloji ve katihal fizigi alaninda, kristal yapilarin aydinlatil-
mas1, molekiil modellerinin olugturulmas: ve bunun gibi bir ¢ok sistemde uygulama
alam bulabilir. Ayrica daha karmagik kuantum kimyasal sistemlerin uyumlu du-
rumlarmin elde edilmesinde yararh olabilir.
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EKLER
EK-1
Bir fiziksel sistemin karmal koordinatlarda propagatorii

K(a*,a;€) = (a*|e7*" | a) (1)

olarak tanimlanir. Tek bir harmonik salimci icin Hamiltonyen H=wa*a almarak,
€= (8 — 8,) /N olmak tizere N € sonlu zaman arah icin kernel

N-1
da*da
K (a3, $p; Gas Sa) / 2m ! (a = a},sn =8 |e7 | ay_1,8n-1)
X e—a}\,__la)v-1 (“fv 1y 8N—1 f e—iewa*al an-2, 3N~2> e—a}‘v_zaN-—z .. , (2)

—aX a1 —icwa*a

e

(ai(;sl |6 ] g = Qq, 80 = 3a>

seklinde ifade edilir. Burada (a*[a) = e®'® olarak secilmigtir. (Ek1.2)’de Dirac
gosteriminde yazilan terimler integral gosteriminde
Y7 dajda; eiéﬁli[(“3-“}‘—1)%'—1-a§(aa'—aa'—1)]-Gwa3 '

G4-1 e% (a}'vaN+agao)

Kltons = |

27
=1
@)
olarak yazilir. (Ek1.3)’deki tistel ifade N — oo, €— 0 limit durumunda
Dao*D zfds a a—a*a)—wa*a R .
K(a’z7 Sp; Qq, Sa) = / ————ﬁe [2i ( ) ]6; ("’N“N"'%Go) (4)
27
olarak elde edilir. (3) denklemi
N-1
d *da ataj— a;—icw ¥ ata;
K(al, 55; a, 5) _/ avzml Z G—1— Za y Z Yaj-1 )

biciminde diizenlenip fistel ifadedeki 1. ve 3. terim m; nin kuvvet serisine agilirsa
T datda

K{(aj, 51; 04, 3a) = / H omi e H Z [afaj;—1 — i € waja;—1]™ (6)

y—lm,::O
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olur. j tizerinden olan terimler tek tek yazihirsa

day_1dan_1 g — 1 :
K (a3, 8p; Ga, 8a) = /”‘N—zl”g‘—‘e IN-1ON-1 Z ;—TL? [a;, l1—-iew) G,N_l]mN
my=0 -

- 1 * . MN--1
X Z_omN_.1! [aN_l (1 1€ CU) aN_g] - (7)
my—1=
darday _ . o= 1 . I | . m
e 1Y (i ew)m]™ 3 —laf (1-i € w) ag]™
meo=0 mao=0
elde edilir.
da*da _ .., a""a"
/ 2w © ol ™ ®)
diklik bagmntis: kullanilirsa denk (7)
* s 1 . .
K (a3, 90 G, a) = Sapat,Oasae y_ —— o (1 —i €w) (1 -4 € w)an_o™ ...
- __:OmN.
(9)
= 1
Y —l-icw)(l-icw)a™
. mayt
meo=0
geklini alir. (9) ifadesi
oo 1 my
K (ay, 8b; Ga, 8a) = bapa, Oaqao Z — [a}‘,, 1-iew)” a,o] (10)
mN:OmN.
olarak yazlabilir. Ustel ifadenin serisel agihmi kullanilarak
K (a3, 853 0a; 8a) = bagat, agao [a€ W ao) (11)

elde edilir. a} = ay, ap = @, ve N €= s, — 8, oldugundan tek salima igin (11)
kernel ifadesi

K(a3, 503 Ga, 8a) = [aje=*—2e)g, ] (12)

olarak elde edilir. Birden fazla salinici igin kernel hesaplanirken, kuantum mekaniksel
diizeltme terimi olarak her bir salinici igin w’ya 1/2 carpam gelmektedir.
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EK-2

/ DED(—Po) 4 1 as(—po) 2
(2]

integral sonucu path integrali kullanilarak elde edilebilir.

N
DtD(=Po) i f as(-poydt _ f by - - -, PON . GPoy 1 PeiCtiti)
[27T] 2w A

= / diy_1---dty d1270N <o __d;) 01 oiPoN ¢y ~ty_1)+iPoN —1(EN~1~tN—2)-P01 (b1 ~t0)
Y ™

= / diy_1---dly dpon ce .L.igﬂe'iPONtN“?:tN—l(pON'“pON—l)‘".itl(pz—pl)—ipolto
27 27

d. , .
= 12’;1\’ e‘&poNtb6(poN - pON—l)ﬁ(poN—l — pon—2) * - - 6(p2 — p1) giporto

tny =ty Ve poxy = pp alinirsa

DtD(~po) i ast-poy&t _ [ PO ipo(ts—ta)
[27] 27
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EK-3

D¢Dp¢ 'I,fdqu}
R

integrali icin path intagrali kullamilarak

27 27 2n

Jrgpermt o Jo

0

o0
fdp¢1 /dp¢~+1 22 pog(tj“‘ j—l)
2r 2%

—00 —oo
7 d d
~/d¢1/d¢2 /d¢ fp¢1'°'/p§N+l
T
-0
£ Po3 P, )01—Pg b~ (Do 1 ~Poy )ON+Poy 1 Db
2

2w oo
d; d;
/d¢‘1/d¢2 /d¢N 5;1 - f___p;;“

faade <]

eip¢N+1 ¢b-(p¢N+1 —Pop )¢N _"'-(p¢2  2-5 Yér —Pe¢ a

00 o0
—_ Z éz_)i’, / d¢e'l[P¢N+1 (dp+2mm)— (p¢N+1 P¢N)¢N ------ —(P¢2—P¢1)¢1—p¢1¢a]

m=—00_ 00
d¢ integrallerinden N tane 6 fonksiyonu elde edilir.

o o]
D¢Dp¢ oS dspy %2 Z ¢ Po(Bo+2mm—e)
on]

m=—0o0
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