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Damsman : Prof. Dr. Sermin OZTURK
Bu tez ¢aligmasi alt1 boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliim girig kismindan olusmaktadir dolayisiyla kesirli diferansiyel denklem
sistemleri {izerine ve bu konuda yapilan calismalar sunulmustur. Ikinci boliimde te-
mel kavramlar ve teoremler yazilmis olup Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi, Riemann-
Liouville kesirli tiirevi, Atangana Baleanu kesirli tiirevlerinin ve kesirli integrallerinin
tanimlar verilmistir. Uciincii béliimde tezimizle alakali olan lineer denklem sistemle-
rinin tanimi ve tarihcesi verilmistir. Dordiincii boliimde ise tekil olmayan cekirdege
sahip yeni genellegtirimis Hattaf kesirli tiirev tanimimi ve 6zel halleri verilmistir.
Besinci boliimde ise tezimizin ana konusu olan Caputo-Fabrizio kesirli tiirevinin
lineer denklem sistemlerinin ¢éziimlerinden faydalanarak Hattaf kesirli tiirevinin li-
neer denklem sistemi ve ¢ozlimleri elde edilmigtir. Bu boéliimde sunulan teoremler
kullanilarak saglanilan dogrusal denklem sistemi ¢aligmanin temelini olusturmustur.
Son boliim yani altinci boliimde ¢aligma boyunca faydalandigim literatiirdeki kay-

naklar listeli halde gosterilmigtir.
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The first part consists of the introduction, so the fractional differential equation sys-
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and theorems have been written, Caputo-Fabrizio fractional derivative, Riemann-
Liouville fractional derivative, Atangana Balleanu fractional derivatives and fracti-
onal integrals definitions are given. In the third chapter, the definition and history
of linear equation systems related to our thesis are given. In the fourth chapter, the
new generalized Hattaf fractional derivative definition with a non-singular kernel
and its special cases are given. In the fifth chapter, we examine the Caputo-Fabrizio
fractional derivative, which is the main subject of our thesis. By using the soluti-
ons of linear equation systems, the linear equation system and solutions of Hattaf
fractional derivative were obtained. Lemmas presented in this section The system of
linear equations obtained using it formed the basis of the study. In the last section,
the sixth section, the sources in the literature used during the study are listed. In the
last section, the sixth section, the sources in the literature that I used throughout

the study are listed.
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SIMGELER DiZiNi

Simgeler

R Gergel sayilar kiimesi

1 R’ de bir aralik

R, Pozitif gercel sayilar kiimesi

f’ f fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi

1 f fonksiyonunun ikinci mertebeden tiirevi

D f(x) Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi

E, a mertebeli Mittag-LefHer Tiirevi

E.z3 Iki Parametreli Mittag-Leffler Tiirevi

“Def(x) Caputo Kesirli Tiirevi

C=Fpef(x) Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirevi

ABE Do f (1) Riemann-Liouville Anlaminda Atangana-Baleanu Kesirli Tiirevi
ABC Do f () Caputo Anlaminda Atangana-Baleanu Kesirli Tiirevi
Hpef(x) Genellestirilmis Hattaf Kesirli Tiirevi




1. GiRis

Kesirli tiirev ve integral, klasik tiirev ve integral kavramlarinin genellemeleridir. Ke-
sirli tiirev ve integral tanimlari, tamsay tiirev ve integral tanimlar: kadar eskidir ve
kesirli hesap teriminden ilk defa 1695 yilinda s6z edilmigtir (Miller 1993). Uzun siire
bu konuyla yalnizca teorik matematikgiler ilgilense de, son zamanlarda arastirma
bulmak miimkiindiir. Uygulamali matematikg¢iler ve gesitli alanlardan aragtirmacilar
tarafindan bu konuyla ilgili caligmalar yapilmigtir. Kesirli tiirev ile klasik analiz ara-
sindaki temel fark, klasik analizde oldugu gibi tek tip bir tanimin bulunmamasidir.
Bunlardan bazilar1 Riemann-Liouville (1855), Caputo (1967), Griinwald-Letnikov
(1976), Caputo-Fabrizio (2015), Atangana-Baleanu (2016) kesirli tiirevleridir. Ta-
nimlar arasinda gegigler olsa da tanimlarda ve tanimlarin fiziksel yorumlarinda fark-
lihik gostermektedir.

Kesirli hesap, teori ve uygulamalarda saglam ve giderek biiyiiyen bir ¢aligma yapisi
oldugundan son yillarda bir¢cok aragtirmacinin dikkatini ¢ekmigtir. Kesirli biiyiime-
nin 6nemi sadece temel ve uygulamali matematikte degil ayni1 zamanda fizik, kimya,
miihendislik, biyoloji ve diger alanlarda da fark edilir. Kesirli integrallerin ve kesirli
tiirevlerin tamimlari, kesirli hesabin bagladigi 1695’ten bu yana ¢ok sayida olmustur
ve zamanla yeni tiirevler ve kesirli integraller ortaya ¢ikmistir. Bu kesirli tiirevler ve
integraller farkli ¢ekirdeklere sahiptir. Bu da tanim sayisimi artiriyor.

Evrendeki fiziksel ve biyolojik unsurlari izah etmenin en mantikli yolu "diferansi-
yel denklemler" kavramini kullanmaktir. Diferansiyel denklem, bir veya daha fazla
fonksiyonu ve bunlarin tiirevlerini iceren matematiksel bir denklemdir.

n e Nve f: AcCR? — R fonksiyonu tanimlansin. Oyle ise

D*x(t) = f(t, x(t))

ifadesine n.mertebeden adi diferansiyel denklem adi verilir (Hartman 2002). Bu denk-

lem egitligi ile birlikte

Dkx(to) :[Eék),T:O’]_, y IV ]-a



baglangi¢ kogullar1 verildikten sonra verilen iki denklem basglangi¢c deger problemleri
olarak tanimlanir. Eger birinci denklemde n € R veya n € C varsa, yani bagimsiz
degisken x’in bagimsiz degisken t’ye gore kesirli tiirevlerini igeriyorsa, o zaman ilk

denkleme kesirli diferansiyel denklem denir.

f(xayvy/a"' >?J(n)) =0

seklinde anlatilmaktadir. y™ ifadesi, y’'nin x’e gore n.tiirevini gostermektedir.

Tanmim 1.0.1 x;’ler degigkenler (¢ =1,2,--- ,n), ve a;,b € R olmak tizere
my Ty + MmigZs + - -+ M2y = by

Mo1 L1 + MoaXo + *++ + MonTy = b2

M1 T1 + My + Rl ALy — bt

bigimindeki ifade edilen denklemlere lineer denklem sistemi denir (Boelkins vd.

2009).

Kesirli sistemler, yani keyfi dereceden integro-diferansiyel denklemlerle ifade edilen
denklemler, son yillarda sistem teorisinde sik¢a duymaya basladigimiz konulardan
birisidir. Matematiksel arka planin daha iyi anlagilmasi, kesirli dereceli sistemlerle
ilgili calismalarin artmasina yol acmistir. Ozellikle son on yilda, kesirli tiirev, kontrol
teorisi dahil olmak tizere birgok alanda kendisini dahil etmigtir. Genel olarak, kesirli
diferansiyel denklemlerin kesin ¢oziimlerini bazi analitik yontemlerle ¢6zmek zordur
bu sebepten bir ¢ok bilim insani i¢in merak konusu olmustur ve bu sayede ¢ok fazla
¢alismalar yapilmigtir.

Wei vd. (2019), bilinmeyen baglangi¢ kosullar olan giiriiltiilii bir ortamda bir ke-
sirli lineer sistem simifi i¢in sézde durumun kesirli integralini ve tiirevini tahmin
etmek icin asimptotik olmayan ve saglam bir yontem onermektedir. Losada ve Ni-
eto (2021) Caputo-Fabrizio ve Atangana-Balenau tiirevlerinin 6zel durumlarini in-
celediler. Shuo Wang ve arkadaglar1 2022 yilinda bizimde tezimize katk:i sagladig

Caputo-Fabrizio kesirli tiirevinin kesir dereceli lineer sisteminin analitik ¢oziimlerini



klasik ¢oziimle karsilagtirdilar (Wang vd. 2022).
Sistem su sekildedir (Wang vd. 2022):

“DeX(t) = AX(t) (1.1)

/ aip a2
burada 0 < a < 1, X(t) = [z(t), y(t)] ve A=

A21  A22
Tanmimlanan kesirli tiirev ise Caputo-Fabrizio kesirli tiirevidir.

“Da(t) = % /Ot exp[—%(t — 8)]|2'(s)ds (1.2)
Kesirli dereceli lineer sistemi det(A) # 0 varsayimi altinda ele aliniyor. Lineer cebirin
teorik bilgisine gore, eger A tekil olmayan bir matris ise, o zaman B = T~ AT ve
X (t) = TX(t) seklinde tekil olmayan bir T matrisi vardir. Burada B bir jordandir,
ve X (t) = [u(t), v(t)] dir. A’'nin karsilik gelen polinomu

P(\) =det(A=) =X —p\+q
ile p = a1 + asx ve ¢ = aj1a00 — aoiass sifirlar1 olan A = %(p — \/m ve

p=3p+p?—4q).

Boylece sistem su hale gelecektir.
DeX(t) =T TATX (t) = BX(t), (1.3)

Burada B, asagidaki normal formlardan birisidir:

A0 A0 v
L\ ) = M) = L R(,7) = | burada A, 1, v, ve 7,
0 u 0 A -y v

p # 0 vey > 0 gergek sayilardir. A = p # 0 ise , £(A, 1) 'nin 6zel bir durumu
olacaktir. Ve bu nedenle durumlar: tek tek ele almamiz gerekiyor.

Eger A = L(\, p) ise sistem su sekilde olacaktir.
Dyx(t) = \x(t) (1.4)
Diy(t) = pa(t) (1.5)
a = 1 i¢in sistem agagidaki gibi klasik lineer sisteme geri dondiigiinii gozlemleriz.
2 (t) = A\x(t) (1.6)

y (&) = py(t) (1.7)



z(t) = c1eM, y(t) = cyett ¢oziimlerine sahiptir.

Fiziksel olaylar1 tanimlayan diferansiyel denklemlerin sirasi, ilgili fiziksel olayin de-
gisim hizim belirler. Boylece kesirli tiirev, tamsay1 diferansiyel denklemlerin baz
fiziksel olaylar1 agiklamadaki eksikliklerini telafi etmekle kalmaz, ayni zamanda fi-

ziksel olaylarin dogasinin anlagilmasinda da 6nemli bir rol oynar.
2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu boliim tezde yer alan 6nemli tanim, teorem ve teoremlerin ispatindan olusmak-

tadir.

2.1 Gamma Fonksiyonu

Tanim 2.1.1 Gamma fonksiyonu kesirli hesabin 6nemli iglevlerinden biridir. Bu
fonksiyon, pozitif tanimh n i¢in Euler integrali ile ifade edilir.

n > 0 alinirsa ;
[(n) = /00 " e dr
0
olarak tanimlanir (Podlubny 1999). Ayni zamanda n’nin pozitif degerleri igin, I'(n)
fonksiyonunun yakinsadigi degeri incelersek n!’a yakinsadigi goriilmektedir.
n=1 i¢in,
') = /000 2l dr = /000 e fdx = T11_r>r010(1 —e =1
elde edilir.

n yerine n+1 yazilirsa,

I'(n+1) :/ 2" e dxy
0
T

= lim z"e *dx
T—o00 0

= lim {(;c")(ex g—/ooo(—ex)(nx“)dx}

T—o00

= lim {(—T”)(GT) +n /0 T(m’”l)(e’”)dx} — nD(n)

T—oo

elde edilir. '(n + 1) =nl'(n), n = 1,2, - i¢in degerler verilirse;

r(1) =1



I'(n+1) =n!

verilen gamma fonksiyonunun n!’e yakinsadigi gosterilmis olup, bu sebeple Gamma

fonksiyonuna genellestirilmig faktoriyel fonksiyonu olarak ifade edilmektedir.

2.2 Beta Fonksiyonu

Euler’in ikinci integrali olarak soz edilen Beta fonksiyonu ic¢in x ve y pozitif tanimh

olmak iizere, R(a),R(b) > 0

Bla,b) = /Olta—l(l — ) at

olarak ifade edilir (Podlubny 1999). Herhangi pozitif olmayan a ya da b degerleri
icin bu integral raksaktir.

Gamma fonksiyonu ve Beta fonksiyonu arasinda asagidaki gibi bir iligki vardir.
['(a)l'(b)
b g ———

2.3 Bir Parametreli Ve Iki Parametreli Mittag-Leffler Fonk-

siyonu

Mittag-Leffler fonksiyonunun kesirli analizde oldukga yararli oldugu zaten biliniyor.
Ayrica, Pskhu tarafindan 6nerilenler gibi diger baz kesirli diferansiyel integrallerin

tanimlarinin énemli bir parcasi olmugtur (Pskhu 2004).

zlc

E,z) =YX y=———,a>0

(2) MO (ak + 1) “

olarak tanmimlanan F, fonksiyonuna (seri yakinsak oldugunda) a mertebeli bir pa-
rametreli Mittag-Leffler fonksiyonu denir (Povstenko 2015).

Zk

Ea’ﬁ(2> = Zzozom,@ >0

ile tanimlanan E, g fonksiyonuna (seri yakinsak oldugunda) « ve /5 parametreleri ile

birlikte iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu denir.
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2.4 Riemann-Liouville Kesirli Turevi

Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi, kesirli tiirev ve integral teoremlerinin gelig-
mesinde ve bunlarin matematik ve baz miihendislik uygulamalarinda énemli bir rol

oynar.

Tanim 2.4.1 [a,b] , (—o0 <a <b < 0o0)R reel ekseni iizerinde sonlu bir aralik
olsun. @ > 0 olan = € [n — 1,n) olmak iizere . mertebeden Riemann-Liouville

kesirli integrali su sekile tanimlanir (Samko 2015).

1 x
T — a1
() o) /a f@) (@ =) dt, x> a
Tanim 2.4.2 [ = (a,b) araliginda f(z) € AC" ven —1 < a <n, n € Ny olsun. f

fonksiyonu a. mertebeden Riemann-Liouvile kesirli tiirevi su sekide verilir.

D*se) = (1) it

2.5 Caputo Kesirli Tiirevi

Tanim 2.5.1 Porzitif gergel sayilar kiimesinde tamimh f fonksiyonu a € (n — 1,n],
n € N olmak iizere
f fonksiyonunun « mertebeden Caputo kesirli tiirevi goyle tanimlanir (Samko 2015,

Losada vd. 2015).

1

¢ po = — t — )M (P dr
DL = s [ (=77

Caputo kesirli tiirevi ¢esitli modellemelerde ¢ok fazla pratige sahip olmasina ragmen
bazen kullanigh degildir. Dezavantajlarindan bahsedecek olursak, birincisi Caputo
operatoriiniin tekil olmayan tipte ¢ekirdek fonksiyonuna sahip olmasidir. Digeri ise
Caputo kesirli tiirevinin gekirdek fonksiyonu kuvvet fonksiyonu bi¢iminde oldugun-
dan bu operator iistel tipteki modellemerde fayda saglamamistir.

Bu yukarda verilen eksiklikler dikkate alinarak singiiler olmayan ¢ekirdek fonksiyo-
nuna sahip olan Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi 2015 yilinda literatiire kazandirilmig-

tir.



2.6 Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirevi
Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi su gekildedir (Caputo vd. 2015).

Tamim 2.6.1 0 <a <1,a € [—o0,t) veb>aigin f € H'(a,b)

(seklinde 1-boyutlu Sobolev uzayl) olmak {izere

C—F pa (1) 1_ /f { (_Oj)]dT (2.1)

Burada M(0) = M (1) = 1 olmak tizere M («) normallegtirme fonksiyonudur.

Yukaridaki tanimda o = I?TO‘ € [0,00], @« = = € [0,1] alimirsa Caputo-Fabrizio

kesirli tiirevi

“Eprf( / f'(7)exp [ )] dr (2.2)
seklini alir.

Burada o € [0, 00] ve N(0), N(0) = N(c0) = 1 olacak sekilde M («) ’a kargilik gelen

terimdir.
iii%éexp [— (t;T)} =6(t—1) (2.3)
a = 11i¢in ¢ = 0 olur.
hm DI f(t) = 11&11 ]1\4_(02 t f'(7) exp [— ait_— T)} dr (2.4)
— l%0 ((Ia) tf’(T) exp [— (t;T)] dr = f'(t)
a = 0 ig¢in ¢ = 400 olur
ty D17 6) = 1y 1 [ ) - “f_‘ﬂ d 29)
_(yg%—/f yexp | -2 dr = ) 10

Tamm 2.6.2 n > 1is a € [0,1] ise (n+ «) mertebesindeki D{*™™ f(t) kesirli tiirevi

su sekilde tanimlanir.
DI f(t) == D | D £ (1) (2.6)

Teorem 2.6.3 Caputo-Fabrizio tiirevinde f fonksiyonu icin f®(a) = 0,
t=1,2,...,k oldugunda semi-grup 6zelligi saglanir. O halde

=rpf (D f(1)] = D [ D 4(1)] (2.7)
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Caputo-Fabrizio kesirli tiirevinin Laplace doniistimii

L{CFDr)} = £ {# / exp PY - 7)} f’(T)dT}

1—« — o

_ 1ioé£{/0texp {—O‘it:;)] f’(T)dT}

konvoliisyon 0zelliginden
t
ctr) =2 [ s -ngtar
0

L{f * g} = L{f}-L{g} = F(s).G(s)

L{CFDf(t)} = q i a)L {f’(T) % eXp [—1 i)éaT:| }
~ 2 etrmyeden |- ||

1
(1—-a)

L s {fr) - f(O)}]

s+ %

- e - [8(1 1_;§“+ —(sF(s) - f<o>>}
SF(s) — J(0)

s+a(l—s)

Benzer bir gekilde,

et eew |12}
LW} — s£(0) — F(0)

c{erpfymn ) -

s+a(l—s)
Sonunda,
L chDgaJrn)f(t)] _ . i a£ {f(nJrl)(t)} L {exp {_1 ita} }
_S"TL{f()} = 5" f(0) = s f(0) .. — f(0)
s+ a(l—s)

Laplace doniisiimiinii Caputo-Fabrizio kesirli integralini elde etmek i¢in kullanabili-

riz. 0 < o < 1 olmak tizere.

CEDAF(t) = u(t),t >0 (2.8)



Kesirli diferansiyel denklemini ele alalim

Laplace doniisiimiinii kullanarak
LD f()} () = L{u(®)} ()5 > 0

elde edilir.
M((k) y
( (1—9) (sF(s) — £(0)) = L{u(t)} (s),5 >0

1 Q 11—«

LLWI () = F0)+ s A} () + yos £ ulo)} o)

S

Ters laplace dontigiimii uygulanirsa,

ft) = Wu(t) + W/o u(r)dr + f(0) (2.9)

elde edilir.

(1-«a)

10 = 3O+ 310

t
/ uw(r)dr +¢,t >0,c € R
0

(2.8) denkleminin ¢oziimiidiir. Buradan, Caputo-Fabrizio kesirli integrali tanimlan-

mugtir.

Tanim 2.6.4 0 < a < 1 olsun, bu f fonksiyonun « mertebesinin kesirli integrali
su sekilde tanimlanir.

l—«

(0 = 7 0+ g0 / f(r)dr,t >0

2.7 Atangana-Baleanu Kesirli Tiirevi

Atangana ve Baleanu 2016 yilinda Caputo-Fabrizio kesirli tiirevindeki ¢ekirdek fonk-
siyonunun Mittag-LefHer fonksiyonu ile yer degistirilmesiyle olusmustur.

Caputo ve Riemann-Liouville kesirli tiirevlerine iligkili olarak Atangana-Baleanu ke-
sirli tiirevi ve integrali giinlimiizde matematiksel modelleme konusunda énemli bir

etkisi olmustur (Atangana vd. 2016).

Tanim 2.7.1 (Riemann-Liouville anlaminda Atangana-Baleanu Tiirevi)

feH'(a,b), b > a ve a € [0,1] olmak iizere RL anlaminda Atangana-Baleanu tiirevi

ABR Da(f(£)) = %%/btf/(x)ﬂx [_a(t—x)a] .

11—«

olarak tanimlanir.



Tanim 2.7.2 feH'(a,b),b > ave a € [0, 1] olsun. O halde Caputo tiirevi anlamimda

Atangana-Baleanu yeni kesirli operatorii

ABO Do (f(t 1_a / e { (tl__aza} dz

olarak tanimlanir.

Burada ()i
N G e G
“ 1 -« =0 T(ak 4 1)
Mittag-Leffller fonksiyonu ve B(a) =1 — a + Ty dur.

Genellikle basitge 1 olarak alinan bu garpan fonksiyonunun getirilmesinin nedeni,
ornegin bazi modelleme problemlerinde, farklilagma mertebesi « iizerinden integral
almak istenmesidir . Baz1 o degerlerinin digerlerinden daha fazla katkida bulunma-
sin1 isteyebiliriz ve bu nedenle a’nin farkh degerlerini agirliklandirmak icin kendimize
alan birakmis oluruz.

Riemann Liouville tiirevine baghh Atangana-Baleanu kesirli tiirevi, Caputo tiirevine
bagh Atangana-Baleanu kesirli tiirevi @« — 0 da ki tiirevi hesaplandiginda fonksiyo-

nun kendisi elde edilemedigi i¢in ele alinmigtir.

Teorem 2.7.3 feH'(a,b), b > a ve af0, 1] olsun. Iki tiirev arasindaki baglanti

(t - x)&}

l—«

B()

l—«

0 "ODR(f(1) =" DR (f(1) —

F0)E, {—a

bagintisi ile agiklanir.
f,neN olmak iizere n. mertebeden diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise
fI0) k= (1,2,3,...,n) kosullar1 altinda
d"f(t) d"
ABC no ABR N
Dy | ————= D;
pep (T40) = @moe )

bagintis1 gegerlidir.

Tanim 2.7.4 Atangana-Baleanu Integrali

S0 = SO+ g | W=

a = 0 oldugunda baglangi¢ fonksiyonu, o = 1 oldugunda klasik integral elde edilir.
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2.8 Agirlikhh Atangana—Baleanu Kesirli Tiirevi

Tanim 2.8.1 0 < o < 1 igin, f(t) € W(0,T] fonksiyonunun Caputo anlamda
agirlikli Atangana—Baleanu kesirli tiirevi w(t) agirlik fonksiyonuna gore su sekilde

tanimlanir (Al-Refai 2020).

M(a) 1

(CDENHE) = 1—04@/0 Ea[—ua(t—s)o‘]d%(wf)(s),t> 0.

Burada [0,T] lizerinde w € C*[0, T], w, w’ M () M(0) = M (1) = 1’i saglayan bir nor-

mallegtirme fonksiyonudur, F,(t) Mittag-Leffler fonksiyonu olarak bilinir, W*(0, 77,

f € CY(0,T] fonksiyonlarinin uzayimi gosterir ve

«

1A

Yukaridaki integral-diferansiyel operator su sekilde yazilabilir:

M(a) 1

D0 = T2 (Bt 15 0) > 0.

Tanim 2.8.2 0 < «a < 1 igin, w agirhk fonksiyonuna gore f € L'(0,¢)'nin «

mertebesindeki agirlikli Atangana-Baleanu kesirli integrali su sekilde tanimlanir:

l—« o 1

M(a)f(t) - M (a)T(a) w(t) /0 (t—s)* w(s)f(s)ds.

Uyar1 2.8.3 w(t) = 1 igin, agirhkhh Atangana-Baleanu kesirli integrali, diizenli

(CISH() =

Atangana-Baleanu kesirli integraliyle ¢akigir;
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3. LINEER DENKLEM SiSTEMLERI

Dogrusal denklem sistemleri yalnizca dogrusal cebirde temel bir kavram olmayip,
ayni zamanda matematigin bircok alt alaninda da genis bir uygulama alanina sa-
hiptir. Ek olarak, iki veya {i¢ bilinmeyenli dogrusal denklemleri ¢ézmek, lise cebiri
ve iiniversite matematiginin ayrilmaz bir parcasidir.

Lineer denklem sistemlerinin incelenmesi ilk kez Babilliler tarafindan M.O. 1800
yillarinda ortaya atilmigtir. Gerolamo Cardano 1545’ te iigiincii dereceden denklem-
lerin “Cardano Cozimii” nii gosteren, cebir alaninda ilk Latince eseri “Ars Magna”
y1 sunmugtur. Kitabinda dordiincii dereceden denklemlerinde ¢éziimii bulunan Car-
dano uzun kegifler sonucunda bu denklemlerin ¢6ziimiiniin 6grencisi Lodovico Fer-
rari’ye ait oldugu ortaya ¢ikmigtir. Bu kitapta Cardano ve Tartaglia ilk olarak kar-
magik sayilar olarak bilinen sayilar1 kullanmigtir (Aydin 2017). Analizin ilk 6nemli
isimlerinden biri olan Leibnitz ise, 1693 yilinda determinantlar1 kullanmigtir. Lineer
denklem sistemleri ile ilgili ¢aligmalarin Leibnitz ile hayata gegirildigi soylenebilir.
1750 yillarinda "Introduction to the Analysis of Algebraic Curves" kitabini yazan
Cramer giintimiizde "Cramer Methodu" olarak bildigimiz nzn lineer denklem siste-
minin ¢éziimi i¢in bir kural sunmugtur. Fakat bu tanimi kanitlayamamigtir. Cramer,
geometrik bir problemi bir ¢ézmek i¢in cabalarken (1 2)n” + (3/2)n sabit noktala-
rindan gegen 2. dereceden bir cebirsel egriyi bularak, lineer denklem sistemlerinin
caligmasina oncii olmugtur.

Lagrange M.S. 1750 civarinda gercek fonksiyonlarin optimizasyon problemleri iize-
rine yaptigl calismada matrisleri kullanmigtir.

Antik Cin’de M.0O."de dogrusal denklem sisteminin ¢oziimiinde farkli yollar kullanil-
maktaydi (Shen vd. 1999). Bu ¢oztim yontemleri birbirinden tamamen farkli degildi
ve bazilar1 yalnizca ayni sayida bilinmeyene sahip iki veya ii¢ denklem icin kullani-
labiliyordu. Ayrica eski Cinliler, tek ve birden fazla ¢oziim ic¢in say1 denklemleri ile
bilinmeyenlerin sayis1 arasinda bazi1 korelasyonlar kurmuslardi. Yazarlara gore eski

ders kitaplarinda c¢ok sayida ornek, uygulama problemi ve ¢oziimleri bulunmaktadir.
Tanim 3.0.1 aq,as,...,a,,b € R(n > 1) ve xq,x9, ..., z,, bilinmeyenler olmak {izere
a1x1 + aoxo + ... + apx, = b (3.1)

12



ifadesine n bilinmeyenli lineer (dogrusal) bir denklem denir.

Tanim 3.0.2 xq, s, ..., z,(n > 2)ler bilinmeyenler ve a;; € R gergel skalerler olmak

uzere

a111 + a12%9 + - - - + ATy = bl

A21T1 + Q92T + * + + + Ao Ty = bQ

Am1T1 + AmaTo + - -+ ATy, = bm
seklinde bir sisteme n-bilinmeyenli m tane denklemden olusan lineer denklem sistemi

denir. Bu lineer denklem sistem kisaca

n

Zaijmj = bi, 1 Z 1 Z m (32)

j=1
seklinde ifade edilir (Boelkins vd. 2009). Eger b; degeri sifirdan farkli ise sisteme ho-

mojen; en az bir b; degeri sifirdan farkl ise sisteme homojen olmayan lineer denklem

sistemi adi verilir.

Tanim 3.0.3 Bir lineer denklem sistemini saglayan xi, zo, ..., z, sayilari buluna-
miyorsa bu denklem sistemine tutarsiz denklem sistemi denir. Aksi durumda, yani
en az birer tane z1, xo, ..., ¥, sayilar1 bulunabiliyorsa bu denklem sistemine tutarh

denklem sistemi denir.

13



4. HATTAF KESIiRLI TUREVI

Bu boliimde ilk olarak tekil olmayan ¢ekirdege sahip yeni genellestirilmis Hattaf ke-

sirli tiirev tanmimini ve 6zel hallerini hatirlayacagiz (Hattaf 2020).

Tanim 4.0.1 H*'(a,b), asagidaki gibi tanimlanan birinci dereceden Sobolev uzay1

olsun:

H'(a,b) = {u € L*a,b) : u' € L*(a,b)}.

a€0,1), 8,7 >0ve f e H(a,b)

w(t) agirhk fonksiyonu olan f(t) fonksiyonunun Caputo anlaminda a mertebesinin
yeni genellestirilmig kesirli tiirevi agagidaki gibidir.
N(a) 1 ! d
HpD&Pof(t) = —/E—at— M — d
W20 = T2 [ Bt = 2)) L)@

Cl-a

burada w € C'(a,b) , w,w >0,

N(a) N(0) = N(1) = I’e uyan normallestirme fonksiyonudur.

fo = 7o ve Eg(t) = Jjj) NﬂtTkH) [ parametresinin Mittag-Leffler fonksiyonudur.
Yukarida verdigimiz tanimin literatiirdeki bircok 6zel durumu icerdigine dikkat ede-

lim.

e w(t) =1, f =~ = 1, tarafindan verilen Caputo-Fabrizio kesirli tiirevini elde

ederiz.
ivﬁao)é /a exp [=mu(t — )] f'(x)dx

a,l,1
Da,t,l (t> =
e w(t) =1, fp = v = «, tarafindan verilen Atangana—Baleanu kesirli tiirevini

elde ederiz.

N(a)

D™ ft) = 17—,

t

[ Balnalt = 27 £ @)

e f = v = a, yakin zamanda tamimlanan agirhkli Atangana-Baleanu kesirli
tiirevini elde ederiz ve su sekilde verilir.

a,a,a _ N(Q) 1
Da,t,w f(t) - 1 _ O./Cd(t)

14



Ote yandan, Caputo anlaminda yeni genellestirilmis kesirli tiirevinin asagidaki 6zel-

liklere sahip oldugunu gosterelim:

1
D (e () + eag(t) = 1 Dol f (1) + D g(1)

C1,C2 fvg € H1<a7b)'

Bu, yeni genellestirilmis kesirli tiirevin dogrusal bir operator oldugu anlamina

gelir.
2

DI (e) =0, f(t) = c. (4.1)

3

08y e 1 [ d w 1
DY) = =5 [ B0 ) @hde = —= @) ()~ wla)f (@)

w

Son ozellikten yola ¢ikilarak, tiirev sifira esit oldugunda, f(a) sifir olmadig: siirece
orijinal fonksiyonu saglamadiklarini gézlemliyorlar. Bu sorunu énlemek i¢in yeni bir

tanim sunuluyor.

Tanim 4.0.2 a € (0,1),8,7 > 0 ve f € H*(a.b) olsun.
f(t) fonksiyonunun agirhik fonksiyonu w(t)’ye gore Riemann-Liouville anlaminda yeni

genellestirilmis kesirli tiirevi su sekilde verilir:

N(a) 1 d

DI = s [ Bl = le@f @ (42)

Bu denklem, Riemann-Liouville’in sifir dereceli yeni genellestirilmis kesirli tiirevinin

orijinal fonksiyonu sagladigimi gostermektedir.

Tanim 4.0.3 Yeni kesirli tiirevine karsilik gelen genellestirilmis Hattaf kesirli in-

tegralini agagidaki gibi tanimladigimizda

l—« o 1

t —2)"w(z) f(z)dw
T 0+ S o [, o @ e

1RO f () =

a,t,w

Tanim 4.0.4 ~ = [, yeni kesirli tiirevlere kargilik gelen genellegtirilmig kesirli

integrali agagidaki gibi tanimlariz
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H yo,B,8 :l—a @ 1 t —2) w(z) f(x)dx
Iatw f(t) N(a)f<t>+N(a)F(ﬁ) w@)/(;(t ) ( )f( )d :

Bu genellegtirilmis kesirli integral, w(t) = 1 ve v = § = « oldugunda Atan-
gana—Baleanu kesirli integraliyle ve v = § = « oldugunda ile tamimlanan agirlikl
Atangana—Baleanu kesirli integralle ¢akisir.

Ek olarak, o = 0 oldugunda orijinal iglevi ve ayrica o = 1 oldugunda olagan integrali

geri kazaniriz.

Lemma 4.0.5 Kesirli tiirev Dg;f agagidaki gibi ifade edilebilir (Hattaf 2021).

D) = Tt (L) o,

Bu seri, Tanim 1’deki kogullar1 saglayan herhangi bir a, a, 8,w ve f icin t’de yerel

ve diizgiin bir sekilde yakinsar.

Kanit Mittag-Leffler fonksiyonu E,(t) biitiin bir serinin toplamidir. Bu seri, tiim
karmagik diizlemde yerel ve diizgiin bir sekilde yakinsar. Dolayisiyla, ij’f kesirli

tiirevini agagidaki gibi yeniden yazabiliriz:

o, N(@) 1 (o (—pa)* [ :
DEf() = w@)zzom [ = oy
- O ) o - o s
_ i\ffac)ygk (_Ma)kRLlﬁkH (( - )
bu ispati tamamlar. O

Teorem 4.0.6 «,v€[0,1),8,p >0, ve f € H'(a,b) olsun. Sonra

L DE(DILf)(t) = DyL(Dl ().
2 IZJ(IT01) () = IE(I20 ().
Bu, genellegtirilmis kesirli integrallerin ve tiirevlerin degismeli operatérler oldugu

anlamina gelir.
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Kanit Once [1]'i ispathiyoruz. Lemma 1'i uygulayarak,

fof(DZﬁf)(t) = M) Y- MQ)kRL[gZ+1 (M) 0

11—« w
e ()] @

N
= O st oy [N
l—a 1—7

_ N@)N(Y)  croovioo . \k(__,, \nRL Bk+pnt1 M
— O ) et ()

Son ifade a ve ’de ve ayrica  ve p’da simetrik oldugundan [1]’i kolaylikla ¢ikara-

w

biliriz.
i¢in;

IEEIENW0 = 575 (L0 + i L TN )

_l-afl-v9 T RIS
N{o) (Nmf (0)+ gy RLes A0 >)

P 1 sl i I g
T Ny e (N(’V)f 0+ Fyy a0 )>

(1= a)(1l—7) Y(1-a) .1 4
= NN O Nayn) e 10
4

a(l - I B
NNy e 10 +

= L0 0 ()

ay
—RLi w6+p t
NNy e
Bu [2|’yi gosterir. O

Sonuc 4.0.7 Genellestirilmis kesirli integral ve genellestirilmis kesirli tiirev agagi-

daki Newton-Leibniz formiiliinii karsilar:

I (D)) = DI (IS 1)) = £(t) — f(a)
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5. GENELLESTIRILMIS HATTAF KESIRLI TU-
REVININ LINEER DENKLEM SISTEMLERI-
NIN COZUMLERI

Bu boliimde, Hattaf kesirli tiirevinin kesirli gercel dogrusal sistemini ele alacagiz.
Bu tezin temel amaci, Hattaf anlaminda kesirli tiirevin kesirli dogrusal sisteminin
analitik ¢ozlimlerini elde etmektir.

Sistem su sekildedir (Wang vd. 2022, Hattaf 2022):

Teorem 5.0.1 Yukaridaki denklem sisteminin baglangic kosullar1 goyle olsun; x( ve
Yo , ve x(0) = o ve y(0) = yo bu sekilde olmak iizere denklem sisteminin ¢oziimleri
su sekildedir:

z(t) = %cl ve

1

y(t) = whyre

Kanmit Buradan w(t) =1, =vve >0

12 [D2tat0)] =2 [ 5 Set + i [t ate)as]

13 (05 0)] = [ Fematt) + 5 =97 o]

N(a)L(8)
x(t) —xz(a) = A Evzojm(t) + m/a (t — s)ﬁ_lx(s)ds]

1l -« o

0~ ) =1 | Sl + g -9 usias

() = A {ﬁx’(t} + ;(5_—1)) /0 - 5)521;(5)(18}

(@3
V10 = [ 0+ g [ 972ty
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12/ _ (ﬁ 1) N(Oé) ! — g 5721; s)ds
) = N3 Wy =T =y J, = o
po8—1)__ N(a)

t
/ o £—2
y (1 / t—s)’*y(s)ds
= N N -1 =ay Jy =)
2'(t) ve y/(t)'nin laplace doniigiimlerini aliyoruz

_ ja(A=1) _ N(a) (-1 N(a)
M = 5o ve-aa—a Ve V = N N —ai—e)

L{F(0)} = ML { /0 - s)ﬂ%(s)ds}

sz(s) — z(0) = M (%x(s))

y(t) i¢in aym sonucu aliyoruz.

Ispat tamamlandi. O
Dy a(t) = Aa(t)
Dyily(t) = x(t) + My (t)
Denklem sistemini inceleyelim:

Teorem 5.0.2 Yukaridaki sisteminde baglangi¢ kosullar1 soyle olsun; z¢ ve yq |,

ve 2(0) = zo ve y(0) = yo bu sekilde olmak iizere denklem sisteminin ¢oziimleri su

sekildedir:

ve

1 (1-a)B-2Mer | a(B-1)(3 -2

tN(a) + A1 — ) th — M(B —2) [tf — M(8 — 2)]T(B) + (N(a) = A1 —a)) 2

y(t) =
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Kanmit Buradan w(t)=1,8=vyve >0
x(t) 6nceki teoremden elde ettik. y(¢) 'yi bulalim.

a.B.B | Ho.B.B _1—_ax _* t —5)Ptx(s)ds
120 [D5a0)] = S0+ g | (- et

1A Ev(—a)y(t) + m / - s)ﬂ—lx(s)ds]

W) = 9(0) = S ) + ey (€= 9 o)
l~a a t — )P a(s)ds
AR+ S [0
her iki tarafin tiirevini alalim a = 0 olsun.

/ _1—04x, - &7 t — 8)P22(s)ds
(1) = )+ 77y 1)/@@ Jo-2a(s)d

l-a, o
™ [N(a)y O N

laplace doniisiimii aliriz

LU0} = s £+ 5~ 0 [ =9 atoyas)
1l -«

z a — t — 5)°722(s)ds
PO+ @ ved [ -9 alsas)

son olarak

1 (1—a)(B—2)Mc a(B—=1)(B—2)¢
V= Nt i) | P-MB-2 T @-mp-arE @A) }

ispat tamamlanir.

Son olarak
D a(t) = na(t) +yy(t)

DPPy(t) = —vya(t) + ny(t)

Denklem sistemini inceleyelim:
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Teorem 5.0.3 Denkem sisteminde baglangi¢ kosullar1 sdyle olsun; xg ve yo , ve
z(0) = o ve y(0) = yo bu sekilde olmak tizere denklem sisteminin ¢oziimleri su

sekildedir:

[,3—2] [na(ﬁ—l)—w(ﬁ—l)} [N(a)—(l—a)(v—n)]

1 LT N(a)T'(B) N{(e)
x(t) = - 5 5 +c
S [N(a)—n(l—a)} I [7(1—0!)}
N(a) N(a)
ve
[ﬁ—ﬂ no(B—1)—ya(8—1) | | N(o)=(1—0)(v+n)
1 L1 N(@)I'(8) N(a)
y(t) =~ e

2 2
N(@)=n(1=a) y(1=a)

[ N(a) :| + [ N(a) :|
Kanit w(t) =1, 8 =+ ve > 0 olacak.

11—« o

Igtﬁlﬁ [Dgtﬁlﬁ (t )} =1 {Wﬁ(t) + W/j@ - 3)/3_1:75(5)(13]

1 [resut) + e [ uts)as

l1—«a a

13 [D5et0)] = = [T et) + gt [ = 9 (o)
0 [0+ s | (- " u(s)is]

z(t) —x(a) =n [ﬁx(t) + m /a (t — s)ﬁ_lx(s)ds}

11—« o

1 [rtu0)+ g [ us)as

0 =) =~ | 500+ s [ (€9 et
0 gy sy
1[0+ e e

her iki tarafin tiirevini aliyoruz; a = 0 olsun

T'(t) =n [}Vzao;x’(t) + aég);‘(lg) /0 (t — 3)5_2:1:(3)0[5]

N
1__&' —a(ﬁ—l) t — 5)P2y(s)ds
= |0+ S [, o]

y(t) = — [ﬁx'(t) + %/o (t — s)ﬁ_Qx(s)ds}

21



l—_a, a(ﬁ—l) t —35*2 s)ds
+U{N(a)y(t)+N(a)F(B)/a<t )l )d}

laplace doniigtimii aliriz

L{ (B} =n [ﬁz (/(6) + ﬁ(g n D, { /0 - s)ﬂ—%(s)ds}]

()T )
. EVZ;)YE O} + e {/ot“ - S>ﬂ_2x<s)d$H
Loy =— [kt e oy + me e { [e- o taas}]
+7 [ﬁﬁ ()} + %L {/Ot(t — s)ﬂ—%(s)ds}]

buradan

N()T'(B) N(a)

=) [na(ﬁ—l)—va(ﬁ—l)} [N(a)—(l—a)(v—n)]
S

x(t) = +a
) [N(a)—n(l—a)r f [vu—a)r
N(o) N(o)
[6-2] [na(ﬂ—l)—w(ﬁ—l)] [N(a)—(l—a)(wm]
1 L1 N(@T(®) N(@)
y(t) = — 2 2 +c2
s [N(a)—n(l—a)} s [v(l—a)}
N(a) N(a)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

22



0. KAYNAKLAR

Miller K S, 1993, An introduction to the fractional calculus and fractional differen-

tial equations.

Hartman P, 2002, Ordinary differential equations. Society for Industrial and Applied

Mathematics.

Boelkins M R, Goldberg J L, Potter M C, 2009, Differential equations with linear
algebra. Oxford University Press.

Wei Y Q, Liu D Y, Boutat D, 2019, Innovative fractional derivative estimation the

pseudo-state for a class of fractional order linear systems. Automatica, 99, 157-166.

Losada J, Nieto J J, 2021, Fractional integral associated to fractional derivatives

with nonsingular kernels, Prog, Fract. Differ, Appl, 7(3), 137-143.

Wang S, Liu J, Zhang X D, 2022, Properties of solutions for fractional-order linear
system with differential equations, AIMS Mathematics, 7(8), 15704-15713.

Podlubny I, 1999, Fractional Differential Equations, Academic Press, San Diego-
Boston- New York-London-Tokyo-Toronto .

Pskhu A V, 2004, On the Theory of the Continual Integro-Differentiation Operator,
Differential Equations, 40(1).

Povstenko Y, 2015, Linear fractional diffusion-wave equation for scientists and en-

gineers (p. 460), Cham: Springer International Publishing.
Samko S G, 1993, Fractional integrals and derivatives, Theory and applications.

Losada J, Nieto J J, 2015, Properties of a new fractional derivative without singular

kernel, Progress in Fractional Differentiation Applications, 1(2), 87-92.

Caputo M, Fabrizio M, 2015, A new definition of fractional derivative without sin-

gular kernel, Progress in Fractional Differentiation Applications, 1(2), 73-85.

23



Atangana A, Baleanu D, 2016, New fractional derivatives with nonlocal and non-
singular kernel: theory and application to heat transfer model, arXiv preprint ar-

Xiv:1602.03408.

Al-Refai M, 2020, On weighted Atangana—Baleanu fractional operators, Advances
in Difference Equations, 2020(1), 3.

Aydin S, 2017, On the history of some linear algebra concepts: from Babylon to
pre-technology, The Online Journal of Science and Technology-January, 7(1).

Hattaf K, 2020, A new generalized definition of fractional derivative with non-

singular kernel, Computation, 8(2), 49.

Hattaf K, 2021, On Some Properties of the New Generalized Fractional Deriva-
tive with Non-Singular Kernel, Mathematical Problems in Engineering, 2021(1),
1580396.

24



