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OZET
Bu c¢ahymada , Heisenberg Metodu ile ortaya g¢kanlan ¢oziilebilir
potansiyellerin enerji oOzdegerleri incelenmistir. Heisenberg Metodunu
gerceklestiren a ve a’ operatorleri Harmonik Osilatérden farkh potansiyellere
sahip ozdeger problemlerinin ¢ziimiinde kullamlmig, sabit Schridinger
Denklemini , Whittaker Denklemine indirgeyerek ( veya hipergeometrik
dehkleme ) ve daha sonra a*a ile kiyaslamak suretiyle bir , ¢oziilebilir potansiyel
takim elde edilmistir . Yeni potansiyellere sahip izafi 6zdeger problemi
(H(E,)¥,=E,Y¥,) ¢oziimleri verilmistir . Aym1 zamanda Whittaker fonksiyonu ile
iliskili 6z fonksiyonlu bu tip izafi dzdeger esitliklerinin nasil olugturulacagini da
gistererek  sonuglan  a'a  ¢arpmm ile ifade edilen Hamiltonlarn

olusturulmasinda kullamilmistar .
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ABSTRACT

In this study, it was introduced the energy eigenvalues of solvable potentials
appeared by the Heisenberg Mcthod.The operators of a and a* were used for
solving the eigenvalue of problems having diffecrent potentials from Harmonic
Oscillator, and Schrédinger Equation was reduced to Whittaker Equation (or
hypergeometric equation), and then thesc two results were argued due to get a
solvable potential set by a‘a multiplication. As a result, it had been given the
solution of the relativistic eigenvalue problem (H(E,;)¥,=E,¥;) when has new
potentials. In additional, it had been showed to have this kind of eigenvalue
equations that is related the Whittaker function and then was used for

generating the Hamiltonians were explanied by a*a multiplication.
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1.GIRiS

Relativistik olmayan Kuantum Mekaniginde , merkezi V(r) potansiyeli i¢indeki bir
pargacifin veya indirgenmis kiitleli iki pargacikli bir sistemin enerjileri Radyal
Schrodinger Denkleminin ¢6ziimi ile belirlenir . Kuantﬁm Mekanik problemlerin
’g:iiziimiinde ve fiziksel sistemlerin aydinlatilmasinda , Schrodinger Deklemi
baglangigtan bu yana 6nemini kaybetmemistir . Bu denklemin ¢6ziimii igin gok
sayida ¢alisma yapimis ve bir ¢ok ¢6ziim teknigi geligtirilmistir . Bu ¢oziim
teknikleri kisaca , yaklasik ve tam ¢6ziimler veren metodlar olmak iizere iki grupta
toplanabilir . Yaygin olarak kullanilan metodlardan bazilar1 ; Wentzel — Kremar —
Brillon ( WKB ) [1], JWKB ( Hipervirial Metodu ) [2] , Siipersimetrik Kuantum
Mekaniginin kullamldig: metodlar [3,4] , Rasyonel Fonksiyon (Pade) yaklagimlan
[5], Hellman — Feynman Teoremi ve Virial Teoremi yaklagimlan [6] , Grup Teorisi
yaklagimlar1 [7,10] , Hill Determinantt Metodu [11] , Siirekli Kesirler Metodu
[10,12], 1/ N Agilimlar: [13] , Kismi Cebir Cdziimleri [14-15] ve Path (yol) integrali
hesabi [16] olarak verilebilir .

Schrédinger Denkleminin analitik ¢oziimlerinin sadece bazt i)otansiyellerle sinirh
kaldig1 bilinen bir gergektir . Son zamanlarda , ¢dziilebilir potansiyelleri gogaltmak
[3-5,11-20] ve bilinen sistemleri daha iyi tarif edebilmek igin potansiyel tiiretme

¢alismalar1 [21-23] alanlarinda énemli adimlar atilmistir .

Potansiyel ¢oziim tekniklerinde , teklif edilen metodun kolayligi onu 6n plana
¢ikarmaktadir . Bu ylizden diferansiyel denklemi ¢6zmeden , ¢dziimiin dogrudan
cebirik olarak elde edilebildigi metodlar [4,10-12,14-15] daha ¢ok tercih

edilmektedir .

Bir potansiyel igindeki par¢acifin karakteristik davramsim  ve enerj’isini
belirleyebilmek igin dalga fonksiyonunun tam olarak bilinmesi gerekir . Dalga
fonksiyonu pargacigin konumunun ve zamanin tek degerli bir fonksiyonudur . Aym
zamanda sonlu , siirekli ve tiim uzay ilizerinden integre edilebilir olmalidir . Polinom

seklindeki potansiyeller i¢in dalga fonksiyonlari genellikle , exponansiyel bir kisim



ile seri seklinde bir polinomun ¢arpimi olarak ahnr [15] .

Bir sistemin tedirgin (perturbe) olmamig Hamiltonyeni ig¢in Schrodinger
Denkleminin herhangi bir yaklasikhik kullaniimayan ¢éziimii tam ¢dziim adim alir .
Tam ¢oziilebilen potansiyellere Coulomb , Harmonik Salinicy , Morse , Eckart ve
Poschl — Teller potansiyelleri drnek olarak verilebilir [16] . Schrédinger Denkleminin
yaklagik ¢6ziim metodlarindan bazilan pertiirbasyon ve varyasyon metodlanmin baz
alinmasiyla elde edilen metodlardir . Bu metodlardan bazilar1 degigen parametrelere
gﬁré denge prensipleri [17] , renormalize pertiirbasyon serileri [18] , hipervirial

JWKB metodu [19], faz integrali metodu [22] olarak siralanabilir .

Bu ¢alismada incelenen Heisenberg Metodu [8] , Schrédinger Denklemini |,
Whittaker Denklemine indirgeyerek artirma-eksiltme operatorierinin garpim (a'a) ile
kiyaslamak suretiyle bir ¢oziilebilir potansiyeller iiretme yontemini izlemektedir .
Boylece bu yeni potansiyellere sahip 6zdeger problemlerinin ¢oziimleri elde
edilmektedir . Metod 3-boyutlu Harmonik Osilator, bir boyutlu Morse potansiyeli ile
iic boyutlu Coulomb potansiyellerine uyguland: . Bu potansiyeller i¢in tam enerji

Ozdegerleri ve 6zfonksiyonlar , sadece basit cebirik islemlerle elde edilebilmektedir .

Ikinci bolimde Heisenberg Metodu anlatilip , a ve a* operatorleri olugturuldu.
Whittaker Diferansiyel Denklemi , Schrodinger Denklemi g¢esitli ddniisiimlerle elde

edildi ve b=0 igin yapilan genelleme 6=0,1 halleri i¢in incelenmigtir .

Ustincii bolimde a*a ¢arpimi ile olusturulan Schrodinger Denklemi , b#0 igin
yapilan genelleme , 0=0,1,1/2 halleri igin incelenmis olup , son olarak £=0 i¢in
Morse potansiyelinin enerji dzdegerleri bulunmustur . Cahsma SONUC bslimii ile

bitirilmigtir .



2 . HEISENBERG METODU

Bu boliimde Heisenberg Metodunun amaglarimiz igin yararli olan birkag 6zelligi ile

ilgilenecegiz . {‘Pn }‘nin

a'a¥,(x) = A Ya(x), x >0, (2.1)
ifadesi ile tanimlanan bir fonksiyon oldugunu farz edelim.Ayrica
o}
(Pa(x) ,¥m(x)) =f ¥ (). Pn(x) dX =8, n ,m=0,12.... (2.2)
0
"dir.Burada lineer diferansiyel operatorler a, a*
[aa']=1, (2.3)
a¥y =0, 2.4
sartlarin saglar. | 4
x=f(q), qelqoqi], (2.5)

Degisken degisimi yapilirsa ;( burada f , q'nun verilen bir fonksiyonudur) skaler

garpum q ‘

(Fa0) Fu00) = | 000, i) £1q) da 2.6)
do

r

formuna doniisiir. Burada
genel form

ise q’ya gore diferansiyeli ifade eder. Operatér a igin
d .
a=glq)—+ W@, . @.7)
dq ‘

olarak alimir. Burada g ve W , q'nun iki rastgele fonksiyonudur.Bu yiizden ,

Denk(2.6) tarafindan belirlenen operatér a”

d [f'@e@]

a’=-g(q) — -— + W(q), 2.8)
dq f
sekline doniisiir.Burada q=qi
£1(q) g(q) ¥a' (@) Yrul(Q) =0, (2.9)
q=qo

kosulu saglanmalidir.Denk(2.3) ile verilen komitasyon bagintisina bir ¥ fonksiyonu

uygulayip W(q) ifadesini elde etmeye ¢alisalim



d
a= g(qQ)—+ W(Qq),

dq
. d [fg]
a =-g(q - + W( ,
dg f
a¥ ve a'¥
dw
a¥=g — + WY |,
dq
. v  [fegf
a¥Y=-g — - Y + WY |
dq f

olur. [a, a"]¥ =a a"V —-a'a¥ ifadesine bakalim :

d d¥  [f'g]
aa¥=J4g — +W}.J{—g — - ¥+ WY
dg dq J

Bu ifade agilirsa

d¥ d*y dw dw
aa¥=-g lg —+g — l-gl—¥ + W—ro
dq dq

}

[fg) ¥
g

f' dq



ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa ;

[fel ) dw dw
aa'yY-aa¥=-g¥|— + g¥ — +g¥—=1.Y¥,
f dq dq

elde édilir.Denk(2.3) ile verilen siradegistirme 6zelligi kullamlirsa ;

dw
2.—— - [(fe)/f]=1/g
dq

elde edilir.Her iki tarafi 1/2 ile ¢arpip dq'ya gore integrali alinirsa ;
J. (dW/dq). dq = .[ (dg/2g) + (1/2) J (d/dq) [(f'®)"7/'].dq

q
W(g) = J(dz2e) + (12) [(F'gy1f 1 + b, beR,

bulunur. g ve W rastgele iki fonksiyondur.

W@ =(172)[ (.f dq/g(q))+2b] +(1/2)(f' 8)f’

W(q)'y1avea' ‘da yerlerine yazarsak ;

a=g(q)d +(1/2) [(qu/g(q))+2b] H12)(f'R)If'
dq

a"=- g(q)d +(1/2) [(qu/g(q))+2b] -A2)f'ef
dq

(2.10)

@.11)

2.12)

avea' operatdrlerinin son hali bu sekilde olur.Denk(2.4), Denk(2.9), Denk(2.11),

Denk(2.12)’yi Denk(2.1) ile birlestirerck



Yot = (f'2)" . Hanen {(1/2)"2 [ddq/g(q»ub]] Exp{(—1/4)[ddq/g<q>>+zb]2]
n=0,1,2,3.... (2.13)
Burada
(Jda/a@yre120 2.14)
A%+
A=2n+1, (2.15)

¢dziimleri elde edilir ( Normalizasyon sabiti olmaksizin ). Cift 6zdegerler , ¢ift
dereceli Hermit polinomlant Hz, , Denk(2.9)'dan dolayr dahil edilmemistir.
. Denk(2.10) ve Denk(2.15)ten yararlanarak Denk(2.1)'in genel formu :

a a‘Pan = { gd +(1/2)[(qu/g)+2b] -(112) (f'g)lf' H g _ci_‘bn+1+(1/2)[(qu/g)+2b]
dq
ot (12)(f') 7S Fann }

seklinde yazilabilir. Bu ifade diizenlenir ve Denk(2.14) dikkate alinarak

{-g & -g g+ (Fe/r] 4+ dagyr 2o - @i ) T }
dq? dq

Yo = QD)o (2.16)

elde edilir. Buda Whittaker Denklemi ile ilgili olarak dnemli bir rol oynar.
2. ‘1. Whittaker Diferansiyel Denklemi

Su anda bu ¢alismanin merkezi problemine gelmis bulunmaktayiz. Denk(2.1)
yukarida belirtilen tim sonuglar ile bir model form olan Denk(2.16) halinde
yazilmigtir. Bu  modelin  diger ¢oziilebilir  diferansiyel  denklemlerle

kiyaslanabilecegini farz ederiz. Sorun : hangi diferansiyel denklemleri segmemiz



gerektigi ve kiyaslamanin ne tip bir bagimliik doguracagidir. Bu béliimdede
\grecegimiz gibi , bu kargilastirma Whittaker Diferansiyel Denklemi ile en kolay bir
sekilde yapilabilir. Bu ylizden Whittaker Denklemi ile baslanz.

d? A (1/4)-p* 1
{ + + - }.y(x)=0., (2.17)

dx? X x* 4
Burada iki lineer bagimsiz ¢6ztim
My, (x) = x P2 Exp(-x/2) .\ Fi(u-A+(1/2), 2p+1; x), (2.18)
My (x) = x P2 Exp(-x/2) . (Fi(-p-A+(1/2), -2p+1; X), (2.19)

ifadeleri ile verilir ve Fy hipergecometrik fonksiyondur.
x =2 [(Jda/e@)*2bT% , q € [qo.ail, 10, (2.20)
Degiskenin degisimi altinda

y@ = (F'g)" [ da/g(@)+261" . ¢(q) . @.21)

denklemi dikkate alinarak Whittaker Denklemini elde etmeye g¢aligalim. y(x)'in
ikinci tiirevi hesaplanip , Denk(2.17)"de yerine yazilirsa :

' 2
2.2 g
— (" (e [da/er 261 0@ — ey 1 T [(Jdare 261 gy
3212 64p*
gz g2
— 19T [ddare) +267 0@y —(rey ey [ darey 261 (dondq) S
32 16p2 g‘?@'
&
(e gg é\%%%
+ a2 0@ + —— 0" a2 o+ S
64y 16p* S
5§
N
S
DO )



2
g A
——(re)" [darey+ 26772 0+ — ()" 1) /ey 261 () -
16p° dg*  2p ‘

42" [Jdalgr261™ a(q) - (1) 'e) 1 dgrey+26]" b(q) = 0,

elde edilir. Simdi bu diferansiyel denklemin her iki tarafini

20 (e [ aqr2n”
ile ¢arpip, denklemin her iki tarafina  p® ilave edip sonrada (1/2), parantezine
alirsak;

(172) {(1/4u) g d +(gawlg +(fe)if1d- u[(.[dq/g)ﬂb]2 -(1/)[4u-1/4u].

dq2 dq

1dg/ey26T? - Uy UawicrY P+ (112 (1A {[e(f'2)1/f"} +2u}.<b(q)

= -(A-p) ©(q)

seklinde olur. Son olarak denklemin sol tarafina

Q@AAW ') /f' 1 O() , terimi eklenip ¢tkartilirsa ve eksi ile carparsak ;

) {(—mu) & - () g [+ (g1 4+ il daryr2bl? + (/) ap-ap).

dq’ dq :

[(.[ da/g)+2b]” - (U4)(1/4y) [(f'2)/f T -(112)(1/4w)e.[(F'e)/f ’]’-2u}®(Q)=(7~-u)®(<1),

(2.22)
sekline doniistir. Sembolik olarak su ifade yazilabilir.

Lhs (W) =r.hs (), | (2.23)
sol taraftaki (n) = sag taraftaki (A-p) ,

parametrelerin yerdegistirmesi ile



p— p-k=1/4 , A—oA-x, (2.24)
A-p— A- K- Ptk = A, (2.25)

yazilabilir. p=1/4 segilerek Denk(2.22), Denk(2.16) ile karsilastirilirsa

A—p=(122)2n+1)=n+(1/2), n=0,1.2,.... (2.26)

olur. Bu ise Denk(2.16) min Whittaker Denkleminin ¢6ziimiinde kullanilabilecegi
fikri dogrulanmis olur. Denk(2.18) de

My, (9 — y(@) = (/'2)" [ da/g)+2b]"2.0(q) ,

x = [(Jdq/gy+2b7
alinip yerlerine yazilirsa ;

o(q) = (/"2 2 da/gy 26112 Exp-nifda/ey 267 Fr(n, 2041 200 (fdarey+267)
| 2.27)

olur. Bu bolimde elde edilen sonuglar ¢esitli potansiyeller igin Schrédinger

Denkleminin ¢6ziimlerinin arastirtlmasinda kullamlabilir.

2. 2. Schridinger Denklemi

U(r) potansiyeli i¢erisinde hareket eden Kuantum Mekaniksel bir pargacik igin

Schrédinger Denklemi '

d2
{ --+U®-E}}W0=O, (2.28)
dr?

formﬁnda yazilabilir. Bu denklem
r=f@, P@=(/ S 8" ), (2.29)

degisken ve fonksiyon degisimleri dikkate alinarak :
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d? ‘1 {dz de}
& (fF Ld¢ S dg

o &

olmak iizere — — ile —— terimlerini flesaplayahm:
f dq dq’ |
_ _ av¥ _ _ _ _ o
i) — =@2) (VLY 172 @ +g2) fr. 1 [UfF 120 g (1) P
q
_ _ do
+ g-f” . (fr/ f, )1/2 J—
dq
ve !
dy B d’@ 3 _ 4 —
— =g (). — [ 28 (1) P @D I+ @2 1)+
dq2 dq2
' _ _ dd A _ _
@Y (1)) — + [ (@)L (1) + (@2 f " (f 1) +
q

@AD" I I + @1+ @I +
@)L LIYE S + g )2+ @SS LY 10

Bu iki terimi Denk(2.28)'de yerine yazar , daha sonrada diizenlenirse , Schrédinger
Denkleminin yeni formu:

d*o do o _
- gz-;—; -g{e(f/fH+2¢g }-d— + £ B Vg g ()2 S)-
q q

@&2)(f"1f) + (&44) (f"1f) - g g" }.0(q) + (f.g)*. (U-E).0(q) =0,

olarak elde edilir. Buradaki terimleri

2.g+g () =g+ DI,
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-gg"=-(1/2)g g"-(1/2)gg" ,
-2 g (S =-A2g g(f"If') - (112) g g (f1]"),
seklinde yazar ve
@Y - (@14 (1) - (114) (@) + (114) (g' ),
terimini ilave edersek ;
d*o dd
- w g{g+1(fe)/f] }'EJ -(172) g g ® +(1/4) (g © - (1/2)el(f'2)/f1'D

HELMF Y UGS ) -1 (f 1) -(14)( g Y -(112)g g'(f"1f)} D+

+(f.g.(U-E).® =0 olur.

Diferansiyel Denklemdeki bazi terimleri yeniden diizenlersek :
(14 g (f" 1 £V -(Ud) (' V- g/ (f" 1) == (U4 [ (' 9)'/f' 1,
GEA " If =) @ (" If Y + Q@ & (f" 1),
AR & (" IF) ) & (' If V= - & (fIFY

- seklinde yazar ve denklemin son halini agagidaki gibi elde ederiz .

B G d
{- gz-—-z-g (g+[Fe/f'1} — -(UDgg"+ (14 (g Y -(112)g[(f &)If'] -
dq dq

U [ I P+ [ f1f - U2 (1Y +(f.g ) (U-E) }xmq) =,

(2.30)
Hesaplamalar basitlestirmek i¢in ;

=y, 2.31)

f—"/fT = const. , (2.32)
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(g)Y=gg", (2.33)

seklinde alabiliriz. Bunlan kullanarak da Denk(2.30) ve Denk(2.22) nin daha basit

formunu elde edebiliriz , bunlan yerlerine yazarsak ;

®(q) # 0, olacagindan
&
(f'g) [U(f@)-E]=g —-(1/4)g" (const)’,
dg?
olur. Denk(2.31), Denk(2.32) ve Denk(2.33) ifadelerini- Denk(2.22) ile verilen
Whittaker Denkleminde yerine koyup sonrada 8p ile her iki tarafi ¢arparsak ;
4
2 ) J' 2 : J' 2 '\2
g = - 4p” [ (Jdq/g) +2b]" — p [4p-(1/4p) | . [ (Jdg/g) +2b |+ 8hp-(1/4)(g" )",
dq
olur. Bu terimi yukaridaki ifadede yerine yazarsak

(2 UFQ)-E]= (s )[(qu/g 20 P+ (e )[(f dg/g)+2b]? + (sabit),

(FrlUCT@-E1 =1 (Jdagy+20 7 + [ da/gy+2b1? + const., (2.34)

ifadesi yaklagik olarak elde edilir. Denk(2.27), Denk(2.29)'da yerine yazilirsa dalga
fonksiyonu asagidaki gibi olur.

¥(q) =(1'®) [ da/g) 261 P Exp (-l da/g) 261} F (-, 2041, 2ul(Jdg/gr2vp)

_ ‘ (2.35)

olur. Denk(2.34) de ( [’ g)* katsayisin ;
(f.g)* = const. , (2.36)
(7.2 = const. [(Jdq/g) +2b]2, (2.37)

( ng)z = const. [(f dg/g) +2b]2, (2.38)
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seklindeki segimleri sirastyla , 3- boyutlu Harmonik Osilatér ,Coulomb ve 1- boyutlu

Morse potansiyelleri i¢in Schrodinger Denklemine doniisiir .
2.3. b=0 ile Genelleme

Denk(2.34) den ¢ikan tartismayi genellestirmek amaciyla

E=0, (2.39)
segelim. Bu durum sifir enerjili Schrodinger Denklemi anlamina gelir. Bununla
birlikte Denk(2.26) dikkate alinarak , bir 6zdcgere sahip Schrédinger Denkleminin
¢oziimleri Denk(2.35) formunda ise potansiyel parametreleri arasinda bagimhilik elde
edebiliriz. Bu genelleme 6zel durumlar olarak Denk(2.36) , Denk(2.38)"ide

igermelidir. Bu ve sonraki bdliimde hesaplamalan basitlestirmek 'igin

b=0, (2.40)

alinabilir. Genellemeyi su formda segmek

(gt ~ ddaig . o#-1, @.41)

Denk(2.38)'in dikkate aldigimiz konularin diginda birakildigi anlamina gelir (Bu
durum ayni bir bolimde ele alinacaktir ). Denk(2.14), Denk(2.34), Denk(2.39),
Denk(2.40) ve Denk(2.41) birlikte degerlendirilerek asagidaki ifadeyi elde ederiz.

f=ager . 2o, (2.42)

b=0,E=0 alip Denk(2.42)'yi Denk(2.34) de¢ yerine yazarsak
() = Jagrg 72+ (Jaarg 2> + daare ™,

buluruz. Denk(2.42) dikkate alinirsa

U(f)= (FRoMe 4 (Fy2 + (fy2et | | (2.43)

olur ve boylece



14

&
- — ¥ A.r2(|~0)/\+0 + Br—2 _Cr-20/0+1 \P(r)=0, (2.44)
2m  dr

seklindeki Schrédinger Denklemine déniisiir. Bu denklem ise

r=aExp([(ot+l)q],¥Y (q)=Exp[(1/2)c+])q ].0(q), (2.45)

a = const. , almarak Denk(2.22) ile verilen Whittaker Denklemine indirgenebilir.
A>0,B>0,C>0 ve
h2
B =——{(€+1), (2.46)
2m

olmak iizere o katsayisint hesaplayalim :
2mA 2mB 2mC

5 =4ai , - 5 =az, . =as,
h h h

alinirsa Denk(2.44)
d*y - A

a1 2 Yy bay r Y () + a2 () =0, (2.47)
dr’

seklinde yazilabilir. Denk(2.45)"deki degisken degistirmesi yapilirsa ;

d®¥  Exp[(-3/2)(c+1)q] 1 do
= { -1/4).0 + — }
dr? o’ (o+1)? dq2

bulunur, diger terimlerde yeniden diizenlenir ve her iki tarafi
(o+1)%.02.Exp[(3/2)(c+1)q] ile arparsak ve a; yerine -{({+1) yazilirsa
(@) +{-(o+1[E+(12)) +are ¥ (o+1) Exp(dq) +asa ¥ *(o+1)Exp(29)} &(q)=0,

(2.48)
olur. Burada
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(o+1)2[+(1/2)] = 4p?

ve
2mA 2mC

. a4/1+0.(0+1)2=8 .

h? h?

a "o+ =¢,, (2.49)

olmak iizere diferansiyel denklem yeniden diizenlenirse
0"(q) + { -41° + €1 Exp(4q) + & Exp(2q) } 9(q) =0, (2.50)

sekline déniisiir. Once ; '

sonra z=24d.S ,

déniisimleri uygulanirsa ve

€] &2 F
d=- — , b*=4p?, N= —, ‘ (2.52)
4 4 |

alimirsa denklem daha sade olarak
D"(z) + (1/2) D'(z) + { (-bz/ 422) -( 1/4)+(N/2.d.z) } .®(z) = 0, (2.53)
sekline doniigtir. Bu denklemi lim , ., 'da incelersek

D"(z) -(1/4) O(z) = 0, .

olur. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii

O(z) =Exp[+z/2]dir.
Gegerli ¢oziim:

®(z) =Exp[ - z/2 ] olarak alinabilir.

®(z) = Exp(-2/2). L(z) , seklinde segersek diferansiyel denklem

L"(z) + L'(z). [ (1/2) 1] + [ (N/2.d.2)- (1/2z) - (b*/42%) 1.L(2) =0, (2.54)
seklinde yazilabilir.
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L(z) = 2°. F(z) , aliirsa
252 F(z) + { @s+1).25 = 257 1 F(z) + 22T (N/2d)- s -(172) }.F(z) + Z° {s(s-1)+s-
(b%/4) }F(z) =0, '
olur.

s(s-1) +s -(b¥4) =0 — 5,5, == b/2 'dir.
Gegerli ¢oziim ;

+b/2 dir.
Burada denklemin 6zfonksiyonu ise
O(z) = Exp(-2/2).2"*. F(z) olur.

®(z) , fonksiyonunun tiirevleri alinip , denklem diizenlenirse ;

F'(z) + [ (b+1/2) - 1].F(2) +V/z F(z) =0, (2.55)

diferansiyel denklemine ulagiriz, burada
V=(N2d)-[(b+1)/2],

olarak alinmisgtir. g, ifadesi “d ““ de yerine yazilirsa

2d=(2mA/h)"2 0 ¥1*° (6+1) olur.

g, ifadesi yerine yazilirsa N terimi hesaplanir.

N = (mC/2h%). a ¥*°. (o+1)?, (2.56)

2d, N ve b terimleri kullamilarak V hesaplanirsa ve V=n i¢in denklem

n+(1/2)+u=[C2m)"?/h].(C/A"%) . [(c+1)4], (2.57)
haline doniigiir.
pu=d igin
b=2d olur.

2d = (o+1).[ {+(1/2) ] -buradan

a M= (n?2m). [ (+(1/2) P/A, (2.58)
esitligini elde ederiz. Denk(2.26)"y1 takiben



n+(172)+pu= (2m/hd)" (C/A"?) . [ (c+1)/4] , (2.59)

kuantum kosulu bulunur. Daha 6nceki hesaplamalarimizda
b==2u=(c+1). [ L+(1/2)],
olarak bulmustuk. (o+1) >0 ve (o+1)<0 i¢in farkli iki kosulumuz mevcuttur.

(o+1). [ £+(1/2) ]
o+l1>0igin p= , (2.60)
2

(o+1). [ +(1/2) ]
o+l <0icin p=- , (2.61)
2

Bunlarmn her biri bizi farkli tipte potansiyellere gétiiriir. Denk(2.59) un formu su
ifade ile verilir. Denk(2.60)'1 Denk(2.59)" da yerine yazarsak ;

o+1> 0, [ (o+1)/4 1.(2m/h®)"? .C/AY? =n+(1/2)+ { (o+]).[ LH1/2))2},  (2.62)

elde edilir. Burada 6 = 0 ve o =1 6zel durumlarm irdelemek 6zel potansiyel

foﬁnlanm tarif edebilmeleri agisindan yararl: olacaktir.

2.3.1. s=0 Hali

12
Denk(2.44)’'de 6 =0 ve B=— {(£+1), alimrsa Schrédinger Denklemi
2m
h? d? h? L(L+])

- e AP ——
2m dr? 2m 12

-CrY¥(n=0, (2.63)
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olur. A= (1/2)mo’ i¢in Denk(2.62)yi de kullanarak “C” sabitini asagidaki gibi
buluruz.
C= E=ho[2n++(3/2)], (2.64)

A=(12)yme’, (2.65)

Goriilduigu gibi Denk(2.44) o = 0 igin 3- boyutlu Harmonik Osilatér potansiyelinin
¢oziilecegi diferansiyel denkleme doéniigiir. Enerji 6zdegerleri Denk(2.64) “de
verilmigtir. Enerji 6zdegerleri 3/2 ho sifir durumu ( £ = 0 igin) enerjisiyle baslamakta
ve iki birim artmaktadir. Diger metodlarla ¢6ziilen enerji degerleri ile karsilastirilirsa

ayni oldugu goriiliir.
2.3.2. =1 Hali

o = 0 halinde yaptigimuz gibi , 6 = 1 Denk(2.44)'de yazilirsa diferansiyel denklem

3- boyutlu Coulomb potansiyelinin ¢oziilmesi gereken diferansiyel denkleme

doniigiir.
¥ & C WL+
N - + +A YD) =0, (2.66)
2m 4 r 2m r?

ve enerji ozdegerleri Denk(2.62) kullanilarak hesaplanabilir. Gerekli hesaplamalar
yapilirsa ;

mC?
A=E= « — | (2.67)
202, (n+0+1)?

seklinde yazilabilir. Enerji 6zdegerleri beklenen sonugtur, diger metodlarla ¢ozillen
enerji 6zdegerleri ile uyum igerisindedir.Gordiigiimiiz gibi Denk(2.44)'deki sabitin
ayrilmasi enerji spektrumunu vermektedir. Ayni durum o “min diger degerleri iginde

ortaya ¢ikar buda bizi izafi-6zdeger problemlerine gotiiriir.

20
=k,keN,o+1>0, (2.68)

o+l
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seklinde k'y1 seger ve difer terimleride “ k *cinsinden Denk(2.44)'de yerine

yazalim, 6nce potansiyel ifadesini diizenlcyelim.

1-o
—— = k+1, olur.
I+o
N (5 )
U@ =Ar* D _crk+ . (2.69)
2m r? :
r—rf-v, f>y , vy :yerdegislirme parametresi , (2.70)

seklinde degisken degismesini potansiyel ifadesinde yazarsak , potansiyel ifadesinin
yeni sekli

L+
U@ =A -y D -C -yt +

, (2.71)
2m  (f—v )

olur. Simdi ( f — y )* ifadesini XL sembolii cinsinden yazalim. Once ispatini

yapalim :

() =[ DX (y-0)F =D A 1/ (2.72)
olur. Binom a¢ilimindan yararlanarak [ 1- (f/vy) ¥ ifadesi

(£ 7 ) = DX 5 + DR @) AL F 4 CDR L k12! ¥R P+
D RE-DE-2)BT73 2+ . -
) c

ve boylece (- =2 DNk D).y 2.73)
i/1

seklinde yazilabilir. Simdi Schrédinger Denklemini toplam sembolii cinsinden

yazahm ( f tizerindeki isareti atarak ) :
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w & 2(k+1) 2(k+1) k
e+ AL X (1) DT iy c 2 (DM
2m dr’ jin j i/
k] o ge+)
JEYAN ok [ p— Y@ =EY(). (2.74)
i 2m (r-y)2

doniigtimii uygulanirsa :

R +A('1)2(k+l). YZ(R*))_C (_l)k 'Yk +

ht & h? C(L+1)
{ 2m dp2 2m  p’

} Y(p)=E ¥(p)

sekline doniisilir. Dalga fonksiyonunun

oo

V)= 2 cm p™®,
m=0

seklindeki ¢ozliimiint aragtiralim.

m=0 i¢in siz=0+1, (2.75)

bulunur. 0
¥(p) =2 e p™ ! N
m=0 § @
v &

tirevieri alinip Schrodinger Denklemine yerlestirilirse ; \Q 3

°° °° 2

2 A+ D(mHem p™ ! - ZmAMIY(-1)2ED RN F o pm § £
m=0 m=0 § &
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0 0 o0
+@2mC/A%) (DR 2 em p™ U - @A DD e p™ ! = (2mEMD) 2 emp™ !
m:O m=0 m:O

limy_ W(p) = 0
oldugundan , dalga fonksiyonunun sonlu ve siirekli olmasi i¢in £ = 0 olmalidur.
[ (-2mCA*)(-1)* y* + (2mA/h2) (DD 2D omEMm?) )

Cmi2 = Cm

(m+E+2)(m+E+3)-0(C+1)

€

C

(G 2) (G4 3)- 0L T)

Cat2 =

gerekli hesaplamalar yapilirsa enerji 6zdegerleri
AEED g HeD o cef Y =E=-F, (2.76)

olarak bulunur. Kuantum kosulu Denk(2.62) nin “k” cinsinden gdsterimi

o+1 1 1
= , (1/2) (o+])= —— ‘dir. !
4 2(k+2) k+2
11 C 1
— —— 2m/h)" —— =nH(1/2) +— [L+(1/2)] , (2.77)
2 k2 A k+2

Yerdegistirme parametresi potansiyel katsayilar ile ifade edilebilir.

CY 1/(k+2)
v=5 [—J : (2.78)
A P

Burada & boyutsuz bir parametredir. Denk(2.76) ile Denk(2.78) birlestirilirse enerji

ifadesi
E' = [ _62(k+l)+ (_1)k 5’\] . A-k/k+2. C 2(k+1) k+2 A (2.79)
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olur. Denk(2.77) kullanilarak

1
C=A'" [n + ———]
2

bulunur. Bu  “C” ifadesini Denk(2.79)'da yerine yazip E' “niin “n” ye bagh
gosterimi

1| 2(k+1) k+2
E' ~|n+— . AV (2.80)
2

\
olur. Ayn1 sonuglar virial teorem ve WKB metodunu kullanarak da potansiyelin ;
(p=2(k+1)'dir) .

V() =Ar*Y + | (thmal)...

V)~ AT olur. (2.81)
ifadesi ile verildigini dusinerek de elde edilebilir. p = 2(k+1) alinarak enerji

0zdegerinin “p” ye bagh gosterimi Denk(2.80)"i kullanarak
E' ~AY0D [+ (12) D (2.82)

seklinde bulunur. Buradan enerji spektrumu ile kuantum sayisi arasindaki bagimliligt
elde etmis oluruz.
Bu metod ¢ercevesinde ¢oziilebilen farkl izafi- 6zdeger problemini olugturmak i¢gin

i-o
2 =k, k eN, (2.83)
l1+o

almamiz yeterlidir. Denk(2.83) den
o = - (k-2)/k+2) “dir.
Bu o degeri Denk(2.44)'de yerine konursa Schrédinger Denklemini yazmus oluruz.

Once potansiyel ifadesini “ k” cinsinden yazalim :

z oL+ |
U =Arf*-Cr*Y24+ , (2.84)

2m r?

Bdéylece bu potansiyele karsilik gelen 6zdeger denklemi
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h? ¢ k k h? e+l
c—— — AL DR [NN e e —
2m dr i1 { 2m (r-v )

P(r)=EY(r),

(2.85)

olur. Bir 6nceki durumun benzeri sekilde islem yapilirsa r > v igin enerji 6zdegeri

E=(-DNyX A (2.86)
bulunur. k-2
c=- —— igin
k+2

yeni izafi-6zdeger probleminin kuantum kosulu olusturulmus olur.

1 2m12 C 1 2 1
. =nt— 4 — {H _] , (2.87)
k+2 h2J A 2 k+2 V. :

y' ‘y1 potansiyel katsayilari cinsinden agagidaki formda sé(;ersek

C |2/(k+2)
y=58 |— : (2.88)
A
Enerji ifadesi .
BE=(-DL s ATV ek (2.89)

olur. Buda virial teorem ve WKB metodu ile elde edilen sonu‘;laf ile uyumludur.

Yukaridaki ifadelerden de anlagtlacagi gibi *“ k” parametresinin ¢esitli degerlerine
karsihk gelen farkli potansiyeller igin Ozdegerler ve bunlara karsilik gelen
Ozfonksiyonlar elde edilebilir. Denk(2.69) formundaki potansiyel fonksiyonundan
“k” min uygun secimi ile elde edilebilen ¢esitli potansiyeller ve bunlar i¢in elde
edilen enerji Gzdegerleri Cizelge 2.1'de goriilmektedir. “k”nin her bir degeri igin
kuantum sartlan ise Cizelge 2.2°de verilmistir. Cizelge 2.1 incelendiginde ; k =0
durumunun Harmonik Osilator potansiyeline diger durumlarda iki terimli kuvvet

(k>0) ve iki terimli ters kuvvet (k<0) potansiyellerine kargilik geldigi gériilmektedir.
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Cizelge 2.1. Cesitli potansiyellerin yaklagik enerji 6zdegerleri (Burada p=2(k+1)'dir)

k [p [U@®=Ar T V_Cr¥+n? 2m)[L(t+1)/1r’] Ee[h+(1/2)] 20pTe p Ao
0 |2 [U@m=Ar*-Cr+®m> 2m)[L(t+1)/*}  |E~[nH1/2)]A"”

1 |4 [Um=Ar*=CrT+@7 2m)[R(t+ 1)/ |E ~ [n+(1/2)] A
2 [6 |[U@=Ar ~CrZ+m? 2m)[e(t+1)/F]  |E~ [n+(1/2)]"A™"
318 [UM=Ar -Crl+@* 2m)[e(t+1)/F]  [E~ [n+(1/2)]"A™
4 ]10 U(r)=Arw-Cr4+(h’/2m)[t(a+1)/r2] E~[n+(1‘/2)]—573A”6

5 12| 0@=Ar ?=Cr’ +®’ 2m)[L(t+D"]  |E ~ [n+(1/2)] A
6 |14 U@)=Ar " =Cr +{®* 2m)[0(C+1)/rF]  |E ~ [n+(1/2)] A

7 116 [U@=Ar " <Cr "+(h* 2m)[L(C+D)/rY]  |E ~ [n+(1/2)} "°A"
8 | 18| U@=Ar *~Cr *+(0" 2m)[E(t+1)/"]  |E ~ [n+(1/2)] A"
9 120|U@=Ar P -Cr +®* 2m)[L(t+1)/r"]  |E ~ [n+(1/2)]7 A"
10[22|U@)=Ar Z—Cr "+ 2m)[e(t+1)/F'] |E~ [n+(1/2)]7°A"”
11|24 [U@=Ar ¥ -Cr "+? 2m)[L(t+1)/*]  |E ~ [n+(1/2)]*ATF
12126 | U(ry=Ar ® —Cr P +(? 2m)[L(E+1)/F")  |E ~ [n+(1/2)] 77AT™
1328 [U@M=Ar B—Cr B +? 2m)[(t+1)/FF] |E~[n+(1/2)] AP
14130 |U@m=Ar ° ~Cr " +(0? 2m)[L(L+1)/]  |E ~ [n+(1/2)] 7PA®
15|32 | U@)=Ar > =Cr " +(®* 2m)[L(L+1)/F"] |E ~ [n+(1/2)] "7 A"
-4 1.6 |U@=Ar °~Cr *+(22m)[LE+D/rT]  [E~[nH(1/2)]°A™




Cizelge 2.2. k'run farkli degerleri igin kuantum durumlart

k (2m/h%)"  (C/AT) = (k+2) (2n+1 ) + (20+1)
0 Qm/hH" (C/ATY =4n+20+3

1 /)" (C/Ay=6n+ 20 + 4

2 @m/mH"  (C/Ay=8n+20+5

3 Qmm)" (C/AT =100+ 20+ 6
4 emMmH"?  (C/A) = 12n+20+7
5 m/hH" . (C/AT =14n+20+8
6 m/hH"  (C/A")y=16n+20+9
7 em/mH"™ (/A =18n+20+10
8 @m/hH)"  (C/AT?) =20n +2¢ + 11
9 Qm/mH"?  (C/IAY =22n+2€ + 12
10 Qm/hH)"™ . (C/AT?) =24n+20 + 13
11 Qm/hH" . (C/A) =26n+ 20 + 14
12 m/h*)'"” . (C/AT) =28n+ 20+ 15
-4 2m/hH)"*  (C/A) = -4n+ 2 -1

25
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Denk(2.84) ile verilen potansiyel fonksiyonunda ve bu potansiyele ait Denk(2.86) ile
verilen enerji 6zdegerlerinden k'nin ¢esitli degerleri i¢in elde edilen sonuglar Cizelge
2.3de verildi. k’'nin negatif degerleri igin iki terimli ters kuvvet ve pozitif degerleri
igin iki terimli kuvvet potansiyelleri elde edilmektedir. k=0 durumunun Coulomb
potansiyeline karsihik geldigi goriilmektedir. Ayrica Denk(2.84)'den elde edilen

potansiyeller r'nin kesirli kuvvetlerinide igermektedir.
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h?  gL+1)
Cizelge 2.3. Farkli k degerleri igin U(f)= A * - C (*P 2+ o
2m

potansiyelinin enerji 6zdegerleri ile kuantum durumlari ( 8 birimsiz bir

sabit, (2m/h%)’.(C/A"?) =P olarak gosterilmistir , k#-2'dir. )

k E=(-D*"'8"
U@=AF-Cré (0 2me) (L) | /) (C/A)=(k+2)[n+(1/2)]H20+1) | AT /K2 c2k/ k2

'10 E=(_l)—96-]0
U®=Ar "°-Cr  +(h*2m) ( C+1) B=-8n+2( -3 AY2s2

-9 ‘ , E=(-1) 8"
Um=Ar *-Cr "V 2(h2mA) ((L+1) B=-7n+ 20 - (5/2) ‘ AW

8 E=(-1) 7’8"
Um=Ar *-Cr *+h2me?)((C+1) B=-6n + 2 - 2 A3

-7 E=(-1) %"
U@=Ar 7-Cr “+(h%2mr?)0(1+1) B=-5n+ 20 - (3/2) AW

-6 E=(-1)°§"°
Ur)=Ar 5-Cr “+(h%2mr?)((+1) B= -4n+20 - 1 | A

"5 Ez(_]) —48-5
U@)=Ar >-Cr 2 +(H%2me)((C+1) B=3n+ 20 - (1/2) AT

4 E=(-1) 78"
U()=Ar *-Cr +h2mr?)((L+1) B= 20+ 20 Al

‘3 E=(- l) —26-3
U(D)=Ar -Cr > +(h*2m) L(L+1) f=-n+20+(1 12) ASCe

-1 E=6"
U)=Ar “-Cr 2+ 2me) L(e+1) B=n+ 20+ (3/2) A2

0 E=(‘l) T 50
U@)=A-Cr +(0%2mrA)L(t+1) B=2n+20+2 AC

1 ’ © TE=(-1) %
U(ry=Ar-Cr -1/2+(h2/2mr2) {((C+1) B=3n + 20 + (5/2) AVICY3

2 | U@=Ar-Cr® +@72mr)0(t+1) | B=4n + 20 +3 E=(-1) 8" A°C'
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h o e+1)
Cizelge 2.3. (Devam) Farkli k degerleri igin Ur) = At - C ¥ 24 -
2m r

potansiyelinin enerji 6zdegerleri ile kuantum durumlari ( 8 birimsiz bir

sabit , (2m/hH)2(C/A"?) = B olarak gosterilmistir , k#-2'dir. )

3 E=(-1)' &’
U(r)=Ar *-Cr'+(h’/2mr)C(C+1) p=5n+2L+(7/2) AV
4 E=C1)° 6
U(r)=Ar*-Cr +(h*/2mr*){(C+1) B=6n + 20 + 4 AV
5 E=(°l)6 65
UD)=Ar-Cr Y2+(022m)L(L+1) B=7n +20 + (972) AT
6 )5
U()=Ar*-Cr+h2mr?)L(L+1) B=8n+20+5 AV2cY2
7 E=(_l)8 87
U@)=Ar’-Cr?+(h2mr?) L(C+1) B=9n +20 + (11/2) Ao
8 =S
U(r)=Ar®-Cri+(hZ2mr?)(C+1) B=10n+20+6 AV S
o E=(-1)" &
U)=Ar-Cr"™+0%2mr?)L(C+1) B=11n+20+ (13/2) AW
10 Ez("l)“ 6l0
U@)=Ar’-Cr+m%2mr?) ¢(¢+1) B=12n+20+7 AV
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3.a"a CARPIMI ILE OLUSTURULAN SCHRODINGER DENKLEMI

Boliim 2°de incelendigi gibi a'a W41, (2.16) denkleminden

u=l/4 (3.1)

se¢ilmesiyle Denk(2.22) formundaki indirgenmis Whittaker Denklemi elde edilebilir.

p=1/4 icin p=(12)c+1)[ C+(1/2)] idi.

2L
o=-

L o+1>0 ve €20, (3.2)
20+1

bulunur. Bu “c” degeri Denk(2.44)"de yazilirsa S'chrédingef Denklemi

n  d? n e+
A PAUD_ o
2m dr 2m r2

Y@=0, (3.3)

halini alir. Burada Denk(2.45) ile verilen doniigiimler ve

r=a.Exp(q/20+1), Y(q) =Explq/22L+1)].0(q),

(-2mA/M? ) =a;, (-2mB /h?) =ay, (2mC/h?) = a3, B = (h%/2m).L(L+1),
tanimlar1 yapilirsa (3.3) denklemi

‘ [LH1/2)P a*®™DExpdq 2"V ExpQq)
d"(q) + - + ay. + a3 D(@)=0,
e+1)? QL+1) Qe+1)?

(3.4)
sekline doniigiir.
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[ e+(1/2)] R A

— =4)* (22mA/M). =g, (2mC/h?) =g,

(20+1)? 0+1)? (20+1)?

d*=-e/4, b =4yt N=g,/4 - B 3.5)

olarak alimir ve Denk(2.51) deki doniigtimler yapilarak Denk(2.52), Denk(2.55)'de

verilen yontem takip edilirse :

2mA | 172 :
2d = - a D120+ ], N =(mC2h).a**™) [ 1/@Qt+) 1,

h f
b=2p=[L+1/2))/ [20+1] , (3.6)

elde edilir. V=n igin 2d, N ve b terimleri “V” ifadesinde yerine yazilirsa kuantum

kosulu agagidaki gibi olur:

C
— = (h* 2m)"?. (20+1). (4n+3), (3.7
A

Bu form bizi 6zel bir duruma gétiiriir :

£=0, A=(1/2)me?, ' (3.8)
ve boylece
W od* 1
- 4+ —me’*-C @O =0, (3.9)
2m dff 2
elde edilir.

£=0, A = (1/2)mw’ i¢in Denk(3.7) ile verilen kuantum kosulundan “ C” ( yani E )

ifadesi bulunmus olur.

C=E=ho[20+(3/2)] , (3.10)
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Denk(3.3)'deki degiskenin yerdegistirmesini yaparak ( Denk(2.74)'deki forma

benzer olarak )

e db 2040+1) 4¢
- — — FALX 2040 (- E | A (ptr
2m  dr? i/1 i AR
h? e+l
SR Y(r) =EY¥(r), (3.11)
2m (1)
Schrédinger Denklemini elde ederiz. Burada ;
r>v; E=-AyD e oyt (3.12)
Yerdegistirme parametresi v * y1
y=38(C/A)" (3.13)

seklinde alir ve Denk(3.12) ile verilen cnerji 6zdegerinde yazarsak , enerji

Ozdegerinin yeni sekli

E= ( h2/2m)[2ﬁ+(l/2) V[ 2¢+1} Al/ 2(20+1) (4n+3)(4€+])/ 2e+1) (2£+1)(4(+l)/ (20+1) ( _ 62(4€+l)
£54 , (3.14)

olur. Burada “ §” birimsiz bir katsayidir. Denk(3.14) ile verilen enerji ifadesi virial

teorem ve WKB metodu ile verilen sonuglar ile benzerdir.

3.1. b#0 ile Genelleme

Ikinci boliimde yapilan b = 0 igin ¢oziimler , b #0 alinarak kolaylikla genellenebilir.
Buda Denk(2.34)'de bir fazla terimi daha dikkate almamiz anlamma gelir ve
hesaplama metodu Onceki ile aymi olmasina ragmen bu bizi yeni ¢oziilebilir

problemlere gétiiriir. Su ifade ile baglayalim :.
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E=0, f20, (3.15)
ve
(fer~ Jager® | (3.16)
burada
o#-1, [(Jdag)+2p120, (3.17)
simdi ~

J. (dg/g) integralinin f cinsinden esitini yazalim.
[agrg)r20120

Jdqre) =20,

Her iki tarafin ( o+1) ‘inci kuvveti alinirsa :

dagre ) - (20" 20,

olur.Denk(3.15)'de f >0 idi.

Jdag ™ - (-2by™* =0,

f=0,
Bu iki denklem birlestirilirse :

daae ™ - ()= 1 .

Jagigy™ = f +(2b)"

[ f +(=2b)" )", (3.18)

il

- b<0 i¢in (J.dq/g)

olur.
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(f8)~ .[ dg/g )?*® olarak yazilabilir.
Buradan '
(f.g)? = [/ + (26" 2 olur,

Simdi bu ifadeler Denk(2.34) de kullanilirsa ;

(UCH)-E) = oL Jda b P+ ey 1] dg/g )+2b ] +( f.g ) *(const.),

elde edilir ve Denk(3.15) dikkate alinirsa

U f—)={[ F+(26)°1 ]V 1 0 }.2_ [ F+(2b)°H 7204 4 [ J+ (<2b)°H ] 2101+ 4
[F+(20)7 0304 [ £ (26) ]2 + [+ (207 (3.19)
sekline doniismiis olur. Bu yiizden Denk(2.22) "den ortaya ¢ikan Schrédinger
Denkleminin tam formu : ( Burada f—» r,-2b—DB/2A , alinmistir.)

n &
{_ R +Alr+ (B/ZA)GH]ZU-G)/(HG) B[r+ (B/zA)OH](I-Zc)/(Hc) _
2m dr?

Clr+@BRA 1"+ V(BRA o ;r} ¥ ()=0, (3.20)

r>0,A>0,B>0, C>0,

olur . Burada

h? e(e+)
V(BRAG;r)= +
2m  {[r+(B2A)" )" - (B/2A) ) [ r+ (BR2AY! PO

W1 1 f 1
____._[.__

2m 4 4(0-_}_1)2].1{ [r . ( B/ZA)6+I ]l/0+l _ ( B/2A) }2 ) [ r+ ( B/ZA)0+1 ]20/0+;




34

1
, (3.21)
[r+(BRA! ) !
ve o L+
V(BR2A,0; r}y=V(@0,0;r)= —— , (3.22)
2m r?
h? €+
V (BRA,-20/20+1 ;1) = (3.23)

2m [ r+(BRA)CHDP

*dir. Denk(3.20) , (B/2A) — 0 i¢in incelenirse ve

2mA 2mC
=a; ,-L{+D)=a ,
h? h?

=ajs,
ahinirsa yeni Schrédinger Denkleminin gekli ;

& 2mB
— +ay. p 210 (ie) o ) r»2 +asr 20/otl L (-20)/(+0) » (r)=0,
dr? h?

olur.
r=a.Exp[(ot+tl)q],¥Y(Q=Exp[(o+l)q/2].®

degisken degisiminden sonra ortaya ¢ikan diferansiyel denklemin her iki tarafim

2. ( o+1 Y. Exp[ ( 3/2)(o+1)q ] ile carpilir ve a; a; ve a;

terimleri yerlerine yazilirsa

D"(q) + { -4p* - (2mA/MD). o YO (o+1)2. Exp(4q) + @mC/m?). a Y170V (o),
Exp(2q) + ( 2mB/h?) . a ¥"*6+1)2 . Exp(3q) }. (@) =0 , ' (3.24)
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sekline doniigiir. Burada
4P = (or)2 [e+(1/2) P,
£1=-CmA/MY) . a " (5+1)?

£2=(2mC/M? ) a M9 (5+1),

£3=(2mB/M%) . o ¥ (5+1), (3.25)
tanimlan yapilirsa
0"(q) + { -40” + ¢ 1 .Exp(4q) + & 2. Exp(2q) + & 3 Exp(3q) } .®(q) =0, (3.26)
elde edilir. Once
| s = Exp(q)
sonra
z=2d.s

doniisiimleri uygulanir ve
b*=16p? e /d* =-1 g /16d* = A, &4/ 8> = B’
alinirsa
D"(z) + (1/2) '(2)+ { (-b"/ 42%) -(1/4)+ AZ*+B'z }. O(z) = 0 olur.

lim,-,'da incelenirse ;

O"(z)+ {-(1/4)+Az*+B'z}. d(z)=0 olur.

Az+(B'/2A™)=y , &= (VA).{(1/4)+ [(B)74A]} ,
D"(y) + { (Y/A) - } D(y) =0 olur. o
O(y) =Exp {{ay*/2} .f
a=+(1/A"),({/A?)e=g dersek;

fly+ (/AP Yy fy+gfy=0

sekline doniistir. Son olarak
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Yy=YoX

doniigiimii uygulanirsa
f"x -2x f,x + g-)’oz‘fx =0, ( 327)

Hermit Diferansiyel Denklemini elde ederiz.

20yl ise
g veyo yetlerine yaziliesa
(1/8) + [(B)Y4A) =21 A% [ n+(1/2) ]
bulunur.
A=-A; ,A;>0
ahmirsa ve
a=-(1/A")

segilirse ( dalga fonksiyonunun sonsuza iraksamamasi igin ) :

@ (y) = Exp[ -y 2A,"* . Hn [y /(i A"*)"*], (3.28)

ve kuantum kosulu

(1/8)(2m/h%)"* (+1)( BYAY?) + (1/2)( 2m/bH) 2 (6+1)(C / A =n+ (172),  (3.29)
sonucu ortaya ¢ikar. “p” ye bagh kuantum kosulunuda;

(1/16)2m/mh?) *(o+1)( BYAY)+ ( 1/4)2m/h%) (o +1)( C/AY?) = n +(1/2) + p, (3.30)
formunda elde ederiz. Burada

n=(1/2) e+ [ C+(1/2)] , (3.31)

dir ve sifirdan biiytiktiir, bu ise
ct+1>0, (3.32)
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olmasi anlamina gelir. $imdi ise Denk(3.32) sartini saglayan enerji spektrumunun tig

durumunu inceleme imkanimiz vardir.

3.1.1. o=0 Hali

@ncé Denk(3.20) "deki potansiyel ifadesini yazalim:

U(I‘) =A[ r+ (B/2A)0+l ]2(]‘0)/(|+0) - B[ r+ ( B/2A)0+I ](1-26)/(|+0)

-C[r+ (BRA 2+ V(BRA, o ;1) (3.33)
h? C(C+1)
V(B24A, 0;1) =
2m r?
=0 icin bu potansiyel ifadesi

h? e(e+1)  B?
Un) = Ar* + - -c (3.34)
2m 7 4A

olur. Bu ise 3- boyutlu Harmonik Osilator potansiyelidir. Denk(3.30)'da

A=(12)me’ , p=1D[L+12)],

alinirsa enerji ifadesi
B2
—— +C =E=ho[2n+{+(3/2)] , (3.35)
4A »

olur.
3.1.2. ¢=1 Hali
Potansiyel ve enerji ifadesini 6 =1 igin yazalim.

Un)=A-B[r+(BRATY- C[r+ (BRA¥] + V(BRA, 1,1), (3.36)
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Burada

A=-E, p=L+(1R) , (3.37)
(1/8)2m/h®)2 (BYAY) + (1/2)m/md)"(C/ A =n+ L+1 ; (3.38)
olur.

3.1.3. 6=1/2 Hal
Aymni sekilde islem tekrar edilirse potansiyel ifadesi ;
U@=A[r+(BRA? 1 - Cr+(BRA? Y3 +V(BRA, 1/2; r) -B , (3.39)
olur.Denk(3.30)'dan enerji degeri
B =E = { 4AC+ (32/3)(h%2m)"2. A*? [ n+ (172)+ 3/0)[e+(1/2)] 1 317, (3.40)

n+ G/ L+(1/2)] > (3/8) CnvtH2. AV C - (172), (3.41)
olarak elde edilir. Dogal olarak  degiskenlerdeki bir yerdegistirmeyi kullanarak
dzdeger problemlerini olugturabiliriz , fakat bu metod daha 6nce (b=0) anlatilmust1.
Burada ise sadece a’a ¢arpinm ile yapilandirilan denklemlerden bahsedecegiz.

= (1/2)c+D[L +(1/2) ] idi.
liglincii boliimde oldugu gibi
‘ u=1/4 , (3.42)

segelim.
o =-28) (2€+1) ve o+1>0 olur.

“0” ifadesini Denk(3.20) "de yerine yazarsak Schrédinger Denklemi
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n o & o
-{--— — + AL+ (B2A) U PATD [y (BraA)Y D o
2m  dr’

D N ¥ (23]
- Clr+(BRAVEHD P, ‘ . YD=0, (343
2m  [r+(BRA)CUVT
olur.
=0, (3.44)
durumu dikkate alinirsa
n? d? B?
{-—~~*~+Aﬁ-——.-c }Hﬁj=0, (3.45)
2m dr’ 4A

olur. £ = 0 i¢in Denk(3.34) ile verilen 3-boyutlu Harmonik Osilatér potansiyel
ifadesi, Denk(3.45) deki 1-boyutlu Harmonik Osilatér potansiyel ifadesine doniigiir.
Dolayisiyla enerji ifadesi Denk(3.35) de €=0 alinarak bulunabilir.

1

B2
——+C=E=ho[2n+(3/2)], (3.46)
4A

Buda beklenen sonugtur. Bu ise b#0 igin yaptlan genellemenin dogrulugunu ifade

eder.
3.2. Morse Potansiyeli
Denk(2.38)"e gore disiiniilmesi gereken bir durum daha vardir. Bu ayr1 islem

f ve ,[dq/g

arasindaki bagimliligin Denk(2.41) ten elde edilen farkiyla iligkilidir, buda bizi
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olduk¢a yeni tiplerde ¢oziilebilir 6zdeger problemlerine gotiirlir. Dogal olarak
potansiyelleri elde etme metodu degismez, buda Denk(2.34)'G kullanarak
Denk(2.22)"deki forma indirgenebilen Schrédinger Denklemini aradigimiz anlamina
gelir. Su ifade ile baglayalim :

E=0, b#0 , ‘ (3.47)

Simdi Denk(2.38)"i kullanarak f * yi bulalim.

(f.g)* = const. (f dg/g)+2b1]? ,

12

A ={( const.) olsun.
h A
(flg)= , (3.48)
[ (Jdg/g )+2b]

x= [(Jdq/g)+2b]

doniistimil uygulanirsa;
I =IA.(dx/x)=A{1n[(qu/g)+2b]+1nc},

f=m{cl(faqg) w13t |

Exp(f/A)= C(qu/g)+2bc, 2bC =0 olsun.
a,b,C,AeR

a.C=1 segilirse

'f‘=A1n(qc>+A1n(qu/g) (3.49)

f~ ln(qu /g) olur. (3.50)
Burada .
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(qu/g)+2b20, (3.51)

Genellemeyi Denk(3.50)" nin logaritmik karakteristi§ini muhafaza edecek sekilde

yapmaliyiz.

f° =1n(qu/g) , 6= const. , (3.52)

alarak ve ilave olarak hesaplamalari basitlestirmek igin g=e¢™ alalim. Denk(2.34)
ifadesinden U( f )'yi bulalim. Daha 6nce Denk(3.52)'den

Exp(/°)=J(da/g) .

bulunur. Denk(3.50) den

Exp(/)=J(da/g) dir.

(el

Bu iki ifadeyi birbirine esitler ve “g” yerine ¢ konursa

q

r (¢}
B ¢l +¢ ’
ve
_ 1 .
(flg)= =Exp (-f°) ,
eq +C
(f.g)=Exp(-2f°) , (3.53)

olur. Denk(2.34)'de E=0 alinip ( f’.g ) yerine yazihirsa potansiyel ifadesi

U( f) = Exp(4° ) +4bExp( 3f°) + 4b” Exp( 2/°) ] +Exp( 2% ).[ Exp( f°) +2b]

i

+ Exp(2 f?’ ). const.

sekline doniigiir.
" FAV=1 ahmrsa;
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UG)~ T2 + f20 Exp( 27 ).[ Bxp(J°) + 2b T2+ £ [ Exp(4/°) +

Exp (3/%)+Exp(2/°) 1 . (3.54)
Burada _
f =1 In(-2b) +const. ]"® , b<0, (3.55)
f° > In(-2b) + const.,

-2b—B/2A ,const. — 0 , scgilirse

f° =In(BRA)
(r/a)> [ In(BRA)]",
(r/a)° =1In(B/2A)

(r/a)’=In(BRA)=f |, (3.56)
elde edilir.

f = (r/a) alinabilir.

Denk(3.54) ile verilen potansiyel ifadesi igin Schrdodinger Denklemini yazarsak :

h d?
{- _7 + A (r/a)*' Exp[ 4(v/a)*""' ] - B (t/a)*".Exp[ 3(t/a)*™*! 1 -C (t/a)*".
2m d

Exp[ 2(/2)*""! 1 + D (/a)*". Exp[ 2(r/a)*™*' 1. [ Exp(t/a)***'- (B/2A) ]2 +

n? h? L (L+1)
— (20+1)? . (ra)tt + Y1) =0, (3.57)
8ma’ 2m r? , A

olur. Burada A>0 ,B>0,C>0,D>0 (3.58)
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ve
(r/a)> [In(BRA) 1", o=20+1, (3.59)

“o” nin teksayi olarak segimi degiskeni sinirlamaz. Denk(2.26) dan kaynaklanan

kuantum kosulunuda su formda elde ederiz :
(1/4) (2ma® B*)Y {1/ Qe+ 1DI[(C/ A" ) + (B*/4AY ) ] =n +(1/2) +pn, (3.60)
Burada “p” ise su ifade ile verilir.

p=[(1/16)+( 1/4).C2m/t*.[a/Q+D] D], (3.61)

Denk(3.50) , Denk(3.52) , Denk(3.57)'den de go6rdiigiimiiz gibi asagidaki degerleri
koyarak Morse Potansiyeli ile Schrédinger Denklemine geri donebiliriz.

£=0, B=0,A=V,, C=2V, ,a— -2a, (3.62)

Schrodinger Denklemi ;

h?  d? 1 1l
e — 4+ Vot L2V, e™ 4D + ——— L Y1) =0, (3.63)
2m dr 16 2ma?

olur, Burada

reR, D—-D.,, a—a alnd.

Schréidinger Denklemine V, ekleyip ¢ikaralim.

h? d?
{--——-—— +U(r)-W} Y@©)=0, Vo=D
2m dr?

.

U(r)=D(1-e™)
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“W = -V, + D, + ( 1/16) (h* 2ma’ ?)

islem kolayligi igin

-(r/a')=-ar
U =D(1-¢™)?
olur. Schrédinger Denklemi iki atomlu bir molekiil igin g¢6ziileceginden,
matematiksel olarak bir kolaylik saglamast i¢in iki atomun kiitle merkezinin hareketi

incelenir ve indirgenmis kiitle “p” alinr.

&
{. —_— — + U@ - W } Yr)=0, (3.64)
2u dr

h=2xh ,¥ @ =50, y=e¢™

alinir ve denkleme yerlestirilirse

d’s 1 dS 8fp  W-D 2D
— A e~ e [ — -D+ — ].8=0, (3.65)
dy y dy ah® ¥ y
Burada 87 32t
4= D , bl =- ( W-D)
a’h? a’h’
z=2dy
doniisiimii uygulanir ve© N=2d* alirsa;
&’s 1 dS b1 N |
4 e [+ — ].8=0,
dz? z dz 422 4 2d.z

~ ve lim; s 'da incelenirse gegerli ¢ozim;

S =¢*'2 dir.
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S =c¢*"? L@z , ' | (3.66)

seklinde seger ve gerekli islemler yapilirsa :
F'(2).2572 + [ 2525 + 25 = 252 1 Fi(2) + 27 [ (N/2d) - (1/2)-s 1 F(z) + 2° [ s(s-1)+
s- (b%4) 1 F(z) =0,

s(s-1)+ s -(b%/4)=0,

si2=+b/2 |

Gegerli ¢dziim +b/2 “dir.
S(z)=¢*'*. 2" F(2)

Tiirevleri alinip diizenlemesi yapilirsa :

b+1
F'(z)+[—— -1]F@+ (V/z)F(z)=0, (3.67)
Z
1
V=- — (btl)+d , V=0,1,2...
2

V=nigin b ve d terimleri yerlerine yazilirsa enerji 6zdegerleri
pn—m ,a —a,

1 K h? :
(pr— —J=p=—{ Cmivow®)? -(n+am1) . Go®)
16 2ma’ 2ma

olarak bulunmus olur . p> 0 oldugunu hatxrlayarak



1 2ma’V,|"?
n+ — <

2 -h2

elde ederiz , buda bagh durumlarin sayisini sinirlar.

46

(3.69)
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4. SONUC

Bu c¢aliymada Heisenberg Metodu detayli bir sekilde incelenmis ve baz
potansiyeller i¢in Schrodinger Denkleminin ¢6ziimiinde kullanimi aragtirilmugtir,

Hem fiziksel hemde matematiksel bir bakis agisindan en basit kuantum sistemi
olmasmdan dolay: , Harmonik Osilatér metodun testi agisindan 6nemli bir rol oynar.
Bu tanimlama Heisenberg Metodunu saglayan lineer diferansiyel operatorler ile
tamamen ¢oziilebilir olmasi gergegine dayanmaktadir. Bu metodun kullamminda
faydalanilan Harmonik Ostlatoriin hamiltonu ve yok edici operatorler diger ¢oziilmiis
diferansiyel denklemler ( Whittaker Denklemi ve Hipergeometrik Denklem ) igin bir
yapt olarak islem gorebilir. Bunlar1 egit hale - getirebilmek igin Dogal sayilan ile
esitliklerin parametreleri arasindaki baimlihigi kabul etmek gerekir. Bu kosullar
altinda sonraki agsama , agik Abir sckilde goriilmektedirki , sabit Schrodinger
Denklemindeki ( Denk(2.28)) degiskenin uyguh bir degisimi bunun formu bilinen
denkleme indirger ve kiyaslama ile ¢6ziilebilir potansiyeller toplulugu elde edilir. Bu
problemin genellestirilmesi aym zamanda baslangigtaki  Schrodinger Denklemini
sifira egit sabit enerji ile almaklada mimkiindiir. Buda tam ¢6ziimii bilinen
Schrédinger Denkleminden daha genel bir formda olan potansiyellere sahip 6zdeger
problemi ( H(E,)¥,=E,¥Y,) , ( Hamiltona enérjinin parametre olarak girmesi

anlamina gelir ) ¢6zme yetenegini ortaya gikarir.

Heisenberg Metodu , Schrodinger Denklemini Whittaker Denklemine indirgeyerek ,
artirma- eksiltme operatdrlerinin a*a ¢arpim ile kiyaslamak suretiyle bir ¢oziilebilir
potansiyeller liretme yontemini izlemektedir. BSylece bu yeni potansiyellere sahip
6zdeger probleminin ¢6ziimleri elde edilmektedir.

Schrédinger Denkleminin tam ¢oziimleri igin gimdiye ka(;ar Hill-Determinanti
Metodu , S.S.K.M'nin kullanildigi metodlar , Siirekli Kesirler Metodu gibi metodlar
ge]i?tirilmesine ragmen , daha basit islemlere dayali ¢6ziim metodlarma ihtiyag

duyulmaktadir. Metodlarin , tam sonuglar vermesi ve sadece basit cebirik islemlere
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bagh olmasi 6nemlerini artirmaktadir. Heisenberg Metodu bu agidan dezavantajh bir

kot sahiptir,

Yapllan calismada da goriilmektedirki ¢oziilen potansiyeller yada daha genel bir
forma donigtiiriilen potansiyeller igin potansiyel parametreleri arasindaki gesitli
siirlamalar vardir.

o+1>0 igin Denk(3.3) deki potansiyelin A ve C parametreleri arasinda her “n” ve
“€” degeri i¢cin Denk(3.7) ile verilen sadece bir sinirlama mevcuttur. Metodlarin
dezavantaji olarak degerlendirilen bu ve benzeri tiim smrlamalar potansiyel

parametrelerinin serbest olarak ele alinmasini zorlastirmaktadir.

S.SK.M'ne dayali ¢oziim teknigi , sadece sekil degismezlifi ozelligine sahip
potansiyeller i¢in kesin analitik sonuglar (tam degerler)vermesi ve genellikle alt
seviyeler i¢in az islem gerektirmesi agilarindan tercih edilmektedir. Fakat sekil
degismezligi  6zelligine sahip olmayan potansiyeller i‘gin tam sonuglar
verememektedir. Bu tiir potansiyeller i¢in yiliksek mertebeden diizeltme terimlerinin
hesaplanmasiyla sadece yaklasik sonuglar verebilmektedir [4] .Bu metod da ise
Couiomb potansiyeli olsun , Harmonik Osilatér potansiyeli olsun tam sonuglar
verebilmektedir [8].S.S.K.Mnin kullanildigi metodlarla yapilan ¢oziimlerde de diger
metodlarda oldugu gibi potansiyel parametreleri arasinda bazi smrlamalar ortaya
cikmaktadir [25].

Yapilan genellemelerin daha dnceden kestirilememesi bu metod igin ~ bir dezavantaj
olmustur. Yol integrali metodunda bazi potansiyeller i¢in {iretici fonksiyonu

belirlemedeki zorluk gibi. Bu durumda yol integrali i¢in bir dezavantaj olmustur.

Bu ¢ahgmada kullamlan method,( f’.g ¥  “nin uygun se¢imi ile Morse, Hulten,
Poschl-Teller potansiyelleri gibi iistel , trigonometrik olarak ifade edilen
potansiyellerede uygulanabilir. Sonuglar Schrédinger Denklemine indirgenen

ifadelerde kullamlir.
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Ikinci bolimde Heisenberg Metodunun temelini olusturan a'a¥,(x) = A Wau(X)
carpiminin  6zdegeri olan A ‘min tesbit edilmesi ile a ve q+ lineer diferansiyel
operatorlerinin  ¢arpimimin  olusturdugu Denk(2.16) ifadesi tiiretildi. Denk(2.16)
indirgeme zincirinin en alt halkasm olusturmaktadir. “a” operatérii icin yapilan
genqﬂeme Denk(2.7)’'de verilmis olup , Denk(2.16)'mn olusturulmasinda
kullanilmigtir. Dalga fonksiyonu Denk(2.13) normalizasyon sabiti olmaksizin
verilmistir. Denk(2.16) ifadesi Whittaker Denklemi ile ilgili olarak Gnemli bir rol

oynar.

Heisenberg Metodu indirgemeler zinciri ve kiyas yoluyla sonuca gitmeyi hedefleyen

bir metoddur, bu zincirin halkalarindan biride Whittaker Denklemidir.

Caliymamizda yeni potansiyeller tiiretmek igin kullandiimiz Denk(2.34) ifadesi ,
bu ifadedeki yapilan degisiklikler sonucu yeni potansiyeller olusturdugu yapilan
calijmadada  goriilmektedir.  Denk(2.36)'min  3-boyutlu  Harmonik  Osilator
potansiyeline (Izotropik salnict) , Denk(2.37) nin 3-boyutlu Coulomb potansiyeline ,
Denk(2.38)’in bir boyutlu Morse potansiyeline gétiirdiigii gériilmektedir.

b=0 , E=0 segilmesiyle ve Denk(2.41)'deki genellemenin kullamlmasiyla 6+1>0
icin Denk(2.62) ile verilen kuantum keosulunu olusturmak miimkiindiir, buda bizi

sirastyla 6=0 i¢in Harmonik Osilator , 0=1 igin Coulomb potansiyeline gétiiriir.

Bu metodu kullanrken unutulmamasi gereken bir durumda E=0 segilmesi bizi
serbest pargacik problemine gdtiiriir gibi disiiniilsede bu metodun kendine has bir
Ozelliginden dolayr segilmektedir. E=0 se¢imi ile olugturulan Schrédinger

Denkleminde sabitin ayrilmasi bize enerji ifadesini verir.

b=0 igin Harmonik Osilatoriin enerjisi Denk(2.64) ile verilicken , b#0 igin

Denk(3.35) de verilmektedir. Harmonik Osilatdriin enerjisini -her iki durum igin de



50

bulmamiz miimkiindiir. Problemin daha genel bir forma indirgenmesi Schrédinger

Denklemini sifira esit enerji ile almaklada miimkiindiir.

o'nin farkhi degerleri i¢in potansiyel parametreleri arasindaki bagumliik Denk(2.77)
‘de verilmistir. Gordiigiimiz gibi Denk(2.44)'deki sabitin ayrilmas1 enerji
spektrumunu verir. Denk(2.76) ve Denk(2.89) ile verilen enerji degerlerinin virial

teorem ve WKB metodu ile elde edilen sonuglar ile uyumlu oldugu gériilmektedir

[8].

Ugiincti  boliimde ise p =1/4 segilmesi ,Whittaker Denklemini Denk(2.22)yi
Denk(2.16) formundaki a’a ¢arpim ile 'olust'urulén'ifadeye indirger. Denk(3.2) deki
“o”min kullamlmasiyla ~ Denk(3.7)’deki kuantum kosulu olusturulur. Den(3.8) ile
verilen ifade igin ( =0 , A=(1/2)mw’ ) .enerjiyi Denk(3.10)’'da bulabiliriz.
benk(3.3)‘deki potansiyel ile Denk(2.44) deki potansiyelin birbiri ile uyumlu oldugu
goriilebilir. Enerji 6zdegerlerinin kargilastiriimasi yapilirsa ve buna 6rnek vermek
gerekirse Denk(2.64) ile Denk(3.10) birbirinin aynis1 oldugu goriilmektedir.
Denk(3.14) ile verilen enerji ifadesi virial tcorem ve WKB metodu ile verilen

sonuglarla benzerdir.

Denk(2.34)'deki ifadede b#0 icin farkli potansiyellerin tl‘iretiimesi s6z konusudur.
Buda Denk(2.34)'de bir fazla terimi daha dikkate almamuz anlamina gelir ve
hesaplama metodu Onceki ile aym olmasia ragmen bu bizi yeni g¢6ziilebilir
problemlere gotiiriir.  b#0 i¢in  potansiyel ifadesini Denk(3.19)'da  bulmak
miimkiindiir.

Ug boyutlu Harmonik Osilatér potansiyeli ister b=0 igin, ister b#0 igin ¢dziilsiin
enerji 6zdegerlerinde herhangi bir degisiklik olmadigi goriilmektedir. Aym enerji
ifadesini Denk(3.10) ile verilen a'a carpimu ile olusturulan Schrédinger Denklemini
kullanarak da bulabiliriz. '
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Son olarak da Morse potansiyeli incelenmis potansiyel ifadesi Denk(3.54), enerji
ifadesi Denk(3.68)'de verilmistir. Denk(3.62) ile verilen parametrelerin vasitasiyla

enerji 6zdegerlerine ulagilmigtir.

Bu metod ¢ok sayida potansiyele uygulanabilmesi , enerji 6zdegerlerinin “tam”
olarak elde edilebilmesi ve normalize dalga ‘.fonksiyonlarmm belirlenebilmesi
agilarindan tercih edilebilir fakat yapilacak genellemelerin  daha ©6nceden
kestirilememesi bu metodun zorluklarindan biridir. Ayrica bu metodun uygulandig
Kuantum Mekanik sistemlerin enerji 6zdegerlerinin bulunmasinda karmasik ve uzun

matematiksel iglemler icermesi bir diger zorluk olarak dikkate ahnabilir.
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