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gecis problemi galigilds.

Ikinci boliimiinde yukarida ifade edilen gegis problemi tanimland.

Ugiincii boliimde gegis probleminin ¢oziimiiniin tekligi ispatlandi.

Dordincii Boélimde ise bu problemin ¢oziimiiniin varligi ispatlandi.

Besinci ve altinci bolimde homogen olmayan bir ortamda gegis problemi
tanimlandi ve bu problemin ¢6ziimiiniin tekligi ispatlandi.
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In the fourth section the existence of the solution of the problem is proved.

In the fifth and sixth sections a transmission problem in an inhomogeneous
medium is defined and uniqueness of the solution of the problem is proved.

Science Code : 403.06.01
Key Words : Scattering problem, acoustic waves
Page Number : 95

Aduiser - : Prof. Dr. Ibrahim Ethem ANAR



III

TESEKKUR

Bu tez konusunu bana oneren ve tezin hazirlanmasinda bilgilerini,
faydali tavsiyelerini ve zamanini benden esirgemeyen sayin hocam Prof. Dr.
‘Ibrahim Ethem ANAR’a tegekkiirti bir borg bilirim.

Ayrica bu galigmam esnasinda bana zaman ayirip problemimi daha iyi

anlaylp yorumlamama yardimc: olan saym hocam Dr. Adil MISIRa tegekkiir

ederim.



Sembol

v/

Ll

IRn
P

CD)

@)

Il

exp

Re

Im

17 (aﬂ)'

SEMBOLLER
Anlam
D bolgesinin simin
D bolgesinin (kiimesinin) kapanigt
k kompleks sayisinin eslenigi
n boyutlu Euclid ﬁzayl

IR" deki bir vektoriin Euclid normu

D de tammb reel veya kompleks degerli siirekli

fonksiyonlarin normlu uzay:

D de tammli k-inci mertebeden kismi tiirevieri var ve
siirekli reel veya kompleks degerli fonksiyonlarm normlu

uzayl

Maksimum normu

Exponantial (iistel)
Landau sembolleri

Laplace operatorii

Reel kisim
Imajiner kisim
Gradient

oQ da karési integrallenebilir fonksiyonlarin normlu uzay:



1. GIRIS

Helmholtz denklemiyle baglantili olarak gegis problemleri bir¢ok yazar tarafindan
halen galisilmaktadir. Bu yazarlardan gecis problemi lizerine énemli neticeler
Kittappa ve Kleinman [7], Kupradze [12], Latz [13] ve Werner [19] tarafindan
elde edilmigtir. Bu yazarlar genel olarak farkli D, < IR® bolgelerinde farkh k;

parametrelerine karsilik gelen Helmholtz denklemlerini ele almiglardir. Ornegin
. ;

bes numarali referansta varlik ve teklik teoremleri —I;L, i # j oranlanyla baglantili
~ i

olarak kurulmustur. Fakat bununla beraber niimerik olarak ¢dziimlere zorluklar

cikmaktadir. Dier yandan bir numarali referansta elde edilen sonuglar k; lerin

kiigik degerleri i¢in gegerlidir.

Bu c¢aligmada yukarida bahsedilen referanslarda ortaya ¢ikan zorluklardan

kurtulmak i¢in k; parametreleri D; bolgelerinde noktadan bagimsiz alinds.

Bu ¢ahgmada birinci béliimde gegis problemi tammlandi. Ikinci béliimde gegis
probleminin ¢6zimiiniin tekligi ispatlandi. Dordiineii bsliimde gegis probleminin
gozimintn varlig: ispatlandi. Besinci bolimde homogen olmayan bir ortamda
gecis problemi tamimlandi. Altinci ve son bolimde homogen olmayan ortamda

tamimlanan gegis probleminin ¢dziimiiniin tekligi ispatland.



2. PROBLEMIN ORTAYA KONMASI

D, IR¥de simrli olmayan agik bir bolge olsun.

D,, IR de agik ve simirl: bir bdlge olsun 6yle ki;
D,ND,=@&, D,uD, =D, UD, =IR?

D; ve D; nin ortak simr yilizeyi S:0D; = 0D, kapali, simrli bir .Lyapunov yiizeyi
olsun. :D, den Dj’e dofru yonlendirilmis S’nin birim normali olsun. Simdi

asagidaki problemi ele alalim.

GECIS (TRANSMISSION PROBLEMI)

Au,(x)+kiuy(x)=0, xeD, de
@.1)
Au,(x)+k3u,(x)=0, xeD, de

pyuy (%) — Hau, (%) = £(x)

xe$ (2.2)
ouy(x) du,(x) _

w2

yayilma gart1:

uy(x) = o(l), () iy () = o(l—il] x| =R~ oo @.3)

|x on

denklemlerini gergekleyen



u, eC*(D,)nC'(D,)
u, € C? (D,) NCH(D,)

u; ve u, fonksiyonlanmmn aranmasidir. Bu problemde f e C**(S) g'e C**(S) dir.

C% ve CM* sirastyla o mertebeden diizgiin Holder siirekli ve diizgin Holder
siirekli diferensiyellenebilir fonksiyonlarin uzayidir. ky, ky, pi, Ha stfirdan farkh

olan ve 0<argk,, argk, <= yi gergekleyen kompleks sayilardir.



3. COZUMUN TEKLIiGI

Kabul edelim ki (2.1)-(2.3) ge¢is probleminin farkli iki ¢oziimii

Uy, U, ug,us olsun. vy =u; —uj, v, =u,—u; konumu ile (2.1)-(2.3) problemi

Av,(x)}+kiv,(x)=0 xeD,'de
G.1)

Av,(x)+ k3v,(x) =0 xeD,'de
v (%)~ B2 va(x) = 0

x eS'de (.2)
vix) o) _,
on on

1 ovy . 1

VI:O(E) Fnl—_lklvlzo(ﬁ) R oo (3.3)

homogen gegis problemine indirgenir. (2.1)-(2.3) probleminin ¢ozimuinin tekligi
(3.1)-(3.3) probleminin ¢6ziimiiniin sadece v; =v, =0 oldugunu gostermeye

dayanur.

3.1. Teorem:

k,,k, € €{0} ve 0< argk;,argk, <7 olsun. p;,p, € C{0} ve

P :E’ﬁem
“lkf

olsun. Burada Rek;.Rek, 20(<0) ise P 20(<0) dir. Bu durumda (3.1)-(3.3)

homogen probleminin ¢dziimi sadece v, = v, =0 asikar ¢éziimidiir.



Ispat

Kg, R yarigapls, birim dig normali 1 olan bir kiire olsun. Kabul edelim ki

K S yi igine alsin ve D, ={x e D2x|<R} olsun. Dix ve D, iizerinden Green

teoremlerini uygulayalim ve (3.1) ve (3.2) yi kullanalim.

— ov
J (viAV, + Vv, V¥, )dx = j VI%dS

Dy g Dy e

ov ov
=12[ Vr‘a;lds“:!: Vl_ajlds
R

= j vlgyl—ds—hj vzg—v—"’—ds
K, On LI on

= J vlﬁds——ulj. (v,A9, + Vv, Vv, )dx

Kr y D,

J e mfoc= o Gresta oty [ Pufes

j vl-a-;—ldsz J Vv, |” dx - k? j lvllzdx+yij vz(—Egvz)dx
Kg H

Dy Dy D,



= I |Vv,|2dx—Ef J [vl[zdx——%z—ﬁ J. Ivzlzdx

Dpr Dir V',

——uzﬁgj [vo|” dx+ 1, .f Vv, | dx (3.4)

elde ederiz.

(3.4) esitligini p,k? ile bolup imaginer kismim alalim.

—-J' ]vll dx

’R 1 Dl Dm{

Bak3
— dx
111?1!2’ 2l

= [ v dx+f’2 [ vv,lPax— [ v,[féx

1DIR 21)2 Dix

—p 6[ v, dx

B2l e {a e

g



- lm( J' if* dx) -p lm( J' vy [* dx]
Dir D,

1 ov 1 2 1
Im[f? ﬁ[ vt ]=Im[f2“ J vwil dXJ+pIn{E—2J' lezlde]- - (35)

1Dz 2D,

(3.5) esitliginin sag tarafi agikga goriildiigii gibi reeldir. O nedenle biz yalmzca
kompleks k;, k, sayilanyla ilgilenecegiz. Ozellikle Imk; > 0 ve Imk; = 0
durumlanmn inceleyecegiz.

(2) Im k; > O olsun. v, yayllma sartiz1 sagladifindan (3.5) in sol tarafi
R —» oo oldugunda sifira gider [[2]. Boylece (3.5) esitligi;

Rek,linkl J‘ lellzdx-i-pRekz imkz J’ lvvzlzdx:o 4 (3.6)
Ikll D, . lkZI b,

olur.

. Rek; #0 ve p20 olsun. Bu durumda Rek;.Rek, 20 olur. Bu esitsizlikten
Rek,>0 ise Rek, 20

Rek; <0 ise Rek, <0

olur.

Rek, >0 olsun. Bu durumda (3.6) denkleminde Rek,.Imk;>0 ve
p=0 ve Rek,.Imk, 20 oldugundan

| owilfax=0

Dy



Rek; #0 ve p20 olsun. Bu durumda Rek;.Rek, >0 ve buradan
Vv, =0, v; = sabit elde edilir. v; = sabit, D,’de Helmholtz denklemini

gergeklediginden
D,'de Av, +kiv,=0

olur ve buradan D,’de v; =0 elde edilir. $imdi v, =0 oldugunu gosterelim. D,

bolgesine Green teoremi uygulandiginda

[ (A%, + Vv, Vv, )dx = | vl%ds

D; 20}

olur. D; de v; =0 oldugundan

jvl%ds=0

D,

olur. v, eC’(Dl)nC'(ﬁl) oldugundan &D,’de v, =0 ve dolayisiyle S

tizerinde v, =ﬁv, =0 elde ederiz. Simdi D, bélgesinde v, =0 oldugunu
Ha

gosterelim. x € D, i¢in Green gosterilim teoreminden
kR
)= | V2 =T al)

yazabiliriz. (3.2) gegiy (transmission) sartindan dolay1 S iizerinde v, :—Q—V—Z—:O

oldugundan D, de v, = 0 elde edilir. Rek; <0 ise Rek, <0 olur. Boylece (3.6)
denkleminde Rek,.lmk, <0,p>0, Rek,.lmk, <0 oldugundan  (3.6)

denklemindeki her terim pozitif yada sifir olur. Boylece



J' Vv)|"dx =0

Dy

ve her terim pozitif yada sifir olur. Boylece D, de |Vv1|2 =0, D; de v; = sabit

elde edilir. D; de Av, +k?v, =0 oldugundan D; de v, =0 olur. Gegis garti

kullanilarak yukanida oldugu gibi D, de v, = 0 oldugu gosterilebilir.

Simdi Rek, # 0, p <0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda Rek, ile Rek;
(Rek, . Rek, < 0) ters igaretlidir.

Rek, >0 ve Rek, <0 olsun. Bu durumda (3.6) denkleminin her

terimi pozitif yada sifir olur. Boylece
2
J [Vvy|"dx =0
D,
v, = sabit olur. Bir 6nceki islemler tekrarlanarak D; de v; = 0 ve D, de v, =0 elde
edilir.

Rek, =0, Rek, #0 ise (3.6) denklemi

m Vv ZdX:O
o

olur. Buradan

j Vv, dx =0

b,

veya IVV2|2 =0, v, = sabit elde edilir. v,, D, bolgesinde Helmholtz denklemini

sagladigindan D, de v, = 0 dir. $imdi D, de v, = 0 olduBunu gosterelim. Green

Ozdesliginden
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%ds=0

I (v,AV2 +[Vv2]2)=a£ Vv,

D,

olur. v, € C*(D,)NC' (52) D, de Av, +k3v, =0 oldugundan § iizerinde
ov, . : o ov, SR
—=% =0 olur. Transmission sartindan dolay1 S iizerinde T 0 olur. Béylece

Green dzdesliginden

[ Ve Iw)ax= [ (viav, +[9v,[ Jix = j vl—an—ds—- (.7
D

D,

elde edilir. (3.7) nin sol yant Rek; = 0 ve k; = ilmk;, k? <0 oldugundan

j (vl(—kfvl)-l- [Vvllz)dx =

Dy

f (-km +|Vv1‘2)dx=0

D,
elde ederiz. —k3v? +|Vv,|" 20 oldugundan D; de v; = 0 elde ederiz.

Rek; = Rek, = 0 olsun. k? ve k> negatiftir. Rep; =Reu, =0 olsun.
1 2 1 Ly

(3.4) denkleminin her iki yaninin imaginer kismum hesaplayalim.
P-xJ. vl-—ds—}i1 J' Vv, | dx+p.zj Vv, |” dx ~ p, k2 J v, " dx — p.zkzj |v.|" dx
Dy x Dk D,

Kp Dl R DI,R

Im[u,f 2 a—ds]—lm(u1 _[ Vv, dx]+Im(u2J lezl dx] Tm{p.fk? f Ivllzdx

|



" 11

—m{u;ﬁz J 1v,|’dx]
= Im(p, ) j th,]zdx-i-lm(p,z)j' |Vv2]2dx
Dy

Dir

+Im(y, Y(Imk, ) J v, |* dx + Im(u, (imk, ) J vyl dx

b, Dir

=lm(u1){j Vv, dx + (im k) j ]vllzdx}+

Dig Dig

Im(u, ){J Iszlzdx +(Imk, )25" [v,]2 dx}

elde ederiz. R — oo igin esitligin sol tarafi sifira gider [i7].

O=1m(p,l){J IVVI[de-i-(lmkl)zJ [vllzdx}-i-
Im(uz){ J [Vv,|” dx + (Tmk, )* J |v2]2dx}
Im(p.l){ | oy dx+ (Emk,)* | |v1|2dx}=o (3.8)

Im(p,z){ [ Vv, dx+ (Imk, )" | |v2|2dx}=0 (3.9)

olur. Imp, # 0, Imp, # 0 oldugundan
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J' |Vv1|2dx+(lmk1)2j vy[*dx =0
) D,

olur. Boylece,

[ [V, dx = (imk,)’ J v,| dx =0

D,
oldugundan D; de vi = 0 elde edilir. (3.9) denkleminden

J']szlzdx+(lmk2)2'[ vy[ dx =0

Dz DZ
olur. Boylece

13" |Vv2|2dx = (Imkz)zbf |v2]2dx =0

ve D, de v, = 0 elde edilir. Béylece vi = v, = 0 elde edilir.

(b) Imk; = O olsun. (3.5) denkleminden

3
m{i‘7 jvl%Z—lds]= =5 [ v dx]+plm[ [ v dx}

T Kg \"1 D 2D2

=pIm[| | levzl dx\

Re k2 Im k2 2
— 2T 2| Wy, [ dx
lk2!4 1,)[ l 2 I

elde edili. p=0 oldugundan Rek;.Rek, =20 dir. Yani Rek; ile Rek, aym

isaretlidir. Imk; = 0 oldugundan k; = Rek; > 0 dur. p < 0 ise Rek;.Rek, < 0 olur.
Boylece Rek; > 0 ve Rek; < 0 olur.



¢ Rek,20,Rek,>0vep=0 ise

Reky Inks | |vyffax2 0

ov
Im | v,—Lds=2p
Iz[l on |k2l4 D,

e Rek; >0, Rek, <0 ve p<O0ise

J Vv, [*dx =0

Kp D,

on i’

olur. v; (3.3) yayilma sartim sagladiindan,

v{%—+i—l€1v1) =°(EITJ

ve R — o igin

veya

Im{j vl%—\;-l-]+ kg‘ vi[*ds = o(1)

13

(3.10)
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olur. (3.10) denkleminin sol yammn her iki terimi negatif degildir. O halde

R — o0 igin

[ Iw[*ds=o(1)

Ky

elde edilir. Asagidaki teorem v; = 0 olduBunu soyler.

3.2. Teorem

k>0ve ueCz(lR"' \5) olsun. VZu+k?*u=0,

ou .
lim R{ ——iku |{=0,
im [ 1)

R

lim [ |ufds=0
R—mlxl-_[R l

ise x eIR*\D igin u(x) =0 dir [1].
Bu teorem Werner tarafindan elde edilen teoremin 6zel bir kismudir [ §].

(3.4) diin gok detayli tartigmasindan agiktir ki teklik, 3.1. teoremindeki
ki, k2, Wi, M2 degerlerinin en genis bir aralift i¢in gosterilebilmistir. Yine de
mevcut arahk, tekligi Saglayai)ildigimiz bir bolgeyi gosterdii zaman amacimiza
uygundur. Bu teklik asagidaki érnekte gosterildigi gibi ki, ka, (1 ve py nin bitiin

genel degerlerinde elde edilememektedir.

IR} de birim kiirenin i¢ kismna D, dis kismuna D, diyelim. (r,8,9)

kiiresel polar koordinatlarda Au+k*u=0 Helmholtz denklemi 0<8<m ve
0< ¢ <2

10(,00) 1-0(. . ou 1 u
——rf =i+ —!sin0— |+ —————+k“u=0 3.11
r2ar(r 61') rzsineae( ! ae). Zsin?0 0g2 G10
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ye doniagir. (3.11) denkleminin  u(r,0,¢)=R(r)®(6)®(p) bigiminde

degiskenlerine ayrilabilir ¢oziimleri aramrsa v=B(B+1),B,peIN ve
1\V2 ’
o= (v-l— Z) - olmak Gzere

1

R(r)= 7_; [c,l o %' (kr)+ czYB+l (kr)] ‘

-

2

6(0) = c Py (cosje) +¢,Q} (cos8)

v

(3.12)

O(p) = c; SIn @ + ¢4 COSHQ

elde edilir {3]. (3.12) de J d ve YB . sirastyla B+—;— inci mertebeden birinci ve
. +— q

1
e
2 2

ikinci tiir Bessel fonksiyonlandir. Py' ve Qp de associated Legendre

fonksiyonlaridir. Boylece u(r,0,¢) ¢ozimii

u(r,0,0) = :/% {c,] 2l (kr)+ c,YB+ 1 (kr)HQPé‘ (cos8)+¢,Qf (cose)}
. 2 2 .

.{cs sin e +cq cos u(p}
olur. 0.<r <1 i¢in ikinci tiir Bessel fonksiyonu

Y

Yl +__-_—_—(kr)2"("+;)+...
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r = 0 da singilerdir. Bu nedenle c; = O segelim. 0<r<1 bdlgesinde (3.11)

denkleminin ¢éziimleri
1 . . . .
u,,;(r.8,0)= ?J " (k,r) {clP; (cos8)+¢,Q, (cose)}{c3 sini + ¢, cosip}
2

olur.

jal(ke) = \/'— l(kr) ya (ke \/;; YM;(kr)

diyelim [14.

1 u+1 & 2n—4s—1
=—P,( ey~ AP
Qn (Ll) 2 2 (28 +1 (n S) n—ZS—I(u)

oldugundan p = 1 ve pu = -1 de Q, (u) singilerdir. O nedenle ¢; = 0 segelim. Bu

durumda 0 <r <1 bolgesinde
Uy ni(1,0,0) = vaz,n,{j a(kar) p! (cos0){c, sinip + ¢, cosip}
olur. Yiizey harmonigi;
Y,,.(6,0) = P¥(cosd){c, sinuo + ¢, cospo}
oldugundan
Ui (1,6,0) = a5 0 1d o (k1) Y (6,0) o<r<l  i=123,..

elde edilir.
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1Sr<oo igin hg)(x) =] o(X)+iya(x) [4 olmak tizere

2k1r

Uy,i(r.0,0) = et LA (k,r) Bl (cos®){c, sinip + ¢, cosup}

veéya
ul,n,i (r’e7 (p) = al,n,ihg) (klr) Yni (0, (p) 1€r<oeo

elde edilir. uj.i ve uzs; fonksiyonlarimn (3.1)-(3.2) homogen transmission

probleminin ¢6ziimleri olabilmesi igin gerek ve yeter kogul, S Gizerinde

ulal,n,xhg) ( lr)Y (9) l‘LZaZ,n.ij n(k2r) Yni (9) =0
(3.13)

2 (i)Yo (0)) (170170 (o) % (0)) =0

denklemlerinin saglanmasidir. r = 1 ve Y, (6) %0 oldugundan (3.13) denklemi S

izerinde

[J'Ial,nx (k ) u2a2,n1 n(k2)=
(3.14)

kyay h;x(l) (kl) - k2‘a2,n,ij n (kz) =0

denklemine indirgenir. Bu sistemin a;.; ve azn; igin agikar olmayan bir ¢oziime

sahip olmasi i¢in katsayilar determinanti

Hy hgl) (kx ) —ulJ, (kz)
=0

klh;(l)(kl) —ij:l (kZ)
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olmalidir. Buradan

ko, h (k) (K5 )+ it (k) () = 0

ve
Mo klh;(l) (kl)jn(kZ)
Ha kzhgl)(kt)-];(kz)
elde edilir.

Buradan acgik¢a goriliyor ki her ky, kp igin p,/p, (kompleks)
transmission sabitleri sonsuz sayida olacagindan (3.1)-(3.2) probleminin ¢6ziimi

tek degildir.
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4. COZUMUN VARLIGI

(2.1)-(2.2) transmission probleminin ¢6ziimiintin variigim aragtirirken
Fredholm alternatifinden faydalanmay: diiginiiyoruz.

1 exp (ikyx —x7)

e W

, X#X
ve

1 exp (ik2 Ix = x’l)
o |x—x] ’

2y, (x,x") =~ X#X

yi tamtyalim. y, ve v, Helmholtz denkleminin temel ¢6ziimleridir.

~

8

u(x)= j {¢(x')%—(%2+ w(x')oly,(x,x')}ds(x’)

}xem"\s 4.1

ox)= [ {o6) T2yt )

potansiyellerini tamyalm. (4.1) de yogunluk fonksiyonlann ¢ eC** (S) ve

w € C**(S) dir. c,,c, €€ sabitlerdir.

Single ve double layer potansiyellerinin regiilerlik dzelliklerinden dolay: [ig]
(4.1) ile tammlanan potansiyeller u, € C*(D,)NC'(D,) ve u, € C*(D,) nC(D,)

dir. Ayrica u,, uz potansiyelleri



Au, +k3u, =0 D,de

denklemlerini ve

yayilma gartlarim saglar. Bunu gosterelim.

Au; +kfu; = (.[ {‘b( x’) ((X )) w(x )clyl(x,x’)}ds(x')]

] o122t ) e

L a)
=A[{ {¢(x')vx,y,(x,x')n<x')+v(x')cm(x,x')}ds(x')}

+k? j {6(x")V o7, (x,x")n(x") + w(x e,y i(x,x")}ds(x’)

s

= i {q)(x’)A (Vv (X )n(x)) + wix)e, Ay, (x,x’)} ds(x”")

+] {006V, (X () + vk (. k)

= [ {00V, (A, 11 () W Jerd 1 (0 ()

+f {0V 11 (51 In(x) + wlxJorkdy, (%)} ds(x)

20
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= £ o(x")V (Ax»y,(x,x') + k?’yl(x,x’))n(x')ds(x')

g w(xJor (A, 11 (k%) + (%, %) ds(x')

Benzer islemlerde Au, +k3u, =0 oldugu gosteriler. $imdi ur ve u;

fonksiyonlariun (2.3) yayilma sartlarin sagladifim gosterelim:
u,(x)= J‘ { i )+\u(x)clyl(xx)}ds(x) xelIR*\S

nin. R — oo igin swnurlt oldugunu gosterelim.

ory(xx) 8 &M g s
('}n(x) ~ on(x’) |x- x’l kx|

x|
{ik, [x ~ x|~ 1H(x, —x")i+ (%, — %3 )i+ (x5 —x3)k}n(x)

21 [x— x|

—

zikllx—x’l
= —-2% — fikjx—x]~1} (x_—_;') n(x")

elde edilir. Boylece

)= {4»( )H

veya

e - E o) + vl )c,[ L }}ds(x)

xeR3/S
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ik,

x)-————j $(x )

lx—x'l(iii”)n(x')ds(x')

o] o ) I(x‘Tc’)n(x)ds(x)- ) o l'ds(x')

olur.

lu, (x

J ¢o(x )lx 'x:; (‘_j n(x’)ds(x")

pe—x

§

X— X"

N+ IJ\V(X lx lds(x)

gllx] (x—x)
}ﬁ"‘ o(x’) | = Xln(x)ds(x

lkl lx [ ] )lln(xl)lds(xl)
{x x”l Ix— x”
21: IHI li x')jds(x) J [w(x’) ——ﬁ ds(x”)

il 2] RO )+ 5] S e e G e L

olur. Son esitsizlikte S|, S yiizeyinin dlgist ve ld)(x)l <M, |w(x)l <K olmak iizere



J o0 ) < 2 M

ds(x")

x~ Xl

MO
2n x=x'|”

1 1 1
— <—M ds(x”
275'1,‘ 2n 'l,‘ lx—x']2 S( )

M_B

> o 'lx' _x'|2 s

]

_'HW (S()_Zn

1x x|
elde edilir. Boylece

S M 8§ oK S
27: lx x] 27:|X Xl 2n lx~x’]

MO

veya

leS] Ms| +cK]S}
X Zﬂ[x x| 2=

1(x)l <

]x—x'

egitsizligi elde edilir. Yani

Jim o) s 0 08
< %(Nﬂ(l + ClK)

smirhidir,

23
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|x|=R — o igin Zun] (::) —iku,(x)= o(i}{—) oldugunu gosterelim.

O (x.x )+c Xy (x,x’ ).c'.
(711( )(! {‘b( ) On( ) ‘W( )71( ? )}ds( )]

i o0 20 st ()}ase)

s

o] ey 25 ok

] oy 2830, el s

o) )i -1

x| =R o0 LILSIN ikyy,(x,x") = o(%) oldugundan dolayr R — o

on(x)

u,(x)

—ik,u,(x)= 'X,6(0)+c x'. x’
8= [ o)+ vl )0}k

olur. Boylece u; fonksiyonu (2.3) yayilma sartim gergekler. Ay iglem up

fonksiyonu iginde kolayca yapilabilir. u, de (2.3) yayilma sartim gergekler.

Potansiyel teorinin sigrama (Jump) sartlarim kullanarak S iizerinde (2.2)

siur gartlanim gergekleyelim.
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4.1. Onerme

xeS ise

_ ’ oy, (x.x) 5 x'j ’
) )= 866 20, 2

S

+f W(x’)(!’l‘lclYl(x’ X') = 128575 (%, %)) ds(x") = (B + 1 J0(x) . (4.2)

on on

Ouy(x) duy(x) A F11(xx)  FPy,(x.x) ,
2= ) o ) )

8

af . 0ni(xx) 0y (x,x") ’
+I y(x )(cl o) —C— ® )ds(x Y +eul(x) (43)

s

olur.
ispat. '

B.(x)={yy —x| <&}, £ >0 yarigapli ve x merkezli yuvar olsun.

yi heéaplayahm.

() xeR*\Dise DNB, =¢ olur veP=0 elde edilir.
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(i) xeDise D NB,)=0B, olur. 8B,,B, nun smurdir. Kutupsal koordinat

kullanilarak,
P =lim 7(x,y)ds(y)
0 s, (¥)

ike
=l'im~—1— J %{%—)32 sin pdod6

2w
2 .
-'lgrr}-z_y;-” ( )a sin dodo
2nn
*igr(x)——j;j J ike — I sm(pd(pd@
L (ike—1) 4%
lim———"e _[ (—cosep)| do

—1: - _ ke
= Eg{x)(tka De™ 2

=2
elde edilir.

(ii1) x € 6D olsun. JD smmn Lyapunov yiizeyt oldugundan yeteri kadar kiigiik
g >0 i¢in DN B, )e yangaph yan kitlenin yizeyidir.

P= —E%Ii sin pdodd

=—]
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Boylece,
(2 . xeD ise

P=<:-1 ; xedD ise

0o xeR*\D ise

\

olur. p e CH* (S) olsun. Birinci Green 6zdesligi yardim ile

hmD{L( (Y)V3y(x,y)+ Vé(y)Vr(x,y )dy J' H(y) (( §) ds(y)

+g%a£¢ ‘”(’(‘?)s()

a(xy)

% (y) ds(y) + P(b(x)

[ (6()V*r(%y)+ Vo(y)Vy(x.y))dy = [ o(y)

b

veya

[ (60)V2105.y)+ Vo(y)Va(x.y))dy —Pé(y) = | 4(3) "gﬁg;? asly) 4.2)

elde edilir. Benzer olarak Green 6zdesligi yardumi ile

[ (66)71003)=1(3) Vo) = | (¢(y)i‘;%§—)—y(x,y) gf;gg]ds(y)

D\B,

o] [ )1 S0 o)
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i [ (667715 1)V = ] (4602 rts0) S0 )

D\B, On( )

+im f (¢( )6;(:((’? (x, )zﬁ??)dsw)

J (60)Vr(xy) ~1(xy)V$(y))dy = [ (¢( )6;(1( ? ¥(x, )iﬁgy;)dS(Y)
+hm j oy)—7<- n(x%y) hrré J y(x,y)mds(y)

on(y) on(y)

yazariz. Simdi

E—%ai v(x,y)%ds(y)

integralini hesaplayalim. § =X+&V,[¥| =1 olmak iizere

ike T+ eV
fim [ 8RR 2 dode=0
£—0 o8, 2T & O

elde edilir.

I (¢(y)V2y(x,y) —v(x, y)V2¢(y))dy = a{) (¢(y)%g%;—))2 —~ y(x,y)%g—g)ds(y)

D

~1 eikPyl
+%IW)aFf }w
aB,

8n(y) 27 Ix - y| |

veya
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o) = | (¢<y> ). .(w)i‘i’(—yl)dsmd (19)V405) ~s) V1 (3))dy

on(y)

—Pj(x) = | (4»( )a“(’("g) (%, )%(Y)st(yn i (y(x,y)vfcb(y)+¢(y)‘k2~y(x,y))dy

on(y)

elde edilir.

v (xq)= lim  v(x} , V(%)= lim _v(x)

xelR*\D—->x,€0D xeD—xqe8D

=] o(5) 22 o)

on(y)
tanimlayalim. Boylece (4.2) denklemi

I (Vd)(y)V‘y(x,y) - k2¢(y)y(x,y))dy — P(x) = v(x) (4.4)

olur.

xo € 0D ise bu durumda P = -1 olur. (4.4) den

[ (V(9)Vr(x0.5) = K2o(y)r(%o.¥))dy + b(x, ) = V(X (4.5)

D

yazariz. (4.4) denkleminde xe€D-— x, € 0D limiti hesaplamirsa (x €D igin

P = -2 oldugundan)

[ (Vo(9)Vr(x0,5) = K*6(y)y(x0,))dy + 20(x0) = v™(x,) (4.6)

D

elde edilir. (4.6) dan (4.5) 1 ¢ikartirsak

(4.3)
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O(x0) = v (x0)— o), X0 €D 4.7

olur. Benzer diigiinceyle (4.4) de xeIR*\D—x, € 0D limitini hesaplayalim.

(x e IR*\D igin P = 0 dur).

[ (VO(5)Vr(x0r¥)~36(3)r(x0,3))dy = v* (xo) @)

D

elde edilir. (4.8) ve (4.5) i gikartirsak

v (xe)=V(%0)=—0(xy) %X,€0D (4.9)

elde edilir. (4.3) denkleminde 0D izerinde %:%: 0 segelim. Bu durumda (4.3)
y

denklemi

—Po(x) = v(x)+ [ ($(y)k*v(x.y)+7(x.y)V 24(y))dy (4.10)

olur. xe D — x4, €D igin

_p ob(x) _ v (xq) +J‘ ((b(y)kz aY(XOaY); 0y(xo,Y) Vzd)(y)]dy

on on onfy)  on(x)
veya
_6V~(x0) | 26Y(Xoa ) a}’(xo, ) 2
0=—0- +£ (¢(Y)k &l(y)y + an(x)y v ¢(Y)]dy (4.11)

olur. (4.10) dan x € IR’ \D — x, € 6D hesaplarsak



31

ov™ (x,) 2 O1(x,) 0Y(Xq,¥) o2 )
0=—>"7 k v d 4.12
(4.11) ve (4.12) den x, € 3D igin

v (x5) _ 0v*(xo)
on on

yazanz. Sonug olarak

_ or(x.y)
v(x)—- 6J1.) ¢(y) 6n(y) ds(y)

double layer potansiyel i¢in sinir Gizerinde

8(x0) = V" (x0)~ V(xo) |

~8(x0) =" (xo)=V{x0); % €D (4.13)

ov'(xe) _ov (x0)
on on )

bagintilar elde edilir.

y € C**(4D) olsun. O halde

w(x)= I w(y)y(x,y)dsly) xeIR*\S

3D

ye ¥ yogunluklu single layer potansiyel denir. (4.3) de ¢ € C"*(@D) fonksiyonu

sinir Gzerinde
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seklinde segersek (4.3) denklemi

—Po(x) =~ j y(x,y)w(y)ds(y) +J ( kzy(x y)+7v(x, y)V’2 (y))dy (4.14)

oD

olur.

x €IR*\D — x, € 3D igin

0=—w*(xo)+ lj) (6(y)k™¥(x0,¥) +¥(x0,¥)V6(y))dy (4.15)
x €D — x, €D igin

0=—w(x,)+ i (6()k*¥(x0,¥) +¥(x0,y)Vd(y))dy (4.16)

olur. (4.15)den (4.16) gikarilirsa
w(xo)=w(xo) x0€D 4.17)

olur. (4.14) iin iki yamm fi dogrultusunda tiiretelim ve x € D — %, € D igin

2%2?) =—aw;§x“)+J (‘”(;‘;;’y) V24(y)+ d(y)k* %’a‘g’ﬁ]dy @.18)

D

veya
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2vfpo)=-200L | (Ao vy e ey care

olur. (4.14) tin i dogrultusunda tirevini alalm ve x = X, €D igin

ad’é(;o) - _awaI(IXO) +i[ (ay(;zvy) V2¢(y)+¢(y)k2 W(;;’Y)de

veya

vlpo)=-20e) | (Aot iy) e 2oy a0

olur. (4.20) den (4.19) u ¢ikartirsak

oW (x5) Ow(%o)
on on

—y(xq) = (4.21)

(4.14) in iki yamm i dogrultusunda tekrar tiretirsek ve x € IR*\D — x4 €D

igin

o)t [ (724(5)+603) kz)ay(:;:,y) dy (4.22)
D
olur. (4.20) den (4.22) yi gikartirsak
y(xg) = ow (%) owlxo) (4.23)

on oOn

elde edilir. Boylece sinur iizerinde
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ow(xy) oW (xo)

% on = W(Xo)
aw X 0W+ X, . . .
ggn(’) _ 61(1 o) =—y(%o) , X, € 0D igin (4.24)

W (%) =w(x,)

o

degerleri elde edilir.

u(x)= _s[ ( 311( )') w(x’)c,y,(x,x'))ds(x’) , xeIR’\§

ve > (4.25)

w()=] («x ) +w(x')cm(x,x'))ds(x') xems

fonksiyonlarim tammlayahim.

Va(x) = Id)(x (( ))ds( ) m=12, x€S

w{x)= J' Y(x) v (x.x)ds(x’) m=12, xeS
s

; (4.26)

olsun.

uy(x) = v (x) + c,wy(x)
4.27)

uy(x) = vy (x) +c,w,(x))

olur. Double layer potansiyeller i¢in olan sigrama 6zelliginden dolay:
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—0(x0) = Vi (X0) ~ V(o))

&(x0) = Va(Xe)— V(%) X0 €D (4.28)

OV,;(XO) - av;(xo)
on on

olur. Single layer potansiyeller i¢in olan sigrama ozelliginden dolay:

Wi (%g)=wp(xg)

Own(Xo)  BWn(%o)

y(xo) = P [ Xo€ oD (4.29)
Ty 4
) et

olur. Simdi x e IR* \D — x,, €S limiti (4.27) de hesaplayalim,

u,(x)= I o(x") ayf}r(:((:),) ds(x") + ! w(x ey, (x,x")ds(x") = v, (x) + ¢,w,(x)

veya

uy (xq) = vy (%0 )+ 6wy (X0) = vi{%0) = &(x0 ) + ¢, Wy (Xg)

0y (%q,X’)
uy(xo) = j¢( e (o) ds(x")— ¢x0)+j (x)ey7 1 (%0.x")ds(x")

olur xeD—> x4 €S igin uy(xq)=vy(x)+c,w5(xo)

0¥ 2(Xo> x) ’ ’ ; ’
u, (%) = I o(x") on(x) — = 2 dy(x )+¢(x0)+£ w(x)e,y 5 (%4,%)ds(x")
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M x )= o(x 6yl(x0x) ci}y(xo ) x)+ ¢, p(x
2 (1) - ) 20+ ] vt P D) vt

2 (x ~——————672(X° x) x)+ x)c 6y2(x0x) -c,y(x
(%0)= J-‘b 2n(x)on(x’ )ds( ) !‘V( Jea—5 on(x) ds(x) .2‘4’( o)

(ulul—}xzuz)(xo)‘:m_[ o(x) % 8yl(x0( )) s(x )—Pl‘l’("o)'*‘ﬂlj w(x")ogy1(xo,x")ds(x")

S S

] 00) T2 ) pabl) s W0 )i )

- Al 0r1(Xe,X") 8y 5(%4,%’)
~§[ ¢(X ){Hx an(x) — U2 6n( ) }ds(x) (H1+Hz)¢(xo)

+ j W(x W 1101¥ 1 (X0, X") = 1yCa¥ 5 (%, % ) bds(x) . (4.30)
s

(BB )= ] sy e+ [l ity contd

on " on )7L a(on() on()

— X 672(X0x) x’)c 6y2(x0,x') x) 4, u(x
£¢( )Gn(x)an( )ds( ) I\V( )2 6n(x) dS( )+ ZW()

= x’ 6271(x0,x’)~62y2(x0,x’) xV+ y{xlc, +¢
-J« ){an(an(x') a(x)on(x) }ds( Jrolefien et

«We 5)!1("0,’(')_~ aY (Xo )
+ v ){1 o) () }ds( x’) (4.31)

Boylece ispat tamamlandi.

Simdi Ayy,Ap,Az,A4:C(S)— C(S) integral operatorlerini
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(A 0)(x) = £ | ¢(X'){u; oy1(x,x") ", Y 5(x,x") } ds(x")

on(x") on(x’)

(Apw)(x)= J W(x'){U'ICI‘YI (%x") ~ae,7 4 (x, x’)}ds(x’)

S

on(x)on(x’) on(x)on(x")

(Ant)) =] ¢(x'){"’2“(" x) 2l ’x,)}ds(x')

(h )= e T, T

tamyalim. Bdylece yukanidaki operatorleri kullanarak agsagidaki teoremi
verebiliriz.

4.1. Teorem:

¢ ve y yogunluk fonksiyonlari,

(l»h "‘llz)‘b‘An(b“‘AuW =-f

(4.32)
(c1+ )y + Azd+Any =g
sinir integral denkleminin bir ¢ézimi ise
Uy (x)= I {¢(x’)8y—f’(—x’,x—) + \y(x')cmym(x,x')}ds(x’),x cIR\S,m=12
5 on(x") ‘
4.1)

potansiyelleri

Aug +k%u, =0,D, 'de  (m=12) @



MUy —HoUy =f

S’de
duy _Ouy _
on on °©

transmission probleminin ¢oziimleridir.

4.1. Tamm:

38

2.2)

Q, m-boyutlu Euclidean uzayinda siurli, dlgilebilir bir kiime olsun. x ve

g, Q da herhangi iki nokta olsun. r=[x—¢| olsun. A(x,£) fonksiyonu QxQ da

siurli ve 6lgilebilir bir fonksiyon olsun:
|A(x,€)| < C = sabit
0<a<m, aa=sabit sabit olmak lizere

_ A(x,E)

T

K(x,£)

fonksiyonuna bir zayif singiiler ¢ekirdek denir.

(Ku)()= | Kotpe)e = | 208 yg)ae

Q Q

K operatorine zayif singuler operator denir [ 5.

(4.33)

(4.34)
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4.2. Teorem:

Zayif singiilerli integral operator L,(€2) uzayinda tammhdir ve sinirhdir.
C‘SIIHm_“
m-—qo

Bu operatoriin normu ile sturlidir. Burada C, IA(x,&)l < C esitsizligi

saglayan bir sabittir. H, Q kiimesinin capidir ve

1

~m

272

8,] = —7y 19
I'f —m
z=)
Ispat:
Once ispat1 dort adimda yapacagiz.
dé —-
1 —— XE Q
| e =<

integralinin smurls olduunu gosterecegiz. €, x merkezli H yarngaph kiire
tarafindan kapsanir. Boylece

& &
Q ‘X - &’a [x—E|<H lx - E.,la

elde edilir. Burada d€ =r™'drdS, dir, Burada dS;, S; birim yaricaph kiirenin

yiizey alan elementidir.

dé =J {T rm—c:—ldr}dsl =.I_ix21l811
0

inx—E" s m-a

elde edilir. Buradan
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J’ dé <.|Sl[Hm—“ o)

J lx"gla— m_a =’ *€

gikar. Simetriden dolay1

J‘ dx IS, |H ™

BT g
Q lx“él m-a

elde ederiz.

2. 2 m katti integral

x € Q igin integrallenebilir.

[ 26 g

Q Ix*ila

integrali vardir,

KxEp(E)< e “@lsg{;}ﬁ@l

r r

1. ve 2. adimlarda clde edilen esitsizlikler nedeni ile 3. adimdaki esitsizligin ilk
terimi Q daki Vx igin Q da & ye gore integrallenebilirdir. Ikinci terimde hemen

- hemen her x € Q igin § ye gore integrallenebilirdir.
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4. Schwartz-Bunyakovksi esitsizlifinden

(k)] = {i K(x,&)u(é)d&} S|J Klxepu(ey

K(x,a)u(a)da]}

4
Ut

<| —ﬁ—d&j }5(2““ dg

elde ederiz. x € Q i¢in

[ L8

fonksiyonu Q da integrallenebilir oldugundan

()0 = Klsgue)es = ;(";j’ o(E)es
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integrali Q da karesi integrallenebilirdir. Boylece K operatorii Ly(Q) uzay:

izerinde tammlidir. Son esitsizligi x’e gore integralledigimizde,

[Kuf* = | [(Ru)(x)

Q

< cZ lSlle—a

2 m—o
O [ f

kol <

veya

e S

ol

elde edilir.

lm%w"“

()

[

),
i{ikfrﬁk

z@hhél}

czis [H™ ]s [Hm'“

m-—qo

s

Q

{cz[s1 e

m-a

m—o

m-—aqo

ol

N R s i

(_)nn

c|sl|1?1m“z

< sup
uz0

< v

m—-

o

e c

m-—o

- oldugundan teoremi ispatlamg oluruz.
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4.2. Tanim:

Q m-boyutlu Euclidyen uzayda olgiilebilir bir kiime olsun. Bu kiime
suurl da olabilir, sinirsiz da olabilir, x ve § £ nin herharigi iki noktas: olsun. Bu

noktalarin 6lgilebilir bir K (x, £) fonksiyonu

jj K?(x,E)dxdE < oo

QQ

oluyor ise K(x,£) fonksiyonuna Fredholm gekirdegi denir. K(x,§) Fredholm

cekirdekli integral operatdriine

(Ku)(x) = i K(x.E)u(E)dg

Fredholm operatérii denir [19.

4.3. Teorem:

Zayif singiller operatdr L) uzaymmda kompaktir (completely

continuons) fj 5]

Ispat:

K(x,&), (4.33) ile tammlanan zayif singiiler ¢ekirdek fonksiyon olsun.

g >0 verilen bir say1 olmak iizere K, (x,£) ve K[(x,£) fonksiyonlari

{K(x.8) ,
K, (x,£)=

x—ﬂZs

0 , lx—§l<8
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0, |x—gze
K. (x,&) =
K(x&) , |x-g<e

tanmlansin. Boylece Q da K(x,8) =K, (x,£)+K.(x,€) olur. K, ve K] integral

operatdrlerini

(K,u)(x)= i K, (x.6)u(t)d(e)

= | K(xg&uE)dE)+ | ouE)dE)

o\fex-g|<c} |x~&j<e

= [ KxEuE)de)

O\[&]x—g<s}

(Kiu)(x) = J K (x,E)u(£)d(E)

tanimltyalim.

(K u)(x) +(KLu)(x) = | K(x,E)u(€)d(E) = (Ku)(x)

0
oldugundan

K.+K;=K

olur.
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C
K, ()< {8 x-gze,

0 ., |x—€<e

olur ve sonugta

&5

olur. Burada K_ bir Fredholm operatériidir ve L,(Q) da kompakttir (completely

continuons) [15]. K. operatoriniin normu igin bir kestirimde bulunalim. Yazimda

kisa olsun diye (K u)(x) = v(x) olarak alalm.

pE 1
onli-gfed)x ~Ef7 e —E[2

<C

M=

| ——A(f’g’ ) u(€)de de

On(|x-E|<x) ‘X _ 1

Schwartz-Bunyakouski esitsizlifinden

.uZ(E_,) d& I d& CzJ’ \x

V2 (x)sC? p
On(|x—&|<s) lx"&l n([x—E|<z) lx &]

1
——dg
l [x—{kslx - E.:]

elde edilir. x merkezli kiiresel koordinatlarda

dg = I {j fx—g[™" }dsi

Ix-2lee [X ‘5[

_ |Sll‘3m—0t

m-—-«

olur. Boylece

v (x) <

C[Sye™ [ u’(g)

m-a g |x—g°

elde edilir. Son esitsizligi x’e gore integrallersek
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) s 2'8H 2{m-u)
Il = s L
olur. Boylece
e | <OSlEn
m-a

elde edilir. £ — 0 oldugunda |K;|— 0 gider. Boylece K operatori L,(Q) da
kompakttir. Burada Q m-boyutlu oklid uzayinda suurli ve kapalidir. A(x,E)

fonksiyonu €2 da biitiin x ve £ noktalarina gore siireklidir.

4.4. Teorem:

K: ¢(Q) = O(Q), (Ku)(x) = [ K(xg)u(E)e

Q

zayif singilerli integral operatorii C(QQ) uzaymda kompakttir [i5].

Ispat:
M c C(€), bir kiime olsun, dyleki;
= < = sabi
| n:é’a;(s[u(x)l <c, c=sabit
olsun. K (M)’in C () da kompakt oldugunu gostermek yeter. Burada K, (4.34)
ile tamimlanan zayif singiiler integral operatordiir. Arzela teoremine gore [{ ] KM)

nin diizgiin siurh ve egsiirekli (equicontinuous) oldugunu géstermeliyiz. ueM

olsun.
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v(x) = (Ku)(x) = sj} lx( 5) B , xeQ

ile tanimlayalim.

|A(x-¢g)|<C
ve
| a5 —< [S.fE ) xeQ
o [x-§" m-a
esitsizligi kullandarak
ops | 2 el BT =

elde ederiz. Boylece K(M) in dizgin smurhdir. Simdi K(M) nin egsiirekli
oldugunu gosterelim. v{x+h)—v(x) farkim hesaplayalim.

x+h E) A(x,E) . ,
g l—&l“} (€)de (4.35)

vx+h)-v(x)= f[

olur. x merkezli 28 yarigaph yuvara », . diyelim. ) = ={&[x—g[< e}. 8 keyfi
bir pozitif sayidir. Q, =Q\Y ~ diyelim. Eger |h| <8 ozel kosulunu koyarsak x
+ h noktast Zza yuvarinin iginde kalir. x + h noktasinin 225 yuvarinin yiizeyine

olan uzakhig: 8§ dan biiyiik olur.



(4.35) denklem,

[Vx-+ )= v{x) =

x+h§ A(x £)
flrre e O

<

Ax+ h,k) _ A(x,E) .
LX TR é,aJ (€)de

J

Q

Alx+ h,é) _ A(x,&) "
z’L [[x+ h-gf* |x-g|“J (E)e

+

f [A(+hE)  A(x)

Jerneg® g O
A(x+hE) A(x.2)
Lo Pl

J- lA(x+h £) Alx é‘;)ld&

A EE—

e | 1 [
S o e

A0S g

48

(4.36)
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olur.

- g _[8i[(28)""

* o 4.37
Zos IX a gl |x—E[<25 Ix - &I m-a ( )

oldugunu biliyoruz. Eger £€ ), ise [x—&[<28 ve |x+ h—&[<|x ~&|+]h < 35
esitsizlifi vardir. Bunun anlami x noktast x + h merkezli 38 yarigapli yuvarin iginde

kalir. 3 . yuvast r, =|x+h~&|<38 yuvar iginde kalr.

f ___d_&__:_< dg . :ls|l(36) - (438)
2o IX-!-h-—Z';I [x+h-E[<38 lX+h—f,l m—q

elde edilir. (4.37) ve (4.38) i (4.36) da kullanirsak

[Mx+h)—v(x)<e C(—ﬂjlsllsm-“

!Ax+h§ A(xE)|
N e 39

€ > 0 verildiginde

c. C[MJISIIS’”““ < %s

m-—o
esitsizligi saglanacak bigimde yeteri kadar kiigiik 8 > 0 vardir. Boylece

{Ax+hg xg)'
xrn-gf fx—g*

lv(x-}-h) v(x —a+ J dg (4.40)
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elde edilir. $imdi & y1 sabitlegtirelim. Q, bolgesinde |x—&/228 dir. Dolayistyle

A(x.E)
g

fonksiyonu x ve & noktalarina goére diizgiin sireklidir.

&1 > 0 verildiginde bir ho sayis1 segilebilir, 6yleki |b| < h, oldugunda

|A(x+h,¢) A(xg]<
Ix+h—g* |x-¢°| 2d

20]_

olur. Boylece (4.40) esitsizligi

[+ )~ < e S |

2.0l00y

<2, 62|
2 20

olur. by yalmz &’a baghdir. x’e veya u’ya bagl degildir. Bunun sonucunda K (M)

kiimesi diizgin sureklidir. Boylece ispat tamamlandi.

4.4. Teoreminin ispati esnasinda u (x)’in sirekliligini degil, fakat yalmz

sumrl oldugunu kullandik. Boylece su sonucu verebiliriz.

4.1. Sonug

Q sinirli ve kapali bir kiime olsun. A(x,&) fonksiyonu Q da surekli olsun.
Bu durumda
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(09 =] A=t

zayif singiiler operatori her smurlt u(x) fonksiyonunu siirekli v(x) fonksiyonuna

dondgtirir [15].

(4.32) deki integral operatorler zayif singiiler gekirdeklidir, Once Ay
operatoriintin zayif singiiler ¢ekirdekli oldugunu gosterelim.
1 eikllX*X} |

vilex) =~ T

= —— e

2nig  jx-x

x—x’| j=1 i

“"“'—]“i (ikllx—x’])j

Ao L] 1 & (ka)e=x]"
7, (%) = ZR{Ix—X'I+§ j
agilimlarina sahiptir.
Simdi

oy, Py, _ 1
Ga(x)on(x’)  oa(x)ou(x) 0(|x.—x']]

oldugunu gosterelim.
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62( 1™ 2)_ R
e VTl

(1-72)= ———-{ Z (ik,) l" X'I” 1 2 (‘kz)J[X x,lj—x}

x ~ xl j=1 i IX x| = j!

j::l Jg

__1 < (ikI)j_(ikz)j A5
ifp e ]

x'= (Yhh,)’s) olsun.

A PR ai %, (1k (1k2 IR
an(x')(Yl ¥2) (ayl -l-ay2 - ]E l ] (x')

=1

)l+(] [x x|12(2 Yz)

]

& (i) = (ik,)" o (x
-5, Gl —Boad e

1X|

+(j— 1)Ix - x’lH (x_;—-_y';,_)k} n(x’)

=]

-5, Bl 2O g gt

j=1

62('}'1_72)- o <% (ik’l)j—(ikl)j i—Dix—xP 3 (x—x n(x’
E)n(x)é‘n(x’)— %(w)z ; (i-1) 1 (——.’-)( )

*) =1 1!

=i (ikz) (lk 1){V - Xlr x_—_’-)-i-]x X]J— —'-)} «)(x)
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2 (lk ) (Ik) (J 1){[(1 3)]" xlj—4 X, YI).+(j_3)lx_x,|j—4

x—x

(xz_—y’z_)j_*_ 3)x— x[’4(3 ys) :lx__x’)+3|x x|’3}n(x n(x)

|x— x| Ix—x]

(e S SR Wy WA

O -3t st ol o)

j=1

_5 () = (i)' D~ x]{(~3)+ Sl )n(x)

j=1

N2 1 N2 N3 (e \3
= {(1k2) 2|(lkl) lx_xil"1.2+ (1k2) ﬁ,(lkl) 23
H o2

N 4 _r: 4
+ $1k2) 4!(11( 1) 3x— x4+ (1k2) (lk‘)s Alx~x’ .5+...} n(x’).n(x)

{18 k2+1k” k3 + ks - llx xl+} x')n(x)

=1

olur.
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}Zn((i)]anh )k { % +ik} ik} + 3 ;k? | —x’}+...||a(x")n(x)|
<l—]‘();—)-(l-(-lz—hllk3 1k3]+ulx~x’l+...

Oy, - 72)
On(x)on(x’

[x—x’] 'kz-—kzl lxk3 1k3“x x|+l—k—illlx—x'[2+,..

[x—x]— 0 i¢in
ri=1s) _of 1
on(x)on(x’) °(|x~x'1j

62(71‘72)

elde edilir. Yani on(x)on(x")

zayif singtiler bir gekirdektir. Dolayistyla Ay zayif

singiler integral operatordir. Ay, Aip ve Ay de benzer yolla zayif singiiler

integral operator olduklars gosterilir. Ay, (m=12, j=12) zayf singiiler integral

operatorleri (4.2, 4.3, 4.4 Teoremler) den dolay: C (S) uzayinda kompaktir. Yani
A C(S)— C(S)

olur. Boylece Riesz-Schauder teorisi uygulanabilir.

4.2. Sonug

X bir normlu uzay ve A:X — X bir kompakt lineer operator olsun.

$—A)=0 (I-—A)c{):



-
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homojen denkleminin ¢dziimii yalmz ¢ = 0 trivial ¢éziimii ise bu durumda Vfe X

_igin

o—Ap=f

homojen olmayan denklemin bir tek ¢ € X ¢ézimi vardir ve bu ¢oziim f ye

stirekli olarak baghdir [1].

4.3. Sonug

X bir normlu uzay ve S:X - X simurh bir lineer operator olsun. S

mevcut ve suurh ise 4.2. sonug’ta 1-A operatorii yerine S-A operatérli konabilir

[1].

4.5, Teorem.

X, Y, Z normlu uzaylar ve A:X—Y, BY—Z suuh lineer
operatorler olsunlar. A ve B operatorlerininden biri kompakt ise BA:X—Z

operatdrii kompaktir [1].
Simdi E,A: C(S)XC(S)— C(8)XC(S) matris operatorlerini

(y + 1"2)1 0 Ay Ap
E= , A= 4.41)
0 (Cl + C2 )I ) ‘—A21 "A.zz

tammliyalun. (4.41) de 1 operatorii C(S) Uzerinde tammlanmiy Ozdeglik

operatoriidir.
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¢ —f
o= , F= : (4.42)
v g
matrisleri olmak tizere (4.32) integral denklemleri

(E-A)®=F (4.43)

yazilir.

Uyary:

Biz daima E operatoriinin tersinir olmasim isteyecegiz. Bdylece

py+ gy #0 ve ¢ +¢, #0 olmalidir.

4.6. Teorem:

(3.1)-(3.3) homogen transmission problemi sadece asikar (0zdes sifir)
¢6ziime sahip ise (2.1)-(2.3) homogen olmayan transmission problemi tek bir

¢Oziime sahiptir.

ispat:

(i) Kabul edelim ki (E—~A)® =0 homogen integral denklemi sadece

agikar ¢6zime sahip olsun. Bu durumda Riesz-Schauder teorisinden (4.43)
homogen olmayan integral denkleminin bir tek ¢oziimii vardir. A integral

operatorleri zayif singiiler gekirdekli olduklarindan dolay:
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A C(S)—> C™(S) m,j=12

A C¥*(S) > C*(S), m,j=12

olur. feC™(S),geC™ (S) oldugundan (4.43) in ¢oztimleri dogrudan
beC*(S) ve ye C%*(8) olur. 4.1 teoremden dolay1 (4.43) homogen olmayan

integral denklemini ¢6ziimi (2.1)~(2.3) homogen olmayan transmission problemini

¢Ozer,

¢
@) o=| |,
Wy
(E~A)D=0 (4.44)

homogen integral denkleminin bir ¢0zimi olsun. Bu durumda ¢ ve y yogunluklu
uy, u potansiyelleri homogen transmission probleminin ¢ézimleridir. 3.1 Teorem

(teklik) den dolayi u; = 0, D,’de u, = 0, D;’de olur. Sigrama sartlarindan

<

uy —uj =~2¢
S'de
Uy —up; =-2¢
g (4.45)

duy  dug
ST a =20y
On on S'de

> Ou;

-z =2
on  on 2V J

elde edilir. Soyleki;

(4.10) denklemi x € D —» X € dD igin
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200%0) = Vi (%0) + [ (BO)KEY w(k0:¥) +7 (%0, 9)V2(y))dy  (4.46)

D

olur. xy €D vem =1, 2 igin

d)(x0)=0

(xo) —c

on mw(xo)

sartlarim (4.3) denkleminde yerine koyarsak

P4(x) == [ e m(LYIUY)A5)+ [ (¥ (x.9)V20()+ 6(¥)k%7 o (x,5))dy

oD D

(4.47)
veya
W (X)=cp, ’{) V(% y)W(y)ds(y) ,m=12
olmak dzere
~P§(x) =~ (x) + i (Yu(e)V2O(5)+0()kEyn(xy))dy  (4.48)
olur. (4.48) de x €D — x, €D igin
0= W, (%) + | (Yu(%0,9)V28(y) + 6(¥)K2Y . (xo,5))dy (4.49)

N .
olur. (4.49) dan (4.46) y1 ¢ikartirsak

—-20(x,) = ——(v;, (xo)+wi, (xo)) =-up,(xp) xo €D, m=1.2 (4.50)
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elde ederiz. (4.10) denklemi x € IR’ \D — x, € dD igin

0= vy (%) + f(¢(y)kilvfn(xo,y)+vm(xo,y)V’d)(y))dy (4.51)

olur. (4.48) denklemi x € IR* \D — x,, € D igin
0=-wp, (xo) + J (¢(Y)k$n'Y m (xo oY) +Vm (Xo > Y)V2¢(Y))dy (4.52)
D

olur. (4.51) den (4.52) i gikartirsak

0=vi(xe)+wWh(xo)=us(xe) , xo€8D,m=12 (4.53)
olur. (4.53) ile (4.50) toplarsak

ug(xg)—um(xe) =—2¢(x,) , Xg €0D,m=12 (4.54)

olur. (4.10) denklemini n dogrultusunda tiiretelim,

-P= % (x) = (x)+ J ( 5111(( ,)y) V23(y)+ d(y)kZ, L(;((z’)y))dy (4.55)

olur. (4.55) denklemi x € D — x, € dD igin

zad’(xo):aV;(xo)JrJ‘ (67 ( X0 Y)V2¢(y)+¢( ) aY (X aY)

on on on(x) on(x) )dy (4.56)

D

veya

_Va(%o) , 1 [ nlxe.¥) g 2 Om(%0.¥)
0_——5n~—+£ (-—a-n(—x)——v o(y)+o(y)kz on(x) de (4.57)
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olur. (4.48) denklemini n dogrultusunda tiiretirsek

_ng(x)—— m( )+I ( m (%) V2(y) +d(y)k? 2Y~5'I31—((~x)§-q)dy(4.58)

olur. (4.58) denklemi x € D — x, € 8D igin

Bd)(xo) ;(xo)+ Of m (0 y) 2 + 2 O (XO y)
P on) = anf) i( o) )OI =T S )dy

(4.59)

veya

renvle) == Tl Yalevag) s 2l

(4.60)

olur. (4.60) dan (4.57) yi ¢ikartirsak

Owa (o) Va(xe) __ dug(x,)
() anlx) o)

2c,y(x,)=— X, € 8D,m =12 (4.61)

olur. (4.55) denklemi x € IR*\D —» x, €D igin

= a;’((:°) J [ ’“(x"y 8(y)+ o(y)kz @m((")y)}iy (4.62)

olur. (4.58) denklemini x € IR*\D — x, € 0D i¢in yazarsak

(xo) m(X 0:Y) o2 + aYm(x(hY)
+] ( onfx) A0 RS ]dy (4.63)
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elde edilir. (4.63) ve (4.62) yi ¢ikartirsak

Van(Xo) _ OWn(%o) _ _Oui(%o)

0=~ = oD,m = .
a() ol | on(x) ~ osm=i2o (464
elde edilir. (4.61) den (4.64) i ¢ikartirsak
ou; -
zcmw(x()) - m(XO) . aum (XO) xO e 5D, m= 1,2 (465)

on(x) on(x)

olur. Burada + ve - igaretleri sirasiyla D, den S ye ve D, den S ye yaklasimlardir

ve
Up(X) =V (x)+ W, (x) m=12 (4.66)

olur. Sonugta (4.54) denklemini tekrar yazalim.

() uy(xo)—uy(x)=-20(x,)

() 3 (xo)—uz(xe) =—20(x,)

e <+ . . . — _ . .
(lll) % (Xo) - xele'\é})t—r—laonaD ul(x) =0 i t (Xo) - xeDgg;eaD uz(x) =0

(i) den (ii) yi ¢ikartir ve (iii) yi kullanirsak
u; (xo)+uz(xe) =u; (Xo)+us (%) =0

elde edilir. (4.28) ve (4.29) sartlannu kullanilarak ve (4.66) gozoéniinde

bulundurarak



~0(x5) =7 (x0) ~ 1 (%)

9(x0) = (o)~ um(xo)

_ r Xo€0D, m=12
aum(xo)_aum(xo) ‘ ’

caW(x,) = o o
du  (x ot
—cm‘U(Xo) = ('}fx 0) - 61(‘1XO))

yazariz. (4.67) yi agik yazarsak

O y(xe)=—

@ ~(xe)=——

(i) w(xe)=—

V) —v(x)= o

v) —¢(Xo) = u;(xo) —U, (xo)

(vi) ¢(Xo) =u; (xo) -~ Uy (xo)

olur. (i) ve (iv) toplanirsa

62

(4.67)
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__1_6u‘(xo)+~1_(’)u,(x0)_L&u{(xo)__l_aug(xo) '
¢, OoOn c, On Cy On c, On

0=

_l_Dul(xo)+_L6u2(x0)=_}_0u[(x0)+l_(')u;(xo)=o
¢, on c, On c, On c, oOn

Xg € 0D

elde edilir. (v) ve (vi) toplanirsa
0= uz(xo)+uj (xe) = uy (%) + uz(xo) Xo € 0D

elde edilir.

1 1
] t =
D,'de v, =—u, , D,'de v,=——u,
Cy Cyq

tanumliyalim. vy ve v, fonksiyonlari
Av, +kKiv, =0 D, . m=12

oV, (X)=0yvy(x)=0

x&eS
-G

1y ov, . 1
= —_— — ik =0 —1, R > oo
v, (R) 2 ik, o(R)

homogen transmission problemini saglar. Soyleki;

Av, +k}v, = A(«f—ul} kf(—g-ulJ = --61—(Au1 +kju,)=0 Dy =D,'de
1 1 1
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Av, +kjv, = A( iuz)-i-kg( »—!—uz] = (Auz +k2u2) D,'de

1 1 :
CaVs *—Clvl = 02(F‘u2)_cl(~z—ulj = U, +ul =0 aD'de
2

1

Ovy v _o(1 Y of 1 \_1du 1éu_ ‘
( u,J (CIUI) c28n+c1'6n =0 0JD'de

u fonksiyonu (3.3) yayima sartlarim sagladigindan v, de saglar. ¢, ¢, sabitler
olmak lizere

1.2
n= CkzeIR

“ck3

olarak segelim. Burada Rek;.Rek, 20 ise =0 d1r Rek;.Rek, <0 ise >0

dur 3.1 teorem (teklik teoremi) den dolay: Dy de v, = 0 ve D, de v; = 0 dur,
Sigrama sartlarim kullanarak (4.54) i tekrar yazarsak

uf —up =24
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olarak buluruz. Ayni gekilde (4.65) i kullanarak

+ au——
1 _____1_=2
o oo W
> dD'de
du, Ou,
——=2C
an  on 2V
___1_% 1 @L:—-QW
¢, On ¢, ) On
+ —_
__L_gv_‘_._,_zq,
on  oOn
+ —
._1_%__—_1_@}._:2\1[
c, On ¢, On
ov;  Ov, —2y
on  on

elde edilir. Sigrama gartlanim kullandigimizda ¢ = ¢ =0 buluruz. Yani ® =0

olur. Béylece ispat tamamlandi.

Eger homogen transmission probleminin agikar olmayan ¢dzimleriyle
ilgilenmek istiyorsak o zaman A operatoriinin adjointi olan B operatoriinii

tamtmaliy1z.

O = ve Y= olmak lizere
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(-,-):C(S)xC(S)xC(S)xC(S) = €
(®,%)= j (4 + ym)ds = j O Wds (4.68)

bilineer formunu tammliyallm. Bilineer form oldugu kolayca gergeklenebilir.
Soyleki

D,0,,,,¥,¥,,¥, €C(S) ve a,,a,,B,B, € olsun. O halde

(0, @) +0,®,, %) = | (o, @, +a,®,)" Wds
S

Il

[ (@,®] +a,®] ¥ds

S

= | 0,®]¥ds+ | a,®]Wds
S S

=0L,((I),,‘~P)+oc2(<l>2,\l’>

(@ 931W1+lepz)=_'. @B, +B,'F,)ds
S
=[ (@78, +07B, %, )ds
S
=B, [ ®TWds+B, | OTW,ds
S S

= Bl<®a\Pl>+ BZ((I)a\PZ)
oldugu goralir.

- E nin (4.68) bilineer formuna gore self adjoint oldugunu goésterelim.
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S

(Bo,¥)=[ (E®)" ¥ds= [ ©"E"Wds= [ 0'E¥ds=(0,E¥)
s S .

E" = E oldugundan E self adjointtir. Simdi A mn ‘adjointinin B oldugunu

gosterelim:

(AD, %)= (A®)"wds

yi hesaplayalim.

Ay Ay, ) Apd+A,y

AD = =
—Ag —Agn|lw —Ab—Any
oldugundan
X
(A(D)qu = [A11¢ +Apv—Ayb— AzzW]
n

=[(And+ALvix—(Ayd +Apun]

olur. Boylece
(A0, W)= { [((A110)06) + (A w)(x)u(x) = (A2 )(%) + (A sy w)(x)(x)) sx)

olur. §imdi agagidaki integralleri hesaplayalim.
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x)x(x)ds(x) = x’ M(xx) | Aa(xx) x") bx(x)ds{x
| ,!(Au‘t)( )X( )ds( ) 's[{'s[(b( )[UI 6n(x') Ha ( ) ]ds( )} ( )ds( )

=] 00| (12 220 o

-] ¢(x){£ [ 2, ”a’rf(’j;’)")]x(x')ds(x')}ds(x)

8

(4.69)

elde edilir.

,sf (A w)(x)x(x)ds(x) = ! { [t e (6 x) - wacats (X,X'))ds(x')}x(x)ds(x)
= £ \y(x’){ £ x(x)(u,c, Yo%, X )= UaCa Yo (X, x')) ds(x)}ds(x’)

= .!\V(x){! x(x,)(ulcﬁ' 1 (X, x') ~H2C2Y2 (x, x')) ds(x’)}ds(x )

(4.70)

olur.

8

j (An)xm(x)ds(x) = [ { £¢( )(6 SS;(:;)) sngxz)éz(i))}ds(x')}n(x)ds(x)

1 ol < azyl(x,x’)_azyz(x,x’)' N
[« ){i "‘ )[adx)anm an(x)an(x'))ds‘ ’}“s( )
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[ 46 { Jatx (a e ))]ds< )}dsoc)
(4.71)

elde edilir.

J (A= | { i w(x')[c, ), 2 2("°"'))ds<x')}n<x)ds(x)

olur. Simdi

(BuX)(x) :J‘ X(X')(Hl ah(x,x') — U, aYz(X,xf),) ds(x,),

s anfx) " anl)

(Blz"l)(x) :I n(x,)[ 6271(7(,)(') _ azyz(x,x') ]ds(x'),

3 on(x)on(x")  On(x)on(x")

(Barx)(x) = .f x(x’) (WCI'Y 1(6X7) — 15,7, (x,x')) ds(x’),

s

it = ) e 2 e, 220 e

tanimliyalim. Buna gore (4.69), (4.70), (4.71), (4.72) denklemleri
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£ (Arid)(xx(x)ds(x) = | o(x)(Byyx)(x)ds(x)

,£ (A w)(x)x(x)ds(x) = f w(x) (B, x)(x)ds(x)

S

,qf (Ai)(xn(x)ds(x) = { ¢(x) (Biam)(x)ds(x)

{ (Azv)(xy(x)ds(x) = [ w(x)(Bm)(x)ds(x)

S

olur. Béylece
(A‘D»‘ ¥)= ,I {o(x)(B11x)(x) + w(x)(Bax)(x) — 6(x)(B1M)(x) ~ w(x)(Byym)(x)}ds(x)
= I {0B 1% + wBy1x — 9By, — wBy,m}{x)ds(x)

= [ {(6By; + wBy Y — (9B, + WBy, I}(x)ds(x)

S

X

= .! [6B,, +WB,, —(¢By; + vB,, )] { J(X)ds(x)

By —Bu | x ‘
=] [M[ “ }(x)dsw
; By —Byp n

= { @ (x)(BY)(x)ds(x)

n

=(®,BY)

oldugundan A nin anjoindi B dir.
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(3.1)-(3.2) homogen transmission probleminin biitiin ¢éziimlerinin Hﬁeer

uzayma V diyelim ve

oy 23
on

(vi.vg)eV

W-"P-[
1

BiVidlg  LH2Va fig

olsun.

4.3. Tanim:

E-B nin ¢6ziim uzay: diye (nullspace)
N(E-B)={¥ eC(S) (E-B)¥=0}

denir [1].

4.7. Teorem:

Eger N (E-B), E-B operatoriiniin nullspace (¢oziim uzayr) olarak
tamimlanir ise N (E-B) = W dir.

Ispat:

@ (vi,vz)€V olsun. Green gosterilim teoremini kullanalim: R yé,ngaph yuvar

Zp ={x [ <R} olsun; 6yleki S yiizeyi tamamiyle 2y nin iginde kalsm.
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d%g ={x |{{=R} olur.
DI,R = ZR \ﬁz olur. DI,R

bolgesine Green teoremini

uygulayalim. x € D olsun.

Q. ={x" [x—x]< ¢} olsun.

4.2, Sels)
[ (e et = | (v) 220D, 5D o
+£ (VI(X’) ayaln((x;;,) ‘Yx(X,x’ Z:((Xx:))st(x')
+ ] (s ) 2oty o)

elde edilebilir. (3.3) yayilma sartindan dolay

R—»oaz

fim | (vl(x')ayaln(a’f;)—*{ (xx) (( ))] x) = lim I { 1 )[Wa‘n(é)) IYI(X’X')]

ov,(x

kg (kv (£) =72 (. )( s (X,)) -—iklvl(x)]

—ikyy,(x,x")v,(x")}ds(x’)
o KR

elde edililir. $imdi
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y oy (xx) xx'avl(x,) Ne [ v (xx)
I ) S o= [ o) 2

- X ;(' gv—li)—(—) x’
J 1l o)

062

integralim hesaplayalim.
2xn lk
J vi(x) ((x ); )ds( jj vy(x’ )——-—1~8 sinpdodo
o0,

€

az[gvl(x)ayan(g:;)ds( x)=— 2n2f]t‘ (efi+x )(Ik‘ee lbz_e lb]a sin pdedd

. dy(x,x") o (e ke ik \ 4T -
}{1_&1(1)6‘ v,(x") on(x) ds(x)-—-l:mo(Lklae ® g™ )Evl(an +x)

=2v,(x)

Ve




ovy(x)
on(x’)

v, € C*(D,)NC' ( ) oldugundan

- xx ()
jyl( ()ds() 2ke

¢ — 0 igin

N Oi(x') <) =
I'Yl(x’x) 6n(xl) ds( ) 0

R,

olur. Boylece

(xx) x’ m&vl(x’) x)=2v,(x
I(VI( ) ( ) ( )an(x') ]ds( ) 2 1()

oQ

elde edilir. Boylece (4.73) denklemi
I\ ’ / ’ 6V1 ’ ’
0= ‘l' (Vl(x')—a—y—é-n%);;—()——) —yl(x,x )——a-n—(—(x%)— )dS(X ) + ZVI(X)

veya

S

JonE)anex))
I(Yl(x’x) 611()(') 1( ) ( ) ]ds( ) 2 1()

olur. §imdi D, ye Green teoremini uygulayalim:

S

X 6v2(x) —v Ora (x.x') =0 X€
J[YZ(X ) (x') 2( ) ( ) st( ) D,

74

<k olacak gekilde bir k vardir.

xeD,

4.74)

(4.75)
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olur. (4.74) pic, ile carptp ve (4.75) uaco carptiktan sonra elde edilen yeni

ifadeleri birbirinden gikartirsak

j(a‘/l( o e (% x) oy (x° )Gyl(x, ) !-lz"z"z(x)ah(x’h)“blz 227 2{%,X") 2l ,)J {x’)

on(x’) On(x’) on(x’) on(x’
=2py01v4(x) (4.76)
o 1 Ovy -
olur. S uzerinde P 0, p,v,—H,v,=0 transmission sartlan

kullanilarak (4.76) denklemi,

on(x) afx) 7 aufx)

J {av (x )( Byt (%, X7) = Hacar (X, X')) ~ Vv (X')(Cl %, (x’ X’) —-C O (x. x,))}ds(x’)

=241,¢,v¢(x) xeD, (4.77)

elde edilir.

(le %%:") (x)= ! 65‘;;((:,1)) {lllcl'Y 1(%X7) — 1acy7, (X,x')}ds(x')

(B )= o) s ) e, P

gosterimiyle (4.77) denklemi

[le 6(‘;11 ](x) —(Byhty vy (%) = 2156, v (%) xeD, (4.78)

olur. Simdi x — S limitini hesaplayalim.

Sigrama gartlarim kullanirsak
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ov
(Bmi};:“ )_(Bzzlh"’lls)“'”“lclvl s “chz"l!s =211 Vylg
on g
N :
(Bnal* )"(Bzzl’-lvlls)zulvl(cl +¢,) (4.79)
$ .

elde edilir. (4.77) de ¢; = ¢; = 1 koyarsak

E[ {(Z:((Xx"))(“'171(x,x')"u'z'l’z(x’x’))—ulvl(x )[6}’611(();’; ) ayan((x ))( ))}dS( )

=21Lvy(x) xeD; (4.80)

olur. (4.80) nin i ydniinde tiirevini alirsak

ovi(x')(  ayy(xx)  Bry(xx) W 'X, *y,(x,x")  &%y,(x,x’) .
£{0n(x,) (“1 on(x) 129} on(x") ] K l( )( (x)&n(x) an(x) (x ))}ds( )

=2, (Z:((:)) xeD,
veya
(Bn %‘)(X) —(Biahyvi )(x) =21, ('2:((){)()) xeD,

olur. Yine sigrama gartlarint kullanirsak x e D; — x €S igin

Ml ) o0,
onlg ) onlg

ov,
1T Hz-(BuP«th’ =24, ——

On |g

veya
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ov ov
(Bu?);:‘ )‘ (Buulvl]s) =(u, + Hz)’j
$

(4.81)

8

elde edilir. (4.79) ve (4.81) denklemlerinden

ov
2

on

S]‘(Bzz +(c, "‘02)) (U1V1|s) =0

ov
(Bu ~ (1 + 1y ){Sn‘—

s) —By, (“‘lvlis) =0

By, — (1t + 1) -By, %l—l 0
$
B2~| _(B22 + (01 + 02 )) ulvlls O

B,, By ny+u, 0 vy 0

on

le _Bzz 0 C, + 02 0

u’lvl s
oldugundan
(E-B)¥=0

elde edilir. Buradan ‘¥ € N(E —B) olur. Béylece W « N(E —B) olur.

¢
(i) (E—A)® =0 homogen denkleminin bir ¢6zimi ® = olsun. Ozaman 4.6

v
teoreminin ispatinda gosterildigi gibi ¢ € C*(S) ve y € C**(S) olmak iizere
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U, x I(XX) X jc XXl X
" J{ 2 wcrein o) o)

s

os6)= [ {000 22Dt et
homogen trnasmission problemini ¢ozer.

T:N(E-A)— N (E-B)

0l

iy 5

doniigiimiini tammlayalim. Buradan goriiliiyor ki T® € W dir. Bundan bagka T
lineerdir ve T injectivedir. $0yleki T® =0 oldugundan

u
Byl g

. ou s ..
ve buradan S {izerinde _5;— =0 ve u; = 0 elde edilir. Transmission sartindan

. du
dolayt S tizerinde u, =e——a;12—=0 dir. u; D; de yayilma sartim saglar ve

u, e C*(D,)NC! ( ) dir. uy Helmholtz denklemini saglar.

Simdi D; de u; = 0 oldugunu gosterelim. Green 6zdesliginden

A (o () , - ,6;:(7(—') —-,~6u1(x’) ,
D{R{ul(" JAu, (x7) — g (x"JAu, (x )}d" *i{ul(x) on ~u;(x”) }ds(x)
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veya

Iy

j{ul( 2]y )}ds(x) J {ul(x @;—(fi)-.—ma“‘("')}ds(x')-

yazanz. [ 2] den D, de u; = O elde edilir. 4.6. Teoreminin ikinci kisminda
kullanlan argiimentleri kullanirsak ¢ =y =0- ve @ =0 elde ederiz. Bu ise T nin

injective oldugunu sdyler. Sonugta A ve B kompakt oldufu zaman Fredholm

alternativinden [1] dim N (E-A) = dim N (E-B) oldugu gortliir.

Boylece T ortendir.

X 1
¥=| [eN(E-B) olsun. T @=T"¥ ile tammhyalim. Her iki tarafin T
n

altinda gorintisini alirsak TO =¥ ¢ W ve béylece N(E—B) W dir.

(i) ve (ii) den N (E-B) = W dur. Boylece ispat tamamland:. Bu teoremden '
asagdaki sonucu verebiliriz.
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4.4. Sonug:

Homogen transmission probleminin ¢ozim uzayi, V, sonlu boyutludur.
Ciinki

v | ova

Wely= on on

i

s (vi,vy) eV

v v
HiVillg LH2Va g

W nin elemanlan v,,v, lerden olugmakta dimW = dim N(E — B) < co dir. Buradan

W nmn sonlu boyutlu oldugu goriliiyor. Buradan V nin sonlu boyutlu oldugu

goraliir,

Klasik Fredholm teorisinin sonuglarii muhafaza ederek agagidaki teoremi
kullanabiliriz.

4.8. Teorem:

(2.1)-(2.3) homogen olmayan transmission probleminin bir ¢éziiminiin olmas: igin

gerek ve yeter gsart homogen problemin biitiin v, v, ¢oziimleri igin

5
] (f%nvi—-gulv,)ds: 0

S

saglanmasidir.

ispat (Gereklilik)

u; ve uy homogen olmayan transmission probleminin ¢dziimleri olsun.

v1, v2 de homogen transmission probleminin ¢éziimleri olsun. Green teoreminden
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J (£ o= (o)) 24 2D 2T, el

_ ! {(uxul(X') &gflx') - )6u (x ))}d ‘« )

olur. Dy iizerinden Green teoremini kullanirsak,

I (uy (x")Av, (x") - vy (x")Au, (x7))dx = j (ul ,(x) vyx )—%@st(x’)

Dy g
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e e

Kx on

l (ul(x')iai;—iﬁ~ vi(x )a“‘(x ))ds( x)= I { (av;}fl’") —.iklvl.(X')J+.ik1u1(x’)v1(x')

v, (x')(a“;i"') , ik,ul(x')] —iluy (<), (x')}ds(x’)

olur. R — oo igin

f [ul(x')ivlggi‘fl— vl(x')%n(i"—))ds(x') =0

8
elde edilir. $Simdi kogulun yeterliligini g6sterelim:

¥ e N(E—-B) olsun. (E-B)¥ =0 dir. Teoremden dolayi (v;,v,)eV

igin

v
vy g

vardir. (E—A)¥ =F denkleminden

—£7"| My
(F¥)=] n s
8

g Wy
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oy
=J [—f5] on ds
s

H1vy

ov 3
= ’-.f——-l--*- d
! ( CREE

ov 3
=—| | f—=t~gu,v, lds
i( on y

i
o

elde edilir. Boylece (F,'¥)=0 oldugundan Fredholm teoremi (4.43) in bir ¢oziime

sahip oldugunu gdsterir [ 1 ]. $imdiye kadar yapilanlan agagidaki teoremle
Ozetleyelim.

4,9, Teorem:

(3.1)-(3.3) homogen transmission problemi yalmz sifir ¢oziimiine sahip
ise bu durumda (2.1)-(2.3) homogen olmayan transformission problemi bir tek

¢oziime sahiptir.
veya

homogen transmission problemi sonlu sayida lineer bagimsiz ¢6ziimlere sahip ve
homogen olmayan transmission probleminin ‘gézﬁlebilmesi icin gerek ve yeter

kosul homogen olmayan terimin 4.8. Teorem’in sartlarrm saglamasidrr.
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5. HOMOGEN OLMAYAN BiR ORTAMDA GECIS$ PROBLEMI
Dy, IR? de siurh olmayan agik bir bolge olsun.
D,, IR® de agik ve simrlt bir bolge olsun, dyle ki;
D,nD,=9,D,uUD, =D, UD, =IR®

D, ve Dy’nin ortak simir yiizeyi S: 0D, = 0D, kapali, sturh bir Lyapunov
yiizeyi olsun. i D;’den D;’e dogru yonlendirilmig S nin birim normali olsun.

Simdi agagidaki problemi ele alalim.

GECIS (TRANSMISSION) PROBLEMI;

Au,(x)+kiuy(x)=0 , x€D,'de
G.1)

Au, (x)+ k3 (XJuy(x)=0 xeD,'de
b (%) = B (x)ua (%) = £(x)

’ Xx€S (5.2)
duy(x) Ouy(x)

X
yayilma sarts;

u,(x)= [I]J au&sx)—lklul(x (l I) [X|=R->e0 (5.3)

denklemlerini gergekleyen
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u, € C*(D;)nC'(D,)
u, € C3(D,)NC!(D,)
u ve u fonksiyonlarmin aranmasidir. Bu problemde f € C**(S), geC**(S) dir.

k,,1; € Q)\{O} ve O<argk, Sg veya mw<argk, < —?gi yi gergekleyen kompleks

sayllar ve k,(x), p,(x)€C'(D,) ve O<argk,(x)<2n sifirdan farkli kompleks
degerli fonksiyonlardir, '



6. COZUMUN TEKLIGi

Kabul edelimki (5.1)-(5.3) gegis probleminin farkl iki ¢6ziimi u;, up ve

uf,us olsun. vy =u; —uj, v, =u, —u; konumu ile (5.1)-(5.3) problemi

Av,(x)+kiv,(x)=0 , xeD,'de
6.1)
Avy(x)+k3(x)v,(x)=0 xeD,'de
yve(x) — ta(X)v,(x) =0
> S .
o (x) \ c')vz(x) B Xe (6.2)
on an
v(x)=0~}~ M—ikv(x)z L x| —> oo 6.3)
! Ix] > on ! 1K ) '

homogen gegis problemine indirgenir (5.1)-(5.3) probleminin ¢dziiminiin tekligi
(6.1)-(6.3) probleminin ¢oziiminin sadece v;=v, =0 oldugunu gostermeye

dayanir.

6.1. Teorem

k, € €\{0}, p, € €\{0},k,(x) e C'(D, )1, (x) c!(D,).0< argk, S—g—,

n<argk, 5—3—275,
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( ) — Uy (X)E(x)

plx - reel degerli bir fonksiyon
wik;

ve

P2 1, (x)kz (%)

lm( j -——E(-)i)-————-Vu2 (x)v, (x)V;;Fc—)dx] 20

olsun. Burada Rek,(x).Imk,(x)2>0(<0) ise p=0(<0) dir. Bu durumda (6.1)-

(6.3) homogen probleminin ¢6ziimii sadece v; = v, =0 agikar ¢oziimiidiir.

ispat

Kg, R yarigapli, birim dig normali i olan bir kiire olsun. Kabul edelim ki

Kr S yiizeyini kapsasin ve D,z ={x€D,; [{ <R} olsun. Dix ve D, bolgesine

Green teoremini uygularsak ve (6.1), (6.2) yi kullanirsak

0v(x)

D’L (vl(x)Ami—Vvl(x)Vvl(x) dx :aD{va(x) on(x) ds(x)
= Kj vi(x) aa‘:((x")) ds(x) — { vi(x) 6(;’“‘(()(")) ds{x)

veya
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DJ- (VI(X)(-k1V1(X)) lVVl(X)I )dX J. 1( OVI( I u;(x avz((’;)ds()

- [ )a”'((")) 05) =1 | (1 V) ¥l v () VoG

olur. Boylece

0v1(x

K J o [ nefon= [ vt eye —-J b (v (%) (S (v, (9)Jox

0w

e I (Vi (x)va (%) + 1o () Vv, (x)) Vv (x)ix

lj_)2

- [ Z‘;‘((")) )+, | maE oo

—~-J Vi, (x)v, (x )sz(x)dx———J u, X)IVV2 l ) dx

p’l D,

olur. Buradan

/ Vl(x)0£<§) o) J [Pl [ ol | il ex

Ky Dir

o Va7 (e - [ (Vs (f o 6

lh D,

elde ederiz. (6.4) esitligini E ile boliip imaginer kismun alalim:
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L vx@ x) = o vi()Pdx— [ |v,(x) dx— ————“z(x)kg(x)v g
7] gy = ] e H | e
l—lz(x 2, -
kl " 13[ Vi, (x)v, (x) Vv, (x)dx. +13[ lk )I dx
=___1_; J' [Vvl(x)]zdx—-DJ. lvl(x)lzdx—~ﬁ|' p(x)lvz(x)lzdx
+ :——__—p—(—Q—V 2 xvzivm— + .ﬂ(x) szxzdx
sz e (x)va(x) Vv, (x)dx Jz k%(x)l (x)
‘m(f%x‘[ v,(x)aa‘:((:;)da(x)]:: %L{L le,(x){zdx] lm{f p(x) Vuz(x)vz(x) sz(x)dx)
+Im p(x) Vv, (x dx) (6.5)
e
olur.

(6.5) in sol tarafi R — o sifira gider [12]. Sag taraftaki her bir terim non-negatif
oldugundan [ 1] Rellich lemmasim kullanabiliriz. Imk,; #0 ve Ilmk; =0 olma

durumlarim inceleyelim:

Imk; # 0 olsun.

Bu durumda Imk, >0 ve Rek; >0 veya Imk; <0 ve Rek; <O olur. Buradan
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| — | >0
k?

dir. (6.5) in sagdaki ilk integrali ele alindiginda
2
j IVV,(X){ dx=0
D,

dir. Buradan, D, de v; = sabit elde edilir. v; = sabit D,’de Helmholtz denklemini
gergeklediginden

Dy’de Av, +kiv, =0

olur. Buradan D,’de v; = 0 elde edilir. Simdi D, de v; = 0 oldugunu gosterelim.
D, bolgesine Green teoremi uygulandiinda,

j (VI(X)A;:@+VV1(X)VVI(X) dx = j i(x )(’)vl(x) ds(x)

> o, onfx)

olur. Dy’de vy = 0 oldugundan

a"l(")
6{1' vi(x) ()dS() 0

olur. v, e C*(D,)nC'(D,) oldugundan &D,"de vi = 0 ve dolaysiyle S izerinde

By
Ha(x)

V, = v, =0 elde ederiz. $imdi D, bélgesinde v; = 0 oldugunu gosterelim.

x € D, i¢in Green gosterilim teoreminden,

)= ] fa S S 2ot
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yazabiliriz. (6.2) gec;ié (transmission) sartlarindan dolayt S Gzerinde v, = % =0

oldugundan D, de v, = 0 elde edilir. O halde Imk, # 0 igin v; = v, =0 dur.

Imk, = olsun.

Bu durumda (6.5) denkleminin sagindaki ilk integral sifir olur ve sonugta (6.5)

denklemi R — «o igin

Ozlm[nj fz‘?é"’“"‘)'z“"]”‘“[,i Ton )V”Z(")v’(x)vvz(x)d’(]

olur.

Imks (x) # 0 olsun.

Bu durumda Imk; (x) > 0 veya Imk, (x) < 0 oldugunda p(x} > 0:olur. Buradan
2
J IVV2 (x)l dx =0
D

dir. D, de v, sabittir ve D, de v, Helmholtz denklemini saglar. O halde D, 'de
v2 = 0 olur. Boylece (6.5) denklemi 6.1 Teoremin gartlarindan dolayi

ov
Im —Lds|=0

olur. V; yayilma sartlarin sagladigindan R — oo igin

o, ]

olur. Esitligin her iki tarafi Ky Gizerinden integrallenirse
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e

=0o(1) (6.6)

olur. (6.6) nun her iki tarafin imaginer kismim alirsak

In{;{‘; {vl %+ iE1|v1[2 }ds] =of1)

rmj( &, ds)+k jlvll ds =o{1) 6.7)

olur. (6.7) nin sol tarafi pozitif oldugundan D, de v; = 0 [1]. Imk; = O olmast .
halinde D, de v; = 0 oldugu kolayca gosterilebilir. (Imk,; #0 iken D, de v, =

oldugunu gosterdigimiz yolla)

Imk; (x) = 0 olsun. (6.5) denklemi

Xr on

olur. Dy’de vy = 0 olur 2]. Dz de v2 = 0 olur. (lmk,; #0 iken D; de v; = 0
oldugunu gosterdigimiz yolla).

Imk, = 0 iken v;.= vz = 0 olur. Boylece ispat tamamiand.
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