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OZET
HEMEN HEMEN DEGME B-METRIK MANIFOLDLARIN R ILE
CARPIMINDAN ELDE EDILEN HEMEN HEMEN KOMPLEKS NORDEN
MANIFOLDLAR

ELANUR EREN
Matematik Anabilim Dal
Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Ocak 2025
Danigman: Prof. Dr. Niilifer OZDEMIR

Bu calismada hemen hemen kontak B-metrik manifoldlar ve hemen hemen komp-
leks Norden metrik manifoldlar ele alinmigtir. Bes boliimden olusan tezin ilk bolii-
miinde gerekli temel tanimlar ve teoremler ifade edilmistir. Ikinci béliimde hemen
hemen kontak B-metrik manifold tanimi ve 6zellikleri verilmistir. Uciincii boliimde
ise hemen hemen kontak B-metrik manifoldlarin temel 6rnekleri ¢aligilmigtir. Dor-
diincii béliimde hemen hemen kompleks Norden metrik manifold tanimi yapilip sinif-
lamasindan bahsedilmistir. Beginci ve son boliimde ise bir M hemen hemen kontak
B-metrik manifoldu R ile ¢arpilmig ve M x R iizerinde; M x R’den R’ye giden sa-
dece t’ye bagh iki fonksiyon kullanilarak; hemen hemen kompleks Norden metrik
yap1 insa edilmistir. Ayrica, M X R {izerindeki yapimin Kaehlerian Norden metrik
yap1 olmasi i¢in gerek ve yeter kogullar elde edilmistir. Son olarak, M manifoldu 5
sinifindan ve iki fonksiyonun toplami sabit oldugunda M x R’nin Wi & W, simifindan

oldugu gosterilmistir.

Anahtar Sozciikler: Hemen hemen kontak yapi, Hemen hemen kontak B-metrik

manifold, Hemen hemen kompleks Norden metrik manifold.
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ABSTRACT
ALMOST COMPLEX NORDEN MANIFOLDS OBTAINED BY MULTIPLYING
ALMOST CONTACT B-METRIC MANIFOLDS WITH R

Elanur EREN
Department of Mathematics

Eskigehir Technical University, Institute of Graduate Programs, July 2024
Supervisor: Prof.Dr. Niilifer OZDEMIR

In this study, almost contact B-metric manifolds and almost complex Norden
metric manifolds are discussed. In the first part of this thesis consisting of five
parts, necessary basic definitions and theorems are expressed. In the second part,
it is given definition and characteristics of almost contact B-metric manifolds. In
the third part, the most basic examples of almost contact B-metric manifolds are
investigated. In the fourth part, almost complex Norden metric manifold definition
was made and its classification was mentioned. In the fifth and last part, an almost
contact B-metric manifold M is multiplied by R and an almost complex Norden
metric structure on M x R is constructed using two functions from M x R to R
which depend on t. Moreover, it is proved that the necessary and sufficient condition
for the structure on M X R to be a Kaehlerian Norden metric is that 6(¢) is a scalar
of the class F, of the manifold M and the sum of the two functions is constant.
Finally, it is shown that M x R is of class W; @ W5 when the manifold M is of class

JF5 and the sum of the two functions is constant.

Keywords: Almost contact structure, Almost contact B-metric manifolds,

Almost complex Norden metric manifolds.
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SEKILLER DiZiNi

Sekil 2.1. Gegis Fonksiyonu



SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

: Gergel sayilar kiimesi

: n boyutlu gercel vektorler kiimesi

: (2n 4+ 1) boyutlu diferansiyellenebilir manifold

: p € M noktasindaki tanjant vektorlerinin kiimesi

: Riemann manifoldu

: M {izerindeki sonsuz tiirevlenebilir fonksiyonlarin kiimesi
: Levi-Civita konneksiyonu

Y vektor alaninin X vektor alanina gore kovaryant tiirevi
: M iizerindeki vektor alanlarinin kiimesi

: Torsiyon tensorii

: Sekil operatorii

X1



1. GIRIS

Manifoldlar iizerindeki 6zel yapilar diferansiyel geometrinin en temel aragtirma-
larii olugturmaktadir. Manifoldlar tizerinde ¢okca caligilan yapilara 6rnekler; hemen
hemen kontak yapilar, Hermitian yapilar, G5 yapilar, spin yapilar, parakontak ya-
pilar, parahermitian yapilar ve kompleks yapilar olarak verilebilir. Hemen hemen
kontak metrik yapilar tizerindeki ¢aligmalar Gray ve Sasaki ile baglamigtir [1,2].
Sonrasinda hemen hemen kontak manifold tizerinde (n + 1,n) tipinde belli kogul-
lar1 saglayan g yari-Riemann metrigi tanimlanarak Ganchev, Mihova ve Gribachev
tarafindan hemen hemen kontak B-metrik manifoldlar inga edilmistir [3]. Manifold-
lar tizerindeki 6zel yapilarin simiflandirilmasi, ¢alismalarda énemli yer tutmaktadir.
Bu galismada yer alan hemen hemen kontak B-metrik manifoldlarin siniflandiril-
mast [3] de yer almaktadir. Kompleks ve kontak merik manifoldlar arasinda yakimn
iligkiler vardir. Bu tezde yer alan hemen hemen kompleks Norden metrik ¢aligma-
lar1 Gribache-Mekerov-Djelepov ve Ganchev-Borisov ile baglamigtir [4,5]. Kompleks
Norden metrik manifoldlarinin siniflandirilmasi Ganchev-Borisov tarafindan yapil-
migtir. Hemen hemen kontak manifoldlar ve hemen hemen kompleks manifoldlar
arasindaki iligkiler Solgun tarafindan incelenmigtir |6, 7).

Bu ¢alisgmada, M hemen hemen kontak B-metrik manifoldu verildiginde M x R
carpim manifoldu tizerinde; M x R’den R’ye giden iki fonksiyon kullanilarak; hemen
hemen kompleks Norden metrik yapi inga edilmistir. Ayrica, M x R {izerindeki yapi-
nin Kaehlerian Norden metrik yapi olmasi i¢in gerek ve yeter kogullar elde edilmis-
tir. Ayrica, M manifoldu F5 simifindan ve iki fonksiyonun toplami sabit oldugunda

M x R'nin Wy @& Wy sinifindan oldugu gosterilmistir.



2. ON BILGILER
Bu béliimde, ¢alismada kullanilacak temel kavramlar ve teoremler ifade edilmis-
tir. Ilk olarak manifold, Riemannian manifold ve semi-Riemanian manifold tanimlari

verilecektir. Daha sonra ise kovaryant tiirev ve Levi-Civita kovaryant tiirev kavram-

lar1 ifade edilecektir.
Manifold taniminda kullanilan temel kavramlar kart, atlas, uyumlu atlas ve mak-

simal atlastir. Bunlarin tanimlar: su sekildedir:

Tanim 2.1. (n-Boyutlu Kart) M bir topolojik uzay ve U C M bir agik kiime
olsun. £ : U — £(U) € R™ dondisimi homeomorfizm ise (U, §) ikilisine n-boyutlu bir
kart denir.

Keyfip € U igin p — &(p) = (2'(p), 2%(p), ..., x"(p)) seklinde ifade edilebilir ve
buradaki ' : U — R (1 < i < n) fonksiyonlarina & nin koordinat fonksiyonlar

denair.

Tanim 2.2. (Atlas) M bir topolojik uzay olsun. M uzayinin n—boyutlu kartlarinin
bir A koleksiyonu

1. Her p € M noktast i¢in p € U olacak sekilde A’ya ait (U, ) vardar.

2. (U,p), (V,4) kartlary igin ejer UNV # 0 ise
Yo lipUNV)CR" - yp(UNV)CR"

oty L p(UNV)CR" = UNV)CR"
fonksiyonlary C*>®-sinafindan fonksiyonlardar.

kosullarini saghyorsa A kiimesine M uzay: tizerinde bir C> atlas denir.

Tanim 2.3. (Uyumlu Atlaslar) M wzaymnin n boyutlu iki C* atlast A ve A olsun.
Eger AU A kiimesi de M uzayinan n boyutlu C= bir atlasi ise A ve A atlaslarina

uyumlu atlaslar denir.

Tanim 2.4. (Maksimal Atlas) Tim uyumlu atlaslarin birlesimine maksimal (tam)

atlas denir.



Sekil 2.1. Gegis Fonksiyonu

M uzay: iizerinde keyfi bir A atlasini igeren tam atlas tektir [8,9].

Tanim 2.5. (Tiirevlenebilir Manifold) M, Hausdorff ve ikinci sayilabilir bir to-
polojik uzay olsun. M wuzayr bir n-boyutlu C* maksimal (tam) A atlasi ile donatilmas

1se M topolojik uzayina n-boyutlu tirevlienebilir bir C*° manifold denar.

Tanmim 2.6. (Tanjant Vektori) F(M) = {f|f: M — R C>fonksiyon} kiimesi
ve p € M noktas verilsin. Eger v, : F(M) — R fonksiyonu her f,g € F(M),
a, b € R igin

e vylaf + Bg|l = avy[f] + Buylg] (lineer olma)

e v[fg] = vplflg(p) + f(p)vplg] (Leibniz kuraly)

kosullary saglanwyorsa v, fonksiyonuna M manifoldunun p noktasindaki bir tanjant
vektori denir. p € M noktasindaki tim tanjant vektorlerinin kiimesine M manifol-

dunun p noktasindakt tanjant uzayr denir ve T, M ile gosterilir.

T™M = | J T,M = {(p,v,)lp € M, v, € T,M}
peEM

kiimesi 2n-boyutlu bir C* manifolddur [8-10].



Tanim 2.7. (Vektor Alani) M, n—boyutlu C* bir manifold olsun. Her p € M

noktasina bu noktadaki bir tanjant vektori karsilik getiren
VoM —TM

fonksiyonuna M manifoldu tizerinde bir vektor alany denir. M manifoldu tizerindek:

vektor alanlarinin kiimesi x (M) ile gosterilir.

Keyfi p € M noktasi ve f € C*(M,R) olmak iizere bir V' vektor alan

V:C®(M,R) — C®(M,R)
fo= VIfl(p) = Vyl/f]

olarak da ele alimabilir. Ayrica o, f € R ve f, g € C*(M,R) olmak iizere; her p € M

icin

Viaf + Bgl(p) = V(p)laf + Byl
= aV(p)[f] + BV (p)lg]
= (aVI[f]+BV]g]) (p),

V(fg)p) = V(p)fyl
= V(p)[flg(p) + f(»)V(p)[g]
= (V[flg+ fVig)(p)

ozellikleri saglanir.
T,M* = {f|f :T,M — R lineer} kiimesine p noktasindaki kotanjant uzay1

denir. Kiimenin elemanlarina ise kovektorler denir.

TM* = U TpM* — {(p79p)‘p€ M’ep eTpM*}

peEM

kiimesi 2n boyutlu C* bir manifolddur.

Tanim 2.8. (1-form) M, n—boyutlu bir C* manifold olsun. M manifoldunun her



p € M noktasina bir kovektor karsilik getiren

0:M—TM"

fonksiyonuna bir 1-form denir.

Tanmim 2.9. (f fonksiyonunun diferansiyeli) f : M — R, C* bir fonksiyon

olsun.

df : x(M) — C>*(M,R)
Vo= df(V)(p) = V,lf]

olarak tamimlanan df doniisimiine f fonksiyonunun diferansiyeli denir.

Tanim 2.10. (Riemann Manifoldu) M, n-boyutlu tirevlenebilir C* bir manifold
ve manifold tzerinde diferansiyellenebilen vektor alanlarinin kiimesi x(M) olmak

uzere;
g x(M) x x(M) = C=(M,R)
ile tanaml g bilineer dontistimi her X, Y wvektor alani i¢in
e g(X,Y) =g(Y,X) (simetrik olma)
e Herp € M ve sifurdan farkl her v, € T,M i¢in g(vy,v,) > 0 (pozitif tansmlilik)

kosullary saglaniyorsa g doniisimine M manifoldu tizerinde bir Riemannian metrik

denir. (M,g) ikilisine ise Riemann manifoldu denir [11].

M manifoldu iizerinde bir g Riemannian metrik her bir T,M tanjant uzayinda
bir i¢ ¢arpim belirler. Yani bir Riemann manifoldunun her bir noktasindaki tanjant

uzay1 bir i¢ carpim uzayidir:

(Xp, Yp) = (9(X,Y))(p).

Teorem 2.11. Her manifold bir Riemannian metrikle donatilabilir [11].

Agagida tanimlanan Semi-Riemann manifoldlarin igaretini tanimlamada asagi-

daki teoremler kullanilacaktir.



Teorem 2.12. V, reel saylar cismi tizerinde sonlu boyutlu bir vektor uzayr ve g :
V x V. — R bir simetrik bilineer form olsun. Bu durumda V vektor uzayimin dyle

bir {e1, eq,...,en} tabany vardir ki bu tabana gore g’nin matrisi kogegen bir matris

olur [12].

Kamit. g doniigimiiniin sifir déniigiimii olmasi durumunda V’nin herhangi bir taba-
nina gore ¢g'nin matrisinin (0),,x, matrisi oldugu agiktir.

g dontigiimii sifirdan farkh olsun. Eger dimV = 1 ise V' = span {e} olarak ifade
edilebilir. O halde a, 5 € V olmak iizere o = kie ve 8 = koe olacak sekilde kq, ko
reel sayilar1 vardir. g(a, 8) = g(kie, koe) = kikog(e, e) oldugundan ¢’'nin matrisi
(g(e,€))1x1 'dir.

g sifirdan farkli ve dimV = n > 1 olsun. Bu durumda en az bir a € V i¢in
g(a,a) # 0 dir: Eger her a € V igin g(a, ) = 0 olsayd1 f € V iken « yerine o + 3

yazilirsa

gla+p,a+p)=0
2g9(a, B)
g, B)

0

0

elde edilir. Bu ise g # 0 olmasiyla geligir. O halde en az bir & € V i¢in g(a, ) # 0
dir.

a € V igin g(a, a) # 0 olmak iizere;
W =Ger{a}, Wr={8eV | gla,B)=0}
olarak tanimlansin. Bu durumda
V=WaoeWw

olur:

z € WNWH verilsin. € W oldugundan =z = ca, ¢ € R formundadir. Ote



yandan x € W+ oldugundan g(x, ) = 0’ dir. Bu durumda

g(ca,a) = cg(a,a) =0

ve g(a, ) # 0 oldugundan ¢ = 0 ve z = caw = 0.« = 0 bulunur. Yani kesigim sadece
0 vektoriinden olusur.

Keyfi v € V igin

,
ﬁ:v—gh )
9(a, @)
olarak tamimlanirsa
7:5+“%®a
g(a, a)

olur ve

oldugundan 8 € W+ olur. Diger yandan g(%a)a € W oldugundan V = W @& W+

(a,@)

elde edilir. g formu W+’e kisitlanirsa
g:WHtxWwWt SR

ve dim(W+) = n —1 > 1 oldugundan en az bir @ € W+ elemam vardir dyle ki
g(a, @) # 0 dir ve yukaridaki yontem W+ alt uzayma uygulanir. Bu sekilde devam
edildiginde V'nin dyle bir {a = a1, & = ag, ..., @, } tabani elde edilir ki g'nin matrisi

bu tabana gore kogegen olur. O]

Tanmim 2.13. (Semi Riemann Manifoldlar) M bir C* manifold olsun. M ma-

nifoldu tizerindeki
g X(M) x x(M) — C*(M,R)
simetrik bilineer doniisimi her p € M noktasinda
"her'Y, € T,M i¢in g(X,Y)=0 ancak ve ancak X =0"

7



kosulunu saghyorsa (yani non-dejenere ise), g donisimine bir semi-Riemannian

metrik denir. (M, g) ikilisine bir Semi Riemann C* manifold denir.

Tamim 2.14. (Kovaryant Tiirev) M bir C* manifold olsun.

Vi x(M) x x(M) — x (M)

dondisimi her X1, Xo, Y1, Y, X, Y wvektor alanlar: ve keyfi f,g € C°(M,R) fonksi-

yonlary i¢in
e Vixi1gx,Y = fVxY +gVyx,Y
o Vx(aYs +bYs) =aVxY1 +bVxYs
o Vx(fY)=fVxY + (X[f)Y

kosullarim saghyorsa NV dontisimine M dizerinde bir lineer konneksiyon (kovaryant

tirev) denir.

g, M {izerinde bir Riemannian (ya da Semi-Riemannian) metrik ve V, M {ize-

rinde bir lineer konneksiyon olsun. Her X, Y, Z vektor alan igin

X[g(Y,2)] = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ)

esitligi saglaniyorsa V kovaryant tiirevine g metrigi ile uyumludur denir.

M iizerinde bir V lineer konneksiyonunun torsiyon tensorii

T(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y]

olarak tammmhdir. Eger her X, Y vektor alani igin T(X,Y") = 0 ise yani

VxY — VyX = [X,Y]

ise V lineer konneksiyonuna simetriktir denir.

Teorem 2.15. (M, g) bir Riemannian (ya da Semi-Riemannian) manifold olsun. Bu
durumda g metrigi ile uyumlu ve torsiyonu sifir olan bir tek V lineer konneksiyonu

vardir. Bu konneksiyona Levi-Civita kovaryant tirevi denir [11].

8



Tanim 2.16. M C R bir yonlendirilmis hiperyiizey ve bu hiperyiizeyin birim

normali N olsun. Keyfi x € T,M i¢in

seklinde tamimlanan S donisimine yizeyin p € M noktasinda sekil operatori denir

/13).

N birim normal oldugundan (N, N) =1 'dir. Bu durumda keyfi € T,M i¢in

0= X[(N,N)] = 2g(V,N, N,)

oldugundan VN € T,M’dir. Yani her p € M i¢in S, : T,M — T,M ’ye bir
dontistimdiir.

Ayrica her v,w € T,M ve her a,b € R icin

Sp(av +bw) = =Vt
= —(aV,N +bV,N)
= aSy(v) + bS,(w)

oldugundan S, dontigiimii lineerdir. Sekil operatoriiniin diger bir ozelligi ise her
p € M ve her z,y € T,M i¢in (Sy(z),y) = (x,Sp(y)) (simetrik) ozelligini saglayan
bir lineer déniigtimiin olmasidir.

Her x,y € TpM i¢in g(x, N) = 0 oldugundan

Q(Q?,SQ/)) = —g(I,vyN) = g(vyx,N)

ve yine ¢g(y, N) = 0 oldugundan

g(y,S(x)) = —g(y, VoN) = g(Voy, N)

bulunur. Her z,y € T,M i¢in [z,y] € T,M oldugundan, bu esitlikler taraf tarafa



gikarildiginda

9(y, S(v)) — g(=,S(y)) = 9(Vay,N) —g(Vyz,N)
= 9(Voy — Vyz,N)

= 9([z,y], N)

= 0

olur. Béylece ¢(S(z),y) = g(x, S(y)) elde edilir.

10



3. HEMEN HEMEN KONTAK B-METRIK MANIFOLDLAR

Bu boéliimde hemen hemen kontak B-metrik manifoldlarin tanimi verilerek, he-

men hemen kontak B-metrik manifoldlarin temel bazi 6zellikleri ifade edilecektir.

Tanim 3.1. M, (2n + 1) boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold ve bu manifold
tzerindeki vektor alanlarinin kiimesi x(M) olmak tzere; ¢ : x(M) — x(M) endo-

morfizmi, n 1-formu, & vektor alami, her X € x (M) igin

nE) =1, ¢*(X)=-X+n(X)g, (3.1)

kosullariny saglyor ise (p,n, &) tglisine M manifoldu tzerinde bir hemen hemen

kontak yapr ve M manifolduna hemen hemen kontak manifold denir [3].

Tanmimdan

oldugu su sekilde goriiliir:

Q) =—E+nE)E=—E+E=0

olur. Tekrar ¢ doniligiimii uygulanirsa

esitliginden
©(&) = nle(€))s (3.3)

elde edilir. Diger yandan

bulunur. Bu denklemde (3.3) esitliginden dolay1 ¢(&) yerine n(p(§))¢ yazilacak olursa

0 =n(p(£))*

elde edilir. £ # 0 oldugundan n(p(£)) = 0 ve (&) = n(w(£))€ = 0.£ = 0 olur.
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Herhangi bir X vektor alani igin ¢?(X) = —X + n(X)¢ esitligin her iki tarafina

tekrar ¢ doniigiimii uygulandiginda

P}(X) = 0" (p(X)) = —p(X) + n(p(X))¢
esitliklerinden
P (X) = —o(X) +n(p(X))§ = —p(X) (3.4)
olur ve buradan
n(p(X)) =0 (3.5)

elde edilir.

Tanim 3.2. (M, p,&,n) bir hemen hemen kontak manifold olsun. Eger her X|Y €
X (M) igin
9(p(X), p(Y)) = =g(X,Y) + n(X)n(Y) (3.6)

kosulunu saglayan bir g metrigi varsa M 'ye hemen hemen kontak B-metrik manifold

denir [3].

Hemen hemen kontak B-metrik manifold tanimindaki (3.6) egitliginde Y = &

alindiginda

9(e(X), ¢(§)) = —g(x, &) +n(X)n(&) (3.7)

ve

9(X, &) = n(X) (3.8)

elde edilir.
(3.6) esitliginde X yerine ¢(X) alindiginda

9(p(X),Y) =g(X,¢(Y)) (3.9)

bulunur.

(M, p,&,n,g) bir almost kontak B-metrik manifold olsun. Bu durumda (2n + 1)
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boyutlu M manifoldu iizerinde

{617627 cey €,y 90(61>7 ) (10(671)76}

9(575) = 17 g<€i7€i) = 17 g(@(ei)agp(ei)) = _17 1 S i S n

olacak sekilde lokal bir ortanormal ¢at1 alani vardir.

¢ vektor alanima dik lokal birim boylu bir vektor alani e olsun. Eger g(e, ¢(e)) =0
ise {£, e, p(e)} ortanormal bir kiime olur. Eger g(e, p(e)) # 0 ise; 6ncelikle &, e, p(e)
vektor alanlarinin lineer bagimsiz oldugu gosterilecektir:

a& + be + cp(e) = 0 ise bu esitligin &, e ve p(e) vektorleri ile i¢ ¢carpimi alimirsa

a=0, 0=b+cg(p(e),e), bgle,ple)) —c=0

elde edilir. Buradan

b(1 + gle, (e))?) =0

ve 14 g(e, ¢(e))® > 1 oldugundan b = 0 bulunur ve buradan ¢ = 0 da elde edilmis
olur. Lineer bagimsiz e ve p(e) vektor alanlar1 kullanilarak g(p(X), X) = 0 olacak
sekilde X vektor alani su sekilde bulunur:

X = ae+ bp(e) ve g(p(e),e) # 0 olsun. Bu durumda

9(p(X), X) = gl(p(ae+bp(e)), ae + bp(e))
= glap(e) — be, ae + bp(e))
= abg(p(e),p(e)) +a’g(p(e), e) — abgle,e) — bg(e, p(e))
=0

olmasi i¢in

(a® —b")g(p(e),e) —2ab =0

bulunur. g(¢(e),e) = m # 0 olsun. Buradan

2
a’— Zab—b0"=0
m
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denklemi elde edilir. A = fni; + 4b* > 0 oldugundan &yle a,b sayilar vardir ki bu
denklem saglanir. Yani g(¢(X), X) = 0 olacak gekilde a, b sayilar1 bulunmus olur.
Bu durumda &, X, ¢(X) lokal ortanormal bir kiime olur.Bdylece manifoldun boyutu
3 ise istenen saglanmig olur.

Eger manifoldun boyu 3’den biiyiik ise bir 6nceki adimdan dolay1 &, ey, p(e;)
lokal ortanormal vektor alanlarinin kiimesi vardir. Bu kiimedeki vektor alanlarina dik
birim boylu bir vektor alani ey olsun. Eger g(eq, ¢(e2)) = 0ise {, e1, p(e1), €2, p(e2)}
ortonormal bir kiime olur. Eger g(es, p(e3)) # 0 ise; oncelikle bu vektor alanlarinin
lineer bagimsiz oldugu gosterilecektir: a1& + aze; + azp(er) + ages + asp(ez) = 0 ise
bu esitligin siras1 ile £, eq, p(eq) vektorleri ile i¢ ¢arpimi alimirsa a3 = as = ag = 0

elde edilir. Daha sonra e, ve p(es) vektorleri ile i¢ ¢carpimi alinirsa

0= as +asg(p(ez),e2) asg(ez, p(ez)) —as =0

elde edilir. Buradan

as(1 + glea, p(ez))?) =0

ve 1+g(e2, p(e2))* > 1 oldugundan a, = 0 bulunur ve buradan as = 0 da elde edilmis
olur. Lineer bagimsiz e; ve ¢(eq) vektor alanlar: kullamlarak g(p(X), X) = 0 olacak
sekilde X vektor alani su sekilde bulunur:

X = aes + byp(eq) ve g(p(e2), ea) # 0 olsun. Bu durumda

g(p(X), X) = glp(aez +bp(es)), ae + bp(es))
= glap(ez) — bey, aey + bp(es))

= abg(p(ea), p(e2)) + a*g(p(ea), e2) + abg(ea, e2) — b2 g(ez, (e2))
=0

olmasi i¢in

(a® = %) g(p(e2), e2) — 2ab =0

bulunur. g(¢(es), e2) = m # 0 olsun. Buradan

2
a’— Zab—bv"=0
m
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denklemi elde edilir. A = fni; + 4b* > 0 oldugundan &yle a,b sayilar vardir ki bu
denklem saglanir. Yani g(¢(X), X) = 0 olacak gekilde a, b sayilar1 bulunmus olur.
Boylece, e = X olmak {izere; lokal vektor alanlarimin {&, eq, p(e1), ea, p(e2)} orta-
normal kiimesi elde edilir. Eger boyut 5 ise ispat tamamlanmig olur. Eger boyut 5’ten
biiyiik ise bu yontem devam ettirilerek {&, e, p(e), ea, p(€2), ..., €n, ©(€e,) } ortanormal

tabani elde edilir. Bu durumda g metriginin igareti (n + 1,n) olur.

M hemen hemen kontak B-metrik manifoldun g metriginin Levi-Civita kovaryant
tiirevi V olsun. p € M noktasindaki tanjant uzaym keyfi x,y,z € T, M elemanlar
icin

oz, y, 2) = g (Vo) (4),2) (3.10)

olarak gosterilsin. a tensorii agsagidaki kosullar: saglar:

a(z,y,2) = a(z, 2,y), (3.11)
a(z, ey, p2) = a(z,y, z) —n(y)a(z, &, 2) —n(z)a(z,y,§), (3.12)
a(z,§,£) = 0. (3.13)

Ayrica {ey, ..., e2,, &} kimesi T, M igin bir taban olmak {izere ¢ doéniistimiiniin ko-

varyant tiirevi ile ilgili

(9(1‘) - gijO‘(ei? €5, CL’)

0*(z) = g" e, p(e;), )

1-formlar1 tammhdir. Burada (¢), (g;;) matrisinin tersidir.
Hemen hemen kontak B-metrik bir M manifoldu iizerindeki yap1 her x, y, z vektor
alani i¢in
0($)

afz,y, z) = —% nw)g(pz, pz) +n(2)g(er, py)} (3.14)

kogulunu saghyorsa M manifoldu F; simmifindandir denir [14]|. Eger
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ise M manifolduna Sasaki-like kontak kompleks Riemannian manifold, kisaca Sasaki-
like accR manifold denir. Bir M manifoldunun Sasaki-like accR olmasi i¢in gerek ve

yeter kogul her XY, Z € ker(n) igin

a(X,)Y, Z)=a(&Y,Z)=a(£,&,Z2) =0, (3.15)
kosullarinin saglanmasidir. Eger her z,y, z vektor alani i¢in % = —1 olmak {izere;

(3.14) kosulu saglamyor ise (3.15) ve (3.16) kogullariin saglandigr aciktir. Tersine;
keyfi z,y,z € x(M) vektor alanlar igin

olsun. Burada X; = —p?(z), Y1 = —p*(y), Z1 = —¢?*(z) dir. Bunlar kullanildiginda

a(z,y,2) = a(Xi+n@),Y1+ny)E Z1 +n(z)E)
= n(2)a(X1,Y1,8) + n(y)a(Xi, Z1,€)
= —n(2)g(X1, Y1) —n(y)g(X1, Z1)
= —n(2)9(¥*(2),¢* () — n(y)g9(¥*(2), ¥*(2))
)

= n(2)g(e(x), 0(y)) + n(y)g(e(x), p(2))

elde edilir.
Hemen hemen kontak B-metrik bir M manifoldu iizerindeki yapi1 her x, y, z vektor

alanlar1 igin
0 (&)
2n

a(r,y,z) = — nw)glpx, z) + n(2)g(pr,y)}

kogulunu saghyorsa F5 siifindan,

a(z,y,2) = =% {nly)glpr, pz) +n(2)g(pz, oy)}
~CE& In(y)g(px, 2) +n(2)g(z, y)}

kogulunu saghyorsa F; @ F5 sinifindandir denir [3].
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4. HEMEN HEMEN KONTAK B-METRIK MANIFOLD ORNEKLERI

Bu boliimde hemen hemen kontak B-metrik manifold ornekleri verilecektir.

Ornek 1.
R = { (g, Usg, oy Ups1, V1, U2y ooy Ung1) | Uiy vs €E R, 1 <4 <n+ 1}

kiimesi verilsin. p € R?"™? noktasindaki 7,R*"*? tanjant uzaymmn tabam
0

T R2n+2 — -
b { 3u1 p}

olmak iizere; J lineer doniigiimii tabanlar lizerinde agagidaki sekilde tanimlansin:

0

9 eeey -
D 8Un—‘,—l

0

PIRERN -
D aUn—‘rl

0

Y
) (%1

J : T,R*"2 — T, R*+2

0 0 0 0
— = <i< .
J (8%) (%i’ J (avl) 8ui’ L = _n_l—l

Keyfi x = )\ia%i + '“ia%i € T,R* 2 \;, i; € R tanjant vektorii i¢in

0 0
2 — L L
Ji(x) = J (J ()\laui + 1 81}))

0 0 0 0
= J (Alﬁ_vl - /Lza—uz) == (Azﬁ_uz + Mza—z}) =T

ozelligi saglanir. R?"+2 uzay1 iizerinde g metrigi, \;, ju;, Ai, fi; € R olmak iizere; her-

hangi
p 0 + 0 Xi=— + 1 1<i<n+1
Tr = P~ i_7 — i Z 5 _Z_n

tanjant vektorleri igin

9(z,y) = =N\ + will;

olarak tamimlansin. Bu gekilde tammlanan g metrigi her z,y € T,R?*"*? i¢in

9(J(x), J(y)) = —g(z,y)
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esitligini saglar: x = )\i% + ui% ve y = XZ-% + ﬂi£ olmak fizere;

o 0 — o 0 _
g(J(x),J(y)) = g <8Ui, avi) A — g <a_u a_m) N

IR AV A
g 8ui7avi HiAi g 8U2’8UZ Hiki

= N — il

- —g(x,y)

Ayrica

ozellikleri de saglanir.
R2"+2 yzaynda

S ={z e R*"?g(z,2) = -1}

yiizeyi ele alinsin.
2= (Ug, Uy ooy Up i1, V1, V2, cvey Upy1) € S

olarak alinirsa z noktasinda

Z =u 0 +u 0 + ... +u 0 + v 0 + ...+ 0
= U] — — + ... I — — 4+ ..ty
! aul 2 8uz 1 8un+1 ! 8@1 + c%nH

vektorii z = p € S noktasinda yiizeyin birim normalidir.

S yiizeyinin keyfi p = z noktasinda

9(§,6) =1, g(&§,2)=0
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ozelliklerini saglayan £ vektor alani, Z ve J(Z) vektor alanlarmin bir lineer toplami

olarak gu gekilde bulunur: Eger £ = A\Z + pJ(Z) olarak yazilirsa

9(§,8) =1=9gA\Z + pJ(2), \Z + pnJ(Z))

1= =X+ 2 \u9(Z, J(2)) + 12
bulunur. Ote yandan
9(§,2) =0=2Xg(Z. Z) + ng(J(2), Z)

esitliginden elde edilen
ng(J(2),2) = A

esitligi (4.1) esitliginde yerine yazilacak olursa
M4 =1
elde edilir. g(Z, J(Z)) = tant, t € (—%, g) olarak alindiginda
A =sint, pu = cost

olarak bulunur. O halde;
€ =sintZ + costJ(2)

olur. Ek olarak

9(Z, &) =sintg(Z,Z) + costg(Z,J(Z)) =0

bulunur. Diger taraftan

g(J(&),Z) = g(—costZ +sintJ(Z),7)

sint

1
= cost+sint =—#0

cost cost

oldugundan

J(§) ¢ TpS

19
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elde edilir. Yani 7,5 tanjant uzayr T,R*"*? uzaymm 6z alt uzayidir. J(£) tanjant
vektorit kullanilarak, {ej,eq, -, e9,41} kilmesi 7,S tanjant uzay: igin bir taban

olmak tizere; T,R*"*2 uzay igin

{J(f)7 €1,€2, ... €2n+1}

tabanm alinabilir. Keyfi z € T,R*"*2 tanjant vektorii igin J(z) € T,R*"*? oldugundan

J(x) = kiey + kaes + ... + kapi1€oni1 + AJ(E)

olacak sekilde k; ve A reel sayilar1 vardir. A sayisi x vektoriine bagh oldugundan
A = n(x) olarak ifade edilsin. Buradaki kje; + koeg + ... + kapi1€2,41 ifadesine
¢(x) denilecek olursa bu (g, &, n) tglisi hemen hemen kontak B-metrik yap: olma
kosullarini saglar:

1. z € T,,S iken ¢*(z) = —z + n(x)¢ esitliginin saglanmasi:

—x=J%z) = J(J(x)) = J(p(x)+n(x)](E))
= J(p(x)) —n(z)§
= ©*x) +n(p(x))J (&) —nlx)é

olur. p(x) vektoriinde J(&) bilegeni olmadigindan n(yp(z)) = 0 dir. Buradan

p*(x) = —z + ()8

elde edilir.

2.x € T),S iken g(x, &) = n(z) esitligi saglanir:

g(a,€) = gla,sintZ + costJ(Z))
= sintg(z, Z) + costg(z, J(Z))
= costg(J(x), Z)
— costg(p(), Z) + costg(J(€), Z)n(x)

= ().
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3. 9(p(z), 0(y)) = —g(z,y) + n(x)n(y) esitligi saglanir:

g(e(x), 0(y)) = g(J(x),J(y)) — n(y)g(J(x), J(£))

(@)g(J(£), T () + n(z)n(y)g(J (), J(£))

(@,9) +n(y)g(z. &) +n(x)g(&, y) — n(z)n(y)
= —g(z,y) + 2n()n(y) — n(x)n(y)

(z,y) +n(z)n(y).

—n(z)g

= 9y

= —9ry

Bu adimda ¢ doniisiimiiniin kovaryant tiirevinin 6zellikleri incelenecektir. R?"+2’de
¢ metriginin Levi-Civita kovaryant tiirevi V, S yiizeyinde ¢ metriginin Levi-Civita
kovaryant tiirevi V ile gosterilecektir. Gauss-Weingarten formiiliinden, S yiizeyi iize-

rindeki keyfi x,y vektor alanlari igin
Voy =Vay+9(VaZ,y) Z,
esitligi saglanir. V,Z = z oldugundan
Voy =Voy+g(2.y) Z (4.4)
bulunur. Bu adimda (4.4) formiilii kullamlarak keyfi « € 7,5 vektorii i¢in
Vi€
hesaplanacaktir. Oncelikle bu hesaplamada kullanilacak olan

ol(Z. 7(2))] = sftant] = 2n(x) cost + 22

77(53)7 g(J(€)7£) =tant
esitlikleri gosterilecektir:

g(J(&),&) = g(J(sintZ + costJ(Z)),sintZ + costJ(Z))
= g(—costZ +sintJ(Z),sintZ + costJ(Z))
= —sintcostg(Z,Z) — cos*tg(J(2),Z) +sin’ tg(J(Z), Z)
+sintcostg(J(Z), J(Z))
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Buradan

V€

= sintcost — cos?ttant + sin®ttant + sint cost

ost

= sint (cost + Scmi>

= 29(z,J(2))

= 2¢g(x,costé +sintJ(£))

= 2costn(x) + 2sintg(x, J(£))

= 2costn(x) + 2sintn(z)(sintcost + sin’t tant)
= 2costn(z) + 2sin® tn(x)(cost + sint tant)

= 2n(x)cost + 252“—%77(x).

ost

Vi€ —n(x)Z

V. (sintZ +costJ(Z)) — n(z)Z

z[sint]Z +sintV,Z + z[cost]J(Z) + costV,J(Z) — n(x)Z
x[sint] (sint€ — costJ(£)) + sintx + z[cost] (costé + sintJ(£))
+costJ(z) —n(x)Z

(z[sint]sint + x[cost] cost) & + (—x[sint] cost + x[cost]sint) J(§)+
sintz + costJ(x) — n(x)Z

— cos? tz[tan t]J(€) + xsint + costJ(x) — n(x)Z

—cos? t {277(:6) cost + Q%n(x)} J(&) + wsint + cost(p(x)
+0(x)J () — n(x)Z

—sin? tn(x)Z — costsintn(x)J(Z) + wsint + cost.p(x)
costyp(x) —sint(—x + (sintZ + costJ(Z))n(x))

costo(x) — sint(—x + n(x)§)

costo(r) — sinty?(z)
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elde edilir. Ayrica

a(z,y,§) = a(z,y)
= g((Vap) (£),9)
= —9(V& 0(y))
= —g(costp(z) —sinty?(z), ¢(y))
= —costg(p(z), p(y)) — sintg(p(z),y).

olur.
{e1,e2,...,en,p(e1), p(€2), ..., (€n), &} kilmesi lokal ortanormal bir ¢ati alani ol-

mak lizere
n

0°(€) = ale, (e, §) + Z a(p(e), €, €)

i=1

olarak tanimlanir [3].

ale;, p(e;),§) =sint,  afp(e;), e, &) = sint

oldugundan

n n

0°(€) = Y aleple) &) + Y alp(e), e,
i=1 i=1
= Z sint + Z(sin t)
i=1 i=1
= 2nsint
olur. Dolayisiyla
L 07(©)
sint = o
bulunur. Ayni zamanda «a(e;, e;, &) = cost ve a(p(e;), p(e;), &) = —cost oldugundan;
06 = > alee, &) =Y alple) ele),§)
=1 1=1
= Zcost - Z(— cost)
=1 =1
= 2ncost
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olur. Dolayisiyla

_ 09
cost = on
bulunur. Bulunan degerler kullanildiginda
__0© 2
(Vo) (y) = =5 {nW)¢e™(@) + 9(e(2), ()} (4.5)
) w)eta) + alota). ve)
olur ve
0(r.1.2) = ~ 2 {(y)g(p(a), £(2)) + n(2)ale (). o)

A
2n

{n(w)g(e(x), 2) +n(2)g(e(x), y)&}

elde edilir. Boylece S yiizeyi F; & F5 sinifindan hemen hemen kontak B-metrik bir
manifold olur.

Ornek 2.
M ={zeR"? : g(z,J(2)) =0, g(z,2) > 0} C R**
kiimesi R?"*2’de bir hiperyiizeydir. g(z, z) > 0 oldugundan 6zel olarak ¢ > 0 i¢in
g(z,2) = (cosht)®> > 0

alimsm. z = (uy, -+ ,Upy1,01,** , Upy1) olmak tizere; z = p noktasinda Z = ulaiul +

< - vektor alani gbz Oniine alinsin. Birim

el ol el
u28_u2+"'+un+l 1+v18_v1+"'+vn+1m

8’U,n+

normal N = J(Z) olarak alindiginda
cosht
J(Z) J(Z)
N,N) = — —=
9N, ) g(cosht’cosht
1
N/
cosh ¢ 912, 2)

= -1
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olur. M yiizeyi iizerinde temel vektor alani

§=—J(N):—J( ! J(Z)): Lz - 2

— A
cosht cosht cosht

olarak tanimlansin.

Keyfi © € T,M tanjant vektorii ve J(z) vektorii goz oniine alinsin.Yiizeyin N
birim normal vektor alam kullamlarak her p € M i¢in N, € T,R*"*? vektoriinii
kullanarak 7,R?*"*2 tanjant uzay1 igin N, vektoriinii igeren bir ortogonal taban olug-
turulabilir (N, tanjant vektorii tabana tamamlanir). Bu durumda J(z) tanjant vek-

toru

J(@) = ¢(x) + n(x)N

seklinde tek tiirlii ifade edilebilir. Burada 7, T, M iizerinde bir 1-formdur. Bu esitlik
yardimiyla ¢ tanmimlanmig olur. (¢(x), &, n) tgliisi keyfi x € T, M icin

©*(x) = —x + n(z)¢

kosullarini saglar:

—z=J%z) = J(p(z)+n@)N) = @*(x) +nlp(@))N +n(x)J(N)

= ¢*(2) = n(@)¢ +nle(@)N
ve n(¢(x)) = 0 oldugundan
p*(z) = —z + ()¢

elde edilir. Her z,y € T,M i¢in g(J(z), J(y)) = —g(x,y) oldugundan

—g(z,y) = g(J(z),J(y))
= g(e(@) +n(z)N,o(y) +n(y)N)

= g(p(), ¢(y)) +n(y) g(e(x), N) +n(x) g(N, p(y)) +n(x)n(y)g(N, N)
T T
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= glp(z), v(y)) —n(z)n(y) (4.6)

bulunur. (4.6) esitliginde y yerine £ yazildiginda

n(z) = g(z,§)

elde edilir.
R?"*+2 de g metriginin Levi-Civita kovaryant tiirevi V, M yiizeyinde g metriginin
Levi-Civita kovaryant tiirevi V ile gosterilsin. Gauss-Weingarten formiiliinden, M

yiizeyi lizerindeki keyfi z, y vektor alanlari igin
Vay =Voy +9(VeN,y) N,

esitligi saglanir. V,Z = x oldugundan

— - 1
N = Z
Ve Va (coshtJ( ))

cosht cosht
~ o D)+ 92 @)
- (iiiij)é cosh £V coihtﬂx)
_ —mg(a:, cosh 1N + —— () + ()N
- coslhtgp(m)
ve buradan
Voy = Vay + —— 9(¢(2),y)N

elde edilir. Bu adimda (4.7) formiilii kullanilarak keyfi = € T,M vektorii icin V&

vektori hesaplanacaktir:




Keyfi x,y vektorleri igin

oldugundan

a(z,y,§)

ale; e, &)

=0, afe;,p(e),)

oz, &,y) = g(Va0)(£),y)
—g(¢ (V:€) ,y)
—9(V.&, o(y))

IO

Coshtg
9(e(2), y)

1
cosh ¢

_ 1
~ cosht

esitlikleri bulunur. Bu egitlikler kullanildiginda

0"(£)

cost

1
= n— —|[—-n
cosht

2n
cost

elde edilir. Yukarida elde edilen esitlikler kullanildiginda

(Va) ()

VoY) — ¢ (Vay)
Veo(y) — 29(0(x), 0 ()N — ¢ (Vay — =79(0(2),y)N)

<

22(y) —

S=9(0(@), ()N — o(Vay) + mim9(e(x),y) o(N)

——
J(N)
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ve buradan

a(x7 y? Z)

Vo ((J(y) = n(y)N)) — 79(0(x), o(y))N
—J(Vay) + n(Voy)N + = g(p(x),y) J(N)

Vol (y) = Va(n(y)N) — Simole(x), o(y))N
—J(Vay) + n(Vay)N + = g(p(x),y) J(N)

—z[n(y)IN = n(y)VoN — —=g(p(z), ¢(y))N
+9(Vay, N + —=9(p(x),y) J(N)

_g(vvay)N - n(y) coslhtsp(x) o coslhtg((p(x)’ gD(y))N
+ o9 (0 (2), y) J(N)

it 0@ (), )N = n(y) i (1) — w9 (@), ()N
— s 9(e(2), 9) ()

“N(Y) aoai 1% () — em9 (@), y)E
—omt (MW)p() + gp(2), y)E)
— 58 ((y)e(x) + g(p(x), y)€)

= g((Vap)(y), 2) = == ((y)g(v(x), 2) + n(2)g(¢(x),y))

elde edilir. Boylece M yiizeyi F5 smifindan hemen hemen kontak B-metrik bir ma-

nifold olur.
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5. HEMEN HEMEN KOMPLEKS NORDEN METRIK MANIFOLD-
LAR

Bu boéliimde calismanin temel teoreminde kullanilacak olan hemen hemen komp-

leks Norden metrik manifold tanimi verilerek bazi temel ozellikler ifade edilecektir.

Tanim 5.1. M, 2n boyutlu bir manifold olsun.
J X (M) = x(M)

bir endomorfizm ve g, M tizerinde bir Semi- Riemannian metrik olsun. Eger her x,y

vektor alany i¢in;

J*(z) = —x

ve

9(J(x), J(y)) = —9(z,y)

kosullar saglanwyorsa (M, J, g) tglisiine bir hemen hemen kompleks Norden metrik

manifold denir.

Semi-Riemannian g metriginin Levi-Civita kovaryant tiirevini V olsun. Herhangi

bir p € M noktasindaki tanjant uzaym keyfi z,y, 2z € T, M elemanlar i¢in

F(x,y,2) =g (V) (y), 2)

olarak gosterilsin. F' tensoriiniin
F(z,y,2z) = F(x, z,y)

kosulunu sagladigr su sekilde goriiliir:

g(J(x),y) = —g(J*(x),J(y))
= g(z,J(y))
oldugundan
Fz,y,2) = g((Vad) (y), 2)
= g (ij(y)v Z) -9 (J<V:ch)7 Z)
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= g (ij(y), Z) —4g (vmya J(Z>)

elde edilir. Ote yandan x[g(J(y), 2)] = x[g(y, J(2))] oldugundan

9(VoJ(y),2) + 9 (J(y), Vaz) = g(Vay, J(2)) + g (y, Vo (2))

esitliginden

9(VoJ(y),2) =g (Voy, J(2) + 9 (VaJ(2),y) — 9 (Vaz, J(y)) (5.1)

esitligine ulagilir. Bu esitlik yerine yazilacak olursa

Fz,y.2) = g(VaJ(2),y) = 9(Vaz,J(y)) + 9 (Vay, J(2)) — g (Vay, J(2))
= 9(Vad(2),9) — 9 (Vaz, J(y))
= 9(VaJ(2),9) = 9(J(Va2),y)
= 9((VaJ) (2),9)
= F(x,z,y)
olur. {ej,es, - ey,} kiimesi M hemen hemen kompleks Norden metrik manifold

tizerinde lokal bir cati alani olsun. F' tensorii kullanilarak, x vektor alani i¢in ©

1-formu su sekilde tanimlanir:
O(x) = g9 F(er,e;. ).

Burada (¢%), (¢;;) matrisinin tersidir.

Her x,y, z vektor alan igin
F(z,y,2)=0

kosulu saglaniyorsa (M, J, g) manifolduna "Kaehlerian Norden Metrik Manifold"
denir.

(M, J, g) bir hemen hemen kompleks Norden metrik manifold olsun. Her p € M
icin

W ={a €T, "M|F(z,y,2) = F(z,2,y) = F(z, J(y), J(2)) }

30



uzayl goz oniine alinsin. Bu uzay asagida tanimlama bagintilar1 verilen Wy, Wy ve
W3 alt uzaylariin direk toplami olarak yazilir. Herhangi bir hemen hemen kompleks
Norden metrik manifoldun ait oldugu sinif bu tanimlama bagintilarina gére belirlenir
[4]. Bu smiflarin tanmimlama bagintilar: su sekildedir:

1. Kaehlerian Norden metrik manifold:
F(z,y,z)=0.
2. Wi smifi (Conformally Kaehlerian Norden metrik manifold):
F(z,y,2) = % {9z, y)p(2) + g(z, 2)e(y) + g(z, (W) (J (2) + g(a, J(2))p(J (1))}
3. Wy smufi (Special kompleks Norden metrik manifold):
F(z,y,J(2)+ F(y, 2z, J(z)) + F(z,2,J(y)) =0, ©=0.
4. Wy smufi (Quasi-Kaehlerian Norden metrik manifold):
F(z,y,2)+ F(y,z,x) + F(z,2,y) = 0.
5. W1 @ Wy smifi (Kompleks Norden metrik manifold):
F(z,y,J(2))+ F(y,z,J(z)) = F(z,z,J(y)) =0, © =0.
6. Wy @ W3 sinifi (Remi-Kaehlerian Norden metrik manifold):
©=0
7.W1 @ W3 siifi:

F(r,y,2) + F(y, z,0) + F(z,2,y) = % {9(z,9)0(2) + g(2,2)p(y) + 9(y, 2)p(x)

+9(y, 2)e(x) + g(z, Jy)p(J2) + gy, J2)p(Jx) + g(z, J2)p(Jy)}
8. W1 & Wy @ W3 siifi en genis siiftir.
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6. HEMEN HEMEN KONTAK B-METRIK MANIFOLDLARDAN ELDE
EDILEN HEMEN HEMEN KOMPLEKS NORDEN METRIK MANI-
FOLDLAR

(M, p,&,m,¢g) bir hemen hemen kontak B-metrik manifold olsun. o ve pu
sadece ¢ ye bagh fonksiyonlar olmak ftizere; M x R carpim manifoldu tizerinde .J

endomorfizmi

~ d d
J (a: aa> = ((p(az) — ae("*”)f,e(“*“)n(x)a) (6.1)
olarak tamimlansin. J2 = —I oldugu asagida gosterilmistir:

P (v,a%) = J(J((x,a))

= J (o(z) — ae=THIE, et (z) 4 )

=~ 4 —e“+")n( JemWtole, eWtoln(p(z) — aemTHE) 4 )
= (—z+n(@)E—n(x)E, —ad)

= ( d)

~ o)

M x R ¢arpim manifoldu tizerindeki metrik ise

J ((x a%) , (y b%)) = *7g(x,y) + 7 (e = 1) n(z)n(y) — ab

olarak tammlandiginda M x R carpim manifoldu tizerindeki J endomorfizmi ve §

metrigi

g (J(w.ad), Jw,08)) = §((p(@) - ae g, el ty(a)d),
(oy) — be~ g, ety (y) 1)
= e¥g (p(x) —ae” "M ply) — bem 7T
+abe?? (e — 1) e 2 — 272y (1)1 (y)
= ¥ g(p(x), p(y)) + abe " + €% (2 — 1) abe 2127
—e27 2 (2)n(y)
= —e¥g(x,y) + e n(x)n(y) + ab — 27+ n(x)n(y)

= —g((z,a2), (y,02))
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kosulunu saglar. Boylece (M xR, J, §> bir hemen hemen kompleks Norden metrik
manifold olur.

M manifoldu iizerindeki g metriginin Levi-Civita kovaryant tiirevi V ile, M x R
carpim manifoldu iizerindeki § metriginin Levi-Civita kovaryant tiirevi ise V ile
gosterilsin. M manifoldu tizerindeki & vektor alanina dik vektor alanlart XY, Z ile
gosterilmek iizere; V Levi-Civita kovaryant tiirevinin sifirdan farkl bilesenleri Koszul

formiili kullanilarak agagidaki sekilde hesaplanmigtir:

J(VxY,Z) = e*g(VxY,Z),

G(VxY.€) = e¥g(VxY,&) — e (e — 1)dn(X,Y),
§TxY, 5 = (X V)

3(VxE,2Z2) = e¥g(VxE Z) + e (e — 1)dn(X, Z),
§Vxd.7) = e1g(x.2)%,

§(VeY, Z) = e¥g(VeY, Z) + e (e — 1)dn(Y, 2),
G(VeY,§) = e 2g(V,Y,§),

G(Ve&, Z) = e g(VeL, Z),

§VeE, ) = d(‘fljz ),

§(Ved €)= e20+2”<d—j+d’;>

W(VaY,Z) = (YdZ)dtd

G(V46€) = (=l k).

J hemen hemen kompleks yapimm V Levi-Civita kovaryant tiirevinin sifirdan

farkli bilegenleri ise;

I(Vx)(Y), Z) = g((Vxp)(Y), 2),

(Vx(Y),6) = e {g(Vxp(Y),€) + e HEg(X,Y) — (e — 1)dn(X, oY)},
I(Vx)Y), ) = = %g(X, oY) + e Hg(VxY, ) — 7 H (e — 1)dn(X,Y),

J(Vx)(€).2) = eg(X,2) — e g(VxE, p(Z)) — e (e — )dn(X, ¢(2)),
I(Vx)(§). 2) = —eog(Vx€, Z) — (e = 1)dn(X, Z) — 5 g(X, p(2)),

I(Ve)(Y), Z2) = e7g((Vep)(Y), Z) + e (e = 1) {dn(p(Y), Z) — dn(Y. ¢(2))} ,
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J(Ve)(Y),8) = eXg(Vep(Y),8),
(Ve )(Y), 4) = ewg(vgy &),
G(Ved)(€),2) = e tmg(Vet, p(2)),
G((Ved)(€),6) = 26850t (% 4 %),
I(Ved)(4),2) = —eTg(Vet, Z),
G(Ve) (%), &) = 2e7tn(de + %),
W(Vad)€), &) = er(ie + ),
J(Vad)(§)6) = —emtm(F + %),

olarak elde edilmigtir. Bu hesaplar kullanilarak M xR 'nin Kaehlerian Norden metrik

manifold olmasiyla ilgili asagidaki teorem ifade edilmistir.

Teorem 6.1. X\ Y, Z € Kern olmak tizere; VJ =0 olmast icin gerek ve yeter kosul

do  du

a(X,Y,2) =0, a€62)=0, —+—- =0, (6.2)
O(X,Y6) = — T X Y) + (@ - Din(X oY), (63
W6 2) = (1= dn(e(Y), ) — dn(Y, 5(7)) (6.4

esitliklerinin saglanmasidar.

Burada (6.2), (6.3) ve (6.4) esitlikleri (6.2) ve agagidaki (6.5) esitligine denktir.

0EY.2) =0, a(X.¥,) =~ gy ) (65

(6.2), (6.3) ve (6.4) esitlikleri saglansin. (6.3) esitliginde Y yerine ¢(Y') alindiginda
ve V£ = 0 oldugundan

(Van) (V) =~ 4(X (V) — (% — Dn(X,Y)

dt
ve bu esitlikten
dn(X,Y) =0
elde edilir. Béylece a(£,Y, Z) = 0 ve a(X,Y, &) = —e" ™92 g(X,Y) elde edilir. Ter-

sine (6.2) ve (6.5) esitlikleri saglaniyorsa, a(¢,Y, Z) = 0 ve a(X, Y, §) = —e” L ¢(XY)
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oldugundan dn(X, ¢(Y)) = 0 ve buradan (6.3) ve (6.4) esitlikleri saglanir.
Boylece M x R c¢arpim manifoldunun bir Kaehlerian Norden metrik manifold

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her XY, Z € Kern igin

do  dp

T+ =0 (6.6)
a,&Z) = 0 (6.7)
a(X,Y,Z) = 0 (6.8)
al€,Y.2) = 0 (6.9)
D(X.Y.E) = (X Y) (6.10)

esitliklerinin saglanmasidir.

Kanit. Eger (6.6), (6.7), (6.8), (6.9), (6.10) kogullar saglaniyorsa V.J’ nin yukarida
verilen tiim sifirdan farkli bilegenleri 0 olur:

(6.6) esitliginden dolay1

G(Ve)(€),8) = 2edtm(de 4 duy_
§((@£J)(%)a %) = 2@‘”“(‘27 4 Cfi_t) =0,
A(VaI)(€), %) = emrr(e+ %) =0,
J(Vad)(4),€) = —ertr(% + %) =0

olur. p(Z) € Ker(n) oldugundan (6.7) esitliginde Z yerine ¢(Z) yazilirsa

a(§ & e(Z) = 0

ve

a. & 0(Z2)) = g((Vep)(§), v(2))
= —9(e(Ve), ¢(2))
= 9(Ve, Z)
= —9(V¢Z,§)

(6.11)

elde edilir. Bu esitlikten dolay1
G(Ve)(Y),6) = g(Vep(Y),€) =0,
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G(Ve)(Y), 4) = e7g(VeY,€) =0,
v Z) = eXtg(Ve, o(Z)) =0,
Z) = —ertrg(Vet. 2) =0

bulunur. Ote yandan (6.10) esitliginden
g(Vx&Y) = —e"Cg(X, (V) (6.12)

olur. Buradan

(dn)(X,Y) =0
elde edilir. (6.9) esitliginden ve (dn)(X,Y) = 0 oldugundan
I(Ve)(Y),2) = 0

olur. Diger taraftan (6.12) nolu esitlikten ve dn(X,Y’) = 0 oldugundan

g ((?XJ)(%), Z) =0 (6.13)

bulunur. Aym sekilde

I(Vx)(Y),Z2) = e*g((Vxp)(Y), Z) =0

olur. Béylece (6.6), (6.7), (6.8), (6.9) ve (6.10) esitlikleri saglandiginda V.J nin tiim
bilegenleri sifir olarak elde edilir.

Tersine V.J nin tiim bilegenleri sifir ise
0=g((Ve)(€),6) = 235 + %)
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el 4 )

dt

(G + )

dt

2ot g(Veg, o(Z

esitliklerinden «(&, €, Z) = 0 yani (6.7) esitligi elde edilir.
0=g((VxJ)(§): Z) = =" "9(Vx§, Z)—

esitliginden

9(Vxé, Z) = —( — 1)dn(X, Z) — 27

olur. Son esitlikten

g(Vx&2)—g(VzE,X) = —(e2 —

ve

dt

oldugundan

2dn(X,Z) = —(e** —1)(dn(X,Z) —

2dn(X,Z) = —2(e*

ve dn = 0 oldugu bulunur. Buradan

— 1dn(X, Z)

d
at)

= 2g(Vep(Y), ),
e Hg(VeY, §) = 0,

) =0,

= —e”“g(Vg& Z) =0

e?H(e*—1)dn(X, Z)—

(X, ¢(2))

1) (dn(X, Z) — dn(Z,

)

dn(Z, X))

e F9(X,0(2))

X))

(6.14)

0=g((Ve)(Y), Z) = ¥ g((Vep)(Y), Z) + € (e* (e (Y ), Z) — dn(Y, ¢(2))
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esitliginden «(§,Y, Z) = 0 yani (6.9) egitligi elde edilir. Diger taraftan

~ (e d o— o— ng'
0= G((Vx (). 2) = T "g(V €, Z) e H(e ~1)dn(X. 2) e 0 g x o(2)
esitliginden
. ,do
0 = e Mg(ngaz) te $Q<X,QD(Z)),
U+Mda
g(vX&Z) = —¢ EQ(X,QO(Z))
elde edilir. Bu esitlikte Z yerine ¢(Z) alnirsa
J+ud0 2
9(Vx§,9(2)) = —e"—g(X,9°(2))
do
g(SO(VXS)a Z)) = _60+M$9(X7 —Z + U(Z)f)
olur. (&) = 0 ve n(Z) = 0 oldugundan
o do
Oé(X,Z,f):O{(X,57Z):—€ M%Q(sz)
esitligi yani (6.10) nolu esitlik elde edilir. O

Onerme 6.2. M manifoldu tzerindeki yapimn (6.7),(6.8),(6.9),(6.10) esitliklerini
saglamast i¢in gerek ve yeter kosul M manifoldu tizerindeki her x,y, z vektor alanlar:
1¢in
do

a(w,y,2) = "= {n(y)g(p(x), (2) + n(2)g((w), ¢ (y))} (6.15)
esitliginin saglanmasidar.
Kamit. M manifoldu iizerindeki herhangi x, y, z vektor alanlar igin

v = z—n@)+n@)l=X+n)f, Xi=z-n(@)

y = y—né+nw)é="1+nw)¢ Yi=y—ny)E
z = z—n2)E+n(2)E=21+n2) Zi=z—n(2)

olsun. Burada X3, Y, Z; € Kern olur. Buradan (6.7), (6.8), (6.9) ve (6.10) esitlikleri
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gbz oniine alindiginda

a(z,y,z) = a(Xi+n@)E Y1 +ny)E 21+ n(2)E)
= (X, Y1, Z1) +n(2)a(X1, Y1, ) + n(y)a(Xy, 21, )
n(@)a(§, Y1, Z1) +n(z)n(z)a(§, Y1) +n(@)n(y)a, €, Z1)
= n(z)a(X1, Y1,8) +n(y)a(X1, Z1,€)
= —e7ME {n(2)g(X1, Y1) + 1(y)9(X1, Z1)}
= " E {n(2)g((¢(x), o(v) + n(y)g((e(x), ¢ (2))}

(6.16)

elde edilir.

Tersine (6.15) esitligi saglansin. Bu egitlikte X, Y, Z € Kernpalndiginda a(X, Y, Z) =

0 yani (6.8) esitligi saglanmig olur.
Yine (6.15) esitliginde z =y = £ ve Z € Kern alimrsa (&, €, Z) = 0 elde edilir.
Diger yandan x = § ve Y, Z € Kern alindiginda «(&,Y, Z) = 0 bulunur.
(6.15) esitliginde X,Y € Kern ve z = ¢ olarak alindiginda

+pdo do
“8 g(p(X), (1)) =~ 2 (X V)
oldugundan (6.10) nolu esitlik saglanmig olur. O

Hemen hemen kontakt B-metrik manifoldlarin F; sinifinin tanimlama bagintisi

Vx,y,z € x(M) igin

0(¢)

o nW)glp(r), ¢(2)) +n(2)g(e(z), p(y))}

alz,y,z) = —

seklindedir. Bu bagint1 dikkate alindiginda, o ve p fonksiyonlar:

0(5) _ ud_a

kogulunu saglayacak sekilde secildiginde (6.7), (6.8), (6.9) ve (6.10) esitliklerinden
Fy smufina ait bir manifold elde edilmis olur. Ancak (6.17) denkleminin 0(&) sabit

bir reel say1 olmasi durumunda ¢6ziimii vardir. Sonug olarak agagidaki teorem ifade

edilebilir:
Teorem 6.3. M hemen hemen kontakt B-metrik manifold olsun. M x R ¢carpim
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manifoldunun Kaehlerian Norden Metrik manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

M manifoldunun F, sinifindan, 6(€) mn sabit bir reel sayr ve
60+ud_0 — _9(5)

" 2 (6.18)
@t @ =0

esitliklerinin saglanmasidar.

Kanit. M x R Kaehlerian Norden metrik manifold ise Teorem 6.1’den (6.7), (6.8),
(6.9) ve (6.10) esitlikleri saglanir. 6(¢) sabit olmak iizere; Onerme 6.2'den dolay1
eotnde — 8 alindiginda M manifoldu Fj sinifindan olur.

dt 2n

Tersine M manifoldu tizerindeki yap1 F, smifindan ve 6(&) sabit ve

do du
gy, " 4 1
7 + T 0 (6.19)
ise
o(t)+u(t)=c¢ ceR (6.20)
formundadir. () sabit ise
do 0(&)
ot = 21
< u 2n (6:21)
diferansiyel denkleminin ¢o6zimi
o(t) = —ﬁe_ct +c, c€R (6.22)
2n
seklindedir. Bu durumda
0
pu(t) =c+ 2(—7?6_615 - (6.23)

olarak secilirse ¢arpim manifoldumuz Kaehlerian Norden metrik manifold olur.

{617627 ceey €,y 90(61>7 ) (10(671)76}

M manifoldu i¢in lokal ortanormal bir ¢ati alani olsun. Bu taban kulllanilarak M xR
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tizerinde

{(6_061, 0), (e %€2,0),..., (e %€y, 0),

(€7 p(e0) O o (¢ (), 0, (e €,0),0. ) |

lokal ortanormal tabani elde edilir. Bu taban kullanilarak keyfi ( ) vektor alani

» Qg
i¢in © ( , dt) su sekilde hesaplanir:

@(m,a%) = F <<€_U_“5’0)’(6_0_H€’0)’(x adit))
el (o)
p ﬁ; F ((e-“go(ei), 0), (e™"¢(es), 0), <"’3 “%))
ADED ()
= e (€060 (nok))
S (1000 (0t
3 (19000, 00 (o), 0), (5.0 )

((02) (62) ()

= O(x) — ac” TG () 4 2ne” Hy(z)— +

snte)er* (G + )+ o(Ve6s o).

Bir M hemen hemen kontakt B-metrik manifoldun Fj smifindan olmasimin ta-

nimlama bagintisi

()

5, 1W)9(p(@), 2) +n(2)g(e(x), y)} (6.24)

O[(l', Y, Z) = =
seklindedir [3]. Bu adimda M manifoldunun F5 smifindan olmasi durumunda M x R

carpim manifoldunun hangi siniftan oldugu belirlenecektir.

Teorem 6.4. (M, p,&,n,g) hemen hemen kontak B-metrik manifoldu Fs sinifindan
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ve W =0 ise M x R hemen hemen kompleks Norden metrik manifold W1 & Wy

stmifindandar.

Kanat. M manifoldu F5 smifindan oldugundan (6.24) esitligi saglanir. Bu egitlikte
y = & alindiginda

96 (V.),2) = a(r &) = = g(p(a), 2
esitliginden
v.6) = -2
V.t = T oy

bulunur. Ayrica M manifoldu F5 smifindan oldugundan

1

dn(z,y) = Q{Q(Vx&y)—g(vy&x)}

0" (€)

=~ {9’ (@),9) = 9(¥* (), ©)} =0

elde edilir.

d(o + p)
dt

rinde tanimli J hemen hemen kompleks yapinin kovaryant tiirevinin sifirdan farkh

M manifoldu F5 smifindan ve = 0 alindiginda M x R manifoldu iize-

bilegenleri keyfi X,Y, Z € Kern olmak {izere, su sekilde bulunur:

H(ETxNW9 = & {-aTxor) + e Fox.v)}

= {g (0;—(5)902()(), sO(Y)) + e”*“é—:g(Xa Y)}

= e { T8y ) - e aen |

) _ 2 {‘flj (X, w<Y>>+e—<a+u>9;—§g<X,Y>},

Sl

i ((9x0)

§(Vx©.2) = e {erw oz - T gx 2]

(1w (£).2) = e (oo Oy 2y 1 ki)
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M manifoldu F5 simfindan ve % + d“ = 0 oldugundan

d do
— ) = —ge(otwg* ot+u =
) (x,a t) ae 6" (&) + 2ne” #n(z) ; (6.25)

olur.
M x R hemen hemen kompleks Norden metrik manifoldunun W; simifindan olma

kosulu su sekildedir:

F(2,9,2) = 5—=—={9(2,9)0(2) +4(z,2)0(y) (6.26)

Burada © = (a:,ai) 7y = (y, bdt), Z = (z,cdt) olarak alimmigtir. (6.26) esitliginde
d

T=(0,%), §=Z%=(&0) olarak alindiginda esitligin sol tarafi

F((0, 5, (6,0), (€,0)) =

ve egitligin sag tarafi (6.25) esitliginden

eoTH

n—+1

0°(¢) (6.27)

oldugundan (6.26) esitligi saglanmaz, yani M x R manifoldu W; simfindan degildir.

T = (a: a< ) Yy = (y, b%) ve Z = ( z, E) olmak iizere; W3 sinifinda olma kogulu

olan

F(2,9,2) + F(9,2,%) + F(2,2,9) =0
esitliginde 7 = (X,0), g = (Y,0), X, Y € Kern ve Z = (£,0) olarak alindiginda

()

FlE.009) + F . 50) + P =2 {2
n

o). Y) + X, |

ve son esitlikte daha once M x R {izerinde kullandigimiz lokal ortanormal taban

dikkate alindiginda 6zel olarak & = (e;,0) ve ¥ = (¢(e;),0) alimirsa

200"(€)

F(@.5.2) + F(5,2.8) + F(3,3,§) = 2672

£0
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oldugundan M x R manifoldu W3 sinifina ait degildir.

T = (1:, a%) Y = (y, b%) ve Z = (z, c%) olmak tizere; Wy simifinda olma kogulu

ve

O(,0) = 2ne"+“cé—j #0

oldugundan M x R manifoldu W5 sinifina ait degildir.
M x R manifoldunun W; ® W, simifindan olmasi igin her & = (z,a), § = (y,b)
d

ve Z = (z,c3;) vektor alanlar icin

F(%,35,J() + F(§,% J(%) + F (3,7, J(§)) = 0 (6.28)

egitliginin saglanmasi gerekir. Bu esitligin saglandigi V J'nin sifirdan farkli bilesenleri

tizerinden gosterilecektir: XY, Z € Ker(n) olmak iizere;

F((X,0),(Y,0), J((,0)) + F((Y,0),(£,0),J((X,0)))
+F((£,0), (X,0), J((Y,0)))

~~
=0

= HER(XY, )+ F(Y.€6(X) (6.20)

= e {0 ) + X))

dt
3cr+,ud_g Y. X)) — 20 XY
+er gV, p(X)) — ¥ g(X,Y)

= 0,
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d d
)+ F((Y,0),(0, ), J((X,0)))

FE((0, 5. (X,0),((Y,0))

F((X,0),(Y,0), J((0,

J

~
d
= —e TTIR(X)Y,E) 4+ F(Y, —, p(X))

dt
do

= e ey ) + )}

d
+eT (Y, p(X)) + € —2g(Y. X)
= 0

olur. VJ’ nin diger bilegenleri i¢in de (6.28) esitliginin saglandig1 kolaylikla goriiliir.
Dolayisiyla M x R manifoldu Wy & Ws sinifindandir. m
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