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ÖZET

HEMEN HEMEN DEĞME B-METRİK MANİFOLDLARIN R İLE

ÇARPIMINDAN ELDE EDİLEN HEMEN HEMEN KOMPLEKS NORDEN

MANİFOLDLAR

ELANUR EREN

Matematik Anabilim Dalı

Eskişehir Teknik Üniversitesi, Lisansüstü Eğitim Enstitüsü, Ocak 2025

Danışman: Prof. Dr. Nülifer ÖZDEMİR

Bu çalışmada hemen hemen kontak B-metrik manifoldlar ve hemen hemen komp-

leks Norden metrik manifoldlar ele alınmıştır. Beş bölümden oluşan tezin ilk bölü-

münde gerekli temel tanımlar ve teoremler ifade edilmiştir. İkinci bölümde hemen

hemen kontak B-metrik manifold tanımı ve özellikleri verilmiştir. Üçüncü bölümde

ise hemen hemen kontak B-metrik manifoldların temel örnekleri çalışılmıştır. Dör-

düncü bölümde hemen hemen kompleks Norden metrik manifold tanımı yapılıp sınıf-

lamasından bahsedilmiştir. Beşinci ve son bölümde ise bir M hemen hemen kontak

B-metrik manifoldu R ile çarpılmış ve M × R üzerinde; M × R’den R’ye giden sa-

dece t’ye bağlı iki fonksiyon kullanılarak; hemen hemen kompleks Norden metrik

yapı inşa edilmiştir. Ayrıca, M × R üzerindeki yapının Kaehlerian Norden metrik

yapı olması için gerek ve yeter koşullar elde edilmiştir. Son olarak, M manifoldu F5

sınıfından ve iki fonksiyonun toplamı sabit olduğundaM×R’ninW1⊕W2 sınıfından

olduğu gösterilmiştir.

Anahtar Sözcükler: Hemen hemen kontak yapı, Hemen hemen kontak B-metrik

manifold, Hemen hemen kompleks Norden metrik manifold.
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ABSTRACT

ALMOST COMPLEX NORDEN MANİFOLDS OBTAINED BY MULTIPLYING

ALMOST CONTACT B-METRIC MANIFOLDS WITH R

Elanur EREN

Department of Mathematics

Eskişehir Technical University, Institute of Graduate Programs, July 2024

Supervisor: Prof.Dr. Nülifer ÖZDEMİR

In this study, almost contact B-metric manifolds and almost complex Norden

metric manifolds are discussed. In the first part of this thesis consisting of five

parts, necessary basic definitions and theorems are expressed. In the second part,

it is given definition and characteristics of almost contact B-metric manifolds. In

the third part, the most basic examples of almost contact B-metric manifolds are

investigated. In the fourth part, almost complex Norden metric manifold definition

was made and its classification was mentioned. In the fifth and last part, an almost

contact B-metric manifold M is multiplied by R and an almost complex Norden

metric structure on M × R is constructed using two functions from M × R to R

which depend on t. Moreover, it is proved that the necessary and sufficient condition

for the structure on M ×R to be a Kaehlerian Norden metric is that θ(ξ) is a scalar

of the class F4 of the manifold M and the sum of the two functions is constant.

Finally, it is shown that M ×R is of class W1⊕W2 when the manifold M is of class

F5 and the sum of the two functions is constant.

Keywords: Almost contact structure, Almost contact B-metric manifolds,

Almost complex Norden metric manifolds.
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ

R : Gerçel sayılar kümesi

Rn : n boyutlu gerçel vektörler kümesi

M : (2n+ 1) boyutlu diferansiyellenebilir manifold

TpM : p ∈M noktasındaki tanjant vektörlerinin kümesi

(M, g) : Riemann manifoldu

C∞(M,R) : M üzerindeki sonsuz türevlenebilir fonksiyonların kümesi

∇ : Levi-Civita konneksiyonu

∇XY : Y vektör alanının X vektör alanına göre kovaryant türevi

χ(M) : M üzerindeki vektör alanlarının kümesi

T : Torsiyon tensörü

S(x) : Şekil operatörü
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1. GİRİŞ

Manifoldlar üzerindeki özel yapılar diferansiyel geometrinin en temel araştırma-

larını oluşturmaktadır. Manifoldlar üzerinde çokça çalışılan yapılara örnekler; hemen

hemen kontak yapılar, Hermitian yapılar, G2 yapılar, spin yapılar, parakontak ya-

pılar, parahermitian yapılar ve kompleks yapılar olarak verilebilir. Hemen hemen

kontak metrik yapılar üzerindeki çalışmalar Gray ve Sasaki ile başlamıştır [1, 2].

Sonrasında hemen hemen kontak manifold üzerinde (n + 1, n) tipinde belli koşul-

ları sağlayan g yarı-Riemann metriği tanımlanarak Ganchev, Mihova ve Gribachev

tarafından hemen hemen kontak B-metrik manifoldlar inşa edilmiştir [3]. Manifold-

lar üzerindeki özel yapıların sınıflandırılması, çalışmalarda önemli yer tutmaktadır.

Bu çalışmada yer alan hemen hemen kontak B-metrik manifoldların sınıflandırıl-

ması [3] de yer almaktadır. Kompleks ve kontak merik manifoldlar arasında yakın

ilişkiler vardır. Bu tezde yer alan hemen hemen kompleks Norden metrik çalışma-

ları Gribache-Mekerov-Djelepov ve Ganchev-Borisov ile başlamıştır [4,5]. Kompleks

Norden metrik manifoldlarının sınıflandırılması Ganchev-Borisov tarafından yapıl-

mıştır. Hemen hemen kontak manifoldlar ve hemen hemen kompleks manifoldlar

arasındaki ilişkiler Solgun tarafından incelenmiştir [6, 7].

Bu çalışmada, M hemen hemen kontak B-metrik manifoldu verildiğinde M ×R

çarpım manifoldu üzerinde;M×R’den R’ye giden iki fonksiyon kullanılarak; hemen

hemen kompleks Norden metrik yapı inşa edilmiştir. Ayrıca,M×R üzerindeki yapı-

nın Kaehlerian Norden metrik yapı olması için gerek ve yeter koşullar elde edilmiş-

tir. Ayrıca, M manifoldu F5 sınıfından ve iki fonksiyonun toplamı sabit olduğunda

M × R’nin W1 ⊕W2 sınıfından olduğu gösterilmiştir.
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2. ÖN BİLGİLER

Bu bölümde, çalışmada kullanılacak temel kavramlar ve teoremler ifade edilmiş-

tir. İlk olarak manifold, Riemannian manifold ve semi-Riemanian manifold tanımları

verilecektir. Daha sonra ise kovaryant türev ve Levi-Civita kovaryant türev kavram-

ları ifade edilecektir.

Manifold tanımında kullanılan temel kavramlar kart, atlas, uyumlu atlas ve mak-

simal atlastır. Bunların tanımları şu şekildedir:

Tanım 2.1. (n-Boyutlu Kart) M bir topolojik uzay ve U ⊂ M bir açık küme

olsun. ξ : U → ξ(U) ⊆ Rn dönüşümü homeomorfizm ise (U, ξ) ikilisine n-boyutlu bir

kart denir.

Keyfi p ∈ U için p 7→ ξ(p) = (x1(p), x2(p), ..., xn(p)) şeklinde ifade edilebilir ve

buradaki xi : U → R (1 ≤ i ≤ n) fonksiyonlarına ξ’nin koordinat fonksiyonları

denir.

Tanım 2.2. (Atlas) M bir topolojik uzay olsun. M uzayının n−boyutlu kartlarının

bir A koleksiyonu

1. Her p ∈M noktası için p ∈ U olacak şekilde A’ya ait (U, ξ) vardır.

2. (U,ϕ), (V, ψ) kartları için eğer U ∩ V 6= 0 ise

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) ⊆ Rn → ψ(U ∩ V ) ⊆ Rn

ϕ ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V ) ⊆ Rn → ϕ(U ∩ V ) ⊆ Rn

fonksiyonları C∞-sınıfından fonksiyonlardır.

koşullarını sağlıyorsa A kümesine M uzayı üzerinde bir C∞ atlas denir.

Tanım 2.3. (Uyumlu Atlaslar)M uzayının n boyutlu iki C∞ atlası A ve Ã olsun.

Eğer A ∪ Ã kümesi de M uzayının n boyutlu C∞ bir atlası ise A ve Ã atlaslarına

uyumlu atlaslar denir.

Tanım 2.4. (Maksimal Atlas) Tüm uyumlu atlasların birleşimine maksimal (tam)

atlas denir.
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Şekil 2.1. Geçiş Fonksiyonu

M uzayı üzerinde keyfi bir A atlasını içeren tam atlas tektir [8, 9].

Tanım 2.5. (Türevlenebilir Manifold) M , Hausdorff ve ikinci sayılabilir bir to-

polojik uzay olsun.M uzayı bir n-boyutlu C∞ maksimal (tam) A atlası ile donatılmış

ise M topolojik uzayına n-boyutlu türevlenebilir bir C∞ manifold denir.

Tanım 2.6. (Tanjant Vektörü) F(M) = {f |f : M → R C∞fonksiyon} kümesi

ve p ∈ M noktası verilsin. Eğer vp : F(M) → R fonksiyonu her f, g ∈ F(M),

α, β ∈ R için

• vp[αf + βg] = αvp[f ] + βvp[g] (lineer olma)

• vp[fg] = vp[f ]g(p) + f(p)vp[g] (Leibniz kuralı)

koşulları sağlanıyorsa vp fonksiyonuna M manifoldunun p noktasındaki bir tanjant

vektörü denir. p ∈ M noktasındaki tüm tanjant vektörlerinin kümesine M manifol-

dunun p noktasındaki tanjant uzayı denir ve TpM ile gösterilir.

TM =
⋃
p∈M

TpM = {(p, vp)|p ∈M, vp ∈ TpM}

kümesi 2n-boyutlu bir C∞ manifolddur [8–10].
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Tanım 2.7. (Vektör Alanı) M , n−boyutlu C∞ bir manifold olsun. Her p ∈ M

noktasına bu noktadaki bir tanjant vektörü karşılık getiren

V : M → TM

fonksiyonuna M manifoldu üzerinde bir vektör alanı denir. M manifoldu üzerindeki

vektör alanlarının kümesi χ(M) ile gösterilir.

Keyfi p ∈M noktası ve f ∈ C∞(M,R) olmak üzere bir V vektör alanı

V : C∞(M,R) → C∞(M,R)

f → V [f ](p) := Vp[f ]

olarak da ele alınabilir. Ayrıca α, β ∈ R ve f, g ∈ C∞(M,R) olmak üzere; her p ∈M

için

V [αf + βg](p) = V (p)[αf + βg]

= αV (p)[f ] + βV (p)[g]

= (αV [f ] + βV [g]) (p),

V (fg)(p) = V (p)[fg]

= V (p)[f ]g(p) + f(p)V (p)[g]

= (V [f ]g + fV [g])(p)

özellikleri sağlanır.

TpM
∗ = {f |f : TpM → R lineer} kümesine p noktasındaki kotanjant uzayı

denir. Kümenin elemanlarına ise kovektörler denir.

TM∗ =
⋃
p∈M

TpM
∗ = {(p, θp)|p ∈M, θp ∈ TpM∗}

kümesi 2n boyutlu C∞ bir manifolddur.

Tanım 2.8. (1-form) M , n−boyutlu bir C∞ manifold olsun. M manifoldunun her

4



p ∈M noktasına bir kovektör karşılık getiren

θ : M → TM∗

fonksiyonuna bir 1-form denir.

Tanım 2.9. (f fonksiyonunun diferansiyeli) f : M → R, C∞ bir fonksiyon

olsun.
df : χ(M) → C∞(M,R)

V → df(V )(p) := Vp[f ]

olarak tanımlanan df dönüşümüne f fonksiyonunun diferansiyeli denir.

Tanım 2.10. (Riemann Manifoldu) M , n-boyutlu türevlenebilir C∞ bir manifold

ve manifold üzerinde diferansiyellenebilen vektör alanlarının kümesi χ(M) olmak

üzere;

g : χ(M)× χ(M)→ C∞(M,R)

ile tanımlı g bilineer dönüşümü her X, Y vektör alanı için

• g(X, Y ) = g(Y,X) (simetrik olma)

• Her p ∈M ve sıfırdan farklı her vp ∈ TpM için g(vp, vp) > 0 (pozitif tanımlılık)

koşulları sağlanıyorsa g dönüşümüne M manifoldu üzerinde bir Riemannian metrik

denir. (M,g) ikilisine ise Riemann manifoldu denir [11].

M manifoldu üzerinde bir g Riemannian metrik her bir TpM tanjant uzayında

bir iç çarpım belirler. Yani bir Riemann manifoldunun her bir noktasındaki tanjant

uzayı bir iç çarpım uzayıdır:

〈Xp, Yp〉 := (g(X, Y ))(p).

Teorem 2.11. Her manifold bir Riemannian metrikle donatılabilir [11].

Aşağıda tanımlanan Semi-Riemann manifoldların işaretini tanımlamada aşağı-

daki teoremler kullanılacaktır.
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Teorem 2.12. V , reel sayılar cismi üzerinde sonlu boyutlu bir vektör uzayı ve g :

V × V → R bir simetrik bilineer form olsun. Bu durumda V vektör uzayının öyle

bir {e1, e2, ..., en} tabanı vardır ki bu tabana göre g’nin matrisi köşegen bir matris

olur [12].

Kanıt. g dönüşümünün sıfır dönüşümü olması durumunda V ’nin herhangi bir taba-

nına göre g’nin matrisinin (0)n×n matrisi olduğu açıktır.

g dönüşümü sıfırdan farklı olsun. Eğer dimV = 1 ise V = span {e} olarak ifade

edilebilir. O halde α, β ∈ V olmak üzere α = k1e ve β = k2e olacak şekilde k1, k2

reel sayıları vardır. g(α, β) = g(k1e, k2e) = k1k2g(e, e) olduğundan g’nin matrisi

(g(e, e))1×1 ’dir.

g sıfırdan farklı ve dimV = n > 1 olsun. Bu durumda en az bir α ∈ V için

g(α, α) 6= 0 dır: Eğer her α ∈ V için g(α, α) = 0 olsaydı β ∈ V iken α yerine α + β

yazılırsa

g(α + β, α + β) = 0

2g(α, β) = 0

g(α, β) = 0

elde edilir. Bu ise g 6= 0 olmasıyla çelişir. O halde en az bir α ∈ V için g(α, α) 6= 0

dır.

α ∈ V için g(α, α) 6= 0 olmak üzere;

W = Ger{α}, W⊥ = {β ∈ V | g(α, β) = 0}

olarak tanımlansın. Bu durumda

V = W ⊕W⊥

olur:

x ∈ W ∩ W⊥ verilsin. x ∈ W olduğundan x = cα, c ∈ R formundadır. Öte

6



yandan x ∈ W⊥ olduğundan g(x, α) = 0’ dır. Bu durumda

g(cα, α) = cg(α, α) = 0

ve g(α, α) 6= 0 olduğundan c = 0 ve x = cα = 0.α = 0 bulunur. Yani kesişim sadece

0 vektöründen oluşur.

Keyfi γ ∈ V için

β := γ − g(γ, α)

g(α, α)
α

olarak tanımlanırsa

γ = β +
g(γ, α)

g(α, α)
α

olur ve

g(β, α) = g

(
γ − g(γ, α)

g(α, α)
α, α

)
= g(γ, α)− g(γ, α)

g(α, α)
g(α, α)

= 0

olduğundan β ∈ W⊥ olur. Diğer yandan g(γ,α)
g(α,α)

α ∈ W olduğundan V = W ⊕W⊥

elde edilir. g formu W⊥’e kısıtlanırsa

g : W⊥ ×W⊥ → R

ve dim(W⊥) = n − 1 ≥ 1 olduğundan en az bir α̃ ∈ W⊥ elemanı vardır öyle ki

g(α̃, α̃) 6= 0’ dır ve yukarıdaki yöntem W⊥ alt uzayına uygulanır. Bu şekilde devam

edildiğinde V ’nin öyle bir {α = α1, α̃ = α2, ..., αn} tabanı elde edilir ki g’nin matrisi

bu tabana göre köşegen olur.

Tanım 2.13. (Semi Riemann Manifoldlar) M bir C∞ manifold olsun. M ma-

nifoldu üzerindeki

g : χ(M)× χ(M)→ C∞(M,R)

simetrik bilineer dönüşümü her p ∈M noktasında

"her Yp ∈ TpM için g(X,Y)=0 ancak ve ancak X = 0"
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koşulunu sağlıyorsa (yani non-dejenere ise), g dönüşümüne bir semi-Riemannian

metrik denir. (M, g) ikilisine bir Semi Riemann C∞ manifold denir.

Tanım 2.14. (Kovaryant Türev) M bir C∞ manifold olsun.

∇ : χ(M)× χ(M)→ χ(M)

dönüşümü her X1, X2, Y1, Y2, X, Y vektör alanları ve keyfi f, g ∈ C∞(M,R) fonksi-

yonları için

• ∇fX1+gX2Y = f∇X1Y + g∇X2Y

• ∇X(aY1 + bY2) = a∇XY1 + b∇XY2

• ∇X(fY ) = f∇XY + (Xf)Y

koşullarını sağlıyorsa ∇ dönüşümüne M üzerinde bir lineer konneksiyon (kovaryant

türev) denir.

g, M üzerinde bir Riemannian (ya da Semi-Riemannian) metrik ve ∇, M üze-

rinde bir lineer konneksiyon olsun. Her X, Y, Z vektör alanı için

X[g(Y, Z)] = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

eşitliği sağlanıyorsa ∇ kovaryant türevine g metriği ile uyumludur denir.

M üzerinde bir ∇ lineer konneksiyonunun torsiyon tensörü

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

olarak tanımlıdır. Eğer her X, Y vektör alanı için T(X, Y ) = 0 ise yani

∇XY −∇YX = [X, Y ]

ise ∇ lineer konneksiyonuna simetriktir denir.

Teorem 2.15. (M, g) bir Riemannian (ya da Semi-Riemannian) manifold olsun. Bu

durumda g metriği ile uyumlu ve torsiyonu sıfır olan bir tek ∇ lineer konneksiyonu

vardır. Bu konneksiyona Levi-Civita kovaryant türevi denir [11].
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Tanım 2.16. M ⊆ Rn+1 bir yönlendirilmiş hiperyüzey ve bu hiperyüzeyin birim

normali N olsun. Keyfi x ∈ TpM için

S(x) = −∇xN

şeklinde tanımlanan S dönüşümüne yüzeyin p ∈M noktasında şekil operatörü denir

[13].

N birim normal olduğundan 〈N,N〉 = 1 ’dir. Bu durumda keyfi x ∈ TpM için

0 = X[〈N,N〉] = 2g(∇xN,Np)

olduğundan ∇xN ∈ TpM ’dir. Yani her p ∈ M için Sp : TpM → TpM ’ye bir

dönüşümdür.

Ayrıca her v, ω ∈ TpM ve her a, b ∈ R için

Sp(av + bω) = −∇av+bωN

= −(a∇vN + b∇ωN)

= aSp(v) + bSp(ω)

olduğundan Sp dönüşümü lineerdir. Şekil operatörünün diğer bir özelliği ise her

p ∈ M ve her x, y ∈ TpM için 〈Sp(x), y〉 = 〈x, Sp(y)〉 (simetrik) özelliğini sağlayan

bir lineer dönüşümün olmasıdır.

Her x, y ∈ TpM için g(x,N) = 0 olduğundan

g(x, S(y)) = −g(x,∇yN) = g(∇yx,N)

ve yine g(y,N) = 0 olduğundan

g(y, S(x)) = −g(y,∇xN) = g(∇xy,N)

bulunur. Her x, y ∈ TpM için [x, y] ∈ TpM olduğundan, bu eşitlikler taraf tarafa
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çıkarıldığında

g(y, S(x))− g(x, S(y)) = g(∇xy,N)− g(∇yx,N)

= g(∇xy −∇yx,N)

= g([x, y], N)

= 0

olur. Böylece g(S(x), y) = g(x, S(y)) elde edilir.
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3. HEMEN HEMEN KONTAK B-METRİK MANİFOLDLAR

Bu bölümde hemen hemen kontak B-metrik manifoldların tanımı verilerek, he-

men hemen kontak B-metrik manifoldların temel bazı özellikleri ifade edilecektir.

Tanım 3.1. M, (2n + 1) boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold ve bu manifold

üzerindeki vektör alanlarının kümesi χ(M) olmak üzere; ϕ : χ(M) → χ(M) endo-

morfizmi, η 1-formu, ξ vektör alanı, her X ∈ χ(M) için

η(ξ) = 1, ϕ2(X) = −X + η(X)ξ, (3.1)

koşullarını sağlıyor ise (ϕ, η, ξ) üçlüsüne M manifoldu üzerinde bir hemen hemen

kontak yapı ve M manifolduna hemen hemen kontak manifold denir [3].

Tanımdan

ϕ(ξ) = 0, η(ϕ(X)) = 0 (3.2)

olduğu şu şekilde görülür:

ϕ2(ξ) = −ξ + η(ξ)ξ = −ξ + ξ = 0

olur. Tekrar ϕ dönüşümü uygulanırsa

0 = ϕ3(ξ) = ϕ2(ϕ(ξ)) = −ϕ(ξ) + η(ϕ(ξ))ξ

eşitliğinden

ϕ(ξ) = η(ϕ(ξ))ξ (3.3)

elde edilir. Diğer yandan

0 = ϕ2(ξ) = ϕ(ϕ(ξ)) = ϕ(η(ϕ(ξ))ξ) = η(ϕ(ξ))ϕ(ξ)

bulunur. Bu denklemde (3.3) eşitliğinden dolayı ϕ(ξ) yerine η(ϕ(ξ))ξ yazılacak olursa

0 = η(ϕ(ξ))2ξ

elde edilir. ξ 6= 0 olduğundan η(ϕ(ξ)) = 0 ve ϕ(ξ) = η(ϕ(ξ))ξ = 0.ξ = 0 olur.
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Herhangi bir X vektör alanı için ϕ2(X) = −X + η(X)ξ eşitliğin her iki tarafına

tekrar ϕ dönüşümü uygulandığında

ϕ(ϕ2(X)) = −ϕ(X) + η(X)ϕ(ξ) = −ϕ(X)

ve

ϕ3(X) = ϕ2(ϕ(X)) = −ϕ(X) + η(ϕ(X))ξ

eşitliklerinden

ϕ3(X) = −ϕ(X) + η(ϕ(X))ξ = −ϕ(X) (3.4)

olur ve buradan

η(ϕ(X)) = 0 (3.5)

elde edilir.

Tanım 3.2. (M,ϕ, ξ, η) bir hemen hemen kontak manifold olsun. Eğer her X, Y ∈

χ(M) için

g(ϕ(X), ϕ(Y )) = −g(X, Y ) + η(X)η(Y ) (3.6)

koşulunu sağlayan bir g metriği varsa M ’ye hemen hemen kontak B-metrik manifold

denir [3].

Hemen hemen kontak B-metrik manifold tanımındaki (3.6) eşitliğinde Y = ξ

alındığında

g(ϕ(X), ϕ(ξ)) = −g(x, ξ) + η(X)η(ξ) (3.7)

ve

g(X, ξ) = η(X) (3.8)

elde edilir.

(3.6) eşitliğinde X yerine ϕ(X) alındığında

g (ϕ(X), Y ) = g (X,ϕ(Y )) (3.9)

bulunur.

(M,ϕ, ξ, η, g) bir almost kontak B-metrik manifold olsun. Bu durumda (2n+ 1)
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boyutlu M manifoldu üzerinde

{e1, e2, ..., en, ϕ(e1), ..., ϕ(en), ξ}

g(ξ, ξ) = 1, g(ei, ei) = 1, g(ϕ(ei), ϕ(ei)) = −1, 1 ≤ i ≤ n

olacak şekilde lokal bir ortanormal çatı alanı vardır.

ξ vektör alanına dik lokal birim boylu bir vektör alanı e olsun. Eğer g(e, ϕ(e)) = 0

ise {ξ, e, ϕ(e)} ortanormal bir küme olur. Eğer g(e, ϕ(e)) 6= 0 ise; öncelikle ξ, e, ϕ(e)

vektör alanlarının lineer bağımsız olduğu gösterilecektir:

aξ + be+ cϕ(e) = 0 ise bu eşitliğin ξ, e ve ϕ(e) vektörleri ile iç çarpımı alınırsa

a = 0, 0 = b+ cg(ϕ(e), e), bg(e, ϕ(e))− c = 0

elde edilir. Buradan

b(1 + g(e, ϕ(e))2) = 0

ve 1 + g(e, ϕ(e))2 > 1 olduğundan b = 0 bulunur ve buradan c = 0 da elde edilmiş

olur. Lineer bağımsız e ve ϕ(e) vektör alanları kullanılarak g(ϕ(X), X) = 0 olacak

şekilde X vektör alanı şu şekilde bulunur:

X = ae+ bϕ(e) ve g(ϕ(e), e) 6= 0 olsun. Bu durumda

g(ϕ(X), X) = g(ϕ(ae+ bϕ(e)), ae+ bϕ(e))

= g(aϕ(e)− be, ae+ bϕ(e))

= abg(ϕ(e), ϕ(e)) + a2g(ϕ(e), e)− abg(e, e)− b2g(e, ϕ(e))

= 0

olması için

(a2 − b2)g(ϕ(e), e)− 2ab = 0

bulunur. g(ϕ(e), e) = m 6= 0 olsun. Buradan

a2 − 2

m
ab− b2 = 0
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denklemi elde edilir. ∆ = 4b2

m2 + 4b2 > 0 olduğundan öyle a, b sayıları vardır ki bu

denklem sağlanır. Yani g(ϕ(X), X) = 0 olacak şekilde a, b sayıları bulunmuş olur.

Bu durumda ξ,X, ϕ(X) lokal ortanormal bir küme olur.Böylece manifoldun boyutu

3 ise istenen sağlanmış olur.

Eğer manifoldun boyu 3’den büyük ise bir önceki adımdan dolayı ξ, e1, ϕ(e1)

lokal ortanormal vektör alanlarının kümesi vardır. Bu kümedeki vektör alanlarına dik

birim boylu bir vektör alanı e2 olsun. Eğer g(e2, ϕ(e2)) = 0 ise {ξ, e1, ϕ(e1), e2, ϕ(e2)}

ortonormal bir küme olur. Eğer g(e2, ϕ(e2)) 6= 0 ise; öncelikle bu vektör alanlarının

lineer bağımsız olduğu gösterilecektir: a1ξ + a2e1 + a3ϕ(e1) + a4e2 + a5ϕ(e2) = 0 ise

bu eşitliğin sırası ile ξ, e1, ϕ(e1) vektörleri ile iç çarpımı alınırsa a1 = a2 = a3 = 0

elde edilir. Daha sonra e2 ve ϕ(e2) vektörleri ile iç çarpımı alınırsa

0 = a4 + a5g(ϕ(e2), e2) a4g(e2, ϕ(e2))− a5 = 0

elde edilir. Buradan

a4(1 + g(e2, ϕ(e2))
2) = 0

ve 1+g(e2, ϕ(e2))
2 > 1 olduğundan a4 = 0 bulunur ve buradan a5 = 0 da elde edilmiş

olur. Lineer bağımsız e2 ve ϕ(e2) vektör alanları kullanılarak g(ϕ(X), X) = 0 olacak

şekilde X vektör alanı şu şekilde bulunur:

X = ae2 + bϕ(e2) ve g(ϕ(e2), e2) 6= 0 olsun. Bu durumda

g(ϕ(X), X) = g(ϕ(ae2 + bϕ(e2)), ae+ bϕ(e2))

= g(aϕ(e2)− be2, ae2 + bϕ(e2))

= abg(ϕ(e2), ϕ(e2)) + a2g(ϕ(e2), e2) + abg(e2, e2)− b2g(e2, ϕ(e2))

= 0

olması için

(a2 − b2)g(ϕ(e2), e2)− 2ab = 0

bulunur. g(ϕ(e2), e2) = m 6= 0 olsun. Buradan

a2 − 2

m
ab− b2 = 0
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denklemi elde edilir. ∆ = 4b2

m2 + 4b2 > 0 olduğundan öyle a, b sayıları vardır ki bu

denklem sağlanır. Yani g(ϕ(X), X) = 0 olacak şekilde a, b sayıları bulunmuş olur.

Böylece, e2 = X olmak üzere; lokal vektör alanlarının {ξ, e1, ϕ(e1), e2, ϕ(e2)} orta-

normal kümesi elde edilir. Eğer boyut 5 ise ispat tamamlanmış olur. Eğer boyut 5’ten

büyük ise bu yöntem devam ettirilerek {ξ, e, ϕ(e), e2, ϕ(e2), ..., en, ϕ(en)} ortanormal

tabanı elde edilir. Bu durumda g metriğinin işareti (n+ 1, n) olur.

M hemen hemen kontak B-metrik manifoldun g metriğinin Levi-Civita kovaryant

türevi ∇ olsun. p ∈ M noktasındaki tanjant uzayın keyfi x, y, z ∈ TpM elemanları

için

α(x, y, z) := g ((∇xϕ) (y), z) (3.10)

olarak gösterilsin. α tensörü aşağıdaki koşulları sağlar:

α(x, y, z) = α(x, z, y), (3.11)

α(x, ϕy, ϕz) = α(x, y, z)− η(y)α(x, ξ, z)− η(z)α(x, y, ξ), (3.12)

α(x, ξ, ξ) = 0. (3.13)

Ayrıca {e1, ..., e2n, ξ} kümesi TpM için bir taban olmak üzere ϕ dönüşümünün ko-

varyant türevi ile ilgili

θ(x) = gijα(ei, ej, x)

θ∗(x) = gijα(ei, ϕ(ej), x)

1-formları tanımlıdır. Burada (gij), (gij) matrisinin tersidir.

Hemen hemen kontak B-metrik birM manifoldu üzerindeki yapı her x, y, z vektör

alanı için

α(x, y, z) = −θ(ξ)
2n
{η(y)g(ϕx, ϕz) + η(z)g(ϕx, ϕy)} (3.14)

koşulunu sağlıyorsa M manifoldu F4 sınıfındandır denir [14]. Eğer

−θ(ξ)
2n

= 1
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iseM manifolduna Sasaki-like kontak kompleks Riemannian manifold, kısaca Sasaki-

like accR manifold denir. Bir M manifoldunun Sasaki-like accR olması için gerek ve

yeter koşul her X, Y, Z ∈ ker(η) için

α(X, Y, Z) = α(ξ, Y, Z) = α(ξ, ξ, Z) = 0, (3.15)

α(X, Y, ξ) = −g(X, Y ). (3.16)

koşullarının sağlanmasıdır. Eğer her x, y, z vektör alanı için θ(ξ)
2n

= −1 olmak üzere;

(3.14) koşulu sağlanıyor ise (3.15) ve (3.16) koşullarının sağlandığı açıktır. Tersine;

keyfi x, y, z ∈ χ(M) vektör alanları için

x = (x− η(x)ξ)︸ ︷︷ ︸
X1

+η(x)ξ, y = (y − η(y)ξ)︸ ︷︷ ︸
Y1

+η(y)ξ,

z = (z − η(z)ξ)︸ ︷︷ ︸
Z1

+η(z)ξ

olsun. Burada X1 = −ϕ2(x), Y1 = −ϕ2(y), Z1 = −ϕ2(z) dir. Bunlar kullanıldığında

α(x, y, z) = α (X1 + η(x)ξ, Y1 + η(y)ξ, Z1 + η(z)ξ)

= η(z)α(X1, Y1, ξ) + η(y)α(X1, Z1, ξ)

= −η(z)g(X1, Y1)− η(y)g(X1, Z1)

= −η(z)g(ϕ2(x), ϕ2(y))− η(y)g(ϕ2(x), ϕ2(z))

= η(z)g(ϕ(x), ϕ(y)) + η(y)g(ϕ(x), ϕ(z))

elde edilir.

Hemen hemen kontak B-metrik birM manifoldu üzerindeki yapı her x, y, z vektör

alanları için

α(x, y, z) = −θ
∗(ξ)

2n
{η(y)g(ϕx, z) + η(z)g(ϕx, y)}

koşulunu sağlıyorsa F5 sınıfından,

α(x, y, z) = − θ(ξ)
2n
{η(y)g(ϕx, ϕz) + η(z)g(ϕx, ϕy)}

− θ∗(ξ)
2n
{η(y)g(ϕx, z) + η(z)g(ϕx, y)}

koşulunu sağlıyorsa F4 ⊕F5 sınıfındandır denir [3].
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4. HEMEN HEMEN KONTAK B-METRİK MANİFOLD ÖRNEKLERİ

Bu bölümde hemen hemen kontak B-metrik manifold örnekleri verilecektir.

Örnek 1.

R2n+2 = {(u1, u2, ..., un+1, v1, v2, ..., vn+1) | ui, vi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n+ 1}

kümesi verilsin. p ∈ R2n+2 noktasındaki TpR2n+2 tanjant uzayının tabanı

TpR2n+2 =

{
∂

∂u1

∣∣∣∣
p

, ...,
∂

∂un+1

∣∣∣∣
p

,
∂

∂v1

∣∣∣∣
p

, ...,
∂

∂vn+1

∣∣∣∣
p

}

olmak üzere; J lineer dönüşümü tabanlar üzerinde aşağıdaki şekilde tanımlansın:

J : TpR2n+2 → TpR2n+2

J

(
∂

∂ui

)
=

∂

∂vi
, J

(
∂

∂vi

)
= − ∂

∂ui
; 1 ≤ i ≤ n+ 1.

Keyfi x = λi
∂
∂ui

+ µi
∂
∂vi
∈ TpR2n+2, λi, µi ∈ R tanjant vektörü için

J2(x) = J

(
J

(
λi

∂

∂ui
+ µi

∂

∂vi

))
= J

(
λi

∂

∂vi
− µi

∂

∂ui

)
= −

(
λi

∂

∂ui
+ µi

∂

∂vi

)
= −x

özelliği sağlanır. R2n+2 uzayı üzerinde g metriği, λi, µi, λi, µi ∈ R olmak üzere; her-

hangi

x = λi
∂

∂ui
+ µi

∂

∂vi
, y = λi

∂

∂ui
+ µi

∂

∂vi
, 1 ≤ i ≤ n+ 1

tanjant vektörleri için

g(x, y) = −λiλi + µiµi

olarak tanımlansın. Bu şekilde tanımlanan g metriği her x, y ∈ TpR2n+2 için

g(J(x), J(y)) = −g(x, y)
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eşitliğini sağlar: x = λi
∂
∂ui

+ µi
∂
∂vi

ve y = λi
∂
∂ui

+ µi
∂
∂vi

olmak üzere;

g(J(x), J(y)) = g

(
∂

∂vi
,
∂

∂vi

)
λiλi − g

(
∂

∂vi
,
∂

∂ui

)
λiµi

−g
(
∂

∂ui
,
∂

∂vi

)
µiλi + g

(
∂

∂ui
,
∂

∂ui

)
µiµi

= λiλi − µiµi

= −g(x, y)

Ayrıca

g(J(x), y) = −g(J2(x), J(y)) = g(x, J(y)),

(∇xJ)(y) = ∇xJ(y)− J(∇xy)

= ∇λi
∂

∂ui
+µi

∂
∂vi

(
λi

∂

∂vi
− µi

∂

∂ui

)
− J

(
∇λi

∂
∂ui

+µi
∂

∂vi

(
λi

∂

∂ui
+ µi

∂

∂vi

))
= 0

özellikleri de sağlanır.

R2n+2 uzaynda

S =
{
z ∈ R2n+2|g(z, z) = −1

}
yüzeyi ele alınsın.

z = (u1, u2, ..., un+1, v1, v2, ..., vn+1) ∈ S

olarak alınırsa z noktasında

Z = u1
∂

∂u1
+ u2

∂

∂u2
+ ...+ un+1

∂

∂un+1

+ v1
∂

∂v1
+ ...+ vn+1

∂

∂vn+1

vektörü z = p ∈ S noktasında yüzeyin birim normalidir.

S yüzeyinin keyfi p = z noktasında

g(ξ, ξ) = 1, g(ξ, Z) = 0
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özelliklerini sağlayan ξ vektör alanı, Z ve J(Z) vektör alanlarının bir lineer toplamı

olarak şu şekilde bulunur: Eğer ξ = λZ + µJ(Z) olarak yazılırsa

g(ξ, ξ) = 1 = g(λZ + µJ(Z), λZ + µJ(Z))

1 = −λ2 + 2λµg(Z, J(Z)) + µ2 (4.1)

bulunur. Öte yandan

g(ξ, Z) = 0 = λg(Z,Z) + µg(J(Z), Z)

eşitliğinden elde edilen

µg(J(Z), Z) = λ

eşitliği (4.1) eşitliğinde yerine yazılacak olursa

λ2 + µ2 = 1 (4.2)

elde edilir. g(Z, J(Z)) = tan t, t ∈
(
−π

2
, π
2

)
olarak alındığında

λ = sin t, µ = cos t

olarak bulunur. O halde;

ξ = sin tZ + cos tJ(Z) (4.3)

olur. Ek olarak

g(Z, ξ) = sin tg(Z,Z) + cos tg(Z, J(Z)) = 0

bulunur. Diğer taraftan

g(J(ξ), Z) = g (− cos tZ + sin tJ(Z), Z)

= cos t+ sin t
sin t

cos t
=

1

cos t
6= 0

olduğundan

J(ξ) /∈ TpS
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elde edilir. Yani TpS tanjant uzayı TpR2n+2 uzayının öz alt uzayıdır. J(ξ) tanjant

vektörü kullanılarak, {e1, e2, · · · , e2n+1} kümesi TpS tanjant uzayı için bir taban

olmak üzere; TpR2n+2 uzayı için

{J(ξ), e1, e2, ..., e2n+1}

tabanı alınabilir. Keyfi x ∈ TpR2n+2 tanjant vektörü için J(x) ∈ TpR2n+2 olduğundan

J(x) = k1e1 + k2e2 + ...+ k2n+1e2n+1 + AJ(ξ)

olacak şekilde ki ve A reel sayıları vardır. A sayısı x vektörüne bağlı olduğundan

A = η(x) olarak ifade edilsin. Buradaki k1e1 + k2e2 + ... + k2n+1e2n+1 ifadesine

ϕ(x) denilecek olursa bu (ϕ, ξ, η) üçlüsü hemen hemen kontak B-metrik yapı olma

koşullarını sağlar:

1. x ∈ TpS iken ϕ2(x) = −x+ η(x)ξ eşitliğinin sağlanması:

−x = J2(x) = J(J(x)) = J(ϕ(x) + η(x)J(ξ))

= J(ϕ(x))− η(x)ξ

= ϕ2(x) + η(ϕ(x))J(ξ)− η(x)ξ

olur. ϕ(x) vektöründe J(ξ) bileşeni olmadığından η(ϕ(x)) = 0 dır. Buradan

ϕ2(x) = −x+ η(x)ξ

elde edilir.

2.x ∈ TpS iken g(x, ξ) = η(x) eşitliği sağlanır:

g(x, ξ) = g(x, sin tZ + cos tJ(Z))

= sin tg(x, Z) + cos tg(x, J(Z))

= cos tg(J(x), Z)

= cos tg(ϕ(x), Z) + cos tg(J(ξ), Z)η(x)

= η(x).

20



3. g(ϕ(x), ϕ(y)) = −g(x, y) + η(x)η(y) eşitliği sağlanır:

g(ϕ(x), ϕ(y)) = g(J(x), J(y))− η(y)g(J(x), J(ξ))

−η(x)g(J(ξ), J(y)) + η(x)η(y)g(J(ξ), J(ξ))

= −g(x, y) + η(y)g(x, ξ) + η(x)g(ξ, y)− η(x)η(y)

= −g(x, y) + 2η(x)η(y)− η(x)η(y)

= −g(x, y) + η(x)η(y).

Bu adımda ϕ dönüşümünün kovaryant türevinin özellikleri incelenecektir. R2n+2’de

g metriğinin Levi-Civita kovaryant türevi ∇, S yüzeyinde g metriğinin Levi-Civita

kovaryant türevi ∇ ile gösterilecektir. Gauss-Weingarten formülünden, S yüzeyi üze-

rindeki keyfi x, y vektör alanları için

∇xy = ∇xy + g
(
∇xZ, y

)
Z,

eşitliği sağlanır. ∇xZ = x olduğundan

∇xy = ∇xy + g (x, y)Z (4.4)

bulunur. Bu adımda (4.4) formülü kullanılarak keyfi x ∈ TpS vektörü için

∇xξ

hesaplanacaktır. Öncelikle bu hesaplamada kullanılacak olan

x[g(Z, J(Z))] = x[tan t] = 2η(x) cos t+ 2
sin2 t

cos t
η(x), g(J(ξ), ξ) = tan t

eşitlikleri gösterilecektir:

g(J(ξ), ξ) = g(J(sin tZ + cos tJ(Z)), sin tZ + cos tJ(Z))

= g(− cos tZ + sin tJ(Z), sin tZ + cos tJ(Z))

= − sin t cos tg(Z,Z)− cos2 tg(J(Z), Z) + sin2 tg(J(Z), Z)

+ sin t cos tg(J(Z), J(Z))
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= sin t cos t− cos2 t tan t+ sin2 t tan t+ sin t cos t

= sin t
(

cos t+ sin2 t
cost

)
= sin t

(
1

cos t

)
= tan t,

x[tan t] = x [g(Z, J(Z))]

= g(∇xZ, J(Z)) + g(Z,∇xJ(Z))

= g(x, J(Z)) + g(Z, J(x))

= 2g(x, J(Z))

= 2g(x, cos tξ + sin tJ(ξ))

= 2 cos tη(x) + 2 sin tg(x, J(ξ))

= 2 cos tη(x) + 2 sin tη(x)(sin t cos t+ sin2 t tan t)

= 2 cos tη(x) + 2sin2 tη(x)(cos t+ sin t tan t)

= 2η(x) cos t+ 2 sin2 t
cos t

η(x).

Buradan

∇xξ = ∇xξ − η(x)Z

= ∇x (sin tZ + cos tJ(Z))− η(x)Z

= x[sin t]Z + sin t∇xZ + x[cos t]J(Z) + cos t∇xJ(Z)− η(x)Z

= x[sin t] (sin tξ − cos tJ(ξ)) + sin tx+ x[cos t] (cos tξ + sin tJ(ξ))

+ cos tJ(x)− η(x)Z

= (x[sin t] sin t+ x[cos t] cos t) ξ + (−x[sin t] cos t+ x[cos t] sin t) J(ξ)+

sin tx+ cos tJ(x)− η(x)Z

= − cos2 tx[tan t]J(ξ) + x sin t+ cos tJ(x)− η(x)Z

= − cos2 t
{

2η(x) cos t+ 2 sin2 t
cos t

η(x)
}
J(ξ) + x sin t+ cos t(ϕ(x)

+η(x)J(ξ))− η(x)Z

= − sin2 tη(x)Z − cos t sin tη(x)J(Z) + x sin t+ cos t.ϕ(x)

= cos tϕ(x)− sin t(−x+ (sin tZ + cos tJ(Z))η(x))

= cos tϕ(x)− sin t(−x+ η(x)ξ)

= cos tϕ(x)− sin tϕ2(x)
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elde edilir. Ayrıca

α (x, y, ξ) = α(x, ξ, y)

= g ((∇xϕ) (ξ), y)

= −g(∇xξ, ϕ(y))

= −g(cos tϕ(x)− sin tϕ2(x), ϕ(y))

= − cos tg(ϕ(x), ϕ(y))− sin tg(ϕ(x), y).

olur.

{e1, e2, ..., en, ϕ(e1), ϕ(e2), ..., ϕ(en), ξ} kümesi lokal ortanormal bir çatı alanı ol-

mak üzere

θ∗(ξ) =
n∑
i=1

α(ei, ϕ(ei), ξ) +
n∑
i=1

α(ϕ(ei), ei, ξ)

olarak tanımlanır [3].

α(ei, ϕ(ei), ξ) = sin t, α(ϕ(ei), ei, ξ) = sin t

olduğundan

θ∗(ξ) =
n∑
i=1

α(ei, ϕ(ei), ξ) +
n∑
i=1

α(ϕ(ei), ei, ξ)

=
n∑
i=1

sin t+
n∑
i=1

(sin t)

= 2n sin t

olur. Dolayısıyla

sin t =
θ∗(ξ)

2n

bulunur. Aynı zamanda α(ei, ei, ξ) = cost ve α(ϕ(ei), ϕ(ei), ξ) = −cost olduğundan;

θ(ξ) =
n∑
i=1

α(ei, ei, ξ)−
n∑
i=1

α(ϕ(ei), ϕ(ei), ξ)

=
n∑
i=1

cos t−
n∑
i=1

(− cos t)

= 2n cos t
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olur. Dolayısıyla

cos t =
θ(ξ)

2n

bulunur. Bulunan değerler kullanıldığında

(∇xϕ)(y) = −θ(ξ)
2n

{
η(y)ϕ2(x) + g(ϕ(x), ϕ(y))ξ

}
(4.5)

−θ
∗(ξ)

2n
{η(y)ϕ(x) + g(ϕ(x), y)ξ}

olur ve

α(x, y, z) = −θ(ξ)
2n
{η(y)g(ϕ(x), ϕ(z)) + η(z)g(ϕ(x), ϕ(y))}

−θ
∗(ξ)

2n
{η(y)g(ϕ(x), z) + η(z)g(ϕ(x), y)ξ}

elde edilir. Böylece S yüzeyi F4 ⊕ F5 sınıfından hemen hemen kontak B-metrik bir

manifold olur.

Örnek 2.

M =
{
z ∈ R2n+2 : g(z, J(z)) = 0, g(z, z) > 0

}
⊆ R2n+2

kümesi R2n+2’de bir hiperyüzeydir. g(z, z) > 0 olduğundan özel olarak t > 0 için

g(z, z) = (cosh t)2 > 0

alınsın. z = (u1, · · · , un+1, v1, · · · , vn+1) olmak üzere; z = p noktasında Z = u1
∂
∂u1

+

u2
∂
∂u2

+ ...+un+1
∂

∂un+1
+ v1

∂
∂v1

+ ...+ vn+1
∂

∂vn+1
vektör alanı göz önüne alınsın. Birim

normal N =
1

cosh t
J(Z) olarak alındığında

g(N,N) = g

(
J(Z)

cosh t
,
J(Z)

cosh t

)
= − 1

cosh t2
g(Z,Z)

= −1

24



olur. M yüzeyi üzerinde temel vektör alanı

ξ = −J(N) = −J
(

1

cosh t
J(Z)

)
= − 1

cosh t
J2(Z) =

1

cosh t
Z

olarak tanımlansın.

Keyfi x ∈ TpM tanjant vektörü ve J(x) vektörü göz önüne alınsın.Yüzeyin N

birim normal vektör alanı kullanılarak her p ∈ M için Np ∈ TpR2n+2 vektörünü

kullanarak TpR2n+2 tanjant uzayı için Np vektörünü içeren bir ortogonal taban oluş-

turulabilir (Np tanjant vektörü tabana tamamlanır). Bu durumda J(x) tanjant vek-

törü

J(x) = ϕ(x) + η(x)N

şeklinde tek türlü ifade edilebilir. Burada η, TpM üzerinde bir 1-formdur. Bu eşitlik

yardımıyla ϕ tanımlanmış olur. (ϕ(x), ξ, η) üçlüsü keyfi x ∈ TpM için

ϕ2(x) = −x+ η(x)ξ

η(ϕ(x)) = 0, ϕ(ξ) = 0, η(ξ) = 1

koşullarını sağlar:

−x = J2(x) = J(ϕ(x) + η(x)N) = ϕ2(x) + η(ϕ(x))N + η(x)J(N)

= ϕ2(x)− η(x)ξ + η(ϕ(x))N

ve η(ϕ(x)) = 0 olduğundan

ϕ2(x) = −x+ η(x)ξ

elde edilir. Her x, y ∈ TpM için g(J(x), J(y)) = −g(x, y) olduğundan

−g(x, y) = g(J(x), J(y))

= g(ϕ(x) + η(x)N,ϕ(y) + η(y)N)

= g(ϕ(x), ϕ(y)) + η(y) g(ϕ(x), N)︸ ︷︷ ︸
=0

+η(x) g(N,ϕ(y))︸ ︷︷ ︸
=0

+η(x)η(y)g(N,N)
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= g(ϕ(x), ϕ(y))− η(x)η(y) (4.6)

bulunur. (4.6) eşitliğinde y yerine ξ yazıldığında

η(x) = g(x, ξ)

elde edilir.

R2n+2 de g metriğinin Levi-Civita kovaryant türevi ∇,M yüzeyinde g metriğinin

Levi-Civita kovaryant türevi ∇ ile gösterilsin. Gauss-Weingarten formülünden, M

yüzeyi üzerindeki keyfi x, y vektör alanları için

∇xy = ∇xy + g
(
∇xN, y

)
N,

eşitliği sağlanır. ∇xZ = x olduğundan

∇xN = ∇x

(
1

cosh t
J(Z)

)
= x

[
1

cosh t

]
J(Z) +

1

cosh t
∇xJ(Z)

= − g(x, Z)

(cosh t)3
J(Z) +

1

cosh t
J(∇xZ) (4.7)

= − g(x, Z)

(cosh t)3
cosh tN +

1

cosh t
J(x)

= − 1

(cosh t)2
g(x, cosh tξ)N +

1

cosh t
(ϕ(x) + η(x)N)

=
1

cosh t
ϕ(x)

ve buradan

∇xy = ∇xy +
1

cosh t
g(ϕ(x), y)N

elde edilir. Bu adımda (4.7) formülü kullanılarak keyfi x ∈ TpM vektörü için ∇xξ

vektörü hesaplanacaktır:

∇xξ = ∇x (−J(N))

= −J
(
∇xN

)
= −J

(
1

cosh t
ϕ(x)

)
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= − 1

cosh t
J (ϕ(x))

= − 1

cosh t
ϕ2(x).

Keyfi x, y vektörleri için

α(x, y, ξ) = α(x, ξ, y) = g((∇xϕ)(ξ), y)

= −g(ϕ
(
∇xξ

)
, y)

= −g(∇xξ, ϕ(y))

=
1

cosh t
g(ϕ2(x), ϕ(y))

= − 1

cosh t
g(ϕ(x), y)

olduğundan

α(ei, ei, ξ) = 0, α(ei, ϕ(ei), ξ) =
1

cosh t

eşitlikleri bulunur. Bu eşitlikler kullanıldığında

θ(ξ) =
n∑
i=1

α(ei, ei, ξ)−
n∑
i=1

α(ϕ(ei), ϕ(ei), ξ) = 0, (4.8)

θ∗(ξ) =
n∑
i=1

α(ei, ϕ(ei), ξ)−
n∑
i=1

α(ϕ(ei), ϕ
2(ei), ξ)

= n.
1

cos t
−
(
−n 1

cosh t

)
=

2n

cos t
(4.9)

elde edilir. Yukarıda elde edilen eşitlikler kullanıldığında

(∇xϕ)(y) = ∇xϕ(y)− ϕ (∇xy)

= ∇xϕ(y)− 1
cosh t

g(ϕ(x), ϕ(y))N − ϕ
(
∇xy − 1

cosh t
g(ϕ(x), y)N

)
= ∇xϕ(y)− 1

cosh t
g(ϕ(x), ϕ(y))N − ϕ(∇xy) + 1

cosh t
g(ϕ(x), y)ϕ(N)︸ ︷︷ ︸

J(N)
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= ∇x((J(y)− η(y)N))− 1
cosh t

g(ϕ(x), ϕ(y))N

−J(∇xy) + η(∇xy)N + 1
cosh t

g(ϕ(x), y)J(N)

= ∇xJ(y)−∇x(η(y)N)− 1
cosh t

g(ϕ(x), ϕ(y))N

−J(∇xy) + η(∇xy)N + 1
cosh t

g(ϕ(x), y)J(N)

= −x[η(y)]N − η(y)∇xN − 1
cosht

g(ϕ(x), ϕ(y))N

+g(∇xy, ξ)N + 1
cosh t

g(ϕ(x), y)J(N)

= −g(∇xξ, y)N − η(y) 1
cosh t

ϕ(x)− 1
cosh t

g(ϕ(x), ϕ(y))N

+ 1
cosh t

g(ϕ(x), y)J(N)

= 1
cosh t

g(ϕ2(x), y)N − η(y) 1
cosht

ϕ(x)− 1
cosht

g(ϕ(x), ϕ(y))N

− 1
cosh t

g(ϕ(x), y)(ξ)

= −η(y) 1
cosh t

ϕ(x)− 1
cosht

g(ϕ(x), y)ξ

= − 1
cosh t

(η(y)ϕ(x) + g(ϕ(x), y)ξ)

= − θ∗(ξ)
2n

(η(y)ϕ(x) + g(ϕ(x), y)ξ)

ve buradan

α(x, y, z) = g((∇xϕ)(y), z) = −θ
∗(ξ)

2n
(η(y)g(ϕ(x), z) + η(z)g(ϕ(x), y))

elde edilir. Böylece M yüzeyi F5 sınıfından hemen hemen kontak B-metrik bir ma-

nifold olur.
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5. HEMEN HEMEN KOMPLEKS NORDEN METRİK MANİFOLD-

LAR

Bu bölümde çalışmanın temel teoreminde kullanılacak olan hemen hemen komp-

leks Norden metrik manifold tanımı verilerek bazı temel özellikler ifade edilecektir.

Tanım 5.1. M, 2n boyutlu bir manifold olsun.

J : χ(M)→ χ(M)

bir endomorfizm ve g, M üzerinde bir Semi- Riemannian metrik olsun. Eğer her x, y

vektör alanı için;

J2(x) = −x

ve

g(J(x), J(y)) = −g(x, y)

koşulları sağlanıyorsa (M, J, g) üçlüsüne bir hemen hemen kompleks Norden metrik

manifold denir.

Semi-Riemannian g metriğinin Levi-Civita kovaryant türevini ∇ olsun. Herhangi

bir p ∈M noktasındaki tanjant uzayın keyfi x, y, z ∈ TpM elemanları için

F (x, y, z) := g ((∇xJ) (y), z)

olarak gösterilsin. F tensörünün

F (x, y, z) = F (x, z, y)

koşulunu sağladığı şu şekilde görülür:

g(J(x), y) = −g(J2(x), J(y))

= g(x, J(y))

olduğundan
F (x, y, z) = g ((∇xJ) (y), z)

= g (∇xJ(y), z)− g (J(∇xy), z)
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= g (∇xJ(y), z)− g (∇xy, J(z))

elde edilir. Öte yandan x[g(J(y), z)] = x[g(y, J(z))] olduğundan

g (∇xJ(y), z) + g (J(y),∇xz) = g (∇xy, J(z)) + g (y,∇xJ(z))

eşitliğinden

g (∇xJ(y), z) = g (∇xy, J(z)) + g (∇xJ(z), y)− g (∇xz, J(y)) (5.1)

eşitliğine ulaşılır. Bu eşitlik yerine yazılacak olursa

F (x, y, z) = g (∇xJ(z), y)− g (∇xz, J(y)) + g (∇xy, J(z))− g (∇xy, J(z))

= g (∇xJ(z), y)− g (∇xz, J(y))

= g (∇xJ(z), y)− g (J(∇xz), y)

= g ((∇xJ) (z), y)

= F (x, z, y)

olur. {e1, e2, · · · e2n} kümesi M hemen hemen kompleks Norden metrik manifold

üzerinde lokal bir çatı alanı olsun. F tensörü kullanılarak, x vektör alanı için Θ

1-formu şu şekilde tanımlanır:

Θ(x) = gijF (ei, ej, x).

Burada (gij), (gij) matrisinin tersidir.

Her x, y, z vektör alanı için

F (x, y, z) = 0

koşulu sağlanıyorsa (M,J, g) manifolduna "Kaehlerian Norden Metrik Manifold"

denir.

(M,J, g) bir hemen hemen kompleks Norden metrik manifold olsun. Her p ∈M

için

W =
{
α ∈ ⊗3Tp

∗M |F (x, y, z) = F (x, z, y) = F (x, J(y), J(z))
}
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uzayı göz önüne alınsın. Bu uzay aşağıda tanımlama bağıntıları verilen W1,W2 ve

W3 alt uzaylarının direk toplamı olarak yazılır. Herhangi bir hemen hemen kompleks

Norden metrik manifoldun ait olduğu sınıf bu tanımlama bağıntılarına göre belirlenir

[4]. Bu sınıfların tanımlama bağıntıları şu şekildedir:

1. Kaehlerian Norden metrik manifold:

F (x, y, z) = 0.

2. W1 sınıfı (Conformally Kaehlerian Norden metrik manifold):

F (x, y, z) =
1

2n
{g(x, y)ϕ(z) + g(x, z)ϕ(y) + g(x, J(y))ϕ(J(z)) + g(x, J(z))ϕ(J(y))} .

3. W2 sınıfı (Special kompleks Norden metrik manifold):

F (x, y, J(z)) + F (y, z, J(x)) + F (z, x, J(y)) = 0, Θ = 0.

4. W3 sınıfı (Quasi-Kaehlerian Norden metrik manifold):

F (x, y, z) + F (y, z, x) + F (z, x, y) = 0.

5.W1 ⊕W2 sınıfı (Kompleks Norden metrik manifold):

F (x, y, J(z)) + F (y, z, J(x)) = F (z, x, J(y)) = 0, Θ = 0.

6.W2 ⊕W3 sınıfı (Remi-Kaehlerian Norden metrik manifold):

Θ = 0

7.W1 ⊕W3 sınıfı:

F (x, y, z) + F (y, z, x) + F (z, x, y) =
1

n
{g(x, y)ϕ(z) + g(z, x)ϕ(y) + g(y, z)ϕ(x)

+g(y, z)ϕ(x) + g(x, Jy)ϕ(Jz) + g(y, Jz)ϕ(Jx) + g(z, Jx)ϕ(Jy)}

8. W1 ⊕W2 ⊕W3 sınıfı en geniş sınıftır.
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6. HEMENHEMENKONTAK B-METRİKMANİFOLDLARDAN ELDE

EDİLEN HEMEN HEMEN KOMPLEKS NORDENMETRİKMANİ-

FOLDLAR

(M,ϕ, ξ, η, g) bir hemen hemen kontak B-metrik manifold olsun. σ ve µ

sadece t ye bağlı fonksiyonlar olmak üzere; M × R çarpım manifoldu üzerinde J̃

endomorfizmi

J̃

(
x, a

d

dt

)
=

(
ϕ(x)− ae−(σ+µ)ξ, e(σ+µ)η(x)

d

dt

)
(6.1)

olarak tanımlansın. J̃2 = −I olduğu aşağıda gösterilmiştir:

J̃2
(
x, a d

dt

)
= J̃(J̃(

(
x, a d

dt

)
)

= J̃
(
ϕ(x)− ae−(σ+µ)ξ, e(σ+µ)η(x) d

dt

)
=

(
ϕ2(x)− e(µ+σ)η(x)e−(µ+σ)ξ, e(µ+σ)η(ϕ(x)− ae−(σ+µ)ξ) d

dt

)
=

(
−x+ η(x)ξ − η(x)ξ,−a d

dt

)
=

(
−x,−a d

dt

)
= −

(
x, a d

dt

)
.

M × R çarpım manifoldu üzerindeki metrik ise

g̃

((
x, a

d

dt

)
,

(
y, b

d

dt

))
= e2σg(x, y) + e2σ

(
e2µ − 1

)
η(x)η(y)− ab

olarak tanımlandığında M × R çarpım manifoldu üzerindeki J̃ endomorfizmi ve g̃

metriği

g̃
(
J̃(x, a d

dt
), J̃(y, b d

dt
)
)

= g̃
((
ϕ(x)− ae−(σ+µ)ξ, e(σ+µ)η(x) d

dt

)
,(

ϕ(y)− be−(σ+µ)ξ, e(σ+µ)η(y) d
dt

))
= e2σg

(
ϕ(x)− ae−(σ+µ)ξ, ϕ(y)− be−(σ+µ)ξ

)
+abe2σ (e2µ − 1) e−2(σ+µ) − e2σ+2µη(x)η(y)

= e2σg(ϕ(x), ϕ(y)) + abe−2µ + e2σ (e2µ − 1) abe−2µ−2σ

−e2σ+2µη(x)η(y)

= −e2σg(x, y) + e2ση(x)η(y) + ab− e2σ+2µη(x)η(y)

= −g̃
((
x, a d

dt

)
,
(
y, b d

dt

))
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koşulunu sağlar. Böylece
(
M × R, J̃ , g̃

)
bir hemen hemen kompleks Norden metrik

manifold olur.

M manifoldu üzerindeki g metriğinin Levi-Civita kovaryant türevi ∇ ile, M ×R

çarpım manifoldu üzerindeki g̃ metriğinin Levi-Civita kovaryant türevi ise ∇̃ ile

gösterilsin. M manifoldu üzerindeki ξ vektör alanına dik vektör alanları X, Y, Z ile

gösterilmek üzere; ∇̃ Levi-Civita kovaryant türevinin sıfırdan farklı bileşenleri Koszul

formülü kullanılarak aşağıdaki şekilde hesaplanmıştır:

g̃(∇̃XY, Z) = e2σg(∇XY, Z),

g̃(∇̃XY, ξ) = e2σg(∇XY, ξ)− e2σ(e2µ − 1)dη(X, Y ),

g̃(∇̃XY,
d
dt

) = −e2σg(X, Y )
dσ

dt
,

g̃(∇̃Xξ, Z) = e2σg(∇Xξ, Z) + e2σ(e2µ − 1)dη(X,Z),

g̃(∇̃X
d
dt
, Z) = e2σg(X,Z)

dσ

dt
,

g̃(∇̃ξY, Z) = e2σg(∇ξY, Z) + e2σ(e2µ − 1)dη(Y, Z),

g̃(∇̃ξY, ξ) = e2σ+2µg(∇ξY, ξ),

g̃(∇̃ξξ, Z) = e2σ+2µg(∇ξξ, Z),

g̃(∇̃ξξ,
d

dt
) = −e2σ+2µ(

dσ

dt
+
dµ

dt
),

g̃(∇̃ξ
d
dt
, ξ) = e2σ+2µ(

dσ

dt
+
dµ

dt
),

g̃(∇̃ d
dt
Y, Z) = e2σg(Y, Z)

dσ

dt
,

g̃(∇̃ d
dt
ξ, ξ) = e2σ+2µ(

dσ

dt
+
dµ

dt
).

J̃ hemen hemen kompleks yapının ∇̃ Levi-Civita kovaryant türevinin sıfırdan

farklı bileşenleri ise;

g̃((∇̃X J̃)(Y ), Z) = e2σg((∇Xϕ)(Y ), Z),

g̃((∇̃X J̃)(Y ), ξ) = e2σ
{
g(∇Xϕ(Y ), ξ) + eσ+µ dσ

dt
g(X, Y )− (e2µ − 1)dη(X,ϕ(Y ))

}
,

g̃((∇̃X J̃)(Y ), d
dt

) = −e2σ dσ
dt
g(X,ϕ(Y )) + eσ−µg(∇XY, ξ)− eσ−µ(e2µ − 1)dη(X, Y ),

g̃((∇̃X J̃)(ξ), Z) = e3σ+µ dσ
dt
g(X,Z)− e2σg(∇Xξ, ϕ(Z))− e2σ(e2µ − 1)dη(X,ϕ(Z)),

g̃((∇̃X J̃)( d
dt

), Z) = −eσ−µg(∇Xξ, Z)− eσ−µ(e2µ − 1)dη(X,Z)− e2σ dσ
dt
g(X,ϕ(Z)),

g̃((∇̃ξJ̃)(Y ), Z) = e2σg((∇ξϕ)(Y ), Z) + e2σ(e2µ − 1) {dη(ϕ(Y ), Z)− dη(Y, ϕ(Z))} ,
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g̃((∇̃ξJ̃)(Y ), ξ) = e2(σ+µ)g(∇ξϕ(Y ), ξ),

g̃((∇̃ξJ̃)(Y ), d
dt

) = eσ+µg(∇ξY, ξ),

g̃((∇̃ξJ̃)(ξ), Z) = e2(σ+µ)g(∇ξξ, ϕ(Z)),

g̃((∇̃ξJ̃)(ξ), ξ) = 2e3(σ+µ)(dσ
dt

+ dµ
dt

),

g̃((∇̃ξJ̃)( d
dt

), Z) = −eσ+µg(∇ξξ, Z),

g̃((∇̃ξJ̃)( d
dt

), d
dt

) = 2eσ+µ(dσ
dt

+ dµ
dt

),

g̃((∇̃ d
dt
J̃)(ξ), d

dt
) = eσ+µ(dσ

dt
+ dµ

dt
),

g̃((∇̃ d
dt
J̃)( d

dt
), ξ) = −eσ+µ(dσ

dt
+ dµ

dt
).

olarak elde edilmiştir. Bu hesaplar kullanılarakM×R ’nin Kaehlerian Norden metrik

manifold olmasıyla ilgili aşağıdaki teorem ifade edilmiştir.

Teorem 6.1. X, Y, Z ∈ Kerη olmak üzere; ∇̃J̃ = 0 olması için gerek ve yeter koşul

α(X, Y, Z) = 0, α(ξ, ξ, Z) = 0,
dσ

dt
+
dµ

dt
= 0, (6.2)

α(X, Y, ξ) = −eσ+µdσ
dt
g(X, Y ) + (e2µ − 1)dη(X,ϕ(Y )), (6.3)

α(ξ, Y, Z) = (1− e2µ)(dη(ϕ(Y ), Z)− dη(Y, ϕ(Z))) (6.4)

eşitliklerinin sağlanmasıdır.

Burada (6.2), (6.3) ve (6.4) eşitlikleri (6.2) ve aşağıdaki (6.5) eşitliğine denktir.

α(ξ, Y, Z) = 0, α(X, Y, ξ) = −eσ+µdσ
dt
g(X, Y ). (6.5)

(6.2), (6.3) ve (6.4) eşitlikleri sağlansın. (6.3) eşitliğinde Y yerine ϕ(Y ) alındığında

ve ∇ξξ = 0 olduğundan

(∇Xη) (Y ) = −eσ+µdσ
dt
g(X,ϕ(Y ))− (e2µ − 1)dη(X, Y )

ve bu eşitlikten

dη(X, Y ) = 0

elde edilir. Böylece α(ξ, Y, Z) = 0 ve α(X, Y, ξ) = −eσ+µ dσ
dt
g(X, Y ) elde edilir. Ter-

sine (6.2) ve (6.5) eşitlikleri sağlanıyorsa, α(ξ, Y, Z) = 0 ve α(X, Y, ξ) = −eσ+µ dσ
dt
g(X, Y )
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olduğundan dη(X,ϕ(Y )) = 0 ve buradan (6.3) ve (6.4) eşitlikleri sağlanır.

Böylece M × R çarpım manifoldunun bir Kaehlerian Norden metrik manifold

olması için gerek ve yeter koşul her X, Y, Z ∈ Kerη için

dσ

dt
+
dµ

dt
= 0 (6.6)

α(ξ, ξ, Z) = 0 (6.7)

α(X, Y, Z) = 0 (6.8)

α(ξ, Y, Z) = 0 (6.9)

α(X, Y, ξ) = −eσ+µdσ
dt
g(X, Y ) (6.10)

eşitliklerinin sağlanmasıdır.

Kanıt. Eğer (6.6), (6.7), (6.8), (6.9), (6.10) koşulları sağlanıyorsa ∇̃J̃ ’ nin yukarıda

verilen tüm sıfırdan farklı bileşenleri 0 olur:

(6.6) eşitliğinden dolayı

g̃((∇̃ξJ)(ξ), ξ) = 2e3(σ+µ)(dσ
dt

+ dµ
dt

) = 0,

g̃((∇̃ξJ)( d
dt

), d
dt

) = 2eσ+µ(dσ
dt

+ dµ
dt

) = 0,

g̃((∇̃ d
dt
J)(ξ), d

dt
) = eσ+µ(dσ

dt
+ dµ

dt
) = 0,

g̃((∇̃ d
dt
J)( d

dt
), ξ) = −eσ+µ(dσ

dt
+ dµ

dt
) = 0

olur. ϕ(Z) ∈ Ker(η) olduğundan (6.7) eşitliğinde Z yerine ϕ(Z) yazılırsa

α(ξ, ξ, ϕ(Z)) = 0

ve
α(ξ, ξ, ϕ(Z)) = g((∇ξϕ)(ξ), ϕ(Z))

= −g(ϕ(∇ξξ), ϕ(Z))

= g(∇ξξ, Z)

= −g(∇ξZ, ξ)

(6.11)

elde edilir. Bu eşitlikten dolayı

g̃((∇̃ξJ)(Y ), ξ) = e2(σ+µ)g(∇ξϕ(Y ), ξ) = 0,
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g̃((∇̃ξJ)(Y ), d
dt

) = eσ+µg(∇ξY, ξ) = 0,

g̃((∇̃ξJ)(ξ), Z) = e2(σ+µ)g(∇ξξ, ϕ(Z)) = 0,

g̃((∇̃ξJ)( d
dt

), Z) = −eσ+µg(∇ξξ, Z) = 0

bulunur. Öte yandan (6.10) eşitliğinden

g(∇Xξ, Y ) = −eσ+µ dσ
dt
g(X,ϕ(Y )) (6.12)

olur. Buradan

(dη)(X, Y ) = 0

elde edilir. (6.9) eşitliğinden ve (dη)(X, Y ) = 0 olduğundan

g̃((∇̃ξJ)(Y ), Z) = 0

olur. Diğer taraftan (6.12) nolu eşitlikten ve dη(X, Y ) = 0 olduğundan

g̃

(
(∇̃XJ)(

d

dt
), Z

)
= 0 (6.13)

bulunur. Aynı şekilde

g̃
(

(∇̃X J̃)(ξ), Z
)

= 0,

g̃
(

(∇̃XJ)(Y ), ξ
)

= 0,

g̃

(
(∇̃XJ)(Y ),

d

dt

)
= 0

elde edilir. Son olarak (6.8) eşitliğinden

g̃((∇̃X J̃)(Y ), Z) = e2σg((∇Xϕ)(Y ), Z) = 0

olur. Böylece (6.6), (6.7), (6.8), (6.9) ve (6.10) eşitlikleri sağlandığında ∇̃J̃ nin tüm

bileşenleri sıfır olarak elde edilir.

Tersine ∇̃J̃ nin tüm bileşenleri sıfır ise

0 = g̃((∇̃ξJ)(ξ), ξ) = 2e3(σ+µ)(dσ
dt

+ dµ
dt

)
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0 = g̃((∇̃ξJ)( d
dt

), d
dt

) = 2eσ+µ(dσ
dt

+ dµ
dt

)

0 = g̃((∇̃ d
dt
J)(ξ), d

dt
) = eσ+µ(dσ

dt
+ dµ

dt
)

0 = g̃((∇̃ d
dt
J)( d

dt
), ξ) = −eσ+µ(dσ

dt
+ dµ

dt
)

eşitliklerinden dσ
dt

+ dµ
dt

= 0 yani (6.6) eşitliği elde edilir. Öte yandan

0 = g̃((∇̃ξJ)(Y ), ξ) = e2(σ+µ)g(∇ξϕ(Y ), ξ),

0 = g̃((∇̃ξJ)(Y ), d
dt

) = eσ+µg(∇ξY, ξ) = 0,

0 = g̃((∇̃ξJ)(ξ), Z) = e2(σ+µ)g(∇ξξ, ϕ(Z)) = 0,

0 = g̃((∇̃ξJ)( d
dt

), Z) = −eσ+µg(∇ξξ, Z) = 0

eşitliklerinden α(ξ, ξ, Z) = 0 yani (6.7) eşitliği elde edilir.

0= g̃((∇̃XJ)( d
dt

), Z) = −eσ−µg(∇Xξ, Z)−eσ−µ(e2µ−1)dη(X,Z)−e2σ dσ
dt
g(X,ϕ(Z))

eşitliğinden

g(∇Xξ, Z) = −(e2µ − 1)dη(X,Z)− eσ+µdσ
dt
g(X,ϕ(Z))

olur. Son eşitlikten

g(∇Xξ, Z)− g(∇Zξ,X) = −(e2µ − 1) (dη(X,Z)− dη(Z,X))

ve

2dη(X,Z) = g(∇Xξ, Z)− g(∇Zξ,X) (6.14)

olduğundan

2dη(X,Z) = −(e2µ − 1) (dη(X,Z)− dη(Z,X))

2dη(X,Z) = −2(e2µ − 1)dη(X,Z)

ve dη = 0 olduğu bulunur. Buradan

0 = g̃((∇̃ξJ)(Y ), Z) = e2σg((∇ξϕ)(Y ), Z) + e2σ(e2µ−1)dη(ϕ(Y ), Z)− dη(Y, ϕ(Z))
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eşitliğinden α(ξ, Y, Z) = 0 yani (6.9) eşitliği elde edilir. Diğer taraftan

0 = g̃((∇̃XJ)(
d

dt
), Z) = −eσ−µg(∇Xξ, Z)−eσ−µ(e2µ−1)dη(X,Z)−e2σ dσ

dt
g(X,ϕ(Z))

eşitliğinden

0 = e−µg(∇Xξ, Z) + eσ
dσ

dt
g(X,ϕ(Z)),

g(∇Xξ, Z) = −eσ+µdσ
dt
g(X,ϕ(Z))

elde edilir. Bu eşitlikte Z yerine ϕ(Z) alınırsa

g(∇Xξ, ϕ(Z)) = −eσ+µdσ
dt
g(X,ϕ2(Z))

g(ϕ(∇Xξ), Z)) = −eσ+µdσ
dt
g(X,−Z + η(Z)ξ)

olur. ϕ(ξ) = 0 ve η(Z) = 0 olduğundan

α(X,Z, ξ) = α(X, ξ, Z) = −eσ+µdσ
dt
g(X,Z)

eşitliği yani (6.10) nolu eşitlik elde edilir.

Önerme 6.2. M manifoldu üzerindeki yapının (6.7),(6.8),(6.9),(6.10) eşitliklerini

sağlaması için gerek ve yeter koşulM manifoldu üzerindeki her x, y, z vektör alanları

için

α(x, y, z) = eσ+µ
dσ

dt
{η(y)g(ϕ(x), ϕ(z)) + η(z)g(ϕ(x), ϕ(y))} (6.15)

eşitliğinin sağlanmasıdır.

Kanıt. M manifoldu üzerindeki herhangi x, y, z vektör alanları için

x = x− η(x)ξ + η(x)ξ = X1 + η(x)ξ, X1 = x− η(x)ξ

y = y − η(y)ξ + η(y)ξ = Y1 + η(y)ξ, Y1 = y − η(y)ξ

z = z − η(z)ξ + η(z)ξ = Z1 + η(z)ξ, Z1 = z − η(z)ξ

olsun. Burada X1, Y1, Z1 ∈ Kerη olur. Buradan (6.7), (6.8), (6.9) ve (6.10) eşitlikleri
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göz önüne alındığında

α(x, y, z) = α (X1 + η(x)ξ, Y1 + η(y)ξ, Z1 + η(z)ξ)

= α(X1, Y1, Z1) + η(z)α(X1, Y1, ξ) + η(y)α(X1, Z1, ξ)

η(x)α(ξ, Y1, Z1) + η(x)η(z)α(ξ, ξ, Y1) + η(x)η(y)α(ξ, ξ, Z1)

= η(z)α(X1, Y1, ξ) + η(y)α(X1, Z1, ξ)

= −eσ+µ dσ
dt
{η(z)g(X1, Y1) + η(y)g(X1, Z1)}

= eσ+µ dσ
dt
{η(z)g((ϕ(x), ϕ(y)) + η(y)g((ϕ(x), ϕ(z))}

(6.16)

elde edilir.

Tersine (6.15) eşitliği sağlansın. Bu eşitlikteX, Y, Z ∈ Kerη alındığında α(X, Y, Z) =

0 yani (6.8) eşitliği sağlanmış olur.

Yine (6.15) eşitliğinde x = y = ξ ve Z ∈ Kerη alınırsa α(ξ, ξ, Z) = 0 elde edilir.

Diğer yandan x = ξ ve Y, Z ∈ Kerη alındığında α(ξ, Y, Z) = 0 bulunur.

(6.15) eşitliğinde X, Y ∈ Kerη ve z = ξ olarak alındığında

eσ+µ
dσ

dt
g(ϕ(X), ϕ(Y )) = −eσ+µdσ

dt
g(X, Y )

olduğundan (6.10) nolu eşitlik sağlanmış olur.

Hemen hemen kontakt B-metrik manifoldların F4 sınıfının tanımlama bağıntısı

∀x, y, z ∈ χ(M) için

α(x, y, z) = −θ(ξ)
2n
{η(y)g(ϕ(x), ϕ(z)) + η(z)g(ϕ(x), ϕ(y))}

şeklindedir. Bu bağıntı dikkate alındığında, σ ve µ fonksiyonları

−θ(ξ)
2n

= eσ+µ
dσ

dt
(6.17)

koşulunu sağlayacak şekilde seçildiğinde (6.7), (6.8), (6.9) ve (6.10) eşitliklerinden

F4 sınıfına ait bir manifold elde edilmiş olur. Ancak (6.17) denkleminin θ(ξ) sabit

bir reel sayı olması durumunda çözümü vardır. Sonuç olarak aşağıdaki teorem ifade

edilebilir:

Teorem 6.3. M hemen hemen kontakt B-metrik manifold olsun. M × R çarpım
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manifoldunun Kaehlerian Norden Metrik manifold olması için gerek ve yeter koşul

M manifoldunun F4 sınıfından, θ(ξ)’ın sabit bir reel sayı ve

eσ+µ dσ
dt

= − θ(ξ)
2n
,

dσ
dt

+ dµ
dt

= 0
(6.18)

eşitliklerinin sağlanmasıdır.

Kanıt. M × R Kaehlerian Norden metrik manifold ise Teorem 6.1’den (6.7), (6.8),

(6.9) ve (6.10) eşitlikleri sağlanır. θ(ξ) sabit olmak üzere; Önerme 6.2’den dolayı

eσ+µ dσ
dt

= − θ(ξ)
2n

alındığında M manifoldu F4 sınıfından olur.

Tersine M manifoldu üzerindeki yapı F4 sınıfından ve θ(ξ) sabit ve

dσ

dt
+
dµ

dt
= 0 (6.19)

ise

σ(t) + µ(t) = c, c ∈ R (6.20)

formundadır. θ(ξ) sabit ise

eσ+µ
dσ

dt
= −θ(ξ)

2n
(6.21)

diferansiyel denkleminin çözümü

σ(t) = −θ(ξ)
2n

e−ct+ c1, c1 ∈ R (6.22)

şeklindedir. Bu durumda

µ(t) = c+
θ(ξ)

2n
e−ct− c1 (6.23)

olarak seçilirse çarpım manifoldumuz Kaehlerian Norden metrik manifold olur.

{e1, e2, ..., en, ϕ(e1), ..., ϕ(en), ξ}

M manifoldu için lokal ortanormal bir çatı alanı olsun. Bu taban kulllanılarakM×R
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üzerinde

{
(e−σe1, 0), (e−σe2, 0), ..., (e−σen, 0),

(e−σϕ(e1), 0), ..., (e−σϕ(en), 0), (e−σ−µξ, 0), (0,
d

dt
)

}

lokal ortanormal tabanı elde edilir. Bu taban kullanılarak keyfi
(
x, a d

dt

)
vektör alanı

için Θ
(
x, a d

dt

)
şu şekilde hesaplanır:

Θ

(
x, a

d

dt

)
= F

(
(e−σ−µξ, 0), (e−σ−µξ, 0),

(
x, a

d

dt

))
+

n∑
i=1

F

(
(e−σei, 0), (e−σei, 0),

(
x, a

d

dt

))
−

n∑
i=1

F

(
(e−σϕ(ei), 0), (e−σϕ(ei), 0),

(
x, a

d

dt

))
−F

((
0,
d

dt

)
,

(
0,
d

dt

)
,

(
x, a

d

dt

))
= e−2(σ+µ)F

(
(ξ, 0), (ξ, 0),

(
x, a

d

dt

))
+e−2σ

n∑
i=1

F

(
(ei, 0), (ei, 0),

(
x, a

d

dt

))
−e−2σ

n∑
i=1

F

(
(ϕ(ei), 0), (ϕ(ei), 0),

(
x, a

d

dt

))
−F

((
0,
d

dt

)
,

(
0,
d

dt

)
,

(
x, a

d

dt

))
= θ(x)− ae−(σ+µ)θ∗(ξ) + 2neσ+µη(x)

dσ

dt
+

3η(x)eσ+µ
(
dσ

dt
+
dµ

dt

)
+ g(∇ξξ, ϕ(x)).

Bir M hemen hemen kontakt B-metrik manifoldun F5 sınıfından olmasının ta-

nımlama bağıntısı

α(x, y, z) = −θ
∗(ξ)

2n
{η(y)g(ϕ(x), z) + η(z)g(ϕ(x), y)} (6.24)

şeklindedir [3]. Bu adımdaM manifoldunun F5 sınıfından olması durumundaM×R

çarpım manifoldunun hangi sınıftan olduğu belirlenecektir.

Teorem 6.4. (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak B-metrik manifoldu F5 sınıfından
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ve d(σ+µ)
dt

= 0 ise M × R hemen hemen kompleks Norden metrik manifold W1 ⊕W2

sınıfındandır.

Kanıt. M manifoldu F5 sınıfından olduğundan (6.24) eşitliği sağlanır. Bu eşitlikte

y = ξ alındığında

−g(ϕ (∇xξ) , z) = α(x, ξ, z) = −θ
∗(ξ)

2n
g(ϕ(x), z)

eşitliğinden

−ϕ(∇xξ) = −θ
∗(ξ)

2n
ϕ(x)

ve

∇xξ = −θ
∗(ξ)

2n
ϕ2(x)

bulunur. Ayrıca M manifoldu F5 sınıfından olduğundan

dη(x, y) =
1

2
{g(∇xξ, y)− g(∇yξ, x)}

= −θ
∗(ξ)

4n

{
g(ϕ2(x), y)− g(ϕ2(y), x)

}
= 0

elde edilir.

M manifoldu F5 sınıfından ve
d(σ + µ)

dt
= 0 alındığında M × R manifoldu üze-

rinde tanımlı J hemen hemen kompleks yapının kovaryant türevinin sıfırdan farklı

bileşenleri keyfi X, Y, Z ∈ Kerη olmak üzere, şu şekilde bulunur :

g̃ ((∇XJ)(Y ), ξ) = e2σ
{
−g(∇Xξ, ϕ(Y )) + eσ+µ

dσ

dt
g(X, Y )

}
= e2σ

{
g

(
θ∗(ξ)

2n
ϕ2(X), ϕ(Y )

)
+ eσ+µ

dσ

dt
g(X, Y )

}
= −e2σ

{
θ∗(ξ)

2n
g(X,ϕ(Y ))− eσ+µdσ

dt
g(X, Y )

}
,

g̃

(
(∇XJ)(Y ),

d

dt

)
= −e2σ

{
dσ

dt
g(X,ϕ(Y )) + e−(σ+µ)

θ∗(ξ)

2n
g(X, Y )

}
,

g̃ ((∇XJ)(ξ), Z) = e2σ
{
eσ+µ

dσ

dt
g(X,Z)− θ∗(ξ)

2n
g(X,ϕ(Z))

}
,

g̃

(
(∇XJ)

(
d

dt

)
, Z

)
= −e2σ

{
e−(σ+µ)

θ∗(ξ)

2n
g(X,Z) +

dσ

dt
g(X,ϕ(Z))

}
.
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M manifoldu F5 sınıfından ve dσ
dt

+ dµ
dt

= 0 olduğundan

Θ

(
x, a

d

dt

)
= −ae−(σ+µ)θ∗(ξ) + 2neσ+µη(x)

dσ

dt
(6.25)

olur.

M×R hemen hemen kompleks Norden metrik manifoldununW1 sınıfından olma

koşulu şu şekildedir:

F (x̃, ỹ, z̃) =
1

2(n+ 1)
{g̃(x̃, ỹ)Θ(z̃) + g̃(x̃, z̃)Θ(ỹ) (6.26)

+g̃(x̃, J̃(ỹ)Θ(J̃(z̃)) + g̃(x̃, J̃(z̃))Θ(J̃(ỹ))
}
.

Burada x̃ =
(
x, a d

dt

)
, ỹ =

(
y, b d

dt

)
, z̃ =

(
z, c d

dt

)
olarak alınmıştır. (6.26) eşitliğinde

x̃ = (0, d
dt

), ỹ = z̃ = (ξ, 0) olarak alındığında eşitliğin sol tarafı

F ((0,
d

dt
), (ξ, 0), (ξ, 0)) = 0

ve eşitliğin sağ tarafı (6.25) eşitliğinden

eσ+µ

n+ 1
θ∗(ξ) (6.27)

olduğundan (6.26) eşitliği sağlanmaz, yani M ×R manifoldu W1 sınıfından değildir.

x̃ =
(
x, a d

dt

)
, ỹ =

(
y, b d

dt

)
ve z̃ =

(
z, c d

dt

)
olmak üzere; W3 sınıfında olma koşulu

olan

F (x̃, ỹ, z̃) + F (ỹ, z̃, x̃) + F (z̃, x̃, ỹ) = 0

eşitliğinde x̃ = (X, 0), ỹ = (Y, 0), X, Y ∈ Kerη ve z̃ = (ξ, 0) olarak alındığında

F (x̃, ỹ, z̃) + F (ỹ, z̃, x̃) + F (z̃, x̃, ỹ) = 2e2σ
{
−θ
∗(ξ)

2n
g(ϕ(X), Y ) + eσ+µ

dσ

dt
g(X, Y )

}

ve son eşitlikte daha önce M × R üzerinde kullandığımız lokal ortanormal taban

dikkate alındığında özel olarak x̃ = (ei, 0) ve ỹ = (ϕ(ei), 0) alınırsa

F (x̃, ỹ, z̃) + F (ỹ, z̃, x̃) + F (z̃, x̃, ỹ) = 2e2σ
θ∗(ξ)

2n
6= 0
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olduğundan M × R manifoldu W3 sınıfına ait değildir.

x̃ =
(
x, a d

dt

)
, ỹ =

(
y, b d

dt

)
ve z̃ =

(
z, c d

dt

)
olmak üzere; W2 sınıfında olma koşulu

F (x̃, ỹ, J(z̃)) + F (ỹ, z̃, J(x̃)) + F (z̃, x̃, J(ỹ)) = 0, Θ = 0

ve

Θ(ξ, 0) = 2neσ+µ
dσ

dt
6= 0

olduğundan M × R manifoldu W2 sınıfına ait değildir.

M×R manifoldununW1⊕W2 sınıfından olması için her x̃ = (x, a d
dt

), ỹ = (y, b d
dt

)

ve z̃ = (z, c d
dt

) vektör alanları için

F (x̃, ỹ, J(z̃)) + F (ỹ, z̃, J(x̃)) + F (z̃, x̃, J(ỹ)) = 0 (6.28)

eşitliğinin sağlanması gerekir. Bu eşitliğin sağlandığı∇J ’nin sıfırdan farklı bileşenleri

üzerinden gösterilecektir: X, Y, Z ∈ Ker(η) olmak üzere;

F ((X, 0), (Y, 0), J((ξ, 0)) + F ((Y, 0), (ξ, 0), J((X, 0)))

+F ((ξ, 0), (X, 0), J((Y, 0)))︸ ︷︷ ︸
=0

= eσ+µF (X, Y,
d

dt
) + F (Y, ξ, ϕ(X)) (6.29)

= eσ+µ
{
−e2σ dσ

dt
g(X,ϕ(Y )) + eσ−µg(X, Y )

}
+e3σ+µ

dσ

dt
g(Y, ϕ(X))− e2σg(X, Y )

= 0,
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F ((X, 0), (Y, 0), J((0,
d

dt
)) + F ((Y, 0), (0,

d

dt
), J((X, 0)))

+F ((0,
d

dt
), (X, 0), J((Y, 0)))︸ ︷︷ ︸

=0

= −e−(σ+µ)F (X, Y, ξ) + F (Y,
d

dt
, ϕ(X))

= −e−(σ+µ)
{
e2σg(X,ϕ(Y )) + e3σ+µ

dσ

dt
g(X, Y )

}
+eσ−µg(Y, ϕ(X)) + e2σ

dσ

dt
g(Y,X)

= 0

olur. ∇J ’ nin diğer bileşenleri için de (6.28) eşitliğinin sağlandığı kolaylıkla görülür.

Dolayısıyla M × R manifoldu W1 ⊕W2 sınıfındandır.
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