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Bu tezde ilk olarak (M, ,f,¢) hemen hemen Hermitian metrik pseudo
f —manifoldu tanimlanmistir.(M,, , f, ¢) manifoldu iizerinde bazi sartlar dahilinde V
birinci tip 6zel konneksiyonu, V ikinci tip 6zel konneksiyonu, V, f2 —metrigi koruyan

konneksiyonu, f2 — koruyan konneksiyonu ve V°, f2 — koruyan konneksiyonu

v,
tanimlanmustir. V, VveV konneksiyonlarinin sirasiyla T ,T ve T burulma tensorleri
hesaplanmistir. Son olarak da (M,,g) 4 — boyutlu Walker manifoldlarinda hemen
hemen Hermitian metrik pseudo f — yapisnin Ozellikleri arastirilmig, bu yapinin
integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter sart elde edilmistir. (M, f,¢") {icliisiiniin bir
Hermitian metrik pseudo f — Kéahler Walker manifoldu olmasi igin gerek ve yeter sart
elde edilmistir. Hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —yapiya bagh
(M, f,g") Walker 4 —manifoldunun R" Riemannian egrilik tensorii, Ric" Ricci

tensorii ve " skaler egriligi hesaplanmigtir.
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1. GIRIS

Diferensiyel geometri , geometrik problemler iizerinde diferensiyel metodlar ve

integral hesaplamalariyla ¢alisan matematigin bir alt disiplinidir.

M,,, manifoldu tizerinde ¢ hemen hemen kompleks yapist ve g pseudo
Riemannian metrigi verilsin. A; ve A, vektor alanlar1 olmak tizere g(@A{,A,) =
—g(Aq, A,) sartini saglayan g metrigine hemen hemen Hermitian metrik denir.
Hermitian metrige sahip hemen hemen kompleks manifolda hemen hemen Hermitian
manifold ve Hermitian metrige sahip kompleks manifolda da Hermitian manifold denir
(Kon and Yano 1985). Bu metrikler ¢esitli arastirmacilar Gray (1966); Kirichenko (1988);
Deshmukh et al. (1992); Cengiz vd (2006); Ghosh and Sharma (2006); Davidov et al.
(2008); Ozkan ve Iscan (2014); iscan (2016) tarafindan da calisilmustir.

Diferensiyel geometride manifoldlarin geometrik 6zelliklerinin incelenmesinde
kompleks yapilar dnemli bir yere sahiptir. f —yapilar f3 + f = 0 sartin1 saglayan (1,1)
tipli f tensor alanlarinin bir genellemesi olup ilk kez 1961 yilinda Yano tarafindan
tanimlanmustir (Yano 1961). Bu yapilar gesitli arastirmacilar Ishihara and Yano (1964);
Goldberg and Yano (1970); Singh and Srivastava (1974); Yano (1982); Balashchenko
(1998) tarafindan ¢alisilmustir.

Balkan vd (2018) galigmasinda ise hiperbolik f —yap1 olarak adlandirilan ve f3 —
f = 0 sartin1 saglayan pseudo f —yapilarin yeni bir sinifi tantmlanmaistir. Bu tiir yapilara
Singh and Vohra (1974); Matsumoto (1976); Pujar (2000); Oziisaglam ve Dikici (2016)

tarafindan da ¢alisilmistir.

Bu tez ¢alismasinda Zhong et al. (2019) ¢alismas1 temel kaynak olarak dikkate
alimmustir. Zhong et al. (2019) ¢alismasinda ise Bilen vd (2018) galismasi esas alinmustir.
Bilen vd (2018) ¢alismasinda Kéhler-Norden-Codazzi golden yapiya sahip bir pseudo-
Riemannian manifoldu dikkate alinmis bu manifoldun egrilik 6zellikleri ¢alisilmistir.
Ayrica bu manifold iizerinde bazi 06zel konneksiyonlar tanimlanmis ve bu

konneksiyonlarin ¢esitli 6zellikleri incelenmistir.
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Zhong et al. (2019) ¢alismasinda ise G, , G, ? = G, — ;I kompleks golden sartini

saglayan (1,1) tipli tensér alam1 ve g de A; ve A, vektor alanlar1 olmak iizere
g(G.Aq, Ay) = g(Aq, G.A,) sartin1 saglayan piir pseudo-Riemannian metrigi vasitasiyla
manifold tizerinde (G., ¢) hemen hemen kompleks Norden Golden yapist ele alinmustir.
Twin  Norden golden metrik-koruyan  konneksiyonlar, G, —metrik-koruyan
konneksiyonlar, G, —koruyan konneksiyonlar gibi bazi yapiy1 koruyan konneksiyonlar
calistlmigtir. Ayrica G, —metrik-koruyan konneksiyonlar analiz edilmis ve her Kahler-
Norden-Codazzi golden manifoldunun bir Kahler-Norden golden manifold oldugu
gosterilmistir. Son olarak da G, —koruyan konneksiyonlar arastirilmig ve bu

konneksiyonlarla iliskili baz1 3 —formlara bakilmaistir.

Sunulan bu tezde ise hemen hemen Hermitian metric pseudo f —manifoldlarinin
baz1 6zellikleri ve Walker 4 —manifoldlar1 lizerinde bazi uygulamalari verilmistir. Bu
nedenle tez calismasinin daha iyi anlasilabilmesi i¢in ikinci kisimda bazi temel tanim ve

kavramlara yer verilmistir.

Ugiincii boliimde ise ilk olarak f, f3 — f = 0 sartin1 saglayan bir hemen hemen
pseudo f —yapi1ve g de g(fAq, A,) = —g (A4, fA,) sartin1 saglayan pseudo Riemannian
metrigi olmak tizere (M, , f, ¢) hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —manifoldu
tanimlanmistir. Bu manifold iizerinde g metriginin bazi1 6zellikleri incelenmistir. Daha
sonra (M, , f,¢) manifoldu iizerinde bazi sartlar dahilinde V birinci tip o6zel
konneksiyonu, V ikinci tip 6zel konneksiyonu, V, f2 —metrigi koruyan konneksiyonu, V,
f2 — koruyan konneksiyonu ve V°, f2 — koruyan konneksiyonu tanimlanmistir. V, V ve
V konneksiyonlarinin sirasiyla T, T ve T burulma tensérleri hesaplanmustir. Son olarak
da boyle bir kurgunun varligini gostermek i¢in Walker 4 — manifoldlarinda
uygulamalarina bakilmistir. (M, , ¢) 4 — boyutlu Walker manifoldlarinda hemen hemen
Hermitian metrik pseudo f — yapismin Ozellikleri  arastirilmig, bu  yapinin
integrallenebilmesi igin gerek ve yeter sart elde dilmistir. (M, ,f,g") igliisiiniin bir
Hermitian metrik pseudo f —Kéhler Walker manifoldu olmasi i¢in gerek ve yeter sart
elde edilmistir. Hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —yapiya bagh

(M, ,f,g") Walker 4 —manifoldunun R" Riemannian egrilik tensorii, Ric? Ricci
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tensorii ve s" skaler egriligi hesaplanmistir.  Walker 4 —manifoldundaki bu

hesaplamalarda kolaylik ve saglamlik icin Maple® programi kullanilmustir.
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1961 yilinda yapilan Yano (1961) ¢alismada ilk kez f —yapilar tanimlanmistir.
f —yapilar (1,1) tipli f tensér alani ile tanimlanan ve f3 + f = 0 sartim saglayan
yapilardir. Bu cebirsel sart yiiksek boyutlu yapilari ve onlarin geometrik 6zelliklerini

anlamak i¢in bir temel teskil eder.

Burulmali f —yapiya sahip manifoldlarin incelenmesi diferensiyel geometride
onemli bir alandir ve gesitli kosullar altinda bu manifoldlarin 6zelliklerine odaklanir.
Singh and Srivastava (1974) calismasinda farkli tipten manifoldlarda burulma
tensorlerinin siniflandirilmasi, konformal difeomorfizmleri arastirilmis, geometrik ve

fiziksel 6zellikleri hakkinda bilgi verilmistir.

Bir f —yapist Q(f) = f3 + f yapisal polinomu ile gosterilen bir polinom yap1
olarak da tanimlanir. Polinom yapilarin bu kavramsallastirilmasi ilk olarak Goldberg ve
Yano tarafindan Goldberg and Yano (1970) calismasinda ortaya atilmigtir. Bu

manifoldlarda geometrik yapilarin anlasilmasinda 6nemli bir yere sahip olmustur.

Diferensiyel geometride polinom yapinin integrallenebilmesi ig¢in Nijenhuis
tensoriintin sifira esit olmasi sartt Vanzura tarafindan Vanzura (1976) elde edilmistir.
f —yapist icin Nijenhuis tensérii Ny ile gosterilmis ve Ne(Aq,Az) = [fAq, fA;] -
FIfAL ALl = fFIAL FAL] + f2[A4, A,] seklinde tanimlanmistir.

(M, f) manifoldu tizerindeki g Riemannian metrigi f —yapisina gore
g(fA, Ay) = —g(Aq, fA,) sartin1 sagliyor ise bu durumda bu metrik hiperbolik metrik
ve (M, f, ¢) manifoldu da bir hemen hemen f —Hermitian manifold olarak adlandirilir
Opozda (1983). (M, f,¢) hemen hemen f —Hermitian manifoldu iizerinde w esas
2 —formu  w(Aq,Ay) = g(fA1,A,) seklinde tanimlanir. (M, f,¢) hemen hemen
f —Hermitian manifoldu w esas 2 —formun 6zelliklerine bagl olarak siniflandirilabilir.
Eger w esas 2 —formu kapali ise yani dw = 0 ise bu durumda (M, f, ¢) manifoldu bir
hemen hemen f —Kéhler manifold olarak adlandirilir. Ayrica dw = 0 sart1 ile birlikte Ny

Nihenhuis tensoriiniin sifira esit olmas1 durumunda (M, f, ¢) manifoldu bir f —Kahler
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manifold olarak adlandiriir. Opozda (1983) caligmasinda Opozda dw =0 ve N
Nihenhuis tensoriiniin sifira esit olmasi sart1 ile V#f = 0 sartinin denk oldugunu ortaya

koymustur. Burada V¢, g metriginin Levi-Civita konneksiyonudur.

Balkan vd (2018) galismasinda ise f3 — f = 0 sartim saglayan ve f —hiperbolik
denilen pseudo f —yapilarin yeni bir sinifi tanimlanmistir. Bu tiir yapilara gesitli
aragtirmacilar tarafindan da Matsumoto (1976); Pujar (2000) ¢alisilmistir. Bu yapilar
farkli tipten baz1 yapilarin genellestirilmesidir. Balkan vd (2018) ¢alismasi bu yapilar igin
simiflandirma yapmayi, dagilim kavramin1 hiperbolik hemen hemen Kenmotsu
f —manifoldlara genisletmeyi ve bu manifoldlarin énemli ve 6zgilin 6rneklerini elde
etmeyi saglar. Ayrica bu calismada hiperbolik hemen hemen Kenmotsu
f —manifoldlarinin belirli sartlar altinda gegerli karakteristik denklemlere sahip oldugu

elde edilmistir.
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3.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar
Tamim 3.1.1:  kiimesinin © = {U,}, U, C g alt kiimeler ailesi verilsin.

i.0,p €7

N
ii.UUGET , ﬂ U, €T
o o=1

ise T ya  kiimesi iizerinde bir topolji ve (g0, T) ikilisine de topolojik uzay denir.
Tamm 3.1.2: (4, 7) topolojik uzaymin birbirinden farkli V x, y noktasinin agik
ve ayrik U, ,U, € T komsuluklar1 mevcut ise (g, 1) topolojik uzayr Hausdorff uzay

olarak adlandirilir.

Tamm 3.1.3: g Hausdorff uzay olsun. g in bir U agik alt kiimesinden R™ in bir

V bolgesine y homeomorfizmi tanimlansin.
y:U->"v

homeomorfizmine g da n boyutlu koordinat sistemi veya koordinat doniistimii, U ya da
y haritasinin koordinat komsulugu veya koordinat bolgesi, (U, y) ikilisine de g m bir n

boyutlu haritas1 denir.
Sayet h € U ise
y(h) = (ht,...,h™) € R"

olur. hl..... A" reel sayilari ise y haritasinda h noktasinn koordinatlari olarak adlandirilir

(Salimov ve Magden 2008).
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Tamm 3.1.4: g Hausdorff uzayinin n boyutlu y,, haritalariin U, bolgeleri uzay1

orterse, yani
o Ju.
a€od

ise, g ’a topolojik manifold veya kisaca manifold denir. boy(R"™) = n oldugundan

manifoldun boyutu da n dir. Ayrica 0 da indisler kiimesidir (Salimov ve Magden 2008).

Bir noktasi ¢ikarilmis gember, bir noktasindan delinmis kiire, tor yiizeyi, silindir,

Mobiiis seridi ve Klein sisesi birer topolojik manifold 6rnegidir.

Tanim 3.1.5: g Hausdorff uzay ve k da 0 < k < oo sartin1 saglayan bir tam say1
olmak tizere asagida verilen iki sarti saglayan {(U,, y,)}, a€A, U, c g } lokal
koordinatlar ailesine  uzayi iizerinde C* smifindan n boyutlu atlas denir. (Salimov ve
Magden 2008).

i. Lokal haritalarin U, bdlgesi § uzaymi oOrter. Yani g, n boyutlu bir topolojik
manifolddur.

ii. Herhangi a, B € di¢in U, N Uz # O ise

yﬁoya_l:ya(ua n uﬁ) - yﬁ(ua N uﬁ)

doniisiimii C* siifindandir. Bu sarta (Uy, ¢ ) Ve (U, pp) haritalarinin C ¥ uzlagmasi

sart1 da denir.
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Sekil 3.1. Diferensiyelenebilir Atlas

Tamm 3.1.6: {(U,, v,)} ve {(’Uﬁ, )/,3)}, C* siifindan iki atlas olsun. Bu atlaslarin
C* uzlasan ise yani {(U,y,)} Ve

haritalar1

keyfl (uaﬂ Va) ve (uﬁ' Vﬁ)
(Up, vp) atlaslarinin birlesimi C k sinifindan atlas ise bu durumda atlaslara denk atlaslar

denir (Salimov ve Magden 2008).

Tamim 3.1.7: g Hausdorff uzaymda C* atlaslarinin denklik smifina C* —yap1
denir. C° —yapiya topolojik yap1, C¥ (1 <k < ) yapiya da diizgiin yap1 denir.

Bundan sonraki kisimlarda C® smifindan olan yapilarla ¢aligilacaktir.

Tammm 3.1.8: M sayilabilir baza sahip bir Hausdorff uzay olsun. M de
n —boyutlu C* atlaslarinin  C* yapis1 verilmisse M uzayina n boyutlu C* sinifindan

diferensiyellenebilir yada diizgiin manifold denir ve M, sembolii ile gosterilir (Salimov

ve Magden 2008).
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Cember 1 —boyutlu, kiire ise 2 —boyutlu diferensiyellenebilir manifolda birer

Ornektir.

3.2. Tensor Alanlari

Tanim 3.2.1: B # @ kiimesi ve R reel sayilar cismi verilsin. 8B kiimesi iizerinde

sirasiyla toplama

+: BXB->B
xy)->x+y

ve

-t RXB-3B
Ax) > 1-x=Ax

skaler ile carpma islemleri tanimlanmis olsun. Eger

i.(B,+) degismeli gruptur,

ii. L€ R vex € Bigin Ax € B,

iii. VA€ R veVx,y€ Bicin A(x +y) = Ax + Ay,
iv. VAn e R vex € Bigin (1 +n)x = Ax + ny,

v. VAn € R vex € Bigin A(nx) = (An)x,

vi. Vx € Bicin 1.x = x olacak sekilde 1 € R vardir,

aksiyomlar1 saglaniyor ise B kiimesine R cismi iizerinde bir vektér uzaydir denir. Vektor

uzayinin elemanlaria da vektor denir.

Tanim 3.2.2: B, ve B, ayni R cismi lizerinde tanimlanmis iki vektor uzayi

olmak iizere,

L: B, - B,
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dontisimii Vx,y € B veld,n € R igin

L(Ax +ny) = AL(x) +n L(y)
sartin1 saglarsa bu doniisiime bir lineer doniistim denir.

B vektodr uzaymin biitlin lineer doniisiimlerinin olusturdugu vektor uzayina ise B

vektor uzaymin dual uzayi denir ve B¢ ile gosterilir. Elemanlarina da kovektorler denir.

Tamm 3.2.3: B,, ve B sirasiyla n boyutlu vektdr ve kovektor uzayr olmak iizere
551- €8B,,j=1,..,1 vektor degiskenleri ve fi € SB% ,i=1,..,k kovektor

degiskenlerinin

w = t(fl,fz, ...,fl,fl, EZ, ...,fk)

reel degerli fonksiyonu verilmis olsun. Bu fonksiyon tiim degiskenlerine gore lineer ise

multilineer fonksiyon olarak adlandirilir.

Bu multilineer fonksiyona karsilik gelen

k
t: B, X B, X . X B, X BI x B x..xBL >R
l

operatoriine B,, uzayinda k. dereceden kontravaryant, [. dereceden kovaryant tensordiir
denir ve T}(8B,) seklinde de gosterilir. k > 0,1 > 0 olmak iizere k + [ toplamina
tensoriin  valentligi ve (k, 1) ikilisine de tensoriin tipi denir. Kontravaryant tensorler

(k,0) tipli, kovaryant tensorler ise (0, 1) tiplidir.

(0,2) tipli ve simetrik biitiin tensorlerin kiimesi S, (B,,) ile gosterilmek iizere, bu

kiime T (8B,,) uzaymin bir alt uzayidir. Keyfi bir g € S,(8,,) tensorii verilsin.

10



3. MATERYAL ve YONTEM

sartindan X = 0 elde ediliyor ise g tensoriine regiiler tensor denir. (3.1) koordinatlarla

yazilacak olursa

gijx'y! =0

olur. Bu esitlik V y/ icin saglandigindan

gijxi=0, j=1,...,n

homojen lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sisteminin sifir ¢ziimiiniin (yani x* = 0

¢Oziim) olmasi i¢in

Det(gl]) 0

olmalidir. Burada g;; tensoriine karsilik gelen matris (g;;) ile gosterilmistir.

Regiiler g € S,(B,,) tensoriine B,, uzayinda esas tensoér denir. Esas tensore

karsilik gelen (g;;) matrisinin tersi (g") sembolii ile gosterilir ve

39 =6 3.2)

yazilir. B,, ve BZ uzaylar arasinda

§i = gisx®, (i = @isy®) (3.3)

doniistimiine bakalim. Buradan (3.2) esitligine gore

=g, (v =3"m) (3.4)

11



3. MATERYAL ve YONTEM

olur. ¢ € §,(3B,,) tensorii i¢in invariant bilineer form

w =gy = gvijxiyj

yazilir. Burada (3.3) ve (3.4) esitlikleri dikkate alinirsa

w =gy = Qh'jxiyj = xi77i = &”mf;

elde edilir. Yani, g;; esas tensorii verildiginde kovektor degiskenlerinin w = g"n;¢;

invaryant bilineer formu alimir. Burada g, (2,0) tipli tensoriin koordinatlaridir. Bu

tensor de g;; esas tensoriiniin ters tensorii olarak adlandirilir. Ayrica

g, &) = guni&; = mix' = gysy*x’
g =g"m; =&y = gjsxSy’
= gsix'y® = ggiy*x' = g1, &)

oldugundan Y ters tensoriiniin de simetrik oldugu goriiliir.

Boylece B, de g;; tensorii verildigi zaman B, — B4 izomorfizmi bulunur.

Bundan da vektor ve kovektorler aynilastirilabilir. Yani,

— i i _ ~is
Xs = GsiX™ , X' =g7 X

yazilir. Bu islemlere indisin yiikseltilmesi (x; = x‘) ve indirilmesi (x! — x) islemleri

denir.

g(%,y), (0,2) tipli bir tensor ve V X,y € B, vektorleri olmak iizere,
g tensoriiniin X ve y vektorleri lizerindeki izi, bu vektorlerin skaler garpimi olup ve Xy

veya (%, y) birisi ile gosterilir. Dolayisiyla

(X, ¥)= g(X,y)= gijx'y’ = x;y7 (3.5)

12



3. MATERYAL ve YONTEM

yazilir.

Tamim 3.2.4: M, ,C* smifindan bir manifold ve manifoldun her p noktasindaki
tanjant uzay1 da T,, olsun. Manifoldun her p noktasina tanjant uzaymin bir X,, vektoriinii

karsilik getiren X vektor degerli fonksiyonu vektor alani olarak adlandirilir (Salimov ve
Magden 2008).

Tamm 3.2.5: M, ,C* smifindan bir manifold ve manifoldun her m noktasindaki
(k, 1) tipli tensor tensor uzay: da T;*(m) olsun. Manifoldun her m noktasma tensor
uzaymn bir tJ(m) tensoriinii karsilik getiren T fonksiyonu (k, 1) tipli tensr alan1 olarak
adlandirilir (Bishop and Goldberg 1968).

k=1, [l =0 ise vektor alan1 yani (1,0) tipli tensor elde edilir. k =1 =0 ise
manifoldun her m noktasina bir skaler karsilik gelir. Bu nedenle (0,0) tipli tensor alani

reel degerli bir fonksiyon belirtir.

3.3. Afin (Lineer) Konneksiyon

M, diferensiyellenebilir manifold olsun. Manifoldda ¥ : u' = u'(t) egrisi
boyunca konneksiyon dahil edilmesi demek egrinin noktalarina tatbik edilmis vektorler
arasinda uygunluk olusturma kurali demektir. 7 egrisinin keyfi bir noktasindaki v'
vektoriiniin t parametresine bagl olarak degismesi durumunda verilen konneksiyona
gore baglangigtaki ile ayn1 kalirsa, 0 halde bu vektor verilen konneksiyona gore y egrisi
boyunca parelel kaydirilmistir denir. Eger konneksiyon diferensiyellenebilirse, paralel
kaydirmay: ifade eden v' = vi(t) fonksiyonlar1 da diferensiyellenebilir fonksiyonlar

olur. Vektorlerin paralel kaydirilmast durumunda lineer bagimlilik korunursa verilen

konneksiyona lineer veya afin konneksiyon denir.

Vektoriin egri boyunca verilen lineer konneksiyona gore paralel kaydirilmasi
sartina bakalim. ¥ egrisinin baslangi¢ noktasinda al, ,h = 1,---,n lokal bazi verilsin ve
al (t) ’nin bagimlihiginin baz vektorlerinin egri boyunca paralel kaydirilmas: kuralin

ifade ettigini kabul edelim. Bir v = A"a}, vektoriiniin verilmis lineer konneksiyona gore

13



3. MATERYAL ve YONTEM

¥ egrisi boyunca paralel kaydirilmasi icin gerek ve yeter sart A" katsayilarinin sabit

olmasidir. Buradan hareketle

dvt = A"da}, (3.6)

ve vl = A"a! esitliginden

/1h — a;lvi (37)

yazilir. Burada al, baz ve al* de kobaz vektoriidiir. Buradan ala; = &5 yazilir. (3.7)

esitligi (3.6) da kullanilirsa,

dvt + whv" =0 (3.8)

elde edilir. (3.8) denkleminde w! ,

ol = —ajdal (3.9)

seklindedir. (3.8) sart1 verilen lineer konneksiyona gére v' vektdriiniin paralel

kaydirilmas: sartidir. (3.9) biciminde verilen w!* objeleri ise konneksiyon formlaridir.

Teorem 3.3.1: i. Konneksiyon formlar1 al, ,h = 1,---,n bazinn segilisine bagl
degildir.

ii. Egrisel koordinatlarin donistiiriilmesi halinde, konneksiyon formlari tensor

dontiisiim kuralina gore donilismez.

Tamm 3.3.2: w; kovektdriiniin 7 egrisi boyunca paralel kaydirilan herhangi bir v
vektorii lizerindeki izi egri boyunca sabit kalirsa bu durumda w; kovektoriine y egrisi

boyunca verilen lineer konneksiyona gore paralel kaydirilmistir denir. Buradan hareketle
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d(viw;) = dviw; +vidw; =0 (3.10)

yazilir. v vektoriiniin paralel kaydirilmasi sartindan

vt = —wtvh (3.11)

yazilir. (3.11) esitligi (3.10) de kullanilirsa,

(dw; — wl'wp)vt =0

bulunur. v' vektdrii keyfi olup w; kovektoriiniin 7 egrisi boyunca verilen lineer

konneksiyona gore paralel kaydirilma sarti

dw; — wl'w, =0 (3.12)
seklindedir. Buradan vektor ve kovektoriin ¥ egrisi boyunca paralel kaydirilmas sarti
kullanilarak, egrinin c¢esitli noktalarina tatbik edilmis keyfi tipli tensoriin paralel

kaydirilmasi sart1 da verilebilir. ¥ egrisi boyunca (k, 1) tipli keyfi tensoriin izi

ig-ig J1 Ji, 1. 0k
Z = t]1 o A ORI

seklinde olsun. Z fonksiyonunun vektor ve kovektor degiskenlerinin ¥ egrisi boyunca

paralel kaydirilmas sartlar1 altinda diferensiyeli

11 Ao J1 . ]l 11 lk J1 ... Jl 1 ...,k
dZ = dt; ;v v w 11 -k t; Javyt v e o)

“Ji e Yy k
11 bk J1 Ji k
toeett v Y a)ll -, dwg,
by-ig igle _ iy, Sip lk i lq-s Ju .., Ji, 1k
(dt iy — Wt . g, Tt eg g ot 11)”1 VW Wy (3.13)

olarak yazilir. Bu esitlikte
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iyl _ i1k iyl i1 512 lk i, i1-S
6t]1 Ji T dth Ji w]ltslz Ji "t W t * W tjl J1 (314)

olarak alinirsa

dZ = 5t 7kl L1l Lk (3.15)

J1 Jz l 1 k

yazilir. ¥ egrisi boyunca verilen lineer konneksiyona gore paralel kaydirilan vektor ve
kovektdr degiskenlerinin multilineer fonksiyonunun diferensiyeli de degiskenlerin

multilineer fonksiyonu olur. Bu durumda dZ multilineer fonksiyonuna belirli tensor

karsilik gelir ve bu tensorin tipi de ¢;; Fa ];‘ tensoriiniin tipine esit olur. Koordinatlari da

(3.14) daki gibidir. ;" * tensoriiniin mutlak diferensiyeli de 8¢, 7* tensoriidiir.
Mutlak diferensiyelinin tanimindan asagidaki sonuglar elde edilmistir.

i. Vektoriin, kovektoriin ve Keyfi tipli tensoriin parelel kaydirilmasi sartlari

sirasiyla

Svi=0, dw; =0, &‘1 ]‘f=o

seklindedir.
ii. Birim tensoriin mutlak diferensiyeli sifirdir ( § (Sij ) =0).
Tensorlerin mutlak diferensiyelleri i¢in asagidaki 6zellikler mevcuttur:
i. 6(t; ¥t,) =6t; F6t,, ty ve t, ayn tipli tensorlerdir.

ii. 5(At) = (dA)t + A(8t), A-skalerdir.
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iii. 6(A® B) = (64) ® B + A(6B), A ve B keyfi tipli tensorler ve @ - de tensor

carpimi gostermektedir.

iv. Tensorlerde simetriklestirme islemi, alterlenestirme islemi ve kontraksiyon

islemi mutlak diferensiyelleme islemi ile yer degistirebilir.

3.4. Afin (Lineer) Konneksiyonlu Uzaylar

Tammm 3.4.1: X, diferensiyellenebilir manifold olmak iizere bu manifold
tizerindeki herbir egri boyunca lineer (afin) konneksiyon verilsin. X,, diferensiyellenebilir
manifoldu lineerlik sartin1 sagliyor ise bu manifolda n- boyutlu lineer (afin)

konneksiyonlu uzay denir.

Bu tanimda gecen lineerlik sart1 asagidaki gibidir.

X,, manifoldu tizerinde keyfi M noktasi ve bu noktanin civarinda keyfi vektor
alanlar1 verilsin. Keyfi v' vektér alanmin M noktasindan gecen keyfi bir egri icin
hesaplanmis mutlak diferensiyeli, bu egri boyunca elementer yer de§isme

du' vektoriiniin lineer fonksiyonudur. Yani

Svt = vjdu? (3.16)

seklinde yazilir. Burada v}, , v* vektor alanma ve noktaya bagh bir fonksiyondur. Ayrica

dv' = d,v'du” oldugundan

Svt = dvt + vt = apvidu” + wivh (3.17)

olur. (3.16) ve (3.17) esitliklerinden

whvt = (v — svt) dus (3.18)
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ifadesi bulunur. v", 9,v° ve viu' lerin fonksiyonaridir. w}, formlari v vektér alanlarinm

secilisine bagl olmayip, w!, forumlari du” > nin lineer fonksiyonu olur ve
wh =T du’ (3.19)

seklinde yazilir. Burada T, katsayilari lineer uzaym noktasmin fonksiyonlaridir. Bu
fonksiyonlara lineer konneksiyonun katsayilar1 denir. Katsayilarin verilmesi X,, de lineer

konneksiyonu tayin eder.

L, lineer konneksiyon katsayilarmim doniisiim kuralinmn ne sekilde oldugunu

gosterelim. (3.19) kullanilarak

wh = I‘,ﬂj,duh' = F,iij,Aﬁlduh

yazilir. Ayrica

Al'dAl = A7 (9,A%) du” (3.20)
olup, dte yandan A} ’A]l:, = 6} esitliginin 9, kismi diferensiyeli alinirsa

(0] 4] () =0

jl . _ jI .
A (0ut) = - (0]
elde edilir. Bu son esitlik (3.20) de kullanilirsa

jl . _ . jl
Al dAl = -4l (0,4)) du” (3.21)

olur. (3.21) ve (3.19) kullanilir ve w} = A]].',Aﬁ,w;: - A},dA]l:, oldugu da dikkate alinirsa

lineer konneksiyon katsayilarinin doniisiim kuralinin
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Oi; = ALATAR'TE . + AL AL (3.22)
seklinde oldugu goriiliir. Burada A{l’] = ahA]i-’ bigimindedir.

(3.19) kullanilirsa lineer konneksiyonlu uzayda verilen keyfi vektor alaninin

mutlak diferensiyeli
svt = (8pv' + TEv®) dul (3.23)

seklinde olur. (3.23) ifadesinde du” vektor ve ifadenin sol tarafi da bir tensor oldugundan
parantez icerisindeki ifade bir tensériin koordinatlar1 olur. Bu tensére de verilen v*

tensOriiniin kovaryant tiirevi denir. Bu kovaryant tiirev
Vvt = 0,vt + T v° (3.24)
seklindedir ve bu kovaryant tiirevin sonucu (1,1) tipli bir tensordiir.
Benzer olarak w; kovektor alaninin kovaryant tiirevi ise
Vywj = 0pw; — T jws (3.25)

seklindedir ve bu kovaryant tiirevin sonucu da (0,2) tipli bir tensordiir. (3.19)

esitliginden (k, ) tipli t]llljlf tensoOriiniin mutlak diferensiyeli

i1, l B iy Liqeesei iq:l h
T VAT Y A0 VD YO v IO (3.26)
seklindedir. (3.26) denkleminin sol tarafi bir tensér ve du” vektor oldugundan parantezin
icindeki ifade bir tensoriin koordinatlaridir. Bu tensdre verilen t; - ];‘ tensoriiniin

kovaryant tiirevi denir ve
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v tl1 lk — 6 tll lk+2/1 1Fl)1 tll Sl Z'u, ll—‘h]# t]lllslk]l (327)

seklindedir ve tensoriin kovaryant tiirev tanimindan (k,[) tipli tensoriiniin kovaryant

tiirevinin kovaryantlig1 bir artarak (k, [ + 1) tipli bir tensor olur.

Kovaryant tiirevin tanimindan hareketle elde edilen bazi 6zellikler asagidaki

gibidir:

Ivh(ll lk_l_tll lk) Vh 11 lk +Vh 11 l’jl

Vi (At]llljlf) = (ah/l)tjlll:,';;‘ + /1Vhtjl11:,f;f , A EF (F fonksiyonlar kiimesi )

! -/ -7
l1 lk i1k i lk i1k Lyl
it v, (6.5 ® g --n) Vi @ Gy T @ Vel

iv. Tensorlerde simetriklestirme, alterlenestirme ve kontraksiyon islemleri mutlak

diferensiyelleme islemi ile yer degistirebilir.

Tanim 3.4.2: M, manifoldu iizerinde, Ty'(M;,) vektdr alanlarmin modiilii olmak

uzere
Va Az = V(AL A2): Tg (M) X Tt (M) = T (M)
doniistimii
L Vea,+ga,003 = fVA, A3 + gVp, Az
. Vo, (f AL+ gA2) = (A3 AL+ VAN + (A39)A; + gVp A,

sartlarini sagliyorsa V’ya lineer (afin) konneksiyon denir. Burada
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Va, Az =I5 (My) = Tg' (M)

doniistimiine de kovaryant diferensiyellenme denir (Bishop and Goldberg 1968).
Kovaryant tiirevi su sekilde de tanimlayabiliriz.
Tamm 3.4.3: T(M,,) = X010 T (M) ve T(M,), R de bir cebir olmak iizere
i. D(at + bs) = aDt+ bDs, Vt,s €T*¥(M,), Va,b €R,
ii. D (T (M) € T (1),
iii. D(t®s) =Dt @ s+t Q Ds,
iv. D islemi tensorlerde kontraksiyon iglemi ile yer degistirebilir,

sartlarim1  saglayan D: T (M) - T(M,) doniisimine 7T (M,,) cebirinin tensor

diferensiyellemesi islemi denir (Salimov ve Magden 2008).

Tamm 3.4.4: M,,, C* smifindan bir manifold olmak tizere; T (M,,) cebirinin
D =V T(My) - T(M,)
diferensiyelleme islemi

L Ve 4gn,t = fVp L+ gVpt,

ii. Vo f = Asf,
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sartlarin1 sagliyorsa V, doniisiimiine A; vektor alan1 yoniindeki kovaryant tiirev adi
verilir. Burada V Ay ,A, € TgH(My,), Vf, geT,’ (M), Yt € T(M;,) dir (Salimov ve
Magden 2008).

Tamm 3.4.5: : M,,, C% smifindan bir manifold olmak tizere; T (M,,) cebirinin
D= LA1 : T(Mn) - T(Mn)
diferensiyelleme islemi

L L f =Mf

ii. LA1A2 = [Al; Az]a

sartlarin1 sagliyorsa L,, doniisiimiine A; vektor alan1 yoniindeki Lie tiirevi adi verilir.

BuradaV A, ,A, € Tt(M,), VfeTX (M) dir.

Lie Turevinin tamminda gegen [A4, A, ], ifadesi de Lie parantezi olup,

[A1'A2] = ANy — A\

seklinde tanimhidir ve agagidaki 6zelliklere sahiptir:

Lo [Ar, Ay +Az] = [Ay,Ap] +[Ar,A5],

. [Ag, fA] = A (A, + A1, AL],

iii. [Ay,A,] =—[A,,A],

iv. [Ay,[Ay,As]] + [Ag, [As, ALd] + [As,[Ar,A5]] =0
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A, € TEH(M;,)  vektdr alanmnmn, o € T;°(M;,) kovektdér alanmin ve t €

T;* (M) keyfi tipli tensor alanmin Lie tiirevi sirastyla;

LAlAzi = A1hahA2i - AZhahAli )
LA1wj = Alhah(l)j + (l)hajAlh )

igip h ik l hY i1k Kk i igoheeiy
LAltjl"-jl - Al ahtjl...jl + 2){:1(ajAA1 )tjl"'h"'jl - Z,u=1(ahA1 ”) tf1"'jl )

seklindedir (Salimov ve Magden 2008).
3.5. Egrilik ve Burulma Tensorleri

A, lineer (afin) konneksiyonlu uzayinda diferensiyellenebilir f =
f(ub,---,u™) fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyonun df = d,fu’ seklindeki tam
diferensiyeli, koordinatlarin doniisimii durumunda sabit kalir ve df fonksiyonu
du' vektoriiniin bir lineer fonksiyonu olur. Bu lineer fonksiyona karsiik gelen
kovektdriin koordinatlari

ile gosterilir. Bu kovektore f fonksiyonunun gradienti, f fonksiyonuna ise bu kovektor
alanin potansiyel fonksiyonu denir. Herhangi V; kovektoriiniin herhangi bir skaler alanin

gradienti olmasi igin gerek ve yeter sart
o;Vy=0 (3.29)
olmasidir (Yano 1965).

V; gradient kovektoriiniin kovaryant tiirevi

ViV =0;V; — T}V, (3.30)
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bi¢imindedir. (3.30) ifadesinde j ve i indislerine gore alternelestirme islemi yapilir ve
(3.29) kullanilirsa

ViiViy = SV (3.31)
bulunur. Burada
Sij = Ty (3.32)

seklindedir. (3.31) ifadesinin sol tarafindaki kovaryant tiirev (0,2) tipli bir tensor

oldugundan SZ- ifadesi alttaki indislerine gore antisimetrik olan (1,2) tipli bir tensor
belirtir. (3.32) ifadesinde verilen S{‘j tensoriine A, uzaymin burulma tensorii denir.

A, manifoldunda keyfi A;, A, € Tg'(M,,) vektor alanlart igin burulma tensérii invaryant
formda

S(Al, Az) — VAlAZ r VA2A1 - [Al,Az] (333)

bi¢giminde yazilir. (Kobayashi and Nomizu 1963). Burada [A4,A,] ifadesi Ay, A, €

ToH (M) vektdr alanlarinin Lie parentezi olup,
[A1, ARlf = A(Azf) — Az (Asf)
yazilir.

Keyfi v vektoriiniin kovaryant tiirevi olan Vvt = d,vt + Tl v™ ifadesi (1,1)

tensor olup bu tensoriin tekrar kovaryant tiirevi alinira
V,.Vovl = 0,Vvt + I, Voo™ — I, vt

= 0,(0sv" + T v™) + T (0™ + Tiv™) — TRV, v

= dZv' + 0, T, v" + T4, 0,v™ + T, 0,v™ + TL, T — IV, vl
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olur. Bu esitlikte , s indislerine gore alternelestirme islemi uygulanirsa,
2V Vvt = Rl o™ — 25KV, 0! (3.34)
elde edilir. (3.34) denkleminde

i — i i i m i m
Rrsh - arl—‘sh - asrrh + Frm sh — l—‘sm Th

seklindedir. (3.34) denkleminin sag tarafindaki ikinci terim ve sol tarafindaki terim tensor
olup v* de herhangi bir vektor oldugundan Rl ifadesi (1,3) tipli tensor belirtir. Bu

RLy, tensoriine A, uzaymm egrilik tensorii denir.

A, manifoldunda keyfi A;, Ay, A3z € Tt (M,) vektor alanlari icin egrilik tensorii

invaryant formda

R(Aq, Az, A3) = R(Aq, AR)A; = VA1VA2A3 - VszAlAS - V[Al,Az]A3 (3.36)
bigiminde yazilir. (Kobayashi and Nomizu 1963).

3.6. Konneksiyonlarin Doniisiimii

Keyfi iki lineer konneksiyona sahip uzaylarin diffeomorfizmi verilmis olsun. Bu
durumda, bu uzaylarin karsilikli noktalarinin koordinatlar1 ayni olacak sekilde uygun
egrisel koordinat sistemi verilebilir. Bu tiir karsilhlk getirme aym bir M,
differensiyellenebilir manifoldunda iki keyfi lineer konneksiyonun verilmesiyle de elde
edilebilir. Bu durumda konneksiyonlarin birinden digerine gecilmesi parelel kaydirma

kuralinin dontistiiriilmesi veya konneksiyonlarin doniistiiriilmesi seklinde adlandirilabilir.

—h
Bu konneksiyonlarin katsayilari Fi’} ve T;; seklinde olsun. Bu konneksiyonlara gore

herhangi bir v* vektor alanmin kovaryant tiirevleri

25



3. MATERYAL ve YONTEM

Vvt = 0,vt + T} v™, Vvl = a,vt + Fzmvm

biciminde olur. Sonuncu esitlikten

Vvl = Vvt =T v™ (3.37)
yazilir. Burada

TE =Ty —TL. (3.38)

bigimindedir. Burada (3.37) esitligindeki T}, (1,2) tipli tensor olup, bu tensor afin

deformasyon tensorii olarak adlandirilir.
Teorem 3.6.1: V lineer konneksiyonunun katsayilar1 I}, ve T.,, de (1,2) tipli

tensor olmak tizere, (3.38) esitligi ile verilen f;m katsayilar1 da diger bir lineer

konneksiyonun katsayilari olur.

Ispat: (3.38) esitliginden
—h
I} =Ty — T
elde edilir. Fl-’J‘- icin konneksiyon katsayilarinin donistiiriilmesi durumunda

—h N —h' ! lJ
Oy — T = Al a4l ) (ri, - Tl.’,‘j,) + Al A (3.39)

olur. Burada Ti’} tensor oldugundan,

hopi’ 4i'mh’
T); = Ay AL Al T (3.40)
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yazilir. (3.40) esitligi (3.39) esitliginde kullanilirsa
—h b oad! j’—h’ h an'
Fij —_ AhIA§ A] Fi’j’ + Ah’Aij

- .=h . . o
elde edilir. Yani I';; ler konneksiyon katsayilarinin doniistiiriilmesi kuralina gore degistigi

i¢in bir lineer konneksiyondur.

Bu teoremin bazi sonuglar1 asagidaki gibidir.

h h
1 2
Sonug 1. Iki lineer konneksiyonun katsayilar ve olmak tizere, VA
Y ij ij

skaleri i¢in
h h
1 2
| R
Iy = —,—=" (3.41)

degeri de bir lineer konneksiyonun katsayilaridir.

Ozel olarak A = 1 alinirsa

[ho— i — i (3.42)

h h
1 2
seklinde elde dilen Fi}}- konneksiyonu J" ve [ = konneksiyonlarma gore orta
ij ij

konneksiyon olarak adlandirilir.

Sonu¢ 2. I lineer konneksiyon verilmis olsun. Bu durumda, % =T}
ij y ij ij

katsayilar1 da bir lineer konneksiyon tayin eder.
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f‘i’]l- ve Fl-’;- konneksiyonlar1 karsilikli konneksiyon olarak adlandirilir.

3.7. Burulmasiz Uzaylar

Burulmasiz lineer konneksiyonlu uzaylarda burulma tensorii sifira esit olup bu

uzaylarda konneksiyon katsayilari alt indislerine gore simetriktir, yani

sh _ ph _ rh
Gy =T =Ty
seklindedir. Burulmasiz linner konneksiyonlu uzaym herhangi egrisel koordinat
sistemine gore koordinatlart ul,---,u™ olan O(u!) noktasini alalim ve konneksiyon
katsayilarinin verilmis oldugu koordinat sistemine gore bu noktadaki degerlerinin f{}

katsayilari ile verildigini varsayalim. Kronecker sembolii § fl’ olmak tizere
wl' = o {(uh — ) + 1 — ) (ul — 1)) (3.43)

seklinde yeni koordinatlar1 tanimlayalim. (3.43) ifadesi u' den u'' ne difereniyellenebilir

. .. . . .. i’ . 1 . .. . .. .
bir doniigiimdiir ve u' koordinatlarinin u* koordinatlarina goére kismi tiirevleri

AL = 6F + ST (uk —uF), Al = 61T (344)

l

seklinde yazilir. (3.44) esitligi O noktasinda ve civarinda det(Af’) # 0 sartin1 saglar.
Yani, (3.43) dontisiimii diferensiyellenebilir manifoldun tanimindaki miimkiin olan

doniistimler sinifindandir. (3.44) tiirev fonksiyonlar1 O noktasinda yazilirsa,

Al =sf', Al =siTh (3.45)

L

elde edilir. Simdi de konneksiyon katsayilarinin yeni koordinat sistemine gére O

noktasindaki degerlerine bakalim. (3.45) ve (3.22) esitlikleri kullanilarak
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- =/ i Y | . e
i _ ] ch' ol F°i I oi' ot
T = 6/ 6f 63T, + 6,6¢ Ty

veya

elde edilir.. Boylelikle burulmasiz lineer uzayin herbir noktasinda 6yle koordinat sistemi
vardir ki, konneksiyon katsayilarinin bu sisteme gore bu noktadaki tiim degerleri sifirdir.

(3.43) ile verilen koordinatlar normal koordinat sistemi olarak adlandirilir.
Burulmasiz lineer konneksiyonlu uzaylarda asagidaki esitlikler gecerlidir:
L Rygr =0
2. Rypony =
3. VieR,gs = 0 , (Bianci-Padov esitligi).

a;;j tensorii burulmasiz lineer konneksiyonlu uzayda simetrik ve regiiler tensor ve

@Y tensorii de bu tensoriin tersi olsun. a; ; tensoriiniin kovaryant tiirevi
Vha;j = apij (3.46)

seklinde gosterilsin. (3.46) esitliginde indislerin yeri dairesel olarak degistirilerek

asagidaki esitlikler elde edilir:

m m j—

0iajn — Ijj amn — T ajm = Viajp .
m m —

Ojan; — Uip ami — T apm = Vjap; .

m m —_
Onaj — Ipj amj — Tpjam; = Vaay; .
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Ik iki esitlik toplanip, iigiincii esitlik ¢ikarilirsa;
2T amp = 0;ajp, + 0ja;, — 0naij — (Qijn + Ajin — Anyj) (3.47)
elde edilir. (3.47) esitliginin her iki tarafi @" tensorii ile garpilirak

r 1.
I = {ij} — 2@ (aijn + jin — anij) (3.48)

bulunur. Burada

r 1,
{ij} = garh(aiajh + 0ja;n — Opayj) (3.49)

bigimindedir. (3.49) ifadesi a;; tensoriiniin Christoffel sembolii olarak adlandirilir.
Burulmasiz lineer konneksiyonlu uzayin konneksiyon katsayilari, simetrik ve regiiler a;;

tensoOriiniin kovaryant tiirevleri ve Christoffel semboli yardimiyla ifade edilebilir.

+1
0 )

e = ej,.., N- vektori olmak iizere lineer bagimsiz vy, v,, -, v, Vektorleri lizerine

Tamim 3.7.1: Burulmasiz lineer konneksiyonlu A, uzayinda e ;,..; = {
kurulan paralelyiiziin hacmi
V= eiliz...invlilvziz Uriln (350)

olsun. Sayet vy, vy, -, v, vektorlerinin paralel tasinmasi islemi sonucunda V hacmi

korunuyor ise A,, uzayina es afin uzay denir. (3.50) ifadesinden
8€iyipiy =0 VeYa  Vpey,.q, =0 (3.51)

yazilir. Es afin uzayin konneksiyonu (3.51) denkleminden hareketle bulunur. (3.51) sart1
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Oneiiy-in — Thi,Csiy-in — "~ Lni, €iyips = 0 (3.52)
seklinde yazilir. n — vektoriin antisimetrikligine gore (3.51) sisteminin biitiin denklemleri
Oneiz.m — Thi€spm — = — [ppe10..s =0 (3.53)
denklemine denk olur. e;...,, = e olarak yazilirsa bu durumda (3.53) esitliginden

[},5 = dylne (3.54)

elde edilir. (3.54) esitligindeki es afin konneksiyonunun katsayilari ile belirlenen

[}, toplami gradiyentdir. Bu gradiyentin potansiyel fonksiyonu ise Ine olur.

Rij = Rpyj = 0py} — 0;T%; + TR T — DI (3.55)
biciminde tanimlanan tensdriine Ricci tensorii denir. Eg afin konneksiyonu
ij = Rji (3.56)

sart1 ile de karakterize edilir.

Burulmasiz lineer konneksiyonlu uzaylarda egrilik tensoriiniin R[Tsfl] =0 ve

R(rsg n = 0 sartlarin sagladig1 dikkate almirsa
Rysi'=Rys — Ry (3.57)
elde edilir. Dolayisiyla (3.56) ve (3.57) esitlikleri es afin konneksiyonunun

Rrshh =0
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sart1 ile de karekterize edilebilecegini gosterir.

Tammm 3.7.2: Burulmasiz lineer konneksiyonlu uzayin her bir noktasindaki
tanjant uzaymda verilen (0,2) tipli simetrik g;; tensorii tanjant uzaym paralel

kaydirilmasi durumunda korunuyorsa bu sekildeki uzaylara metrik uzay denir. Burada

(0,2) tipli simetrik g;; tensériine de metrik tensér denir.

Tamim 3.7.3: Metrik uzayin g;; metrik tensorii regiiler ise yani det(g;;) # 0 ise

bu sekildeki uzaya Weyl uzay1 denir ve W, ile gosterilir.

Tanim 3.7.4: Eger Weyl uzayi es afin uzay olur ise bu uzaya Riemannian uzayi

denir ve V, ile gosterilir.

Riemannian uzayi burulmasiz konneksiyona sahip bir uzaydir ve bu uzaymn

Riemannian konneksiyonu

sart1 ile karekterize edilir. V;, Riemannian uzaymin konneksiyon katsayilari

h 1
= {ij} = Eg’hr(aig’rj + 0;gir — 0rgij) (3.59)
seklindedir. Yani, V, uzaymin konneksiyon katsayilari g;; tensoriiniin Christoffel
sembolleriyle ¢akisir. (3.59) katsayilariyla verilen konneksiyona Riemannian
konneksiyonu veya Levi-Civita konneksiyonu denir. Ote yandan Riemannian manifoldu
tizerinde Vg = 0 sartin1 saglayan ama burulmasi olan konneksiyonlar da vardir. Bu tiir

konneksiyonlara ise metrik konneksiyon denir.

Riemannian uzayinda th,fl 9si = Rijpm  olmak lzere asagidaki esitlikler

mevcuttur:
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iv. le(hm) =0

V. Rijnm = Rumij
3.8. Riemannian Manifoldu

Her bir x € M,, noktasinda V A, € T,,(M;,) ve (0,2) tipli simetrik g tensori

icin g(Aq,A;) = 0 esitliginden A; = 0 oluyorsa g’ye M, iizerinde Riemannian metrigi
denir. Lokal koordinatlarda bu sart det(g;;) # 0 sartina denktir. g’ nin bilesenleri g;;
olmak iizere g i¢in
ds? = gydu'du (3.60)

ifadesi de kullanilir (Kobayashi and Nomizu 1963).

Eger M, lizerinde Riemannian metrigi verilmigse, o zaman (M, ,¢) ikilisine

Riemannian manifoldu denir.

Burulmasiz I‘i’} = %ghr(aigﬁ + 0;¢ir — 0r-g;) konneksiyonuna ise Riemannian

manifoldunun Riemannian veya Levi-Civita konneksiyonu denir.

Eger g¢(Ay, A1) =0 ve g(A;,A;) = 0 sart1 yalmiz ve yalmz A; = 0 oldugunda

saglaniyor ise g ye pozitif tanimhidir denir.

Eger M, lizerinde g Riemannian metrigi pozitif tanimli degilse g ye pseudo

Riemannian metrigi denir.
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3.9. Nijenhuis Tensorii

Nijenhuis tensorii yapilarin integrallenebilme sartlarinin  incelenmesinde
kullanilan bir tensordiir. D ve E afinorlar verilmis olsun. Ay, A, € T} (M) olmak iizere

NDE (Al, Az) tensoru

Npg(Ay,Ay) = [DAy, EA,] + [EAy, DA,] + DE[A1, A;] + ED[A4, A,]
_D[Ali EAZ] - D[EAliAZ] - E[A1; DAZ] - E[DAli AZ] (361)

i
J

sag tarafi vektor alan1 olup Npg (A, Ay) € T2 (M,) bir tensdr alanidir. (Yano 1965). A,

seklinde tanimlanir. ¢ A1j = ¢' ifadesi bir vektor alani oldugundan, (3.61) esitliginin

ve A, vektor alanlarina gore lineerdir.

Bir afinor yap1 i¢in Nijenhuis tensorii, D = E = ¢ alinirsa
Ny(A1,Az) = N(Aq,Ap) = [@Ay, @A) + [@Ag, Ayl + @*[Ag, Ay] + @?[Ag, Ay]
—[A, Az] — @loAs, Azl — p[Ay, @Az] — @[pAy, Ag]

= 2([@A1, @Az] + @2 [A1, Ay] — @[Ag, @A)
—p[pAy,Az)])

seklindedir. Paratezin igi N(A4, A,) olarak alinir.

N(p(AerZ) = N(Ay,Az)

= [§0A1: @Az] + <P2[A1,A2] - §0[A1; §0A2] - <P[§0A1,A2] (3.62)

Yapilar i¢in N(A4,A;) = 0 olmasi ise integrallenebilme sartidir.

Nijenhuis tensoriiniin lokal koordinatlarda yazilimi asagidaki gibidir:

Bunun i¢in Lie parantezinin

[fA1, gA2] = fglA, Az + (A1 @A, — g(Axf)A (3.63)
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ozelliginden faydalanilir. A; = 0;, A, = 0; esitlikleri (3.62) ve (3.63) esitliklerinde

yerine yazilir. ilk 6nce (3.62) esitliginde yerine yazilirsa,

[f0:,90;] = fgld;,0;] + f(8; 9)9; — g(9; f)a;

esitligi elde edilir. [d;,9; | = 0 oldugundan

[f0:,90;] = f(0:9)9; — g(9; f)o; (3.64)
esitligi elde edilir. Simdi de (3.63) esitliginde yerine yazilirsa,

Ny(0;,0;) = N{yyi;0n = Niion

Nlon = [90;,90; | + ¢2[0;,0; ] — ¢[0;, 99; | — 9[9d;, 9]
[al- , 6]-] = 0 oldugundan,

= (@7 05,950, | — 0[0;, }0. | — @[0]0s,0;]

olup Lie parantezinin 6zelliginden, yani (3.64) esitliginden

Nlon = @il [05,0: 1+ ¢F (05 95)0: — (0 ¢F)0s

=0

—@{@} [0;,0:] + (3; 9))0; — @] (0;.1) 0;}
=0 =0

— {97 [05,0; | + @7 (85.1)9; — (8; 9705 }
=0 =0

N[0y = 9705950, — @50, @i — 0; @i @lon + 0; 9 Loy
= (9705 0] — @;0, @ — 0, @il + 0; 9 IOy,
Nlow = (9705 9 — 90, ol — 0, 9Ll + 0; i )0y, (3.65)

esitligi elde edilir. Boylelikle Nijenhuis tensoriiniin lokal koordinatlarla yaziliminin

(3.65) deki gibi oldugu gériiliir.
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3.10. Skaler Egrilik

M, n-boyutlu C* smifindan olan Riemannian manifoldu olsun. g;; metrigi

(0, 2) tipli, simetrik, regiiler ve konneksiyon da Levi-Civita konneksiyonu olsun.

Riemannian manifoldunda R;;;, = R(Aq,A;)A; egrilik tensoriindeki s indisine

indisin indirilmesi islemi uygulanirsa,

Rijne = g’stngjh v R(Ay, A Az, AL) = g(R(A, AR)A3, ML)

bigiminde (0,4) tipli tensor elde edilir.

Ricci tensorii R;; = R5;; = g% Reijs = 9™ Ryt seklinde tanimlanir (Yano, 1965).

Ricci tensoriine Oyle bir skaler dahil edelim ki, tam kontraksiyon yapalim ve

s =g"R;

olsun. Bu s egriligine skaler egrilik denir.

3.11. Hemen Hemen Kompleks ve Hemen Hemen Para Kompleks Yapilar

Tamm 3.11.1: M, diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M,,, iizerinde (1,1)
tipli ¢ tensér alani icin @? = —I olan tensor alanina hemen hemen kompleks yap1 denir.

(M5, @) ise hemen hemen kompleks manifold olarak adlandirilir.

Eger (1,1) tipli ¢ yapisi integrallenebilirse yani N, = 0 ise ¢’ye kompleks yap1
denir. (M, ¢) de kompleks manifold denir.

Tamim 3.11.2: M, diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M,,, iizerinde (1,1)
tipli ¢ tensor alami i¢in @2 = [ olan tensdr alanina hemen hemen para kompleks yapi

denir. (M, @) ise hemen hemen para kompleks manifold olarak adlandirilir.
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Eger (1,1) tipli ¢ yapisi integrallenebilirse yani N, = 0 ise ¢’ye para kompleks
yap1 denir. (M,,,, @) de para kompleks manifold denir.

3.12. Hermitian Manifoldlar

Tamm 3.12.1: M, diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M,,, {izerinde (1,1)

tipli ¢ tensor alan1 ve her A4, A, vektor alanlari igin

g(eAy, Ay) = —g(Aq, @A)

sartin1 saglayan g Riemannian metrigine Hermitian metrik denir. Hermitian metrigine

sahip manifolda ise Hermitian manifold denir.

Tamm 3.12.2: M, diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M,,, tizerinde (1,1)

tipli ¢ tensor alan1 ve g Hermitian metrigi verilmis olsun. g Ve @ vasitasiyla

w(Ag,Az) = (g o @)A1, Ay) = g(pAq,AL)

seklinde tanimlanan @ Yya esas 2 —form denir.

3.13. Codazzilik Sarti

Tamim 3.13.1: M, diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M,,, iizerinde (1,1)

tipli ¢ tensor alani igin V lineer konneksiyon ve A;, A, vektor alanlart olmak tizere,

(Va, @)z = (Va,0)A

esitligine (1,1) tipli ¢ tensoriiniin Codazzilik sarti denir. Bu durumda (V, f) ye de
Codazzi ¢ifti denir (Fei and Zhang 2017).
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3.14. f —Manifold

Tamm 3.14.1: M, (2n + s) boyutlu bir manifold ve f de determinanti sifirdan
farkl1 (1,1) tipli bir tensér olsun. f3 — f = 0 sartin1 saglayan f ye pseudo f —yap1 ve bu
durumda M ye de f —manifold denir. Eger rankf = 2n ise yani s = 0 ise f ye hemen
hemen pseudo kompleks yapi, rankf = 2n + ise yani s = 1 ise bu durumda da f ye

hemen hemen pseudo kontakt yap1 denir. rankf daima sabittir (Matsumoto 1976).

3.15. Walker Metrigi

M, manifoldunda g metrigine gore paralel olan 2 boyutlu bir D null dagilimi
varsa, 4 — boyutlu M, manifoldu iizerindeki g noétral metrigine Walker metrigi,
(M, ¢,D) tglisine de 4 —boyutlu Walker manifold denir. Walker ’in Walker (1950)
teoreminden, a,b ve ¢, (x,y,z,t) koordinatlarinin diferensiyellenebilir fonksiyonlari

olsun. Bu durumda Walker metrigi lokal koordinat sistemine gore

0O 0 1 0

_ ({0 0 0 1
g_(gij)_ 1 0 a c
0 1 ¢ b

seklindedir. Paralel D null 2 manifoldu lokal olarak {d, ,d, } ile értiiliir.

7] a .
P ,0, = — dir.

Burada 9, = v =3

4 — boyutlu Walker manifoldlar1 bir ¢ok yazar tarafindan galisilmistir (Matsushita 2004;
Matsushita 2005; Davidov et al. 2007; Davidov et al. 2008; Salimov ve Iscan 2010;
Salimov vd 2010; Salimov 2011; Salimov ve Iscan 2011; Salimov vd 2011; Turanli 2011;
Iscan vd 2012; Iscan vd 2014; Turanli 2019).
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. Hemen hemen Hermitian Metrik Pseudo f —Manifoldlar

Tamm 4.1.1: M,,, diferensiyellenebilir bir manifold ve f de f3 — f = 0 sartim
saglayan bir hemen hemen pseudo f —yap1 olmak tizere (M, , f) ¢ifti bir hemen hemen

pseudo f —manifold olsun. Eger M, iizerinde g pseudo Riemannian metrigi

g¢(fA1, 7)) = —g (A, fA2) (4.1)
sartin1 sagliyor ise bu durumda (M, , f, ¢) uglisiine hemen hemen Hermitian metrik
pseudo f —manifold denir. Burada A, , A, ve Az vektor alanlaridir. Eger hemen hemen

pseudo f —yapisi integrallenebilirse yani Ny Nijenhuis tensorii sifir ise bu durumda

(M, , f, @) tgliisiine Hermitian metrik pseudo f —manifold denir.

(4.1) esitliginde A4 yerine fA; ve A, yerine de yine A, yazilirsa

g(f?A1, 7)) = —g(f Ay, fA)
= g(Ay, f2A7)

elde edilir.

Ayrica g(fAq, fA,) = —g(Aq, f2A,) seklindedir.

Tez ¢aligmasinin bu kisminda ve ilerleyen kisimlarinda g metriginin Levi-Civita

konneksiyonu V¢ ile gosterilecektir.
(M, , f,¢) hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —manifold olmak tiizere

esas 2 —form w ile gosterilir ve w(Aq, Ay) = (g © f)(A1,Az) = g(fA1,Ay) seklinde

tanimlanir. Tanimdan hareketle
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w(Aq,A) = g(fAg,A,)
= —g(A1, A7)
= _Q(AZ'Al)

ve

(v, 0)203) = ¢ (V4. £)Az s )
oldugu goriiliir.

Onerme 4.1.2: (M,,,, f,¢) hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —manifold
ve V#de g metriginin Levi-Civita konneksiyonu olmak {izere asagidaki ozellikler

mevcuttur:

i g ((v;”;l £z As ) = —g (82, (v%,F)As )
ii. g ((vﬁlfz)Az,A3 ) =g (1, (V4 f2)As)

it g (V02 £7) Barhs ) = ¢ (B2, (92, £2) A3
Ispat:

i. (4.1) esitliginden g(fA,, A3 ) = —g(A,, fA3) olup ifadenin her iki tarafinin Vil

kovaryant tiirevi alinirsa

(V4 )92z 83)) = (V% )(9(Az, £1s)

= (V4.9)(Fhahs) + g(V5 FaAs ) + g(f A5, V5 A3 )
= —(v%,9) 02 fAs) — g(V% Az Fs ) — 900, V% £A3 )
=g ((vil £ )z s ) +g(fV% A2ty )+ g(fA2, V% A3 )

- ~o(FR 80 1) 0 (0 (T ) - o017
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=g ((Vilf)/\z»/h ) - g(VﬁlAz,fA3 ) - g(AZ,ija“\lA3 )
= —g(v% A2 f1s ) =g (A2 (V4. F)As ) — 9(A2 £V% 05

= g ((v8,£)8285 ) = =g (A2 (78, £)2s )

elde edilir.

ii. (4.1)esitliginden g(f2A,,A3) = g¢(A,, f2A3) olup ifadenin her iki tarafin

Vil kovaryant tiirevi alinirsa

)g\ )(g’(fZAZ A3)) (Vg )(Q)(Az f2A3))
( A g)) (f?Az, A3) + ?(Vg f2A,, A3) + g(szz Vg )
= ("4,

)(Az f2A3) + Q(Vg Ay, fZAs) + g’(AZ Vi1f2A3)

(v

Ny <( f )AZ,A3) + g(F2V% Az 0s) + g(f20, V5 A5)

= g(V4 A2 £205) + ¢ (Mg (V4 £2)05) + g0, 1275 As5)
> g(( S?)hs, A3) + g(V4 Ao f20s) + g(Dg, £2V5 As)
= o(VaA2120s) + 6 (0 (,£2)00) + 9(02. 177,05

= o (e ) = (73,

elde edilir.

iii. (4.1)esitliginden g(f2A,, A3) = g(A,, f2A3) olup ifadenin her iki tarafinin

v,

2 kovaryant tiirevi alinirsa
1

(v%4,) (9(F202,85)) = (V% ) (912, £2A5))
= (V%0,8) (F12,05) + 9 (Vay f200,05) + g (£202, Ve 1s)

Z(V?zAlg))(Azf A3)+g)( 20, Ay, f2A )+9(A2' f2A1f A3)
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U

g ( Az’ )+9(f rop D2 A3 +Q(f2A2' £,

( )

(%2 e f A3)+9(A2,(Va £2)s) + 8 (8 £29721, s
3 (0o f?) Aoy ) + (Vo A f7A5)
g (V! zAlAz»f A3)+9(A2,( S2)0s) + 9 (A2 200,

o (7)) =0 00570 )1

=9

U

+g(A2,fV2 3

)
1)
)
As)

U

elde edilir.
Boylece ispat tamamlanir.

I, (0,3) tipli tensor alan1 olmak tizere;

(A1, Az, A3) =g ((Vilf)Az,A3>

seklinde tanimlansm. I' ile hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —manifold

karakterize edilir. Burada A; , A, ve A3 vektor alanlaridir.

Onerme 4.1.3: (M, , f, ¢) hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —manifold

olmak iizere agsagidaki 6zellikler mevcuttur:
i I'(Ay, Az, A3) = —T'(Ay, A3, A3)
ii. T(Aq, f Ay fA3) = =T'(Ag, Mg, A3) + T(Ay, f2 Mg, Ag) + T'(Ay, Ay, f2A3).
Ispat:

i. Onerme 4.1.2.1) den
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~ (82, (V2,£)as)

¢ (5. F)rets) = =g (V8. £)As02)

AN
—~
<
?“&
\H
~—
=

[\S]
=
w
Il

dir. Dolayisiyla I' nin tanimindan hareketle
F'(Ay, Az, A3) = —T'(Ay,A3,43)

bulunur.
i. Py f Ao fA5) = ¢ (V5 F)fAa £ ) = = ¢ (F(V8,£) o o) dir. (1)
Burada (V4 /7f )z = (VE,£2)f A + £2(V4,f )As

(V4. F)e = (V4 £)F700 + £(V4,F) Az + £2(5,F s

= F(V% £)fA2 = (V4 f)ns = (V5 F)F?A2 — £2(V% f)A,

seklinde olup bu ifadeyi (I) de yerine yazarsak;

P f Ao, f09) = (V8. F)Fa £3) = = 9 (F(5,£)Fa )
- —g((v%, )A2 — (V8.7)770s = £2(75 £ )a )
~o((72.1)h3)
NG (f *(va, ) s)
(721 3)
+g (( A1f)AZ,fZA3)

= —T'(Ay, Ay, A3) + T (A, f2 Ay, As) + T (Ag, Ay, f2A3)

+QH( fZAz As)

+g)( szz A3>
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bulunur.
Boylece ispat tamamlanmis olur.
4.2. Ozel Konneksiyonlar

Tanim 4.2.1: (M, , f,¢) hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —manifoldu
lizerinde V, N = VﬁlAz + f8(A4, A,) seklinde tanimlanan lineer konneksiyonu Vo =
0 ve S2(Ay, Az A3) = —852(Aq, Az, Ay) sartlarini sagliyor ise bu lineer konneksiyona

birinci tip 6zel konneksiyon denir. Burada A; , A, ve A5 vektor alanlari, § de (1,2) tipli

bir tensor alan1 olup,

g(S(A1,A2),A3) = S(A, A, A3)
g’(‘s(AlJAZ)' fA3) = S(ADAZ; fA3) =~ 'Sf(AllAZ'A3)
(S, ML), f2A3) = S(Ay, Ay, f2A3) = Srz2(Ay, Az, A3)

seklindedir.

w esas 2 —formun V konneksiyonuna gére kovaryant tiirevi alinirsa

(Vao, @) Az As) = Aw(Ag, Ag) — w(Va, Mg As) — w(Ay, Va As)
= (V4,0) (A2 A3) + 0(VF Mg, Ag) + (D, V5 A)

~w(V4 Az + fS(A1,A0),A5) — @ (A2, V% As + FS(Ay,A5))

= (V4 ) (82, 03) + (V5 Az g) + (A, V5 Ay)
—0(V4 Az As) = 0(fS (A1, A), Ag)

—Q(Az,vi1A3) — (A, FS(A1,A3))

= (V@) (A2 Ag) = 0(FS (A1, A2), Ag) — w(Az, (Mg, As))

= (V5 @) (A2, A3) — g(F2S (A1, A2), A3) — g(f Az, fS (A1, A3))

= (Vilg)(Az»Aﬁ —g(S(AL AL, f2A3) + g(S(A1, A3), f2A,)
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= (75,0 (8, ) = (s, B, £25) + S(As, A5, £212)
1

= (Vilﬂ)(AZ;AQ — Sp2 (A, Az, A3) + Spe (Ay, A3, A7)

elde edilir. Sart dahilinde Vo = 0 ve Sr2(Aq, Ay, Az) = =S8r2(Aq, Ag, Az) olduundan

(Vilg)(Az,Ag) = ‘sz (All AZ) A3) - sz (Al, A3,A2)

(V% @) (g, As) = 2852(Ag, Ag, A3)

bulunur. Buradan

1
Sp2 (A1, Az, A3) = 2 (V?\lﬁ)(Az»Aﬁ
1
S(Ay, Ay, f2A3) = 2 (Vilﬁ)(AZ:AQ
2 1 g
g(S(M0, 1), F2A3) = 5 g((V% Az )
1
g(F25 (A1, 1), A3) = 5 9((V% Az A)

2 1 g
£25 (81, 2) = 5 (V% P,
olur. Esitligin her iki yan1 f ile ¢arpilirsa

f

81, A2) =5 (V3 )

bulunur. Yani birinci tip &zel konneksiyon Vw =0  ve

—82(Ay4, A3, Ay) sartlart dahilinde

f

ﬁAlAz == VilAz + E(Vj’\)lf)Az

seklinde elde edilir.
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Simdi de V konneksiyonunun g ye gore metrik konneksiyon olup olmadigina

bakalim. Bunun i¢in g metriginin V konneksiyouna gore kovaryant tiirevi alinirsa;

(WAlg))(Az;AQ =MA1g(Ny, A3) — g)(ﬁAlAz’As) - Q(Az’ﬁAlAs)

= (V4 ) (A2, M) + ¢(V5 Mg ) + 915, V5 As)
(V2 5) 59 (£(7%,£)23)
~0(0073,02) =30 (80, (7%, 1))

-5 (o (702 0) + 0 (a2 (7, 1)0s))
= 5 (o (A(72.1)10.02) - 9 (722, (72,1)0))
=—%(g<f<vzf>Az,Aa>+g<< frnans))
= 2o (7%, 72)0 — (.1 ) e ) + 0 (75, ) e o)
= 2 o((7,72)00 10)

g
g
- . = 1 ~
elde edilir. Yani (V,,¢)(A;, A3) = —-g ((Vj"(lfz)Az,A3) +0 olup V
konneksiyonunun g ye gore metrik konneksiyon olmadigi goriiliir.

V konneksiyonunun burulma tensérii T olup;

T(ALAZ) = 'VvAlAz - vA2A1 - [A1,A2]

f f

= Vi, A2 +5 (VA )z = Vi A = 2 (VR /)AL = VR Ap + VA

= g((vilf)/\z — (V3,NA)

seklindedir. Buradan agikga goriiliir ki; T (A4, A,) = 0 olmast igin gerekli ve yeterli sart
(V#, f) ikilisinin Codazzi ¢ifti olmasidir.

46



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu sonuclardan hareketle asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.2.2: (M5, ,f,¢) hemen hemen Hermitian metrik pseudo

f —manifoldu iizerinde g pseudo Riemannian metrigine gore metrik konneksiyon
olmayan, lineer birinci tip 6zel konneksiyonu V, N = Vja;lAZ + g (V?\1 fHA, seklinde

tanimlansin. Bu konneksiyonun burulmasiz olmasi igin gerekli ve yeterli sart (VZ, f)

ikilisinin Codazzi ¢ifti olmasidir.

Tamm 4.2.3: (M, , f, ¢) hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —manifoldu
lizerinde V, Ny = VﬁlAz + S (A4, A,) seklinde tanimlanan lineer konneksiyonu Vw =
0 ve S (A, Ay A3) = =S 2 (A3, Ay, Ay) sartlarini sagliyor ise bu lineer konneksiyona

ikinci tip 6zel konneksiyon denir. Burada A , A, ve A3 vektor alanlari, S de (1,2) tipli

bir tensor alanidir.

w esas 2 —formun V konneksiyonuna gore kovaryant tiirevi alinirsa;

(Va, @) (A2, A3) = A (g, Ag) — 0(Va, Mg As) — (A2, Va, As)
= (V4 )82, A3) + (V5 Az Dg) + (Mg, V5 As)

—Q(VilAz + fS(A1, M) As) — @ (A2, V% As + fS(Ag,A3))

= (V4,0)(h205) + 0(V% Az A3) + (A, Vi Ay)
(V% A2 As) = @(FS (A1, A2, A3)

—Q(Az,Vi1A3) — (A fS(Ay,A3))

= (V%,0) (A0, A3) — 0(FS (A1, Ar), Ag) — (Ao, fS(Ar, Ay))

= (V5 @) (A2, A3) — g(F2S (A1, A2), A3) — g(f Az, fS (A1, A3))
= (V5 @) (A2, Ag) = g(S(Ay, Ag), f213) + (S (Ay, A3), f2A2)

= (V5 @) (N, A3) = S(Ay, Ag, f2A3) + S(Aq, Az, f21)

= (V] @)Dz, A3) = Sp2(Ag, Ay, Ag) + Sp2(Ag, Az, Ay)

elde edilir. Sart dahilinde Vw = 0 oldugundan
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(V4, @) (g, A3) = Sp2(Ay, Mg, Ag) + Sp2(Ag, Az, Ag) = 0
bulunur. Buradan

(V5, @) (g, A3) = Sp2(Ay, Mg, Ag) + Sp2(Ag, Az, Ag) = 0
(V% @) (A3, A1) = Sp2(Dg, Az, Ay) + Sp2 (g, Ay, Ag) = 0
(V% @) (A1, Az) = Sp2 (A3, Ay, Ap) + Sp2 (Mg, Az, Ay) = 0

yazilir. Son esitlikte birinci ve liglincii denklemin toplamindan ikinci denklem ¢ikarilirsa

ve tanimdan hareketle Sz (A1, Ay, Az) = —852(Az, A3, Aq) oldugu da kullanilirsa;

(Vilﬁ) (Az,A3) = (V?\ZQ)(A&AQ + (Viﬁ)(/\p/\z)

= —sz (A1, Az, A3) + sz (A1, A3, A7) + 5f2 (Az, A3, M) — 5f2 (A2, A1, A3)

—sz (A3»A1:A2) + 5f2 (As'Az'A1)

= (Vilﬁ)(Az»AQ = (V)@\ZQ)(A&AJ + (Vig)(/\l;/\z) —28;2(Aq,75,A3) =0
= 25f2 (A, Az, A3) = (Vilg)(Az'Aﬂ + (V?\Zﬂ)(A&Aﬂ

+(V @) (A1, Az) = 2(V5 @) (A3, Ay)
olur. Burada

dQ(Al'AZ'A3) = (Vilg)(/\z'/\ﬂ + (V?\zg)(/\&/\l) + (V?\?,Q)(AI'AZ) =0
yani dw = 0 olup (M, , f,¢) hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —manifoldu,

hemen hemen Kahler metrik pseudo f —manifoldu olarak adlandirilir. (Opozda 1983).

Buradan

= 282(Ay, Ay, As) = —2(V5 w)(As,Ay)

= SfZ(AerZ'A?;) = _(vj’\)zg)(/\&/\l)

= g(5(Ay, 1), f2A3) = —g((V% s, As)
= g(f25 (A, A5), As) = g((V%, )AL A;)

= f25(Ay, A7) = (Vizf)Al
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elde edilir. Esitligin her iki yan1 f ile ¢arpilirsa
fS(Ay, A7) = f(Vizf)Al

bulunur. Yani ikinci tip &6zel konneksiyon Vw =0  ve Sr2(Ay, Mg, A3) =

—852(A3, Ay, Ay) sartlari dahilinde
Va Az = Vil/\z + f(Vizf)Al
seklinde elde edilir.

Simdi de V konneksiyonunun g ye gére metrik konneksiyon olup olmadigma

bakalim. Bunun i¢in g metriginin V konneksiyouna gore kovaryant tiirevi alinirsa;

(Va,2) (N2, A3) = Mg (Mg, A3) — g(Va Az, Az) — g(A3, V4, A3)
= (V4.9 (2, 05) + g(V5 Az 15) + g1, V5 As)
—g(V4 A2 s) — g (F(VE,F)Ar A ) — 982, V% 15)

~g (82, £(73,F)4)

= =g (F(v8./)As) - ¢ (82 £ (75, ))

= g ((78,£)80 £85) + ¢ (£a. (8, £)0)

== (80 (VAS)f0s) = 0 (80, (V2. )F)

= —g (0 (V4 1) f s + (V5,F)FAs)

elde edilir. Yani (V5 ,g)(Az,A3) = —g (Al,(vizf)fA3 + (Vj’\sf)fAz) +0 olupV

konneksiyonunun g ye gore metrik konneksiyon olmadig1 goriiliir.

V konneksiyonunun burulma tensérii T olup;

49



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

T (AlJAZ) = VA11\2 - VAzj\l - [AerZ]

=V Ay + F(V DAL= VS AL — F(V5 A = V5 Ay + VS A

= F((V%,HAs = (V% A,

seklindedir. Buradan acikca goriiliir ki; T (A4, A;) = 0 olmast igin gerekli ve yeterli sart

(V#, f) ikilisinin Codazzi ¢ifti olmasidir.
Bu sonuglardan hareketle agsagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.2.4: (M5, , f,¢) hemen hemen Hermitian metrik pseudo
f —manifoldu iizerinde g pseudo Riemannian metrigine gore metrik konneksiyon
olmayan, lineer ikinci tip 6zel konneksiyonu VAlAZ = VilAz +f (V?’;2 f)A; seklinde
tanimlansin. Bu konneksiyonun burulmasiz olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart (VZ, f)

ikilisinin Codazzi ¢ifti olmasidir.

Tanim 4.2.5: (M, , f,¢) hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —manifoldu

lizerinde V, N = VilAz + S(A4,A,) seklinde tanimlanan lineer konneksiyonu Vf?2 =

0 ve Vg =0 sartlarii saghyor ise bu lineer konneksiyona f2? —metrigi koruyan

konneksiyon denir. Burada A, , A, vektor alanlari, § de (1,2) tipli bir tensor alanidir.

Sirastyla Vf2 =0 ve Vg = 0 sartlarina bakacak olursak;
(VA f2)A, = Vo, (F2A;) — f2(Va,A2)
= V% (F205) + S(Ay, f20) — £2 (V4 Ay + S (Mg, A)

= (V4 [Ny + F2 (V4 Ay) + S (B, £205) = F2(Vh A2) = F2S(Ay, A)

= (Vilfz)/\z +8(Ap f2A2) = f28(Ag, A7)
ve

(ﬁAlg*)(Asz3) =A1g(Ny,A3) — g)(ﬁAlAz,A3) - g(A2,7A1A3)

= (V4,9) (A2 A9) + (V% Az 2s) + 915,V As) — gV Az 5)
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—g(S(A1, A2, A5) — (g Vi As) = g(Ag S (B, A5))

= _g"(‘S(AliAZ)'A3) - g(’S(AliA3)ﬁA2)
= _S(Al'Az;A3) - 5(A1;A3,A2)

seklindedir.
Buradan hareketle agagidaki teorem yazilir.

Teorem 4.26: (M,,,f,¢) hemen hemen Hermitian metrik pseudo

f —manifoldu iizerinde V, Ny = V?\IAZ + S(Aq,A;) seklinde tanimlanan lineer

konneksiyonunun f2 —metrigi koruyan konneksiyon olmasi igin gerekli ve yeterli sart
(Vilfz)/\z + S(Apszz) - fZS(ApAz) =0 ve 5(A1;A2:A3) + 5(A1:A3,A2) =0

olmasidir. Burada A; , A, ve A5 vektor alanlari, S de (1,2) tipli bir tensor alanidir.

ispat: {oc;, ¢, ,o¢, ¢, , 00, X, %, ,0¢g}  reel sayilar olsun. (1,2) tipli

S(Aq,Ay) tensori de

S(A1,Ap) =0 fZ(Vi1f2>A2 T+, (Vilfz)/\z +3 fz(vizfz)/H
tocy (V4 £2)Ay +ocs £2 (Vo £7) Az +ocg (Vo £2) Ay

2 (v? 2 g 2
oy 2 (V0 £2) Ay +ocg (Vo £2) g
seklinde tanimlansin.

Sirastyla S (A4, f2A,) ve f2S(A4,A,) hesaplanirsa;

S(A, f205) =o¢; f2(V4 f2)F20, +oc, (V4 2)F20, +ocs £2 (Ve £2)
0y (V0 f2) A +ots £2 (W0, £2) F20, +oc6 (Vo £2) F20,

oy 2 (Vo f2) Ay Focg (Vo £2) Ay

=ec, £2((v,£7)2 - £2(75,£2)02)
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o, ((v;“;l 2)A; - £2(v4, fZ)AZ)

oy 2 (Vo f2) Ay oy (Vap £2) Ay
#ots £2((Von, £7) 2 = £ (V7o %) 2)
+oc ((VJ%ZAle) Ay = £ (v, 17) AZ)

oy £2 (Vo f2) Ay Hocg (Vay £2) Ay (4.2)

ve

250, 05) =, F2(V% F2)Az +oc f2(Vh F2 )0 Hocs £2(V4 £2)s
oy f2(Vh F2)Ar +ocs £2(V0, £2) Az +ocg £2 (V5 £2) Ay

oy £2(Vay f2) Ay +ocg £2 (Ve £2) A (4.3)
bulunur.

(4.2) ve (4.3) esitlikleri (Vilfz)Az + 8(Ay, f2A,) — f28(Ay, Ay) = 0 sartinda

yerine yazilirsa;

(V% F2)Az +ocy £2(V5 £2)00 —ocy (V5 f2)A, +o, (V5 F2)A,

—ccy f2(Vh F2)Ag +ocs £2 (Vo £2) Mg+t (Vo £2) A

tocs 2 (Vhy f2) Mg =5 £2(Va, f2) Dy +oc (Vs £2) Ay

—ocs 2 (Vhap f2) Mg Hocs £2(VHa, f2) Ay Hocg (Vo f2) A

—ot; f2(V5 F2)Ag o<y £2(V5 F2)Ay —ocs £2(V4 F2)As

=0y (VR S7) 0 =t £ (e, S2) B ot 2 (Ve f2) e
(v

—ccy f2 (Vo f2) Ay =g £2(VEay f2) By =0

= (1 +0)(V4 f2)Ay + (o= 2 o) f2(V% £2)A,
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+(otz ot —oc; —ocg) f2 (V?ZAZfZ) Aq + (o +g) (Vj%zAzfz)A1
+(—oa =) f2(V4 f2)Ay + (—ocs— 2 x6)f2 (Vo f2) A\,

o (V4 £2) Az =0 (4.4)

elde edilir. (4.4) esitliginde katsayilar hesaplanirsa

Xg=Xg= 0

x,= keyfi
seklinde bulunur.
Ayrica S (Aq, Ay, As) + S(A1, A3, Ay) = 0 sartindan hareketle de

g((S(A1,A2),A3) + g(S(A1,A3),A2) = 0

oy ¢ (£2(V5,F?) Ao As) +o¢3 g ((vilfz) AZ,A3) +oc3 g (12 (V% F2) M)

+o4 g ((vﬁsz)Al,A3) o5 ¢ (2 (Vap £2) Mo hs) +o6 9 ((v?zAle)Az,A3)

o7 g (2 (¥ £2) A1 As) +og g(( ot )Al,A3>

oy g (£2 (V4 2) Mg Az) +cz g,((Vj’\lfz)Ag,Az) o5 g (£2 (V4 12) AvAz)

oty g( Al,Az) o5 ¢ (2 (Vy £2) Aa o) +o6 ¢ ((v}%zAle)Ag,,Az)
(7

+oc; gl f

elde edilir. (4.6) denkleminin katsayilar1 sabitlere gore sirasiyla;
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o, 'nin

x5 g ((Vile)Az,A3) +x, g ((Vﬁle)A3,A
=o; g (Ao, (V4 f2)As) +cz ¢ (2, (V5 F2)
=2 %, g (05, (V4 £2)As),

)
)

s 6 (F2(V2,S7Jharhs) +ots 9 (£2(75, 12 ) 1)

=ccs g (As, (V4,£2)F205) +ocs g (A, (V4 12)F21,)

o3 g (A, (V4,£2)f 205 + (V4 £2)F20,)

=3 9.(A, (V7,17 ) PV )+ (0,12 )2 = £2(V5,12)02)

oty g,( ¢ F2)ns+ (V5 fz)Az)),

x,’lin

Xy g ((Vizfz)/\b/\s) +0, g ((Vifz)/\p/\z)

=0, g (Ap (Vizfz)/\s) T g (Al' (V?\sfz)AZ)
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=x, g (Al, (Vizfz)/\s + (Vifz)Az)’
*s’in

X5 @ (f2 (V]%ZAlfz) AZ,A3) +os g (f2 (v?zAle) A3,A2)
(82, (Vop £2) £205) +o5 ¢ (A2 £2 (Ve £2)15)

e (3 (B ) P (2, ) )

e (12 (720, 7))
(

(T 7))

X ‘nin

X¢ g ((V?ZAle) AZ,A3) +o¢ g ((V}%ZAle) A3,A2)
o () ) 1 ()00
=g @ <(V?2A1f2) Az,A3> +Xg g ((V?ZAlfz) A21A3)

=209 ((v?zAle)Az,Ag),

¢ (1 (Fen, ) Burlta) 557 6 (£ (2, %) A )

)£20s) 40 9 (0 (T £2) £212)

)£+ (Ve f2) F202)

enof ) 0 = f2 (Ten 7)o (Tan f2) B2 = 12 (e, 7))
(
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xg’in

Xg @ ((V?zAzfz) A1:A3) TXg g ((V?2A3f2) A1,A2>
=0 9 (A0 (Tap, f2) Aa) o0 6 (80, (V72 /) 82)

=xXg g (Al, (v}%zAsz) Az + (V?2A3f2) Az)
seklindedir.

Bu katsayilardan hareketle (4.6) denklemi diizenlenirse

1 6 (82: (VA,F2) bs) + 2 2 6 (82, (V2,£2) o)

+o3 g <A1, (- f? ((v;”;sz)A?, + (V;”;afz)Az)>

t+ocy g (A, (V4 £2) s + (V5 F2) As) +o¢5 g ((V?zAlfz)Az,A3)

+2 %4 g ((v?zAle) A2,A3) +o; g <A1, (I-r? ((v?zAsz) As + (V?ZAJZ)AZ))

+%a (A (e, f2) s + (T2, f2) 12) = 0

(ccr+ 2 ) (A, (T, £2) s ) + (exst 2 ) (2, £2) 213
+(ot3+0¢) g ((v;";zfz)/\3 + (v;”;3f2)A2,A1)

—ecs £20 (V5 £2) s + (V8 7) Ao

o) (Vo £2) s + (Top £2) Aoy

—x, f2g ((V?zAzfz)Ag, + (V?zAsfz)Az,Al) ~0
elde edilir. Bu son esitlikten

0(1+ 2 0(2: 0,

X5+ 2 =0,
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xXz+o,= 0,
3= 0,
X, +xXg= 0,
;= 0.

bulunur. (4.5) ile verilen esitlikler de dikkate alindiginda

elde edilir.

Boylelikle Teorem 4.2.6. daki S (A4, A,) tensorii verilen sartlar dahilinde
S(Ay,A) = 2f2(V4 £2)A, — (V4 £2)A,
seklinde olur. Burada katsayilarin hesabindaki I birim tensor alanidir.

Diger taraftan V, f? —metrigi koruyan konneksiyon da verilen sartlar dahilinde

VaAp = V5 A, + 2f (v S, (v;”;le)AZ
= V% Ay +212(V4 fF)As — (V4 £F)As

= V38, + 22 (98, £) o + £(75,£)A2)

= ((vﬁl £)fns+ £(v5, f)AZ)

= V% Ay + 2f%(V% F)fAz + 2 (V5 F)As
—(v4.£)fne — £(%.F)As

olup
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VAo = V5 Ay +2F2(V4 £)f Ay + £(V% )z = (V5 F)fAs
seklindedir.

Boylece ispat tamamlanir.
V konneksiyonunun burulma tensérii T olup;

T (A, 7)) = Va, Ay — Vi, Ay — [Ag, 7]

= V% Ay + 2 2(V% F)fAz + £(V4 £ )02 — (V5 F)FA,

—V% Ay = 2f2(V% F)fAy = F(V5F)A + (V4 F)f A — [Ag, A5

= 272((v8,7)Fe = (v, 0)Fn) + £ ((70,0)m = (78.0)04)
+(v4,£)fds = (V4. F)FAs

= 2f = D(V4,f)fre = 2F = D(V4 F)FAs

+f ((78.5)82 = (78,6)m )

= @ =D (V)= (75, £)ra) + £ ((980)m2 - (W8, )As)
= f* = D (V4,12 = £(V, 5 )02 = (W%, 1) = (95, ) )
+f ((vﬁl f)h; - (vg f)A )

= - n((vh.r o”;fZ)Al)

1 - 2f?) <f< )Al)) £((7%.£)8 = (V5
= 2f? - n((v%.f 2 17)n)

H(U=21Df +1) (( Alf) 2= (v%,7)a)

= 22 = D ((v.7)82 - (v%,77)s)

seklindedir. Buradan agikca goriiliir ki; T (A1, A,) = 0 olmast icin gerekli ve yeterli sart

(V?, £?) ikilisinin Codazzi ¢ifti olmasidir. Burada I birim tensor alanidur.
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Bu sonuclardan hareketle asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.2.7: (My,,f,¢) hemen hemen Hermitian metrik pseudo
f —manifoldu iizerinde f? —metrigi koruyan konneksiyon V, N = V?\lAz +
2f2(V;“§1f)fA2 + f(v?\lf)A2 — (V;’a;lf)fAz seklinde tanimlansin. Bu konneksiyonun

burulmasiz olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart (V4, f2) ikilisinin Codazzi ¢ifti olmasidir.

Tamim 4.2.8: (M, , f,¢) hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —manifoldu
tizerinde keyfi V konneksiyonuna bagli bir ?AIAZ =Vp,Ar + ZfZ(VAlf)fAZ +
f (VA i )AZ — (VAl f ) fA, seklinde yeni bir lineer konneksiyon tanimlayalim. Bu

konneksiyon Vf2 =0 sartim sagliyor ise bu lineer konneksiyona f2 — koruyan

konneksiyon denir. Burada A, , A, ve As vektor alanlaridir.

Vf2 kovaryant tiirevi hesaplanirsa

(Vaf2)Az = (Va,f202) = £2(Va,A2)
= (Vo f20;) + 2F2(Vo, f)f 2N,
+f(Va f)f 20z = (Va f)ffPA,
—f2(Va, Ay 4 2F2(Va, F)f Ay + F(Va, )Ny — (Va, f)fA;)
= (Vo f20;) + 2F2(Vo F)f Ay + F(Va, F)F 20, — (VA f)f A2
~f2(Va,A2) = 2f2(Va, f)f A2 = F(Va, )Az + f2(Va, f)f Az
= (Vo f2)Ay + F2(Va,A2) + 2F2(Va ) Ay + F(Va, F)F A,
—(Va f)f A2 — f2(Va,A2) — 2f2(Va f)fA;
~f(Vaf)A2 + F2(Va, f)f Az
= (Vo ) Ay + F(Va F )N + F(Va, F)f 20 + F2(Va, f)f A2
~(Vaf)f Az = f(Va f)As
= f(Va ) ?Ay + F2(Va, f)f A,
= £ ((Va,)A2 = F(V F)fAs = F2(Tnf)D2) + F2(Va f)F A,

= f(VAlf)AZ - fZ(VAlf)fAz - f(VAlf)Az + fZ(VAlf)fAz
=0

59



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

oldugu goriiliir.
Bu hesaplamadan hareketle asagidaki dnerme elde edilir.

Onerme 4.2.9: (M,,,f,¢) hemen hemen Hermitian metrik pseudo
f —manifoldu iizerinde tanimlanan vAlAz =Vp, Az + ZfZ(VAlf)fAz + f(VAlf)Az —

(Va,f)f A konneksiyonu  £2 —koruyan konneksiyondur.

(M, , f,¢) hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —manifoldu iizerinde V,
f? —koruyan konneksiyonuna bagli yeni bir V° lineer konneksiyonu V%, A, =V, A, +
h(A4, A,) seklinde tanimlansin. Burada A, (1,2) tipli bir tensor olsun. ﬁAl f? =0 sart1

kullanilarak;

(VOr /2N = (VOa,f2A;) — F2(VOn,A2)

= (Va,f2A2) + A(Ay, £2A5) — F2(Va, Ay + B(AL, D))
= (Vo f2)A; + f2V5 A; + A(Ay, £2A)

~f?Va, A2 = f2R(A, A2)

= h(Ay, f202) — f2R(Ay, A)

elde edilir.

Buradan hareketle agagidaki dnerme yazilir.

Onerme 4.2.10: (M5, ,f,¢) hemen hemen Hermitian metrik pseudo
f —manifoldu iizerinde V , f2 — koruyan konneksiyonuna bagl olarak tammlanan V°

lineer konneksiyonunun da f? — koruyan konneksiyon olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart

h(Aq, f20,) = f2h(A, Ay) Olmasidir.

31,32 ,33,34,35,36,37,3s} reelsayilarolsun. (1,2) tipli A(A;, A,) tensori de
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h(Aq, Ay) = 31f2(VA1f2)A2 + 32 (VAle)AZ + 33f2(VA2f2)A1
+54(VA2f2)A1 + 35f2(vf2A1f2)A2 + 36(Vf2A1f2)A2
+37f* (szAzfz)Al + 38(Vf2A2f2)A1

seklinde tanimlansimn. h(Aq, f2A,) ve f2h(A,, A,) sirasiyla

R(Ay f2A2) = 312 (Va f2)f 200 + 32 (Va, F2)F Az + 302 (Vyaa, F2) My
+34(Vyzn, f )1 + 35 f2 (Vyzn, f2)F 202 + 36(Vyaa, f2) 20z
+372(Vr2n, £ 2) A1 + 38(Vy2a, f2) A

=517 ((Va, f2)0z = £2(Va, f2)Az)

+32 ((Va, f2)A2 — £2(Va, f2)A,)

+332(Vpzn, f )1+ 3a(Vyzn, f2) M

+35f2 ((Vpa, )02 = F2(Vp2n, f2)Az)

+36 ((Vpan S A2 = F2(Vpn, f7)A2)

+37f2(vf2A2f2)A1 + 38(Vf2A2f2)A1
ve

fzh(ApAz) = 31f2(VA1f2)A2 + 32 fZ(VAle)Az + 33f2(VA2f2)A1
+34f > (VAzfz)A1 + 55f2(vf2A1f2)A2 + 56f2(vf2A1f2)A2
+37f2 (VfZAZfZ)A1 + 58f2(vf2A2f2)A1

seklindedir.

A(Ay, f2A;) = f2R(A1, A7)

= 31f2(VA1f2)A2 - 31f2(VA1f2)A2 + 32 (VAle)Az —32 fz(vAlfz)Az
+33f2(Vr2n, f2) A1 + 34(Vp2a, f2) My

+35f2(Vp2n S22 — 35/ 2 (Vezn, F2)Az + 36(Vr2a, f2)A2 = 36f % (Vp2a, f2) Az
+37f2(Vp2n, f2) A1 + 38(Vp2a, f2) e

61



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

= 31f2(VA1f2)A2 +32 fZ(VAle)Az + 33f2(VA2f2)A1
+34f2(VA2f2)A1 + 35f2(vf2A1f2)A2 + 36f2(vf2A1f2)A2
+37f* (szAzfz)Al + 58f2(vf2A2f2)A1 =0

= 32 (Va, f2)A2 =32 F2(Va, f2)A2 + Gs +37)f*(V2n, f 1)
+@34 + 38) (Vp2a, f2)A1 + 36 (Vr2a, f2) N2 — 362 (Vp2a, f2) 2
= (31 +32) 2 (Va f2)A2 + B3 + 322 (Va, f2) Ay

+(3s +36)f2(Vy2a, f2)Az + B7 +38) f2(Vy2a, f2) M1

=31 =32=35=3 =0, 33 = —34 = 38, 37 = keyfi

elde edilir. 35 =@ ve 3, = 8 olarak alinirsa

A(A1, M) = af*(Va, f2)A — a(Va, f2)A; + BfZ(VfZAZfZ)Al + d(vaAzfz)Al
seklinde olur.
Bu sonuglardan hareketle asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.211: (My,,f,¢) hemen hemen Hermitian metrik pseudo

f —manifoldu iizerinde V , f2 —koruyan konneksiyonuna bagli yeni bir V° lineer
konneksiyonu ?OAlAZ = ﬁAlAz + (A4, A,) seklinde tanimlansin. Bu durumda (1,2)
tipli h tensorii
A(Ay, D) = af?(Va, f2)As — @(Va,f2)A, + sz(vaAzfz)Al +@(Vpp, f2)M
seklindedir.

4.3. Walker 4 —Manifoldlar1 Uzerinde Hemen Hemen Hermitian Metrik Pseudo

f —Yapilar

Tanim 4.3.1: (M,,g) ikilisi 4 — boyutlu M, manifoldu tizerinde bir Walker
manifoldu olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan f yapisina (M,,g) Walker manifoldu

tizerinde hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —yap1 denir.
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ii. g(fAL,Ay) = —g(Ay, fA,),

burada A,, A, vektor alanlaridir.

f tensoriiniin {ax,ay,az,at} dogal c¢atisma gore (x,y,zt) lokal

koordinatlarinda bilesenleri

0 a(xyzt) 0 1—-a(xyzt)

P 0 0 0
r==l o -1 o0 1-—2 | (47)
a(x,y,zt)
1 0 0 0 /

seklindedir. Burada a(x, y, z, t) fonksiyonu (x, y, z, t) koordinatlarina bagli keyfi diizgiin

bir fonksiyondur ve bu sekilde tanimlanan f tensérii tanimdaki f3 = f sartin1 saglar.

4 — boyutlu M, manifoldu tizerinde f yapisiicin g(fA,A;) = —g(Aq, fAL)

sartin1 saglayan g metriginin de (x, y, z, t) lokal koordinatlarinda bilesenleri

/0 1 0 \
0 0 1
1 0

g" = (g,n/) = \ a(x,y,z,t) ) (4.8)
0 L __»
a(x,y,z,t)

seklindedir. Kanonik formdaki bu g metrigi Walker metriginin 6zelliklerini saglar.

_ O O O

0

Dolayisiyla f yapist ve ¢ metriginin bu iliskisinden hareketle bir hemen hemen
Hermitian metrik pseudo f —manifoldu tanimlanabilir. Hatta (M, f,g") iicliisii

asagidaki 6zellikleri saglar:

e M, Walker manifoldu nétral g" metrigi ile donatilmistir.
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e f yapist hemen hemen Hermitian metrik f —yapis1 olma sartlarini saglar.
e f ve g% nin birbiri ile uyumlu bu 6zel formlar1 temel geometrik 6zellikleri

korur.

Walker 4 —manifoldlarinda hemen hemen Hermitian metrik pseudo

f —yapilarinin integrallebilme sartlar1 dnemli yer tutmaktadir. Bu integrallenebilme sarti

(NP = [ O0mfie = i Omf} = fnOifi + fnOifi™ = 0 (4.9)

seklindedir.

(4.7) esitligi ile verilen f yapisinin tiirevleri alinip (4.9) daki integrallenebilme

sartinda yerine yazilirsa

(), =%
(Nf);t r —aaZ+az — _(Nf):y:
(), =%
yt a
V), =—5—=—-(V).,

(Nf)zy =—ay = (Nf):cy = (Nf)tyx = (Nf):x

= (%)}, = =), = =)}, = =),
(), = —a. = (), = (), = (),

= —(Nf)iz =-(¥ );Z = =(Np);, == );'
(N7, = —ay —ac = (W), = (V) = (W),

t
= _(Nf)jzy = _(Nf)j:t = _(Nf)yt = _(Nf):x
denklemleri elde edilir.

Bu denklemlerden elde edilen integrallenebilme sart1 asagidaki teoremle verilir.
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Teorem 4.3.2: Walker 4 —manifoldlarinda hemen hemen Hermitian metrik

pseudo f —yapisinin integrallenebilmesi igin gerekli ve yeterli sart

a(x,y,z,t) = F(p)
olmasidir. Burada p = t — y olup F, p ye bagl bir fonksiyondur.

(4.8) esitligi ile verilen g" Walker metriginin Levi-Civita konneksiyonu
V¥ seklinde olmak iizere bu konneksiyonun katsayilari da (") olsun. (I'");

konneksiyon katsayilari

)

w~y _ (=1+2a)ay—aa;
(F )tt ™ 2a3
(T = =

2a%2 '’

(TW), = 2% = @), = —(T")3,

T 2a?
—a
T =53 = @)z, = -k,
_a,
")) =-5=0T"),

)3 == T,
(M")z, = =% = —(")%, = -,
(W)L, = =2 = —(")3, = —(I")3,

wyx _ 29 , 2z
(F )ZZ_ 2 +2'

(-1+2a)a
)y, =-———2-7 (4.10)

seklindedir.

Tanim 4.3.3: Walker 4 —manifoldlarinda hemen hemen Hermitian metrik pseudo

f —Yyap1 verilmis olsun. Boyle bir manifoldda f —yapinin kovaryant tiirevi igin

VHE=v =0 (4.11)
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sart1 verilsin. Eger (4.11) sart1 saglaniyor ise bu durumda hemen hemen Hermitian metrik
pseudo f —yapr integrallenebilirdir ve (M, ,f,¢") manifoldu da Hermitian metrik

pseudo f —Kahler Walker manifoldu olarak adlandirilir.

(4.7) esitligi ile verilen f nin lokal bilesenleri (4.11) denkleminde yerine yazilip

(4.10) da verilen konneksiyon katsayilar1 da kullanilarak gerekli hesaplamalar yapilirsa

g _omoraerd)
a
7 g = Lot
WY = T
VWnyy — W =0,
vy = _aZZ:aZ' = -V ff =0,
P, =
Ve = az:zat =0,
VW = -5 =V =0,
wafxy — ;T:z — VWtfyz = VW, ft = _VWy Z =,

VoSS = — -V fE =0,

2a?

w _ 4z _
VY fs —Za—O,

a(ay+at)
VWZ]CZx = yz : = 0)

a- ((a-1ay)+aar
VWthy:—( 2) - y =0,

VS ===V =0,

VW= =T = V) =V = VW = =V = -V =0,
wafzy — _‘12_31 — VWnyt — vaftx — _vafyx =0,

VW fE=—F ==V =0,

W £y _ _QAx Az _ W ft _
VW === 2=V =0,

w gt _ _a  (a-Day,
V th - 2 2a _OP
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VWtfyx = ﬁ"'a_y =0,

2 2a
w oy _ % %z _

\Y zfx - 2 2q2

w _ 4 ar _ w _
\% zfzz__7_7__v fox_oi
bulunur.

Bu hesaplamalardan hareketle asagidaki teorem yazilir.

Teorem 4.3.4: (M, , f ,¢") iicliisiiniin bir Hermitian metrik pseudo f —Kihler

Walker manifoldu olmasi igin gerekli ve yeterli sart
a(x,y,z,t) =Cy
olmasidir. Burada C; keyfi bir sabittir.

Hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —yapiya bagh (M, f,¢") Walker
4 —manifoldunda Riemannian egrilik tensorii X , Y vektor alanlari olmak tizere
RY(A,A) = [VY V] = V{5, A,  seklindedir. g% Walker metriginin egrilik

tensoriiniin sifirdan farkli bilesenleri de

w — 2 — pW

thxt - a3 - Rtxtx'
_Ixy

RW. 2 W% pw  _ pW  _ pW

xtyt 23 ytxt txty tytxr

_aayy 2

RW — 2 +(ay) _ RW

ytyt = g3~ Btyty
RW _ aaxx_z(ax)z _ RW

xttx — 2a3 - Dtxxt

w o _ Gxy=20xQy _ LW _ pW  _ pW
Rytey = 203 = Rytex = Rixyt = Reyxer
RW _ _Z(Q)zatx_axay _ —RW

xzzt — a2 = zxztr

2 2

RW  — —2(a)’acy—(ay)” _ —_RW

yzzt — 4a2 - zyzt»

2

RW _ aayy—z(ay) _ RW

ytty = 3 Beyys
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—2aay,+a,(aa,+4a,)

— yzT%y x z w _ pW
Rytzt = 233 = thyt = Rtytz = thty

— w o _ w o _ w

- _Ryttz - thty Rtyzt - _thyt’

2
w _ —alay)’+2aay,—4ax0; _ ow  _ pW  _ pW
thtz - 4a3 - thtx - Rtth - thxt
— w o _ w o _ w o _ w
_thzt - _Rtht - _Rtxtz - _thtxr
2
RW  — —2a3att+2aazz+(—1+2a)(ay) —a?(ay)?—4(az)? — R
zttz — 4a3 — f\tzzt
— w o _ w
_thzt - _thtz'
w o _ _%%x _ pW  _ W _ w
szzx - - 2 szxz - _szxz - _szzxr
w __%_pWw _ pW _ pW W _ w w w
szzy = 5 Ryzzx = szyz = Rzyxz = _szyz = _Ryzxz = szzy Rzyzxr
w  _ _ %Yy _ pw w w
Ryzzy - 2 Rzyyz - Ryzyz - RZ}’ZY’

_ Aty OxQy —_ pw _ _ W _ w
sztz T T T T 4a2 thxz thzx F sztz — _thzx - _thxz:
RW, =% @ _pw _pw o _gw o _gw _ _gw

zytz — P 402 ztyz tzzy — yztz — ztzy — tzyzr
seklindedir.

Bu hesaplamalardan hareketle asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.3.5: Hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —yapiya bagh
(M, , f,g") Walker 4 —manifoldunun Riemannian egrilik tensoriiniin sifir olmasi i¢in

gerekli ve yeterli sart

1

A
1 2

olmasidir. Burada C; ve C, keyfi sabitlerdir.

M, ,f,9") Walker 4 —manifoldunda Ricci tensorii ve skaler egrilik sirasiyla
Ric ve s"ile gosterilsin. Ricci tensérii Ric" = TrgW (‘"‘3 - RW(Al,A3) Ay)
seklinde ve skaler egrilik de s = Trg" Ric" seklinde tanimli olup burada Trg", gV

Walker metriginin izidir. Bu tanimlardan hareketle Ric' Ricci tensoriiniin sifirdan farkl

bilesenleri ve " skaler egriligi sirasiyla
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W —Z+azay W
(Ric™ )y = —2—— = (Ric™ e,
_aayy+(a )
W — Y/, _ W
Ric" )y = 2L — (RicW ),,,
(RiCW )Zt _ a3atx—aayzz-l;16;y(aax+2az) _ (RiCW )tZ’
) (a—2a?)ayy+adayy—2a2ay—(a )2
(Ric" ), = vy xx y4y)

2a2

1 2
a?-a)ayy—a3axx+2a? axz+a?(ax)? —4aaxaz—4(a—5) (ay)
)

Ric" )y = &

2a*

(RiCW )xz = % = (RiCW )zx'

(Ric" )y, = 22 = (RicY ),

Ve

w —aay, + Z(ay)2
57 = Qyyx T+ 3
seklindedir.

Bu hesaplamalardan hareketle asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.3.6: Hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —yapiya bagh
(M, ,f,g") Walker 4 —manifoldunun sifir sabit egrilikli uzay olmasi igin gerekli ve

yeterli sart a(x, y, z, t) fonksiyonunun

Cg+x+y+z+\/(63+x+y+z)2—4

) ) lt =
a(x,y,zt) 3 >

olmasidir. Burada C5 keyfi bir sabittir.
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5. SONUC ve ONERILER
Bu boliimde sunulan bu tez ¢alismasinda elde edilen bazi sonuglar verilmistir.

Bu tez ¢alismasinda ilk olarak; M, diferensiyellenebilir bir manifold, f, f3 —
f = O0sartin1 saglayan bir hemen hemen pseudo f —yap1 ve g de g(fA,A,) =
—g(Aq, fA,) sartim saglayan pseudo Riemannian metrigi olmak tizere (M, ,f,4)
hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —manifoldu tanimlanmistir. Bu manifold

lizerinde g metriginin ve
IF'(A, Ay A3) =g ((Vﬁlf)Az,A3) seklinde tanimlanan (0, 3) tipli I' tensoriiniin bazi

ozellikleri incelenmistir.

Ikinci olarak (M, , f,¢) hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —manifoldu
tizerinde baz1 6zel konneksiyonlar tanimlanmis ve bu konneksiyonlarin bazi 6zellikleri
arastirilmistir. Bu konneksiyonlardan ilki V ile gosterilen birinci tip 6zel konneksiyondur.

BU kOI’]I’]EkSIyOﬂUﬂ VQ = O ve sz (Al,Az,A3) = _sz (Al' A3,A2) $al‘tlal‘1 altlnda

f

Va, Az = Vi Mg+ E(v;”;l NA,

seklinde oldugu ve g ye gore metrik konneksiyon olmadigi gosterilmistir. Ayrica V
konneksiyonunun T burulma tensérii hesaplanmus, T(A4, A,) = 0 olmasi icin gerekli ve

yeterli sartin (V#, f) ikilisinin Codazzi ¢ifti olmasi gerektigi sonucuna ulagilmustir.

Konneksiyonlardan ikincisi V ile gosterilen ikinci tip 6zel konneksiyondur. Bu

kOﬂﬂEkSiyOHUH vg = O ve SfZ (Al,Az,A3) = _sz (A3,A2,A1) Sartlarl altlnda

Va Az = VilAz + f(vizf)/\l
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seklinde oldugu ve g ye gore metrik konneksiyon olmadigi gosterilmistir. Ayrica V
konneksiyonunun T burulma tensérii hesaplanmus, T (A,, A,) = 0 olmast igin gerekli ve

yeterli sartin (V#, f) ikilisinin Codazzi ¢ifti olmasi gerektigi sonucuna ulagilmustir.

Konneksiyonlardan iigiinciisii  V  ile gosterilen f2? —metrigi koruyan
konneksiyondur. Bu konneksiyonun (Vj’xlfz)A2 + 8Ny, f2A,) — f2S(A,A) =0 ve
S(A1, Az, A3) + S(A4, As, Ay) = 0 sartlart altinda

i — v g 9 9
Va Az = V4 Ay +2F2(V4 £)f Ay + £(V% F)As = (V4 F)fA:
seklinde oldugu gosterilmistir. Ayrica V konneksiyonunun T burulma tensorii

hesaplanmis, T (Ay,A,) = 0 olmasi igin gerekli ve yeterli sartin (V#, £2) ikilisinin

Codazzi ¢ifti olmas1 gerektigi sonucuna ulagilmistir.

Konneksiyonlardan dordiinciisii V ile gosterilen f2 — koruyan konneksiyondur.

Bu konneksiyonun Vf2 = 0 sarti altinda

Va, Az = Vo, Ay + 2f2(Va, f)f Ar + F(Va, f)A; — (Va, f)f s
seklinde oldugu gosterilmistir.

Konneksiyonlardan besincisi ise V ya bagh VO ile gosterilen f2 — koruyan
konneksiyondur. Bu konneksiyonun f2? — koruyan konneksiyon olmasi igin gerekli ve

yeterli sartin A(Aq, f2A,) = f2h(Aq,A,) olmasi gerektigi sonucuna ulasilmis ve
h(Ay, D) = de(VAZfZ)A1 - d(VAZfZ)Al + sz(VfZAzfz)Al + d(vszzfz)Al
seklinde elde edilmistir.

Tez galismasinda son olarak (M, ,g) Walker manifoldu iizerinde hemen hemen

Hermitian metrik pseudo f —yap1 tanimlanmistir. N, Nijenhuis tensdriinden hareketle
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Walker 4 —manifoldlarinda hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —yapilarinin
integrallebilme sart1 hesaplanmis ve Walker 4 —manifoldlarinda hemen hemen

Hermitian metrik pseudo f —yapisinin integrallenebilmesi i¢in gerekli ve yeterli sartin

olmas1 gerektigi sonucu elde edilmistir.

Walker 4 —manifoldlarinda hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —yapinin
VW kovaryant tiirevinden hareketle hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —yap:
integrallenebilme sartlar1 hesaplanmis ve (M, , f,g") iigliisiiniin bir Hermitian metrik

pseudo f —Kahler Walker manifoldu olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartin

a(x,y,z,t) =C,

olmasi gerektigi sonucu elde edilmistir.

Hemen hemen Hermitian metrik pseudo f —yapiya bagh (M, , f,g") Walker
4 —manifoldunda g¢" Walker metriginin R" Riemannian egrilik tensorii hesaplanmis ve

RY = 0 olmast i¢in gerek ve yeter sartin

Cl(X,y,Z, t) = —m

olmas1 gerektigi sonucu elde edilmistir.
M, ,f,g¢") Walker 4 —manifoldunda g" Walker metriginin Ric" Ricci ve s"

skaler egrilikleri hesaplanmis ve manifoldun sifir sabit egrilikli uzay olmasi i¢in gerekli

ve yeterli sartin a(x, y, z, t) fonksiyonunun

Cs+x+y+z J(C3+x+y+2)2—4
2 * 2

a(x,y,z,t) =
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seklinde olmas1 gerektigi sonucu elde edilmistir.
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