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OZET

HEMEN HEMEN PARAKONTAK MANIFOLDLAR

Ummii KOCABAS

Matematik Anabilim Dali

Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Haziran, 2022
Damisman: Dog¢. Dr. Sirin AKTAY

Bu tezde hemen hemen parakontak metrik manifoldlar ele almmistir. Oncelikle
hemen hemen parakontak metrik manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmisgtir.
Daha sonra ise bu manifoldlarin siniflandirilmasi ¢ahigilmigtir. Bu simflandirma igin,
hemen hemen parakontak metrik bir manifoldun temel iki formunun Levi-Civita
kovaryant tiirevinin ait oldugu uzay 12 altuzayin direkt toplami olarak yazilmigtir.
Béylece hemen hemen parakontak metrik manifoldlarin 22 siifi incelenmistir. Ay-
rica normal, parakontak, para-Sasaki ve kuasi-para-Sasaki manifoldlarin simiflar1 ¢a-
ligilmigtir. Bunlara ek olarak, 5 boyutlu nilpotent Lie cebirleri iizerinde n-Einstein
yapilarin varligi arastirilmistir. Bundan bagka, 5 boyutlu nilpotent Lie cebirleri
iizerinde hemen hemen parakontak metrik yapi ornekleri verilmis ve bunlarin ait
olduklar1 simiflar belirlenmistir. Son olarak da 5 boyutlu nilpotent Lie cebirleri iize-

rinde kuasi-para-Sasaki yapilarin varligi incelenmigtir.

Anahtar Sozciikler: Hemen hemen parakontak manifold, Nilpotent Lie cebri, 7-

Einstein yapi, Kuasi-para-Sasaki yapi.
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ABSTRACT

ALMOST PARACONTACT MANIFOLDS

Ummii KOCABAS

Department of Mathematics

Eskigehir Technical University, Institute of Graduate Programs, June, 2022
Supervisor: Assoc. Prof. Sirin AKTAY

In this thesis, almost paracontact manifolds are studied. After giving basic
concepts on almost paracontact manifolds, the classification of these manifolds is
examined. Almost paracontact metric manifolds were classified according to the
Levi-Civita covariant derivatives of their fundamental two-forms. In addition, the
classes of normal, paracontact, para-Sasakian and quasi-para-Sasakian manifolds
are considered. Furthermore the existence of n-Einstein structures on 5 dimensional
nilpotent Lie algebras are studied. Also examples of almost paracontact metric
structures on 5 dimensional nilpotent Lie algebras are given and their classes are
determined. Finally the existence of quasi-para-Sasakian structures on 5 dimensional

nilpotent Lie algebras is analysed.

Keywords: Almost paracontact manifold, Nilpotent Lie algebra, n-Einstein struc-

ture, Quasi-para-Sasakian structure.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

: V' vektor uzaymin boyutu

: ¢ bilineer formunun W uzayina kisitlanmigi olan form

: 2n + 1 boyutlu tiirevlenebilir manifold

: M manifoldunun tanjant demeti

: M den R ye C'* (sonsuz kez tiirevlenebilir) fonksiyonlarin uzayi
: M manifoldu iizerindeki C'*° vektor alanlarinin modiilii
: x(M) den F(M) ye F(M)-lineer 1-formlarin modiili

: Metrik tensor

: M manifoldunun (Levi-Civita) konneksiyonu

: (1,1) tipinde tensor alan

: 1— form

: Vektor alani

: M iizerinde hemen hemen parakontak yapi

: M tizerinde hemen hemen parakontak metrik yapi

: M manifoldu iizerindeki temel 2-form

: Devirli toplam

: Kbsegen elemanlari a, b, ¢ olan kdsegen matris
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1. GIRIS

Diferansiyel geometride ¢ok caligilan konulardan biri hemen hemen parakon-
tak yapilardir. Bu yapilar 6zel bir geometrik yapiya sahip tek boyutlu tiirevle-
nebilir manifoldlardir. Hemen hemen parakontak yapilar I. Sato tarafindan 1976
yilinda tanmimlanmigtir [23]. Riemann metrigine sahip hemen hemen parakontak
manifoldlar ve para-Sasaki manifoldlar I. Sato ve K. Matsumoto tarafindan 1979 da
caligilmigtir [24]. Daha sonra para-Sasaki, normal gibi baz1 hemen hemen parakontak
manifoldlarin 6zellikleri aragtirilmigtir [1,2,10,12,14,15,22|. Parakontak geometri ile
ilgili belli bagh 6zellikler S. Zamkovoy tarafindan 2009 da verilmigtir [27]. Zamkovoy
bu ¢alismasinda parakontak metrik manifoldlarin D-homotetik deformasyonlarini ve
bir ¢ok yapmin bu deformasyonlar altindaki degisimlerini irdelemistir. Ayrica 7-
Einstein manifold kavramini vermis ve n-Einstein bir manifoldun skaler egriliginin
sabit oldugunu kanitlamigtir. Bunlara ek olarak hemen hemen parakontak bir metrik
manifoldun kanonik parakontak konneksiyonunu tanimlamig ve torsiyonlu parakon-
tak metrik yapilarin 6zelliklerini incelemigtir. Zamkovoy'un [27] galigmasindan sonra
hemen hemen parakontak manifoldlar cesitli 6zellikleri bakimindan pek ¢ok aragtir-
mac1 tarafindan ele almmigtir. [3-9,20,25,26,28, 29| ve bu ¢aligmalarin kaynakgala-
rinda yer alan makaleler 6érnek gosterilebilir.

Hemen hemen parakontak metrik manifoldlar temel iki formlarinin Levi-Civita
kovaryant tiirevinin sahip oldugu ozellikler dikkate alinarak simflandirilmigtir {17,
18,30]. Bunun i¢in manifoldun temel iki-formunun Levi-Civita kovaryant tiirevinin
ait oldugu bir uzay tanimlanmig ve bu uzay manifoldun yap1 grubunun temsilleri
kullamilarak 12 altuzayn direkt toplami olarak yazilmigtir. Boylece hemen hemen
parakontak metrik manifoldalrin 2'2 smifi elde edilmistir.

Bu tezin amaci 5 boyutlu nilpotent Lie cebirleri iizerinde hemen hemen parakon-
tak metrik yapilar1 aragtirmaktir. Hemen hemen parakontak metrik manifoldlar
caligmak igin gerekli 6n bilgiler verildikten sonra [30] makalesindeki simflandirma
calisilmistir. Normal, parakontak, kuasi-para kontak metrik yapilarin hangi sinifa
ait oldugu incelenmigtir. Son {i¢ boliimde bu tezde elde edilen 6zgiin sonuclar yer
almaktadir. Uclincii béliimde 5 boyutlu nilpotent Lie cebirleri {izerinde n-Einstein

yapilarin olmadig1 gosterilmigtir. Dordiincii boliimde ise 5 boyutlu nilpotent Lie ce-



birleri tizerinde hemen hemen parakontak yapi érnekleri verilmis ve bu yapilarin [30]
caligmasindaki simflandirmaya gore ait olduklar: stmiflar belirlenmigtir. Son béliimde
ise 5 boyutlu nilpotent Lie cebirleri iizerinde kuasi-para Sasaki yapilarin varligi

aragtirilmigtir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde yer alan bilgiler [19] kitabindan derlenmigtir. V' gergel bir vektor
uzay1 ve g de V iizerinde tanimli simetrik, bilineer bir form olsun. Her v # 0 i¢in
g(v,v) >0 (g(v,v) < 0) ise, g formuna pozitif (negatif) tanimhdir denir. Her w € V
i¢in, g(v,w) = 0 iken v = 0 oluyorsa, g simetrik bilineer formuna non-dejeneredir
denir.

Eger g pozitif taniml ise, non-dejeneredir:

Her w € V icin, g(w,v) = 0 olsun. Ozel olarak w = v i¢in de g(v,v) = 0 olur. g
pozitif tanimli oldugundan, v = 0 dur.

Bu durumun tersi dogru degildir.

Ornek 2.1. R? dizerinde her v = (vy,v3), w = (w1, ws) € R? igin,

g(v,w) = viw; — vowy seklinde tanmaml g : R? x R? — R bilineer formu ele
alinsin. g non-dejeneredir:

Her w € R? igin g(v,w) = 0 olsun. Ozel olarak w = (1,0) segildiginde g(v,w) =
v = 0 vew = (0,1) abindiginda g(v,w) = —vy = 0 oldugundan, v = (0,0) olur.
Ancak v = (0,1) i¢in, g(v,v) = —1 < 0 oldugundan, g pozitif taniml degildir.

Tanim 2.2. Gergel bir V' vektor uzay tzerinde tanwymly g simetrik bilineer formu
verilsin. 'V vektor uzayimn, glw negatif tanvmle olacak sekilde en biyik boyutlu W

alt uzayimn boyutuna g bilineer formunun indeksi denir ve v ile gdsterilir.

V' iizerinde tanimli non-dejenere simetrik g bilineer formu ve V' nin ortonormal
bir {ey,...,e,} tabam verilsin. ¢ = g(e;,e;) = £1 olmak iizere, (e1,...,€,) siral
n-lisine g formunun igareti (signature) denir. Her v € V' vektorii v = > €;9(v, €;)e;

seklinde tek tiirli yazilabilir.

Yardimci Teorem 2.3. V vektor uzayimn her {eq, ..., e,} ortonormal tabans i¢in,

g nin 1saretindeks —1 lerin sayist, g nin indeksine esittir.

Kanat. g porzitif (negatif) tanimh ise, kanit agiktir.

0 <m<mnvei=1,...,m igin, ¢, = —1 oldugunu kabul edelim. ¢ formu
S = (e1,...,en) uzay: izerinde negatif tanimh oldugundan, m < v olur (v ¢ nin
negatif tamimh oldugu miimkiin en biiyiik boyutlu uzaym boyutu oldugundan).

Simdi ise v < m oldugu kanitlanacaktir.
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V' vektor uzaymin g|y negatif tanimh olacak sekilde bir W alt uzayi verilsin.

™ W — S, w(w) = >, 9w, e)e; doniiglimii tammlansim. g bilineer
oldugundan, 7 lineer doniisimdiir. Ayrica 7 1-1 bir doniistimdiir. Bunun ig¢in
Cekm = {0} oldugu gosterilecektir.

m(w) = > i, 9(w,e)e; = 0 olsun. Bu durumda i < m igin, g(w,e;) = 0

oldugundan,
w:iezgwel €; Zgwelez—i—ZgweZ €; Zgwe
i=1 i<m i>m i>m

yazilabilir. w € W oldugundan,

ww—g(zgwezewzgwez z) Zgwez_

i>m i>m i>m
olur ve boylece i > m i¢in, g(w,e;) = 0 bulunur. ¢ < m i¢in de g(w,e;)) = 0
oldugundan, w = 0 dir. Sonug olarak Cekr = {0} veya buna denk olarak 7 1-1
dir. O halde g|w negatif tanimh olacak sekilde her W alt uzay: i¢in, boyW < m
oldugundan, miimkiin en biiyiik boyutlu W i¢in de boyW = v < m olur. O]

Tanim 2.4. Tirevlenebilir bir M manifoldu tzerinde tanimlb (0,2)-tipinde, simet-

rik, non-dejenere ve sabit indeksli bir tensor alanina metrik tensori denir.

Her p € M i¢in g, tensoriiniin indeksi ayni ise g metrik tensorii sabit indekslidir

denir.

Tanim 2.5. Bir metrik tensorle donatilmas tirevlenebilir bir M manifolduna semi-

Riemann manifoldu (veya pseudo-Riemann manifoldu) denir.

Porzitif tanimli bir metrik tensorle donatilmig tiirevlenebilir bir manifolda ise
Riemann manifoldu denir.

Her g metrik tensorii non-dejenere oldugundan, her p € M icin, [g;;(p)] matrisi
terslenebilirdir. Bu matrisin tersi [¢”(p)] ile gosterilir. g simetrik oldugundan, g;; =
gji ve g = ¢t dir.

Bu ¢alismada F (M), M den R ye C* (sonsuz kez tiirevlenebilir) fonksiyonlarin
uzaymni, (M) M manifoldu tizerindeki C*° vektor alanlarmm modilint, x*(M)
ise x(M) den F(M) ye F(M)-lineer 1-formlarm modiiliini belirtmektedir. Vek-
tor alanlar1 ve gerektiginde tanjant vektorleri X, Y, Z,... seklinde biiyiik harflerle

gosterilmigtir.



Tanim 2.6. V : x(M) x x(M) — x(M) fonksiyonu asagidaki ézelliklere sahipse

bu fonksiyona M dizerinde bir konneksiyon denir.
D1) Her f € F(M) ig¢in, VixizY = fVxY + VY,
D2) Her c € Rigin, Vx(cY +7Z) =cVxY +VxZ,
D3) Her f € F(M) i¢in, Vx[Y = X[f]Y + fVxY.

VxY vektor alanina Y vektor alaninin X vektor alani yontindeki kovaryant tiirevi

denir.

Onerme 2.7. M bir semi-Riemann manifoldu ve V € x(M) olmak iizere, V* 1-
formu her X € x(M) igin,
Vi(X) =g(V,X) (2.1)

seklinde tamymlansin. 'V —— V* déndgimi x(M) ve x*(M) modilleri arasinda

F(M)-lineer bir izomorfizmadur.

Teorem 2.8. (Riemann geometrinin temel teoremi) Her semi-Riemann manifoldu

tzerinde asaqidakt ozelliklere sahip tek turli belirli bir V' konneksiyonu vardar.
D4) [X,Y]=VxY = VyX,
D5) X[g(Y,2)| = g(VxY.Z) + g(Y.VxZ).

Bu konneksiyona M manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu denir ve VxY Levi-

Cwita kovaryant tirevi Kozsul formiili ile karakterize edilir:

20(VxY,Z) = Xg(Y,Z2)+Yg(Z,X)—Zg(X,Y)
_g(X7 [K Z]) +g<Y7 [Z7X]) +g(Zv [Xv Y])

Kamit. Kamtta
X([fgl = X[flg + fXIg], (2.2)

[fX,9Y] = folX, Y]+ F(X[g)Y —g(V[/)X (2.3)

esitlikleri kullanilacaktir.



V fonksiyonu D4 ve D5 ozelliklerine sahip bir konneksiyon olsun. Bu durumda

D4 ve D5 ozelliklerinden,

Xg(Y,2)+Yg(Z,X) - Zg(X,Y) — g(X,[Y, Z])
+9(Y,[Z, X]) + 9(Z, [X.Y])
= g(VxY, Z)+g(Y,VxZ)+ g(VyvZ,X)+ g(Z,Vy X)
—9(VzX,Y) = g(X,VzY)
—g(X,VyZ =VzY)+g(Y, V2 X —=VxZ)+9(Z,VxY —VyX)
= 29(VxY,Z)

oldugundan, V konneksiyonu Kozsul formiiliinii saglar.

g non-dejenere oldugundan, bu konneksiyon tek tiirlii belirlidir.

FX,Y,Z) = Xg(Y,2)+Yg(Z,X)—Zg(X,Y)
fonksiyonu tamimlansin. F fonksiyonu Z degiskenine gore F (M )-lineerdir: (2.2) ve
(2.3) esitliklerinden,
FXY, fZ) = Xg(Y.fZ)+Yqg([Z,X) - fZ9(X)Y)
—9(X,[Y, fZ]) +9(Y.[f 2, X]) + 9(f 2, [X,Y])
= X[flg(Y, 2) + fX[g(Y, 2)] + YIflg(Z, X)
+fY[9(Z, X)] = [Z[9(X,Y)]
—9(X, Y. Z] + Y [f]Z) + g(Y, 12, X] = X[f]Z) + f9(Z,[X,Y])
= fF(X,Y,Z)
oldugundan Z —— F(X,Y, Z) doéniisimii 1-formdur. Z — F(X,Y, Z) 1-formuna
kargilik gelen, (2.1) egitligini F'(X,Y, Z) = 2¢(V, Z) = V*(Z) seklinde saglayan, tek

tirli belirli V' vektor alam VY ile gosterilsin. Bu durumda VY vektor alani

Kozsul formiiliini saglar. (2.2) ve (2.3) esitliklerinden,

29(VyxY,Z) = fXg(Y,2)+Yg(Z fX)—Zg(fX,Y)

—g(fX,[Y, Z]) + 9(Y, [Z, fX]) + 9(Z,[f X, Y])



= [X[g(Y, 2)|+Y|[flg(Z, X) + [Y[9(Z, X)]
—Z[flg(X,Y) = fZ[g(X,Y)]
—f9(X, [V, Z]) + g(Y, fZ, X] + Z[f]X) + g(Z, f[X, Y] = Y[f]X)
= 2(fVyY, 2)
olur ve g non-dejencre oldugundan, V;xY = fVxY bulunur. V konneksiyonu D1
szelligine sahiptir. Benzer sekilde V konneksiyonu D2 ézelligine de sahiptir. D3
szelligi icin yine (2.2) ve (2.3) kullanildiginda,
29(Vx[Y,Z) = Xg(fY.Z)+ [Yg(Z,X) - Zg(X, [Y)
—9(X,[fY, Z]) + g(fY, (2, X)) + 9(Z, [ X, fY])
= X[flg(Y,Z2) + [X[g(Y. Z)] + fY[g(Z, X)]
—Z[fl9(X,Y) = fZ[g(X,Y)]
—9(X, fIY, Z] = Z[f]Y) + f9(Y [Z, X]) + 9(Z, f[X, Y] + X[f]Y)
= 29(X[f]Y + fVxY, 2Z)

bulunur ve g non-dejenere oldugundan, Vx fY = X[f]Y + fVxY elde edilir.

Kozsul formiiliinden,

2(VxY —VyX,Z) = Xg(Y,2)+Yg(Z,X)— Zg(X,Y)
—9(X, [V, Z]) + 9(Y, [Z, X]) + 9(Z,[X, Y])
= —Yy(X,Z) - Xg(Z)Y) + Zg(Y, X)
+9(Y,[X, Z]) — 9(X,[2,Y]) — g(Z,[Y, X])
= 29(Z,[X,Y]),

ve g non-dejenere oldugundan, VxY —Vy X = [X, Y] olur. O halde V konneksiyonu

D4 &zelligine sahiptir. Kozsul formiiliinden,

2€g(VxY, Z) +9(Y,Vx2Z)} = Xg(Y,2)+Yg(Z X) - Zg(X,Y)
(Z,

—9(X,[Y, Z2]) + 9(Y, 12, X]) + g(Z,[X,Y])
= Xg(Z,Y)+ Zg(Y,X) - Yg(X, 2)

—9(X,[Z,Y]) + 9(Z,[Y, X]) + g(Y, [X, Z])
= 2X[g(Y,2)]



oldugundan, ¢(VxY,Z) 4+ g(Y,VxZ) = X[g(Y, Z)] bulunur. Boylece V konneksi-
yonu D5 6zelligine de sahiptir. Sonug olarak Kozsul formiilii D1 — D5 6zelliklerine

sahip V konneksiyonunu karakterize eder. O]

Tanim 2.9. M bir semi-Riemann manifoldu ve V bu manifoldun Levi-Civita ko-

varyant tirevi olmak tizere, R : x*(M) — x (M),
R(X, Y)Z = nyZ = V[X’y]Z - [VX, Vy]Z

seklinde tanwml (1,3)-tipinde R tensor alamina, M manifoldunun Riemann egrilik
tensori denir.
{E1, ..., E,} lokal ortonormal bir ¢atr olmak tzere,

R’iC(X, Y) = Z 6ig<RXE¢Y7 El)

7

tensorine Ricci egrilik tensori denir.



3. HEMEN HEMEN PARAKONTAK METRIiK MANIiFOLDLAR

Bu boliimdeki bilgiler [17,18,30] ¢aligmalarindan derlenmigtir.

Tanim 3.1. Tirevienebilir bir M** ™ manifoldu tizerinde asaqidaki ézelliklere sahip
(1,1) tipinde ¢ tensor alami, & wvektor alani ve n 1-formu varsa, (,&,n) swral

tiglistine M tizerinde hemen hemen parakontak bir yapr denir.

1.

P*X) = X —n(X)E (3.1)
2. o tensor alanyn alt demetinin her bir lifi tizerinde hemen hemen parakompleks
bir yapr indirger.

(M, p,&,m) dortlisine veya kisaca M manifolduna bir hemen hemen parakontak
manifold denir. & wvektér alanina hemen hemen parakontak yapinin karakteristik

vektor alany denir.

(p,&,m) tglissit M {izerinde hemen hemen parakontak bir yapr ise,

p(€) =0 (3.2)

ve

nop=>0 (3.3)

olur:

(3.1) esitliginden & = ©*(€) + n(&)¢ = ¢*(€) + £ oldugundan,
p*(§) =0 (3.4)
bulunur. O halde ¢(¢*(£)) = ¢(0) = 0 olur. Ayrica (3.1) esitliginden,

0= @(*(€)) = *(@(&)) = (&) — n(e(£))E

elde edilir. Bu esitlikte her iki tarafin ¢ endomorfizmi altinda goriintiisii alindiginda

©*(€) = np(€))p(&) =0

olur. (3.4) esitliginden,
n((§))e(€) =0 (3:5)
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olur.

(3.1) esitliginde X = p(§) secildiginde

(&) = n(p(£))§ (3.6)

0= n(p(£))p(&) = n(w(€))n(w())E (3.7)

ve sonug olarak n(¢(€)) = 0 bulunur. (3.6) esitliginden ise ¢(&) = 0 olur.
(3.1) esitliginde X yerine ¢(X) segildiginde

P (p(X)) = p(X) — n(p(X))¢ (3.8)

ve yine (3.1) egitliginden,

P (X)) = p(p*(X)) = (X —n(X)€) = p(X) —n(X)p(€) (3.9)

olur. ¢(&) = 0 oldugundan, (3.8) ve (3.9) karsilagtirlldiginda her X € x(M) i¢in,
n(p(X)) = 0 bulunur.

Ornek 3.2. [15] R manifoldunun koordinati t olmak tizere, ¢ =0, & = % ven =dt

olarak segilirse, (p,&,n) tglisi R tzerinde bir hemen hemen parakontak yapidar.

Caligmanin bundan sonrasinda kisalik agisindan ¢(X) gosterimi yerine ¢ X kul-

lanilacaktir. Hemen hemen parakontak (M, ¢, &, n) manifoldunun
9(@X,¢Y) = —g(X,Y) + n(X)n(Y) (3.10)

ozelligine sahip bir semi-Riemann g metrigi varsa, (M, ¢, &, n, g) sirali beglisine veya
M ye hemen hemen parakontak metrik manifold denir.

(3.10) esitliginde Y = ¢ se¢ildiginde,

n(X) = g(X,¢)

olur. Ayrica

g(eX,Y) = —g(pY, X) (3.11)
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esitligi de saglanir. Bu esitligi gormek igin (3.10) egitliginde X yerine ¢ X yazildiginda,

9(@*X,9Y) = —g(¢X,Y) + n(eX)n(Y)
olur. (3.1) ve (3.3) esitliklerinden (3.11) elde edilir. O halde
(X, Y) = g(pX,Y) (3.12)

seklinde tanimli ® doniisiimii bir 2-formdur. Bu 2-forma hemen hemen parakontak
metrik yapinin temel 2-formu denir.

(M, p,&,1n,g) hemen hemen parakontak metrik manifoldunun

glei,ej) = —glpei, pe;) = 65, glei, pe;) =0

ozelligine sahip bir {e, ey, ..., e,, pe,, &} lokal ortonormal gatis1 vardir [27]. Bu
tabana -taban denir. g metriginin isareti (n + 1,n) ve ¢ endomorfizmasinin ranki
2n dir.

A ve B reel girdili n x n tipinden matrisler, € ise €2 = 1 ve f = A + €B icin,

Bt = Al — eB? ozelliklerine sahip bir say1 olmak iizere,

U'(n)={8=A+eB |5 =73}

seklinde tanimli 5 parakompleks matrislerinin grubuna paraiiniter grup denir. § €
U™(n) olmak {izere,

g 0

0 1

o =

seklindeki (n + 1) x (n + 1) tipinden matrislerin grubu U™(n) x {1} ile gosterilsin.
Hemen hemen parakontak bir metrik manifoldun yapi grubu U™ (n) x {1} grubudur.

(M, p,&,n,g) hemen hemen parakontak metrik manifoldu verilsin. (0, 3) tipinde
F tensor alami her XY, Z € T'M i¢in,

F(X,Y,Z) = g((Vxe)(Y), Z) (3.13)
seklinde tanimlansin. F' formu agagidaki 6zelliklere sahiptir:

F(X,Y,Z)=—-F(X,Z,Y), (3.14)

F(X, oY, pZ)=F(X,Y,Z)+nY)F(X,Z,&) —n(Z)F(X,Y,¢). (3.15)
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(3.14) esitliginin kamtlamak igin 6ncelikle (3.11) kullanilacaktir. (3.11) dan,
Xlg(¢Y, 2)] = =X[g(Y, 0 Z)] (3.16)

oldugundan, (3.16) ifadesi Levi-Civita kovaryant tiirevinin D5 6zelligi kullanilarak

yazildiginda,

9(Vx(Y),Z) +9(¢Y,VxZ) = —g(VxY,0Z)—g(Y,Vx(pZ))

= 9(e(VxY),2) = g(Y,Vx(pZ))
bulunur. Bu ifade diizenlendiginde,

F(X,Y,Z) = g(Vx(¢Y),Z) —g(e(VxY),Z)

olur.

(3.15) esitligini gostermek igin,

Xlg(pZ,8)] = —X[g(Y,p¢)] = =X[0] =0

oldugundan, kovaryant tiirevin D5 6zelliginden

0= X[g(0Z,8)] = 9(Vx(9Z),£) + g(vZ,V xE)

bulunur. Buradan
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ve

F(X7Y)§) = —g(gDY,va)
= 9(Vx(¥Y).§)

elde edilir. O halde

F(X, oY, 0Z) = g(Vxp)(¢Y),0Z)

= 9(Vx(¥?Y),0Z) + g(Vx(pY), 9’ Z)

= 9(Vx(Y =n(Y)§),¢Z) + 9(Vx(¢Y), Z — n(Z)§)

= 9(VxY,0Z) = g(X[n(Y)I§, 92) = n(Y)g(VxE, ¢Z)
+9(Vx(Y), Z) =n(Z2)9(Vx(Y), )

= —9(p(VxY),Z) + g(X[n(Y)]e€, Z) + n(Y)F (X, Z,€)
+9(Vx(9Y), Z) =n(Z)F(X,Y,§)

= FX)Y.Z) +n(Y)F(X, Z,§) —n(Z)F(X.,Y.)

olur.

Vn, dn, Leg ve d® dontisiimleri F' tensorii cinsinden su sekilde ifade edilebilir:
1 1
A(XY) = S(Vxn)Y = (Vyn)X) = S(-F(X,0Y,€) + F(V,0X,€)),  (3.17)
do(X,Y,Z) = 6xysF(X,Y, Z). (3.19)
Burada d bir k-formun dig tiirevini, L¢g ise g metriginin § vektor alan1 yoniindeki
Lie tiirevini gostermektedir.

F tensorti kullanilarak, {es, ..., ea,,&} kilmesi TM uzaymin bir tabani olmak

uzere
0r(X) = g F(es, ¢;, X),
07(X) = g7 F (e, pe;, X), (3.20)
wr(X) = F( ¢ X)

1-formlar: tanimlanabilir.
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(M, p,&,n,g) hemen hemen parakontak metrik manifolduna

e Vx®(Y,Z) =0 ise parakosimplektik (paracosymplectic),

o N(X,Y) = *[X,Y] + [pX,0Y] — ¢[pX, Y] — p[X, pY] tensorii ¢ endomor-

fizmasinin Nijenhuis torsiyon tensorii olmak {izere,
N(X,Y)—2dn(X,Y)(=0
ise normal,
e & = dn ise parakontak,
e Bir a # 0 sabiti i¢in, (Vx)Y = a (g(X,Y)¢ — n(Y)X) ise a-para-Sasaki,

e normal ve parakontak ise, veya buna denk olarak a-para-Sasaki kogulunda

a =1 ise para-Sasaki,

e Bir a # 0 sabiti i¢in, (Vx@)Y = —a(g9(X,9Y){+n(Y)pX) ise a-para-
Kenmotsu,
e a-para-Kenmotsu kogulunda o = —1 ise para-Kenmotsu,

e parakontak ise ve ¢ Killing ise K-parakontak

(Leg)(X,Y) = g(VxE,Y)+9(VyE, X) = 0 ise, € bir Killing vektor alamdir.),

e normal ve d® = 0 ise kuasi-para-Sasaki (quasi-para-Sasakian)

denir.
(M, p,&,n, g) hemen hemen parakontak metrik manifoldunun normal olmas i¢in

gerek ve yeter kosgul
p(Vx@)Y = (Vox@)Y + (Vxn)(Y)E =0,

veya buna denk olan,
F(X,Y,0Z) + F(eX,Y, Z) + F(X, Y, n(Z)§) =0 (3.21)

kogulunun saglanmasidir |26, 30].
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M2+ K-parakontak metrik bir manifold olsun. Bu durumda

Ric(&,€) = —2n (3.22)

olur [27].

K-parakontak bir M manifoldunun Ricci tensorii a, b sabitler olmak tizere
Ric(X,Y) = ag(X,Y) + bn(X)n(Y)

seklindeyse M ye n-Einstein manifold denir [27].
F uzayi (3.14) ve (3.15) 6zelliklerine sahip, (0, 3) tipinden tensérlerin uzay: olsun.
Bu uzay [18] ve [30] galismalarinda 12 altuzayin direkt toplami olarak yazilmigtir.

Bunun igin 6ncelikle F uzay1
F=WeW,eWse W,

seklinde dort tane U™ (n) x {1}-invaryant altuzayin direkt toplami olarak yazilmigtir.

W; altuzaylar1 ve F' tensoriiniin W; altuzayina izdiisiimleri agsagidadir:

={FeF|F(X,Y,Z)=F(¢*X,¢°Y,p*2)}, (3.23)
We={F e F|F(X,Y,Z) = —n(Y)F(¢’X,0"Z.&) + n(Z)F(¢*X, Y. €) } ,
Ws={FeF|F(X)YZ)= U(X)F(fasOQY,sOQZ)},
={FeF|F(X,Y,Z) =n(X) {n(Y)F(§,& ¢ Z) —=n(Z)F(&,&¢*Y)}
F"' = F(p*X, gpQY, ©*7), (3.24)
F" = —n(Y)F (¢’ X, ¢*Z,€) + n(Z)F(¢*X, 9", €), (3.25)
Y = n(X)F(,¢Y,92),
F" = n(X) {n(Y)F(&.€ Z) = n(Z)F(§,€Y)}.
Daha sonra ise W, altuzayi, tanimlanma bagintilar1 Teorem 3.3 te verilen Gy, Go,
G3z, G4 altuzaylarmin direkt toplami, W5 altuzay: ise Wy = G5 @ ... @ Gy seklinde

alt1 altuzayimn direkt toplami olarak yazilmigtir. W35 = Gq; ve Wy = Gy olarak
adlandirilarak F uzay1 12 tane G; altuzayinin direkt toplami seklinde ifade edilmistir.

Teorem 3.3. F uzayr F = Gy @ ... ® Gy seklinde U™ (n) x {1}-invaryant G; alt-

uzaylariman direkt toplamadur. © # j igin, G; L G; dir. Bu altuzaylarin tanimlanma
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bagintilary su sekildedir:

G+ PIX.Y.2) = 5o {a(X. 0¥ )05 (02) (X, £ 2)0r ()
—9(0X, Y )0r(¢*Z) + (0 X, 0 2)0p(¢*Y )}, (3.26)
Gs: F(pX,pY,Z) = —F(X,Y,Z), 0p =0, (3.27)

FY,Z)=F(X,§,2)=0,F(X,Y,Z)=-F(Y, X, Z),
F(£7Y72> :F(X7€72> 207 6XYZF‘()(?Y;Z) :O,

Go: F(X.Y.2) = " fgox ozmv) — gloX ovm(z)y. (329)

Co: PXY.2) =~ (X o) —gx oy}, 329

Gr: F(X.Y.2) = —n(V)F(X. 2,6 +i(D)F(X. V.6, (330
F(XY,8) = —F(Y, X,6) = ~F(X,0¥,6), 0+(6) = 0.

Gs: F(X,Y,Z —-n(Y)F(X,Z,&) +n(Z2)F(X,Y,§), (3.31)

) =
FX,Y,§) = F(Y, X, §) = —F(pX, ¢Y,£), 0r(5) =0
Go: (XY, Z) = =n(Y)F(X, Z,8) + n(2)F(X,Y,£),
F(X,Y,€) = —F(Y, X,§) = F(¢X, Y, ), (3.32)
G F(X,Y,2) = —n(Y)F(X, Z,8) +n(2)F(X,Y,£),
F(X,Y,§) = F(Y,X,§) = F(¢X, ¢Y, ), (3.33)
Gu: F(X,Y, Z) =n(X)F(E, ¢Y, pZ), (3.34)

Her p € M icin, F' tensorii G; © G; altuzayinda ise, M hemen hemen parakontak
manifoldu G; ® G; smifindandir denir. Boylece hemen hemen parakontak metrik
manifoldlarin 2'2 smifi elde edilir. Tiim G; altuzaylarinin kesisimi olan uzay Gy ile
gosterilir. Gg sinifi parakosimplektik yapilarin sinifidir.

G; altuzaylarinin boyutlar1 da hesaplanmigtir.

Teorem 3.4. 2n + 1 boyutlu bir M manifolduna karsilik gelen F uzayrmn G; al-

tuzaylarinin boyutlar: su sekildedir:

boy Gy =2(n —1), boy Gy = (n—1)(n*—2), boy Gy =

2(n —1)n(n+1)
3 )

boy G4 = boy Gs =1, Gg=1,

16



boy G; =n? —1, boy Gg=n?—1, boy Gy =n(n—1),

boy Gio =n(n+1), boy Gy =n(n—1), boy Gis = 2n.

F uzaymin bir F' tensoriiniin G; altuzaylar tizerindeki izdiigtimleri de [30] galis-

masinda verilmigtir.

FNX,Y,Z) = {9(X,0Y)0p1 (9Z) — g(X, pZ)0p (9Y)

1
2(n—1)
—9(X, oY )0 (9*Z) + g(p X, 0Z)0p ($°Y) }

F*(X.Y,Z) ——{F (¥*X, 902Y<p Z) = F(pX,9*Y,0Z)} — F}(X,Y, Z),

F3(X,Y,Z) = = {F (*X, 0%Y, 0> Z) + F(pX, p*Y, 7))
+F(902Y, ¢’ Z,0*X) + F(pY, ¢’ Z, pX)
+F(0*Z,0* X, Y ) + F(pZ, 9’ X, 9Y )},

FYX,Y,Z) = —{F P’X, %Y, 0?Z) + FpX,0?Y, 0Z)} — F3(X,Y, Z),

Py, 2) = 8 vy 02) - 2)tex, o)),
P,y 2) = 29 1y (x02) - n@)g(x. 1)),

F'(X,Y,Z) = —;ln(Y) {F(*X,0*Z,€) — F(¢X,0Z,£)

—F(0*Z,0*X, &) + FoZ,0X, &)} + in(Z) {F(¢’X,¢Y,¢)

_F(SOXﬂOng) _F(QD2Y>302X7€) +F(90Y7 @va)} - F6(X7Y7 Z)a

FYX,Y,Z) = —in(Y) {F(’X,0%Z,€) — F(¢X, 0Z,£)

+F(0*Z,0*X,€) — F(9Z, X, 6)} + in(Z) {F(¢°X,%Y,€)

—F(pX, Y, &) + F(9?Y, 9 X, &) — F(pY, X, &)} — F(X,Y, Z),

F(X,Y,2) =~ 0(V) {F(@X, 92,6) + F(X, 97,6)
—F(p*Z,¢*X.€) — F(pZ,0X,§)} + in(Z) {F(¢*X,%Y.€)
+E(0X, 9Y,€) — F(¢"Y, "X, ) — F(oY, 90X, §)},
FO(X,Y,2) =~ n(V) {F(&X,62,6) + F(X, 97,6)
+F(*Z,0°X, &) + F(0Z,9X,6)} + in(Z) {F(*X, %Y, €)

+F(pX, oY, &) + F(@*Y, 0* X, &) + F(pY,0X,€)},
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FH(X,Y, Z) = T](X)F(£7 oY, 0*7), (3.45)
F(X,Y, Z) = n(X) {n(Y)F(£,& 0> Z) =n(Z)F(£,€,°Y) } . (3.46)

G; smiflarimin tamimlanma bagmtilar1 ve F* projeksiyonlar1 kullanilarak normal,
parakontak, para-Sasaki, K-parakontak ve kuasi-para-Sasaki manifoldlarin sinifi be-

lirlenmigtir [30].

Teorem 3.5. 2n + 1 boyutlu (M, p,&,n,g) hemen hemen parakontak metrik mani-
foldunun normal olmast igin gerek ve yeter kosul bu manifoldun Gi, Go, G5, Gg,

Gr, Gg sunaflarinda veya bu sinaflarin direkt toplamlarinda olmasidar.

Kamit. M manifoldu G;, i = 1,2,5,6,7,8 simifindan olsun. Bu siniflarin tanimlanma
bagmtilar: kullamlarak (3.21) normallik kogulunun saglandig gosterilecektir.
Gy smifi: M € Gy ise, F tensorii (3.26) tanimlanma bagmtisini saglar. Buradan

F(X,Y,€) =0 oldugu goriilebilir. (3.26), (3.10) ve (3.12) esitliklerinden,

F(X,Y,pZ) + F(¢X,Y,Z) + F(X, pY,n(Z)$)
- (X Y, 0Z) + F(pX,Y, Z)
= {g(X Y )0r(¢°Z) — g(X,9*Z)0r(¢Y)
(sz PY)0r(p(9*Z)) + (0 X, 9* 2)0r(¢°Y) }
+ ﬁ {9(0 X, 0Y)0r(0Z) — g(0X, 0 Z)0r(¢Y)
—9(¢* X, oY )0r(¢*Z) + 9(¢* X, 9Z)0r(9*Y ) }

olur. O halde M normaldir.
Go smufi: M manifoldunun F' tensorii (3.27) kosulunu saglasin. (3.27) esitligin-
den

F(£7 Y7 Z) = F(X7 S? Z) = 0

ve (3.14) ozelliginden
0= F(X>€7Z> = _F(X7Z7€>

oldugundan, F(X, Y, n(Z)¢) =0 dir.
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Ayrica

F(X,Y,0Z) = —F(X,pZ)Y)
= F(pX,9’2,Y)
= F(pX,Z)Y)
= —F(pX.Y, 2)
oldugundan,
F(X,Y,0Z) + F(pX,Y, 2) + F(X,pY,n(2)¢) = 0
bulunur.

G5 simifi: M manifoldunun F' tensorii (3.28) kosulunu sagladigindan,

F (X Y pZ) + F(eX,Y, Z) + F(X, Y, n(2)E)

90X, 0°Z) +n(Y)g(p*’X, 02)

—n(Z )g(sOQX oY) —n(Z)g(eX, ©?Y)}

=40

bulunur.

Ge simfi: (3.29) esitliginden,

F(x,Y92) =~ &)y vyg0x, 22),

2n
F(eX,Y.2) = =28 0v)g(ox. 02) — m@)atex, o)),

*

PO eYin(2)6) = - ) 0x, 7))

bulunur ve (3.21) normallik kogulunun saglandig: goriilir.

Gy simfi: (3.30) esitliginden
F(X,9Z,€) = —F(pX,¢*Z,§) = ~F(pX, Z,€)
ve

F(X> Y, (PZ> = —U(Y)F(X> (10276)7
F(X,0Y,n(2)§) = n(Z)F(X,¢Y,§)
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olur. Boylece G7 sinifi normaldir.
Gg smifi: G smifina benzer gekilde bu sinifin da normal oldugu goriiliir.
G, Gy, G5, Gg, Gy, Gg smuflar1 normal olduklarindan, direkt toplamlar: da
normaldir.
Simdi ise M normal olsun. Bu durumda (3.21) normallik kogulu saglanir.
F=F'4+F?+ F5+ FS+ F7 + F® oldugu gosterilmelidir.
Normallik kogulunda X =Y = £ secildiginde

F(,¢2)=0 (3.47)
bulunur. Yine (3.21) 6zelliginde X = £ alinarak (3.47) esitligi kullanildiginda
F(EY,Z) =0 (3.48)
elde edilir. Ayrica (3.21) kosulunda Y yerine ¢Y, Z yerine de £ yazldiginda
F(X, ¢Y,€) = —F(X,Y,€) (3.49)
olur. (3.48) esitliginden, F'' = F'? = 0 olur. (3.49) kogulundan,
F(o*X, ", §) = —F(pX, ¢V £)

oldugundan, F° = F19 = 0 olur.

Normallik kosulunda X yerine %X, Y yerine ¢©?Y, Z yerine ¢Z almdiginda
F(*X,¢"Y,9*Z) + F(¢°X, oY, 9Z) =0
olur.

F(@*X, Y, 0Z) = F(o*(pX), Y, 0Z)

= F(pX, %Y, 0Z)
oldugundan,
F(@*X,@*Y,0*Z) + F(oX, Y, 0Z) = 0

elde edilir. Buradan da F? = F? = 0 bulunur. Sonuc¢ olarak F tensorii i =

1,2,5,6,7,8 olmak iizere I tensorlerinin toplamidir. O]

(3.17) esitliginden, her G; temel smifinda n 1-formunun dn dig tiirevi hesaplan-
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mugtir [30].
Yardimci Teorem 3.6. a. MeG;,i=1,2,3,4,6,7,10,11 ise, dn =0,

b. M € Gs ise, dn = 28 g(pX,Y),

2n

c. M eGy;,i=28,9ise, dng=—F(X,Y,§),
Kamt. a. M € Gy, i =1,2,3,4 ise, M € W; oldugundan, (3.23) bagintisindan,
F(X,Y,&) =0 olur. (3.17) kullanilarak dn = 0 bulunur.
M € Gg ise, (3.29) esitliginden,

BXY) = S{-F(X,0Y,8) + F(Y,¢X.6))

O ) 4 o0}

=0
olur.
M € Gy ise, (3.30) ozelliginden,

oldugundan, dn = 0 bulunur.

M € Gy ise, (3.33) denkleminden,
F(X,¢Y,€) = F(pX, Y. &) = F(pX,Y,£) = F(Y, pX,¢)

oldugundan, dn = 0 elde edilir.

M € Gy, ise, (3.34) esitliginden, F'(X,Y, ) = 0 oldugundan, dn = 0 olur.
b. M € Gy ise, bu smifin tanimlanma bagintisindan,

MXY) = SI-F(X,0¥.6) + F(Y,¢X,0))

- 922@ {9(0X, %) — g(¢Y, ¢*X)}

—~ QFT(S)QQPX ,¢Y)

= QFf)g(@X Y)
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elde edilir.
c. M € Gy ise, F' = F® olur. (3.31) bagmtilarindan,

MXY) = J{-F(X,pY,6) + F(Y,X,0)}
= _F(Xa §0Y7 5)
= _FS(X7 SOY; g)

bulunur. Gy simifinda da benzer sekilde dn = —F%(X, ©Y, €) olur.

d. M € Gqs ise, bu smifin tanimindan

MXY) = J-F(X,0Y,8) + F(Y,¢X,6))

1

= 5 X)F(EEeY) =n(Y)F(E & X))

bulunur.

]

G5 smufi G5 smifinin 0r (&) = 2n ozelligine sahip alt smifi olsun. Bu durumda

Yardimci Teorem 3.6 dan,

Onerme 3.7. M manifoldu G5 simfinda olsun. M manifoldunun parakontak metrik

olmas i¢in gerek ve yeter kosul, Gs sinifinda olmasidar.

Teorem 3.8. (M, p, &, n, g) hemen hemen parakontak metrik manifoldunun parakon-
tak olmasi icin gerek ve yeter kosul, bu manifoldun Gs sinifinda veya Gs sinifinan

Gy ve Gyg stmaflaryla direkt toplaminda olmasider.

Kanit. M € Gj ise, Onerme 3.7 den M parakontaktir. M € Gy & Gy ise,

F = F® + F* oldugundan, (3.17) esitligi ve Yardimec1 Teorem 3.6 dan,

dn = dnrp = dnps + dnps = g(@X,Y) olur, o halde M parakontakir. Benzer
sekilde M € G5 ® Gip ve M € G5 ® G4 ® Gy ise de M parakontaktir.

Tersine M parakontak olsun. Bu durumda dn(X,Y) = ®(X,Y) = g(¢X,Y) ve
dn(X,Y) = H{-F(X,¢Y,&) + F(Y,0X, &)} oldugundan,

—F(X, oY, §) + F(Y, 90X, §) = 29(pX,Y) (3.50)
yazilabilir. (3.50) esitliginde X yerine £, Y yerine ¢Y alindiginda,
F(6Y)=0 (3.51)
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bulunur. Yine (3.50) esitliginde Y yerine ¢Y yazildiginda
F(X,Y,§) = F(pY, 0X,£) — 29(pX, ¢Y) (3.52)

elde edilir.
dn = ¢ oldugundan,

dO(X,Y,Z) =0=F(X,Y,Z)+ F(Y,Z,X)+ F(Z,X,Y) (3.53)
olur. Bu esitlikte Z yerine ¢ yazildiginda,
dD(X,Y,€) = 0= F(X,Y,€) — F(Y, X,€) + F(,X,Y) =0 (3.54)
bulunur. (3.54) esitliginde (3.52) kullamldiginda,
FpY,0X,§) — F(pX,pY,§) + F(§, X,Y) =0 (3.55)
olur. (3.55) esitliginde X yerine ¢ X, Y yerine Y yazilip (3.51) kullanildiginda,
P(Y, X,€) — F(X,Y,€) + F(§, X, 6Y) = 0 (3.56)

bulunur. F tensoriiniin (3.15) ozelliginde X = £, Y = X, Z =Y secilip (3.51)
kullanildiginda ise

F(& X, oY) = F(§,X,Y)
olur. O halde (3.56) esitligi

seklinde yazilabilir. (3.54) ve (3.57) kargilagtinldiginda, F(&, X,Y) = 0 bulunur.
Ayrica F(&, X,Y) = 0 oldugundan, (3.54) esitliginden,

F(Y,X,§) = F(X,Y,¢€) (3.58)

elde edilir. F(£,X,Y) = 0 oldugundan, F'' = F'? = 0 bulunur. Béylece F =
FWir - FW2 olur. O halde
dnp = dnpw, + dnpw, (3.59)

yazilabilir. Burada dnyw, = dng: + ... + dnps ve dnpw, = dnps + ... + dngio
seklindedir.
(3.58) esitliginden, F® = 0 ve F® + F" = 0 oldugundan, F® = F" = 0 olur. O
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halde F"2 = [® + F® + F'0 dur.
Yardimer Teorem 3.6 dan, dnpw, = 0, dnps = e%f)g(w)(, Y),

dnps(X,Y) = —F3(X, oY, €) ve dnpio = 0 olur. O halde (3.59) esitligi

seklinde yazilabilir. (3.60) esitliginden, F® = F® veya F® = 0 dir. F° # F®
oldugundan, F® = 0 dir. O halde F"2 = F® 4 F''0 olur.

g non-dejenere oldugundan, (3.60) esitliginden, 0ps(£) = 2n ve boylece F® = F?®
bulunur. Burada F®, F tensoriiniin G5 iizerine iz diisiimiidiir.

Dikkat edilirse M manifoldu yalmiz Gqy smifina ait olamaz. Eger M € Gy
olsaydi, bu durumda F = F'° oldugundan, dnr = dnpio = 0 olurdu, ancak M
parakontak oldugundan dn sifir olamaz. O halde F"2 = [ veya "2 = [° 4 F10
olur.

F® ve F® izdiisiimlerinin tammlarindan, & yyzF"2(X,Y, Z) = 0 oldugu goriile-

bilir. Bu durumda d® = 0 = d®p, + dPp, oldugundan,
dPp,, = SxyzF"(X,Y,Z) =0

olur. Wy uzaymin G;, Gy, G3, G4 altuzaylarinin tanimlanma bagintilar: ele alin-
diginda SxyzF4(X,Y, Z) = 0 ve diger simflar i¢in bu devirli toplamin sifir olmak
zorunda olmadig1 goriiliir. O halde Fyy, = F* olur. dng, = 0 oldugundan, M yalniz
G, smifina ait olamaz. Sonug olarak F = F° F = F° + F4 F = F° + F'0 veya
F = F° + F* + F'° bulunur. [

Para-Sasaki manifoldlar tanim geregi normal ve parakontak olduklarindan, para-

Sasaki manifoldlarin sinifi Teorem 3.5 ve Teorem 3.8 in sonucu olarak belirlenir.

Sonuc¢ 3.9. Hemen hemen parakontak metrik bir manifoldun para-Sasaki olmasi

icin gerek ve yeter kosul bu manifoldun Gs simfindan olmasidr.

(3.18) esitliginden karakteristik vektor alam Killing olan hemen hemen parakon-

tak manifoldlarin smiflar1 belirlenir.

Onerme 3.10. (M, p,&,n,9) hemen hemen parakontak metrik manifoldunun & ka-

rakteristik vektor alaninin Killing olmast icin gerek ve yeter kosul, M manifoldunun
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G1, Go, Gz, Gy, Gs, Gg, Gy, G11 stmuflarinda veya bu simiflarin direkt toplamlarinda

olmasaidar.

Kanit. M € G;,1=1,2,3,4,5,8,9,11 olsun. Bu durumda £ vektor alaninin Killing
oldugu gosterilecektir.

MeW, =G &... 5 Gy ise, Wi simfinin (3.23) tanimlanma bagimtisindan,
F(X, Y, &) = 0 bulunur. Bu durumda (3.18) esitliginden (L¢g)(X,Y) = 0 olur ve
sonug olarak W simifinda £ Killing vektor alanidir.

M € Gy ise, (3.28) bagmtisindan,

0 0
ey = -8 yox vy = P oy ) = pvoxcg

oldugundan, (Lgg)(X,Y) = 0 dur.

M € Gy ise, (3.31) tammindan,

F(X,0Y,§) = —F(pX, Y, §) = —F(pX,Y,£) = —F(Y,0X,¢)

bulunur ve (Lgg)(X,Y) = 0 olur.

M € Gy ise, (3.32) esitliginden,

F(X,9Y,§) = F(pX, Y, &) = F(pX,Y.§) = —F(Y, 0 X,¢)

oldugundan, yine (L¢g)(X,Y) = 0 dur.

M € Gy, ise, (3.34) ozelliginden, F(X, ¢Y, &) = 0 ve buradan da

(Leg)(X,Y) = 0 olur. M manifoldu bu simflarin direkt toplamindaysa da &
Killing vektor alanidir.

Tersine ¢ Killing olsun. Bu durumda
FO=F =F"=F2=0

oldugu kanitlanacaktir.

¢ Killing oldugundan, (3.18) esitliginden,
F(X,pY,€) = —F(Y,pX,€) (3.61)

olur. (3.61) esitliginde X yerine X yazildiginda, F(pX,Y,§) = —F(Y,X,¢)
bulunur. Buradan F(©?X, ¢?Y,€) = —F(pY, X, &) olur. (3.40) ve (3.41) tamm-
larmdan, F%+ F7 = (0 ve buradan da F® = F" = 0 bulunur. Benzer sekilde F'** = 0
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dir.
Son olarak (3.61) esitliginden F(¢, 0?7, &) = 0 oldugundan, F''? = 0 dir. O

Parakontak manifoldlarin G5 ve G5 @G, siflarinda ¢ Killing oldugundan, asagi-

daki sonuca varilir.

Sonug 3.11. (M, p,&,1n,9) hemen hemen parakontak metrik manifoldunun K-para-
kontak (parakontak ve & Killing) olmasi igin gerek ve yeter kosul M manifoldunun
Gs veya Gs @ Gy stmafinda olmasidar.

Normal manifoldlarin siniflar1 Teorem 3.5 te verilmigtir. Bu siniflarin iginde d® =

0 olan smiflar incelendiginde kuasi-para-Sasaki manifoldlarin siniflar1 belirlenir.

Teorem 3.12. M hemen hemen parakontak metrik manifoldunun kuasi-para-Sasaki
manifoldu olmasy i¢in gerek ve yeter kosul M nin Gy, Gg veya Gy & Gg sinifinda

olmasaidar.

Kamit. M kuasi-para-Sasaki olsun. M normal oldugundan, Teorem 3.5 ten,

F=F' 4+ F?4 F5+ FS4+ F" 4+ F8® olur. Direkt hesapla d®ps = d®ps = 0 ve
diger izdiigiimlerin i¢in d®p: dig tiirevinin sifir olmak zorunda olmadig: goriiliir. O
halde F' = F° + F® bulunur.

Tersine M manifoldu G5, Gg veya G5 ® Gg sinifinda olsun. Bu durumda Teorem
3.5 ten M normaldir.

M € Gy ise, (3.28) esitliginden,

d(X,Y,7Z) = F(X,Y,2)+F(Y,Z,X)+ F(Z,X,Y)
QZ—S) {n(YV)g(eX, 0Z) —n(Z)g(pX, ¢Y)

+n(Z)g(pY, 0 X) = n(X)g(¢Y, pZ)

+n(X)g(eZ, oY) =n(Y)g(pZ, 9 X)}
= 0’

M € Gy ise, (3.31) bagmtisindan,

dD(X,Y,Z) = F(X,Y,Z)+ F(Y,Z,X)+ F(Z,X,Y)
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= —n(YV)F(X,Z,6) +n(2)F(X,Y,§)
—N(Z2)E(Y, X, &) +n(X)F(Y, Z,§)
=0

olur. M € G5 ® Gg ise dbp = dp, + dPp, = 0 dir. Sonug olarak M kuasi-para-
Sasakidir. n
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4. 5 BOYUTLU NILPOTENT LIiE CEBIRLERI UZERINDE 5-EIN-
STEIN YAPILAR

5-boyutlu nilpotent Lie cebirleri [11] tarafindan simflandirilmigtir. Bu simiflandir-
maya gore birbirine izomorf olmayan ve Abelyen olmayan alt1 nilpotent Lie cebri
vardir. {e1,...,es} 5 boyutlu bir vektér uzayinin tabani olmak tizere, sifirdan farkh

bracketler her bir g;, 2 = 1,...,6 Lie cebrinde su sekildedir:

g1 @ [en,e2] = es. ez e = €5

g2 1 ler,e0] = es,[er, e3] = es, [e2, 4] = €5

g3 e, e0] = es,[er, e3] = ey, [e1, e4] = €5, [ea, €3] = €5
g1 @ [er,e2] = e3[er, e3] = ey [er, eq] = €5

g5 @ lei,e2] = ey fer,e3] = es

g6 : le1,e2] = es,[er,e3] = ey, [es, €3] = es5.

Bu boéliimde 5-boyutlu nilpotent Lie cebirleri iizerinde 7n-Einstein yapilarin varligi
aragtirilmigtir. Bu boliim ve beginci boliimde elde edilen sonuglar makale olarak
yaymlanmigtir [16].

5-boyutlu nilpotent Lie cebirleri tizerinde parakontak yapilarin varhigr [21] ga-
lismasinda incelenmistir. Buna gore, yalniz g, g, g3 iizerinde parakontak yapilar
vardir. O halde n-Einstein manifoldun tanimi geregi g4, g5, g¢ lizerinde parakontak
yapi olmadigi i¢in n-Einstein yap:1 da yoktur. Ayrica g;, ¢ = 1,2, 3 cebirleri iizerinde
bir vektor alaninin Killing olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu vektor alaninin < e5 >

uzaymda olmasidir [21].
Onerme 4.1. g, Lie cebri izerinde n-Einstein yapi yoktur.

Kamit. Sifirdan farkhi Levi-Civita kovaryant tiirevleri [21] de Kozsul formiilii kul-
lanilarak hesaplanmigtir.

(p,&,m,g) dortliisii g; tizerinde bir n-Einstein yapi olsun. ¢ Killing oldugundan,
& = &5es olur.

n(€) =1=g(& &) = g(&es, Eses) = E2¢5 oldugundan, €2 = 1 ve €5 = +1 dir.

(3.22) esitliginden, Ric(&,€) = 2 Ric(es, e5) = Ric(es, e5) = —4 bulunur. Ayrica
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direkt hesapla Ric(es, e5) hesaplandiginda ise,

Rese,,€5 = v[6575m]65 — Ve (Ve,65) + Ve, (Veses) = =V, (Ve €5)

ve
1 1 1 1
R6561€5 = _Ves(ve1e5) - _ve5(__€2€562) = _6265(_616561) = 616261,
2 2 2 4
1 1
Re5e265 = 1616262, Re5e3€5 = 16364637 Re5e4€5 = 1636464
oldugundan,
5
RiC(€5, 65) = Z 6mg<R65eme5a em)
m=1
1 1
= 619(1616261, e1) + e2g(—€162€2, €2) + €39(—€3e4e3, €3) + 649(1636464, es)
1 n 1
26162 26364

bulunur. ¢; = +1 oldugundan, Ric(es,e5) = %eleg + %6364 # —4 tir. O halde g4
iizerinde n-Einstein yap1 yoktur. O]

Benzer sekilde go ve g3 cebirleri {izerinde n-Einstein yapilarin olmadigr goriiliir.
Onerme 4.2. g, Lie cebri tizerinde n-Einstein yapr yoktur.
Onerme 4.3. g3 Lie cebri izerinde n-Einstein yapi yoktur.

Sonug olarak 5 boyutlu nilpotent Lie cebirleri iizerinde 7-Einstein yap1 yoktur.
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5. 5 BOYUTLU NiLPOTENT LiE CEBIiRLERI UZERINDE PARA-
KONTAK YAPI ORNEKLERI

Bu boliimde 5 boyutlu nilpotent Lie cebirleri {izerinde hemen hemen parakontak
yap1 ornekleri verilmig ve [30] makalesindeki sismflandirmaya gore ait olduklar: siniflar
belirlenmistir. Bunun icin F* izdiisiimleri hesaplanmustar.

g1 Lie cebri:

g1 Lie cebrinin {eq, ey, ..., e5} tabani igin, sifirdan farklh bracketler
[617 62] = €5, [637 64] = €5

seklindedir.

gler,e1) = glea, e2) = gles,e3) = —gles,es) = —gles,e5) = 1 olacak sekilde
semi-Riemann g metrigi verilsin. & = e, n = e!, p(e;) =0, p(es) = e4, p(es) = es,
p(eq) = €3, p(es) = es seklinde tamimh (p, &, 1, g) dortlisii g; tizerinde hemen hemen
parakontak metrik bir yapidir.

Sifirdan farkh kovaryant tiirevler Kozsul formiiliinden hesaplamr [21]:

1 1
Ve €2 = 56 Ve €5 = 52

1

v32€1 = —5657 V32€5 = —5617
1

Ve3€4 = 565, v63e5 = —564,
1

v8463 - _5657 v6465 - _5637

1 1
V65€1 = 562, V65€2 = —561, Veses = —564, V65€4 = —§€3~

F' izdiigiimlerini yazmak i¢in 6ncelikle F'(e;, e;,ex) = g((Ve,)(e;), ex) yapt sabitleri
(structure constants) belirlenmigtir. Sifirdan farkli yap: sabitleri agagida verilmigtir:
F(eg,eq,e3) = F(ey,e3,e0) = —F(eq,e9,e3) = —F(eg,e3,e1) = 1/2,
F(ey,es,e4) = Fles,eq,eq) = —F(eq,eq4,e5) = —F(es,eq4,61) = 1/2,

F(es, e5,6e2) = F(es, e3,e9) = —F(e5,e9,e3) = —F(e3,e9,e5) = 1/2,

F(es, e3,6e4) = —F(es,eq,e3) = 1/2,

F(€5, €5, 64) = —F(65,€4,65) = 1/2

Teorem 3.4 ten, 5 boyutlu bir uzayda Gz smifinin boyutu sifir oldugundan, £ = 0
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olur.

(3.46) esitliginden, F'? = 0 bulunur. Y = 37 Yie; icin,
0’ (V) = @(Yaes + Yaes + Yiea + Yses) = Yaeo + Yaes + Yiey + Yies
oldugundan, (3.45) ten,

FUNX,Y,Z) = n(X)F(&¢%Y,¢°2)

= X, F (e1,Yoes + Yaes + Yieq + Yses, Zoeg + Zses + Zyey + Zses)

= X1 {Ya2Z3F(e1,eq,€3) + Y3Z5F (€1, €3, €2)
+Y,Z5F (e1, eq, e5) + Ys ZyF(e1,€5,€4)}

1
= §X1{—YzZ3 + Y32y = YaZs + Y524} #0

elde edilir.

1 1
F(902X> QOZZ, 5) = —§X2Z:s = §X5Z4

ve

1 1
F(pX,0Z,§) = —§X4Z5 - §X322

oldugundan, (3.44) ve (3.43) esitliklerinden,

1
F(X,Y,Z) = —Zyl {XoZ5F (€3, e3,€1) + X5 Z4F (e5,e4, €1)

+X4Z5F (eq,e3,€1) + X3Z2F (e5, €4, €1)
+ 75 X3F (eg,e3,€1) + Zs X4 F (e5, €4, €1)
+Z4X5F (ea,e3,e1) + Z3 XoF (€5, e4,€1)}
—|—EZ1 {X5Y3F (eq,e3,e1) + X5Y,F (es5, €4, €1)
+X,Y5F (eg,e3,€e1) + X3YoF (€5, €4, €1)
+Yo X3F (g, e3,€1) + Ys X4 F(e5, €4, €1)
+Y1 X5F (e, e3,e1) + Y3 XoF(e5,e4,€1)}

= }JLYI {XoZ3 4+ X322y + Xy Zs + X524}
T2 XY+ XYt XY+ XYa)

# 0
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ve

1
F(X,Y,Z) = _ZYI {XoZ5F (€3, e3,€1) + X5 Z4F (e5, €4, €1)

+X4Z5F (e, e3,¢1) + X3Z2F (€5, €4, €1)
_Z2X3F(€27 €3, 61) - Z5X4F(€57 €4, 61)

—Z4X5F(€2, €3, 61) — Z;J,XQF(GE,, €4, 61)}
1
-71.0

+4 1

=0

olur.

1 1 1 1 1
(F°+ F*)(X,Y,Z) = - {—§XQZ3 = 55670+ 5 X7 + 5 XsZs

1 1 1 1
——Xa/y — =X4Z X7 —Xo/
5 v342 245+2 54+223}

1
-71.0
+41

= O7
F5 € Gs, F® € Gg ve F®° + F® = 0 oldugundan, F° = F® = ( dir.
1
F4(X7Y7Z> = §{F<902X7¢2Y7Q022)+F(SOX7902Y7SOZ>}_F3(X7Y7Z>

ve F* = ( oldugundan, ayrica

1 1 1 1
F(<P2X7 SOQY, SOQZ) = —§X3Y225 + §X3YsZ4 — §X3Y4Z3 + §X3Y522

1 1 1 1
—§X5Y223 + §X5Y322 - §X5Y425 + §X5Y524

ve
, 1 1 1 1
FloX, Y, 0Z) = —§X3YQZ5 + §X3Y},Z4 - §X3Y423 + §X3Y522
1 1 1 1
—§X5Y2Z3 + §X5YéZ2 - §X5YZLZ5 + §X5Y5Z4
esitliklerinden,

1
FYX,Y,Z) = §{F(902X7 OY,0*Z) + F(pX, Y, 0Z)}

= F(O°X, %Y, p%Z)
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1 1 1 1
= —=XaYolZs+ - X3Y3Zy — - X3YuZs + - X3Y57,

2 2 2 2
1 1 1 1
—§X5Y223 + §X5Y322 — §X5Y425 + §X5Y524

£ 0

olur.

FY(X,Y,Z) = (F'4+ F*+ F*+ FY(X,Y,2)
= F(¢"X, %Y, ¢*Z)
= FY(X.,Y.2)

oldugundan, F! = F? = ( bulunur.

F"(X\Y,Z) = (FP+F°+F +F+ F°+ F)(X,Y,Z)

_al F6—|—F7+F10

= —n(Y)F(¢’X,0°Z,€) + n(Z2)F($° X, 9*Y,€)
1 1 1 1

= §X2Y123 + §X5Y124 — §X2YE>)Z1 = §X5Y421

ve FW2 =4 10 oldugundan, F® + F7 # 0 dir.

(FC+ F)\(X,Y,Z) = F"™(X,Y,Z) - F°(X,Y,Z)

1 1 1
= ZX2YIZ3 + 1X5Y124 — ZX4Y1Z5

1 1 1
—— X312y — - XoY37, — - X5V, 2
g aiise = e dsin = S Astaln

1 1
+4_1X4Y5Z1 + ZX3YQZ1
olur. T = F% + F7 tensoriiniin yap: sabitleri
T<627 €1, 63) = _T(627 €3, 61) = _T(637 €1, 62) = T(e37 €9, 61) = 1/47
T(es,e1,eq) = —T(eq,e1,65) = —T(e5,e4,e1) = T(eq,e5,€1) = 1/4

sayilaridir.

T tensorii (3.30) esitliklerini saglar:

= —ET(Xlel + ...+ X5€5, Z161 + ...+ Z5€5, 61)

+Z1T(X1€1 + ...+ X5€5, }/161 + ...+ }/565, 61)
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1 1 1 1
= —Yl{—ZXzzs - ZXSZ4 + ZX4Z5 + é_lX?’Z2}
1 1 1 1
+Zl{—ZX2Y3 — 1X5Y4 + ZX4Y5 + ZLX3Y2}
= T(X,Y,Z2)
olur.
1 1 1 1
_T(Y7 X7 f) = _T(Y’ X7 61) = ZY2X3 + Z)/5X4 - ZnXS - 13/3X2 - T(X, Y7€)7
ve

T(QOX, QOY, f) = T(X4€2 + X5€3 + X264 + X365, }/2162 + }/563 + Y2€4 + }@,65, 61)

1 1 1 1
- _ZX4)/5 - ZX3§/2 + ZX23/3 + 1X5}/4 - _T(X7 Y7 6)7

bulunur.

™M uzayinin {f17 f27f37 f47 f5} = {627 €3, 6476575 - 61} tabani i(;in,
gij = diag(1,1,-1,—-1,1) ve ¢¥ = diag(1,1,—1,—1,1) oldugundan,

07(§) = Or(er) = g"T(fi.0f;.€)
= T(fi,efie) +T(fo, 0f2,€1) = T(fs, 0fs,e1) = T(fa; pfa, 1)
= T(ea, pez,e1) + T(es, pes, e1) — T(ea, pes, e1) — T(es, pes, e1)
= T(eqg,eq,e1) 4+ T(es,e5,61) — T(ey,eq,e1) —T(es, e3,€1)
= 0.
Sonug olarak 7' = F° + F7 izdiisiimii G; simifinin elemanidir, o halde F¢ = 0 dir.

O halde hemen hemen parakontak yap1 G4 ® G; & G1g @ G1; simmifindadir.

g1 Lie cebri iizerinde diger bir 6rnek:

glei,e1) = glez, ea) = —gles,e3) = —gles,es) = g(es,e5) = 1 olacak sekilde g
metrigi verilsin. § = es, n = €%, p(e1) = e3, p(ea) = eq, p(ez) = e1, ples) = ey,
¢(e5) = 0 geklinde tammh (@, &, n, g) dortliisii gy tizerinde hemen hemen parakontak
metrik bir yapidir.

¢ = e; Killing oldugundan, Onerme 3.10 dan, F® = F7 = F10 = F12 =  olur.

Sifirdan farkl yapi sabitleri agagida verilmigtir:

F<617647€5> = —F(€1,€5,€4) = 1/27

_F(627€3765) - F(627€5763) = 1/27
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—F(es, e5,62) = F(es, ea,65) = 1/2,
_F(€47€1765) = F(€47657€1) = 1/27
—F(e5, 61764) = F(6’5,€4,€1) =1,

F(es, eq,e3) = —F(es, e3,eq) = 1.
(3.45) ten,
FY(X,Y,2) = Xs{-YiZy+YaZs—YsZy +Y,7,} #0
bulunur.
F(SOZXa 90227 £ = %{X124 — XoZs+ X3Zy — XuZh}
= FlpX,¢Z,¢)

oldugundan, (3.43) den,

1
FUXY,Z) = —3Vi{XiZi— XoZs+ Xl — XaZ}

1
+§Z5 {X01Yy — XoVs + X3Yo — XuYi}
# 0
olur. Ayrica (3.39) ve (3.42) tammlarindan, F° + F® = 0 oldugundan, F° = F® =0

dir. Son olarak (3.24) denkleminden F"* = 0 oldugu goriiliir. Buradan,

Fl=F? = [ = F* = 0 dir. O halde hemen hemen parakontak yapi1 Gg & Gy,
sinifindadir.

go Lie cebri:

gler,e1) = glez,ea) = g(es,e3) = —g(es,e4) = —g(es,e5) = 1 olacak sekilde g
metrigi verilsin. & = e, n = e!, p(e;) = 0, ples) = ey, p(e3) = e5, p(es) = ea,
¢(e5) = ez olarak tamimh (¢, £, 7, g) dortlisi gy lizerinde hemen hemen parakontak

metrik bir yapidir. Sifirdan farkl yapi sabitleri sunlardir:
F(ela 62765) = _F(€17657€2) = _F(€27€1a€5) = F(€2,€5,€1) = 1/27
—F(e1,e3,e4) = F(er,eq,e3) = Fles, eq,e1) = —F(es, e1,e4) = 1/2,
_F(627€27 65) - F(627657€2) - 1/2)

F(€2,€3,€4) == —F(€2,€4,€3) = F<€4,€2,€3> == —F(€4,€3,€2) = 1/27
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F(€3, €1, 63) = —F(€3,€3,€1) = 1/2,
F(€47 €4, €5> = _F(€47657€4) = 1/27

F(65,61,65) = —F(€5,65,61) = 1/2

G5 uzaymnin boyutu 0 oldugundan, F? = 0 dir. Diger izdiisiimler ise su sekildedir:
F2=F%=0

1
FU(X,Y,Z) = §X1{Y225—Y?)Z4+Y4Z3—Y5Z2}
£ 0

ve
FY(X,Y,Z) = —%lyl{)gz5 — X375 + X3 Zy — 2X5 75 + XuZs + X5 2o}
P12 {X0Y — 2X5¥s + XyYa — 2XYs + XY + X¥3)
# 0,
bunlara ek olarak F® + F® = ( oldugundan, F° = F® = 0 dur.
FYX,Y,Z) = %{F(chX, Y, 0*Z) + F(pX, %Y, 0Z)} — F3(X,Y, Z)

ve F'3 = 0 oldugundan, ayrica

1
F(@*X, %Y, ¢*2) = S{=XaYaZs+ XoVsZy = XoVaZs + X4VaZs

—XuYs3Zy + XyYyZs — XyYsZy + XoY525}
ve

1
fmﬁmwmm::5&&%%+&%@—&n%+&n%

—XoY3Zy + XoYuZs — XoY5Zy + XuY524}
esitliklerinden, F(¢?X,0?Y,¢*Z) = —F (X, ©*Y,pZ) ve

1
FYX,Y.Z) = §{F(¢2X, Y, 0’ Z) + F(oX, Y, ¢Z)}

= 0
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olur.

(F'+ F)(X,Y,Z) = F"M(X,Y,Z) - FX,Y,Z)
= "Y(X)Y, 2)
= F(¢*X,¢°Y,0*7)
= L XZs + XaVsZs — XaVily + XiYaZ
—XuY3Zy + XuYaZs — XuYsZs + XoY525}

oldugundan, F! + F? # 0 bulunur. 7' = F! + F? olsun.

T tensoriiniin sifirdan farkl yapi sabitleri:

—T(€2,€2, 65) = T(€2>€3,€4) = —T(€2,€4,€3) = T(€2,€57€2) = 1/2>

T(eq,e2,e3) = =T (€4, €3,62) = T(eq,eq,65) = —T(e4,€5,€4) = 1/2

olur.

TM nin {f1, fa, f3, fa, [} = {e2, €3, €4, €5, = €1} tabani igin,
gij = diag(1,1,-1,-1,1) ve ¢¥ = diag(1,1,—1,—1,1) oldugundan,
0r(X) = ¢"T(fi f;, X)
= T(fi, [1. X) + T(fo, f2, X) = T(f5, 3. X) = T(f1, fa; X)
= T(eg, e, X)+T(e3,e3,X)—T(eg,e4,X)—T(es, €5, X)
= X;T(eq,e9,e5) — X5T (e, €4, €5)
= —Xs,

ayrica

HT(QOX) = QT(X4€2 + Xses + Xqeq + X3e5) =—X;

ve

QT(QDQX) = 6)T(AXVQGQ + Xszes + Xye4 + X5@5) = —X;
olur. Buradan ise

ﬁ {9(X, oY)0p(0Z) — g(X, 02)0p(0Y)

90X, 0Y)0r(0°Z) + g(9X, 0 Z)0p (Y )}
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1
= 3 {=XoYoZs + XoY3Zy — XoVaZs + X4YoZs
—XuY3Zy + XuYalZs — XuYsZy + XoY525}
— T(X,Y,Z)
bulunur. Sonug olarak T' = F' + F? tensorii G; smmifinn (3.26) tanimlanma bagin-
tisi saglar ve T' € G, oldugundan, F? = 0, F! # 0 dur.
(3.25) esitliginden ise,
1
F"“™ (XY, Z) = 3 {—XoY1 75 + X3Y1Z3 — X3Y1Zy + X5Y1 75

+XoY5 2y — X3YsZy + X3YaZy — X5Y52, }

ve
(F6+F7>(X7YJZ) = FW2<X7}/7Z) _FIO(Xv}/JZ)
1 1 1
= ——XoY1Zs — - XsY1Z, + - XoY52,
4 4 4
1 1 1
+ZX3Y4Z1 + ZX4YIZ3 + ZXBYIZQ
1 1
—=XuY37, — - X5Y2Z
qratssn = g Askan
bulunur.

T = F% 4+ F7 tensoriiniin sifirdan farkli yap: sabitleri asagidadir:

—T(ez,e1,e5) = T(ez,e5,e1) = T(es,e1,e2) = =T (es,e2,61) = 1/4,

_T(€37 €1, 64) - T(63) €4, 61) - T(€47 €1, 63) - _T(e47 €3, 61) — 1/4
T tensoriiniin ait oldugu smif belirlenecektir.

—n(Y)T(X, Z,&) + n(Z2)T(X,Y,¢)

1 1 1 1
= —Yl{ZXQZ5 + ZLX3Z4 — ZX4Z3 — ZX5Z2}
1 1 1 1
Z14-Xo: + - XV, — - X, V5 — - X: Y-
+1{425+434443452}

= T(X,Y,Z)

ve

1 1 1 1
=TV, X, &) =-T(Y, X, e;) = _ZYQX5 - ZLY?’X4 + ZY;;X?, + ZYE’XQ =T(X,Y,§),
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ile
—T(eX,py, &) = —T(Xses+ Xses + Xoeq + Xses, Yieo + Yses + Yaoes + Yses, 1)

1 1 1 1
= XaVit 1Xo¥s — XYy — XaYs = T(X,Y,8),

kogullar1 saglanir. Bunlara ek olarak, TM nin { f1, fo, fs, f1, f5} = {ea, €3, €4, €5, =
e1} tabani i¢in, g;; = diag(1,1,—1,—1,1) ve ¢¥ = diag(1,1,—1,—1,1) oldugundan,

07(&) = 0r(er) = g"T(fi,0f5,€)
= T(fefie) +T(fo, of2. 1) = T(fs, 0fs,e1) = T(fas 0, €1)
= T(ea, ez, e1)+ Tes, pes,e1) — T(eq, peq,e1) — T(es, es, e1)
= T(eg,eq,e1)+ T(es,e5,e1) —T(eq,e2,e1) — T(es, e3,€1)

= 0

olur. Sonug olarak 7' = F°® + F7 izdiigiimii (3.30) bagmtisim sagladigindan, T € G
dir, o halde F¢ = 0 dir.
Boylece hemen hemen parakontak yapr Gy & Gy @ Gig @ Gq; smifindadir.

g2 Lie cebri iizerinde diger bir 6rnek:

gler,e1) = gles,e2) = —gles,e3) = —gles,ea) = gles,e5) = 1 olacak sekilde

ortonormal {ey, e, ..., €5} taban ve g metrigi verilsin. & = e5, n = €°, ¢(e1) = e3,

plez) = eq, p(es) = e1, pleq) = ea, p(es) = 0 seklinde tanmimh (¢, &, n, g) dortlist,
karakteristik vektor alani Killing olan g, iizerinde hemen hemen parakontak metrik

bir yapidir. Onerme 3.10 dan, F® = F7 = F'0 = F12 = dur.

Sifirdan farkli yapi sabitleri agagida verilmistir:
F(e1,eq,e9) = —F(e1,e9,61) = 1/2,
F(ey,e1,e5) = —F(ey,e5,e1) = 1/2,
F(ey,e3,e4) = —F(e1,eq,e3) = Fles,eq,eq) = —F(e3,e4,e1) = 1/2,
F(eg, e9,65) = —F(eg,e5,e9) =
—F(e3,e9,e3) = F(es, e3,63) =
F(es, e5,e3) = —F(es,e3,e5) = 1/2,
F(eq,e5,64) = —F(ey4,e4,€5) =

Yap1 sabitleri dikkate alinarak F* izdiisiim fonksiyonlar1 hesaplandiginda,
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F1' = F9 =0 olur.
F(0*X,0*Z,€) = —F(¢X, 97, €) esitliginden,

1
(F°+ F3(X,Y,Z) = —§Y5{X1Z1 + XoZy — X373 — X474}
1
+§Z5{X1Y1 + XoYs — X3Y3 — X, Yy}
£ 0

olur. Bu durumda T = F® + F® # 0 dur.

T tensoriiniin sifirdan farkli yap: sabitleri

T(€1,61,65) =-T 61,65,61) = 1/2,
T<627 €2, 65) — _T(62765762) == 1/27
—T'(e3, e3,e5) = T(e3, e5,e3) = 1/2,

—T'(e4,e4,65) = T(eq,€5,€4) = 1/2

seklindedir.

{e1,...,e5 = &} ortonormal tabanina gore g;; = g = diag(1,1,—1,—1,1) ve

6T(§) = gZJT(ewej)g)
= T(e1,e1,e5) + T (ea,€2,65) — T(es,e3,€5) — T(ey, €4, €5)

= 2

oldugundan,

) v )(eX. 02) — n(2)a(eX.67))
_ % {Ys9(Xze1 + Xyeo + Xiez + Xoey, Zzey + Zyeg + Zies + Zoey)
—Z59(Xze1 + Xyea + Xieg + Xoey, Yaer + Yieo + Yies + Yaes) }
- %1/5 {(XaZs + XuZs — X171 — X225}
_%25 {XaY3 + XuYy — XiV1 — XoYo}

- T(x.v.2)
dir. O halde T' = F% + F® € G5 oldugundan, F® = 0, F® # 0 dur.

1
F(SOQX> SOQY, 9022) = B {X\Y12Zy — X0 Yol + X Y32, — X YaZs

+X3Y1Zy — X3YolZs + X3YsZy — X3YaZy }

40



= F(oX, %Y, 07)
ve

1
FNX,Y,Z) = §F(902X7902Y7<p22)+F(¢X,¢2Y,¢Z)
= F(¢*X, %Y, ¢*Z)
— M

£ 0

oldugundan, F! = F? = ( dir.

Sonug olarak hemen hemen parakontak yap1 G4 @& G5 siifindadir.

g3 Lie cebri:

g metrigi g(e1, e1) = g(ea, e2) = g(es, €3) = —g(eq, e4) = —g(es, e5) = 1 kogulunu
saglasin. € = 1, n = el, pler) = 0, plea) = ex, ples) = s, plea) = ea, ples) = e
seklinde tammh (¢, &, 7, g) dortliisii gs tizerinde hemen hemen parakontak metrik
bir yapidir.

Sifirdan farkl yapi sabitleri sunlardir:

||

’11
—~
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@

aQ

v

a

ik

I

—_
~—
[\

F(€1762a63> = _F(61a637€2) = F(63761762)

Flei,eq,65) = —F(e1,e5,e4) = Fea,€1,e5) = —F(eq, €5,€1) = 1/2,

I
e

( (
—F(eg, eq,e5) = Fleq, e5,€1) (e5,€e1,€) =
F(eg, e3,64) = —F(ea,eq,€3) = Fleyg,e9,e3) = —F(ey,e3,69) = 1/2,
—F(es,e1,e4) = F(es, eq,61) = Fleq,e1,63) =
F(es, e9,e3) = —F(es, e3,e9) = 1/2,
F(es, eq4,65) = —F(es, e5,e4) = Fes,eq,e3) = —F(e5,e3,e4) = 1/2,

F(€5, €2, 65) = —F(65,€5,€2) = 1/2

G3 uzaymin boyutu 0 oldugundan, F® = 0 dir. Direkt hesapla F'? = F° = 0 dir.
(3.45) ten

1
F(X,Y,Z) = §X1{Y223—Y3Z2+Y425—Y524}

# 0,
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(3.44) esitliginden
FR(X,Y,Z) = iyl{xgz2 + Xy Zs + X574 + XoZ3}
AT + XaYs 4 XY + XoYs)
40
olur. (3.39) ve (3.42) tan,
(F°+ F®)(X,Y,Z) = —iyl {XoZs + X324 — X473 — X575

1 1 1 1
—— X3y — =X4Z X7 —Xo7
5 X342 245+2 54+223}

1 1
+4_1Z1 {X2Y5 + X3V — XyY3 — X5Y5 — §X3Y2

1 1 1
——XuYs + = XY, + = XoYa
245+2 54+2 23}

bulunur. 7' = F® + F® = 0 olsun. T nin sifirdan farkl yap: sabitleri

—T'(eg,e1,e5) =T(es,e5,e1) = T(es,e1,e2) = —T(e5,€9,€1) =1/

) - 4,
T(es,e1,62) = —T(es,eq,e1) = =T (ea,e1,e3) = T(e2, €3, € 1/8,
) = 4,

)
( )

—T(e3,e1,6e4) = T(ey,e1,e3) = T(es, e4,e1) = =T (ey,e3,€1) = 1/
)

T<€47 €1, 65) = —T(€5, €1, 64) = _T(€47 €5, 61) = T(€57 €4,€1) = 1/8
olur.

0r(§) = ¢"T(ei ej 1)

= T<€2a€27 61) + T<€37 €3, 61) - T(€47€47 61) - T(€5>€57€1) =0

oldugundan, 7' ¢ Gj tir. Ayrica direkt hesapla T'(X,Y,¢) = —=T(Y, X, ) oldugun-
dan, T' ¢ Gg dir. O halde bu yap1 hem G5, hem Gg simiflarindan parga igerir. F° # 0
ve F'® £ 0 dir.

1 1
S=F'+F(X,Y,Z)= — Y= XaZs + XaZu} + 20 { = XaYs + X3Vi}
tensoriinlin sifirdan farkli yapi sabitleri ise

5(64761763) = —5(63,61,64) = —5(64763,61) = 5(63764761) = 1/4
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seklindedir.
05(€) = g7S(es, pe5,e1)
= S(eg, eq,e1) + S(es,es,e1) — S(eq, ea,e1) — S(es, e3,e1) =0
oldugundan S ¢ Gg dir. Ayrica
S(pX, 0Y,€) = {-Xa¥s + Xe¥a} # S(X,¥,6) = 1{-Xa¥s + XyYi)
oldugundan S ¢ Gy dir. FS #£0 ve F7 # 0 dur.

1
F(&*X, %Y, 9*2) = ${XsYaZs = XsYsZo + XsYaZs — XsY5Z4
+X5Yo s — XsY3Zy + X5YaZs — X5Y5 25}
= F(pX, 9%, ¢Z)
oldugundan,
1
FAX.Y.Z) = AP X, Y, 0°2) + F(pX, Y, 0Z)} = F(X,Y, Z)
= F(¢’X,0Y,¢°Z) = F™
olur. O halde F! = F? = 0 bulunur.
Sonug olarak hemen hemen parakontak yap1 G4 ® G5 @ Gg D G7 B Gg D G P Gy

simifindadar.

g3 Lie cebri iizerinde diger bir érnek:

gler,e1) = glez,e2) = —gles,e3) = —gles,eq) = g(es,e5) = 1 olacak sekilde g
metrigi ve € = e, 1 = ¢, g(e1) = e, plez) = ex, ples) = ex, ples) = 2, ples) = 0
seklinde tanimli (o, &, n, g) verilsin. (p, £, n, g) gs lizerinde hemen hemen parakontak
metrik bir yapidir. Onerme 3.10 dan, FS = F7 = F10 = F'2 = 0 dur.

Sifirdan farkh yapi sabitleri agagida verilmigtir:

F(ey,e1,e9) = —F(ey,ea,e1) = 1/2,

—F(e1,e1,e1) = Fler, eq,61) = 1/2,
F(ey,eq,e3) = —F(e1,e3,e0) = F(es, e1,e5) = —F(e3, e9,61) = 1/2,
F(ey,eq9,e5) = —F(e1,es5,e9) = Feg,e1,e5) = —F(eq, e5,e1) = 1/2,

F<617637€4) = _F(61764763) = F<€3,€1,€4) = —F(63,€4,€1) = 1/27
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F(es, e3,e0) = —F(es, eq,e3) = 1/2,
F(€3763764> = _F(€37647€3) = 1/27

—F(e3,eq,65) = Fle, e5,e4) = F(eq, €5,¢3) = —F(eq, €3,65) = 1/2.
(3.45) ten, F''' =0, (3.43) den F? = 0, (3.39) ve (3.42) tan ise

(F5+F8)(X, Y, Z) = —Y},{XlZz—l—XzZl —XgZ4—X4Z3}
+Z:{X 1Yo + XoY) — X3V, — X, Y3}
# 0

olur. T = F% + F® £ 0 dur.

T tensoriiniin sifirdan farklh yapi sabitleri

—T(€1, €s, 62) — T(€17 €9, €5

) =1,
T(eq,e1,e5) = —T(eg,e5,€1) = 1,
( ) =1,

T'(es, e5,e4) = —T(e3, €4, 5
T(e47 €5, 63) - _T(e47 €3, 65) — 1
olur. T tensoriiniin (3.28) ve (3.31) tanimlanma bagintilarini saglamadigy gortliir.

O halde T tensorii hem Gy, hem de Gg sinifindan parga igerir.
FNX,Y,Z) = {X1Y1Zy — X\YaZy + X1Y3Z4 — X1YaZ3
+X3Y1Zy — X3YoZs + X3Y3Zy — X3V 21}
# 0
olur. Buradan
(Fl + FQ)(X7KZ) = (FWl - F4)(X7Y7Z)
1
= B {-X\Y"1Zy — X0Y1Z4+ X1YoZs + X1YaZ4

—X0Y32y — X1YsZy + X Y, Zs + X YaZy
—X3Y1 2y + X3Y1Zo — X3YoZy + X3YoZ3
—X3Y3Z0 + X3Y3Z, + X3YyZy — X3YaZs}

bulunur. S = F!' + F? € G; ® G, dir. Bu tensériin G; ve Gy simuflarinin (3.26)

ve (3.27) tanimlanma bagintilarini saglamadigy gosterilecektir. Bdylece S her iki
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siniftan parga igerir. S tensoriiniin yap1 sabitleri agagidadir:

—S(e1,e1,e5) = S(eq,ea,e1) = =S(er, eq,eq) = S(eq, eq,e1) = 1/2,
S(ey, ea,e3) = —S(eq,e3,e3) = S(es, eq,e2) = —S(e3,e9,e1) = 1/2,
S(eq,eq,e3) = —S(e1,e3,eq) = —S(es, e1,6e4) = S(es, eq,e1) = 1/2,
S(es, eq,€3) = —S(e3, e3,e2) = S(es, e3,64) = —S(e3,e4,e3) = 1/2.

S tensoruntin simifi belirlenecektir.

0s(X) = gijS(ei,ej,X)

= S(ey,e1,X)+ S(ea, e0,X) — S(es, e3,X) — S(eq, €4, X)
1
= 5{—X2—X4+X2+X4}

= 0
oldugundan S ¢ G dir.

S(SDX, @Y, Z) = % {—lelzz + X2y — XhYods + X0YaZy
—X0Y3Z, + X1 Y32, + X0 Y23 — XqYyZ,
—X3Y1 74 — X3Y1Z5 + X3YoZy + X3YoZ3
—X3Y3Zy — X3Y3Zy + X3YaZy + X3YyZs}

4 —S(X,Y,Z2)

oldugundan S ¢ G dir.
O halde hemen hemen parakontak yap1 G; & Gs & G4 & Gg simifindadir.
g4 Lie cebri:
—g(es,e5) = 1 olacak sekilde ¢

9(61761) = 9(62762) = 9(63763) = —9(64764) =

metrigi ve £ = e, n=¢', p(e1) = 0, p(ea) = e, p(es) = es, p(ea) = ea, p(es) = e3
verilsin. (¢, &, 7, g) g4 tizerinde hemen hemen parakontak metrik bir yapidir.

Sifirdan farkli yap1 sabitleri:

F(eq,e9,e3) = —F(eq,e3,e9) = Fles,eq,e5) = —F(es, e9,e1) = 1/2,
F(eq,eq,e5) = —F(e1,e5,e4) = Fley,e1,e5) = —F(ey,e5,e1) = 1/2,
—F(eg,eq,e5) = Feg, e5,e1) = F(es, e1,62) = —F(es,ea,e1) = 1/2,
—F(es,e1,e4) = Fles,eq,e1) = Fley,e1,e3) = —F(ey,e3,61) = 1/2
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seklindedir. Gs uzaynin boyutu 0 oldugundan, F* = 0 dir. Diger izdiisiimler de
(3.35)-(3.46) tanmimlar kullanilarak hesaplandiginda,

Fl=F?=F'=F"=F2=0ve F°#0, FC#£0, FT #0, 8 #0, F1° £ 0,
F = 0 bulunur. O halde hemen hemen parakontak yapr Gs @ Gg @ G; ® Gg @
G119 ® Gy simfindadar.

g4 Lie cebri iizerinde diger bir 6rnek:

g4 Uzerinde (p,&,n, g) hemen hemen parakontak metrik yapisi

gler,er) = glez, e2) = —gles, e3) = —glea, ea) = gles, e5) = 1 ve

§=e5,n=¢ pler) = e3, plea) = ea, p(ez) = €1, p(ea) = ea, p(es) = 0 geklinde
tanimansin. Diger 6rneklere benzer sekilde izdiigiimler hesaplandiginda bu yapinin
Go @ G4 ® Gg ® Gg ® Gy siifinda oldugu goriiliir.

g5 Lie cebri:

glei,e1) = glez, ea) = gles, e3) = —gles,eq) = —g(es,e5) = 1 olacak sekilde g
metrigi ve £ = ey, 1 = e!, p(er) = 0, p(ea) = ey, ples) = es5, p(es) = eq, Y(es) = e3
verilsin. (@, &, n, g) dortliist gs tizerinde Gy sinifindan bir hemen hemen parakontak
bir yapidir.

g5 Lie cebri iizerinde diger bir 6rnek:

gler,er) = gl(es, e2) = —gles, e3) = —gles,eq) = gles, e5) = 1 ve { = 5, n = ¢,
pler) = es, plez) = ey, p(es) = e1, p(eq) = eq, p(es) = 0 olarak tammlanan hemen
hemen parakontak (¢, &,n,g) yap1 ise G4 & G5 ® Gg smufindadir.

ge Lie cebri:

gler,er) = glea, e2) = gles,es) = —gles, e4) = —gles,e5) = Lve & = ey, n = €',
ple1) =0, p(e2) = e, ples) = e5, ples) = e2, p(es) = e3 igin, (¢, &, 1, g) dortliisii
ge lizerinde G4 ® G; ® G1g ® Gy smifindan bir hemen hemen parakontak yapidir.

g¢ Lie cebri iizerinde diger bir 6rnek:

gler,e1) = glea, ea) = —gles,e3) = —g(es,eq) = gles,e5) = 1 ve € = e5, n = €,

ple1) = es, plez) = eq, p(ez) = e1, p(es) = ez, p(es) = 0 seklinde tammh (o, &, 7, g)
hemen hemen parakontak metrik yapisi G; @ G4 ® Gg ® Gy ® Gq; smifindadir.
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6. 5 BOYUTLU NILPOTENT LIiE CEBIiRLERI UZERINDE KUASI-
PARA-SASAKI YAPILAR

Bu béliimde 5-boyutlu, Abelyen olmayan nilpotent Lie cebirleri iizerinde kuasi-
para-Sasaki yapilarin varligi incelenmigtir. Kuasi-para-Sasaki bir manifoldun karak-
teristik vektor alan bir Killing vektor alamidir [30]. Ayrica kuasi-para-Sasaki bir

manifoldun ¢ endomorfizminin Levi-Civita kovaryant tiirevi
(Vxp)(Y) = —g(Vx&, oY)E — n(Y)p(VxE) (6.1)
ile verilir [13]. (6.1) denkleminin her iki tarafi Z ile i¢ garpildiginda F' tensorii
F(X,Y, Z) = =g(Vx& oY )n(Z2) + n(Y)g(VxE, 0 Z) (6:2)

olur.

Bu boliimiin baglica sonucu olarak asagidaki teorem verilmigtir.

Teorem 6.1. 5-boyutlu Abelyen olmayan nilpotent Lie cebri tizerinde kuasi-para-
Sasaki yapiman varlhg icin gerek ve yeter kosul, bu Lie cebrinin g, cebrine izomorf
olmasidir. Ayrica g1 Lie cebri tizerindeki kuasi-para-Sasaki bir yapr Gs veya Gg

sinafina aittir.
Teorem 6.1 i kanitlamak icin, agagidaki énerme kullanilmigtir.

Onerme 6.2. (M, p,&,1,9) kuasi-para-Sasaki manifoldu olsun, yani M € G5 @ Gg
olsun. Eger p(§) = 0 ise, bu durumda M manifoldu Gg sinifindandar.

Kanat. (M, p,&,n, g) kuasi-para-Sasaki manifoldu olsun. (6.2) esitliginden

—n(Y)F(X,Z,§) +n(Z)F(X,Y,§) = —n(Y){-9(VxE ¢(Z))}
+n(Z){—9(Vx&, oY)}
= F(X,Y,2)

olur.

¢ Killing oldugundan, (6.2) esitliginden

F((pX, 90Y7 5) = _g(v¢X§7902Y> = _g(VSDX&?Y) = Q(Vyf, %0X> = _F(Y7 X7 5)7
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ve p(Vx&) = V,x§ [13] ifadesinden,

F(X,Y,&) = —g(Vx&eY) =g(e(VxE),Y)
= g<v<PX£7Y) = _g(VY&@X) = F<Y7 X?é)

bulunur. 6x(§) = 0 ise, Gg smifinin (3.31) tanmmlanma bagntisi saglanir. O
Teorem 6.1 in kanit1 i¢in her g;, ¢ = 1,...,6 Lie cebri ayr1 ayr1 incelenmigtir. g
metrigi g; uzaymin {ey,...,es} tabanni ortonormal yapan ve g(e;,e;) = ¢ = 1

ozelligine sahip metrik olsun. (¢, &,n,g) dortliisii g; Lie cebri tizerinde kuasi-para-
Sasaki bir yap1 olsun. Her Lie cebri i¢in Levi-Civita kovaryant tiirevleri ve Killing
vektor alanlarimin gerdigi uzaylar [21] makalesinde bulunmustur.

g1 Lie cebri: ¢ Killing oldugundan, & = &es tir [21]. Ayrica g(&,€) = Ees = 1
oldugundan e5 = 1, & = 1 dir. (p,&,n, g) kuasi-para-Sasaki yapisinin ¢ endomor-

fizmi

ple1) = ajer + ... +ases, (ez) = breg + ... + bses,

ples) = crer + ...+ cses, ey =dieg + ... +dses, @(es) =0

seklindedir.
® 2-form oldugundan, ®(e;, e;) = g(v(e;), e;) = 0 ve boylece ay = by = ¢35 = dy =
0 olur. Buna ek olarak, g(p(e;), e5) = —g(e;, p(es)) = 0 esitliginden a5 = bs = ¢5 =
ds = 0 bulunur. F'(e;,e;, ex) yapt sabitleri (6.2) ve (3.13) denklemleri kullamilarak
hesaplanip kargilagtirildiginda sifirdan farkh yapi sabitleri
1

F(ey,eq,e5) = 502 = —F(e1,es,e1), F(er,es, e5) = 562 = —F(ey,es5,€e3),
F(ey,eq,65) = %dg = —F(ey,es5,e4), F(eg, eq,e5) = —%bl = —F(eq, e5,€9),
F(eg, e3,e5) = —%cl = —F(eq,e5,€3), Fl(ea, eq,65) = —%dl = —F(eq, e5,€4),
F(es, e1,e5) = %a4 = —F(es,e5,e1), Fl(es, eq,e5) = %b4 = —F(es, e5,e3),
F(es, e3,e5) = 5C1 = —F(es,e5,e3), Fl(eq,e1,e5) = —%ag = —F(ey,e€5,€1),

1 1
F(ey, e3,e5) = —553 = —F(eq,e5,€2), Fley, eq,65) = _§d3 = —F(ey, €5, €4)

olur. (6.2) esitliginden F(es,e;,er) = 0 oldugu agiktir. Ote yandan F(es,e;, )

48



sayilar1 (3.13) den hesaplanip (6.2) ile kargilagtirildiginda

as + €1€2b1 = O, (63)
a4y + 62€3b3 = O, (64)
€1€404 + b3 = O, (65)
—as + 6264b4 = 0, (66)
—€1€303 + b4 = 0, (67)
ve
cq4 + 6364d3 = O, (68)
—C1 + 6264d2 = 07 (69)
—€1€3C1 + d2 == 0, (610)
Co + €164dp = 0, (6.11)
€9€3Co + d1 =0 (612)
bulunur.

Ayrica (3.19) ifadesi taban elemanlar: igin hesaplandiginda
Co = a4 = Q, dgz—(lgzb, 01:—b4:C, dlzbgzd (613)

elde edilir. Bu durumda (3.21) normallik kogulunun da saglandig goriilebilir.
Simdi g; tizerindeki kuasi-para-Sasaki bir yapinin Gs veya Gg smifinda oldugu

gosterilecektir. Boylece g; lizerindeki kuasi-para-Sasaki yapilar igin
Gs ® Gg = G5 U Gg
olur. Direkt hesapla,
0r(€) = g7 F(ei,e;,€) = %{61@ — €91 + €e3c4 — €4ds} (6.14)

bulunur. (6.4) ve (6.5) karsilagtirnildiginda, ay = —exe3bg = —€1€4b3, ve buradan da
€263 = €164 olur. Bu esitligin her iki tarafi eqey ile carpildiginda €165 = €3€4 olur.
(6.3) ve (6.8) esitliklerinden, eger €165 = €3¢, = 1 ise, bu durumda ay = —by,

¢y = —dsz ve (6.14) Lee formu

0r(&) = %{(61 + €2)az + (€3 + €a)ca} (6.15)
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seklindedir.

Eger €165 = e3¢4 = —1 ise, bu durumda as = by, ¢4 = d3 ve (6.14)
1
Or(§) = 5{(61 —€)as + (€3 — ex)ca} (6.16)

seklindedir. €5 = 1 oldugu bilinmektedir. Diger ¢; isaretleri i¢in alti durum soz
konusudur:
€162 = €364 = +1 ve metrigin isareti (3,2) oldugundan,
l.er=1,e0=1,€e3=—1, €4 = —1.
Bu durumda 0p(§) = ay — ¢4. (6.3-6.13) esitliklerinden,
as = —by,co =a4=d; =b3=ave —az3 = dy = by = —c; = b ve buradan da
@(e1) = azey — bes + aey, @(ea) = —age; + aes + bey,
@(es) = —ber + aex + cueq, @(es) = aey +bey — cue3, @(es) =0
olur.

3.1) esitliginden, ©?(e;) = e; oldugundan,
( @

—ay+ b +a* = 1, (6.17)
a(ay —cy) = 0,
blag—cy) = 0

elde edilir. Eger as — ¢y = 0 ise, bu durumda 0g(§) = as — ¢y = 0 dir ve
Onerme 6.2 den, kuasi-para-Sasaki bir yapt Gg smifindadir. as — ¢4 # 0 ise,
(6.17) ifadelerinden a = b = 0 ve —a3 = 1 olur, bu bir geligkidir. Sonug olarak
bu ¢; isaretleri i¢in, kuasi-para Sasaki bir yap1 G5 sinifindan olamaz.

2. 61:—1,62:—1,63:1,64:1
Birinci duruma benzer sekilde, kuasi-para Sasaki bir yap1 Gg smifinin ele-
manidir.

3. 61:1,62:—1,63:1,64:—1

Or (&) = as + ca.
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(6.3-6.13) denklemlerinden as = by, co = aqg =dy =bg =a, —azg =dy = —by =

¢y = b bulunur. O halde ¢ endomorfizmi

90(61) = asey — beg + aey, 90(62) = ase; + aez — bey,

ples) = ber + aez + caeq, p(es) = aer + bez + caes, @(es) =0
seklindedir. ¢?(e;) = e; ifadesinden

a3 —b*+a® = 1, (6.18)
alag +c¢4) = 0,
blaz+cy) = 0
bulunur. as + ¢4 = 0 ise, Onerme 6.2 den, bu yap1 Gg smifindadir. Eger
as + ¢y # 0 ise, (6.18) esitliginden, a = b = 0 ve a3 = 1 bulunur. ¢?(e3) = e3
oldugundan, ¢ = 1 olur. as + ¢4 # 0 oldugundan, ay ve ¢4 sayilarimm ikisi de
1 veya —1 e esittir. (p,&,n,9) veer =1, 60 =—1,e3=1,¢ = —1, €5 = 1,
§=e5n=¢€ gler) = ey, ple) = €1, ples) = eq, plea) = e3, p(es) = 0
kogulunu saglayan quasi-para Sasaki yapmnin Gj siifinda oldugu goriilebilir.
Ayrica ay = ¢4 = —1 iken, (p,&,n,9) ve e = 1, 0 = =1, e3 = 1, ¢4 = —1,
&5 =1, =e5 1 =¢, pler) = —ez, plea) = —e1, ples) = —eq, ples) = —es,
¢(e5) = 0 ozelligine sahip yap1 G5 simfindadir.

La=—1lea=1ea=1¢=-1
Op(§) = —ag + ¢4 (6.4), (6.3), (6.8), (6.6) esitliklerinden, ay = by, co = ay =
—dy = —-bs=a, —az3=dy =by = —c1 =b ve

p(e1) = azes — bes + aey,

p(ea) = ageq — aesg + bey,

@(es) = —ber + aex + caey,

p(eq) = —aey + bey + cqye3,

p(es) =0
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olur. (3.1) esitliginden, ¢?(e;) = e; oldugundan,

as+ b —a> = 1, (6.19)

a(—az+c) = 0,

b(—ag+c4) = 0
bulunur. —as+c4 = 0 ise, Onerme 6.2 den, bu yap1 Gg smifindadir. —as+c4 #
0 ise, (6.19) denkleminden, a = b = 0 ve a3 = 1 dir. ¢*(e3) = e3 oldugundan,
2 = 1dir. —ay+ ¢4 # 0 oldugundan, ay ve ¢y 71t isaretlidir. (o, &, 7,g) ve
6= -1 e=1a=1¢=—-16=1 =-c5 n=c, oe) = e,

ple2) = e1, ples) = —eu, plea) = —es, p(es) = 0 zelligine sahip yapr G
smifindadir. Ayrica (¢,£,1m,9) ve 61 = —1, e =1, 653 =1, €4 = —1, €5 = 1,

§=es5,1=¢ pler) = —eq, p(ea) = —e1, ples) = eq, ples) = ez, ples) =0
seklinde taniml yapi da G5 siifindadir.

Benzer gekilde agagidaki durumlarda da kuasi-para-Sasaki bir yap1 Gg veya Gj

sinifindadar.

Leg=1e6=—-1,e=-1,¢=1
Op(§) = ag — cq4. (6.4), (6.3), (6.8), (6.6) esitliklerinden, as = by, 3 = a4 =
—dy = —bg3=a,a3=—dy =—by=c, = —b ve

p(e1) = ases — bes + aey,

p(ez) = ageq — aeg + bey,

p(es) = —bey + aeq + cqey,

p(eg) = —aey + bey + cyes,

p(es) =0
olur. p?(e;) = e; esitliginden,
a3+ b —a* = 1, (6.20)
alaz —cg) = 0,
b(a2—04) = 0

olur. as — ¢4 = 0 ise, Onerme 6.2 den, yap1 Gg in elemamdir.

52



as — ¢4 # 0 ise, (6.20) den, a = b = 0 ve a3 = 1 bulunur. Ayrica p?(e3) = e3
oldugundan ¢ = 1 olur. ay — ¢4 # 0 oldugundan, ay ve ¢, z1t isaretlidir.

(907577779) ve €1 = 17 € = _17 €3 = _17 €4 = 17 €5 = 17 5 = €5 1 = 657

pler) = ea, plea) = er, gles) = —eq, ples) = —es, p(es) = 0 seklinde
tanmmmh yapiin Gy simifinda oldugu goriilebilir. Buna ek olarak (y,&, 7, g) ve
a=1Lea=-1lea=-1lag=1¢¢=1£§=-c5n =27, ple)= —e,
ples) = —eq, ples) = eq, p(es) = e, p(es) = 0 Ozelligine sahip yap1 da Gs

sinifinin tanimlanma bagintisini saglar.

. 61:—1,62:1,63:—1,64:1

Op(§) = —ay — ¢q. (6.4), (6.3), (6.8), (6.6) esitliklerinden, as = by, co = a4 =

dlzbgza,—agzdgz—b4201:bve

w(eq) = aey + beg + cqe3,
p(es) =0
olur. p?(e;) = e; oldugundan
a5 — b +a* = 1, (6.21)

alas +¢4) = 0,
blaz+c¢s) = 0
bulunur. as + ¢4 = 0 ise, Onerme 6.2 den, yap1 G dedir.
as + ¢4 # 0 ise de, (6.21) esitliginden, a = b = 0 ve a3 = 1 olur. p?(e3) = e3

ifadesinden, c?l = 1 dir. as — ¢4 # 0 oldugundan, ay ve ¢4 aym igaretlidir.

(907577779) ve €1 = _17 €2 = 17 €3 = _17 €4 = 17 €5 = 17 é = €5, 1 = 657

@(e1) = e, p(e2) = e1, p(es) = eu, p(es) = €3, p(e5) = 0 seklinde tanimh yap:
G5 tedir.

Buna ek olarak (¢,&,n,9) ve ey = =1, e =1, e3=—1, ¢, =1, €65 =1, £ = es,

n = 65, 80(61) = —€3, @(62) = —éy, 90(63) = —é€y4, 90(64) = —é€s, 90(35) =0
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ozelligine sahip yap1 da Gj e aittir.

Ayrica (p,&,m,9) veer =1, =1, e3=—-1, e, =—1, =1, =e5, 1 =€,

@(e1) = es, p(ea) = es, p(es) = eq, p(es) = e1, p(es) = 0 olarak tanimh yap:
Gy smifindadir.

Sonug olarak g; smifinda Gs smnifindan ve Gg smifindan kuasi-para Sasaki
yapilar vardir, fakat her iki siniftan da parga igeren, G5 & Gg sinifindan yapi

yoktur.

g2 Lie cebri: ¢ Killing vektoér alam oldugundan, £ = &es ve g(&,€) = Ee5 = 1
esitliginden €5 = 1 dir.

o(e1) = arer + ... + ases,
(e2) = biey + ... + bses,
o(es) = cie1 + ... + cxes,
(€4)

€4 Id1€1 +...+d5€5,

yazilabilir. g(¢(e;),e;) = 0 oldugundan, a; = by = ¢3 = dy = 0 dur.
g(p(e;),es) = —gles, p(es)) = 0 ifadesinden de a5 = b5 = ¢5 = ds = 0 bulunur.
(6.2) esitliginden sifirdan farkl F'(e;, e;, e) yapt sabitleri sunlardir:

F(ey,eq,e5) = %ag = —F(ey,e5,€1),
F(ey,eq,65) = %bg = —F(ey,e5,€9),
F(ey,eq,65) = %dg = —F(ey,es5,e4),
F(eg,eq,e5) = %a4 = —F(eg, e5,€1),
F(eg, e9,e5) = %lu = —F(es, €5, €2),
F(eg, e3,e5) = %C4 = —F(eg, €5, €3),
F(es, eq,€5) —%bl = —F(es, €5, €2),
F(es, e3,e5) —%cl = —F(es, es5,€3),
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1
F(es,eq,€5) = —§d1 = —F(es, e5,e4),

1

F(ey,e1,e5) = 502 = —F(eq,€5,€1),
1

F(€4,€3,€5) = _502 = —F(€4,€5,€3),

F(ey,e4,e5) = —§d2 = —F(ey,e€5,€4).

(3.19) esitliginden

0= F(ey,ea,e5) + Fleg,e5,e1) + F(es, e1,e3) = %{bs — a4},
ve bdylece by = a4 olur. Benzer sekilde,

0= F(ey,eq,e5) + Fley,es5,61) + Fes,eq,eq4) = %{dg + as}
ifadesinden d3 = —as,

0= F(eg, e3,¢e5) + F(es, e5,e3) + Fles, ea,e3) = %{04 + b1}
esitliginden ¢4 = —b; ve

0= Fl(es, eq,e5) + Fley,e5,e3) + F(es, e3,e4) = %{—dl + e}

oldugundan ¢y = d; elde edilir.

bs =a4=a,ds = —ay=0b, ¢y, = —b; = ¢, co = dy = d olsun. Bu durumda
pler) = —bey + azes + aey,
p(eg) = —cey + aes + byey,
p(e3z) = creq + dey + cey,

@(64) = d@l + d262 + b€3,

p(es) =0
yazilabilir.
(3.13) esitliginden,
c
— F<617 €2, 64) - _5647
yani ¢ = 0,
0= F(€17€2,€1) = —%61

oldugundan ¢; = 0 ve benzer gekilde sirasiyla F'(eq,e1,e2) = 0, F(eq,e1,e3) = 0,
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F(ey,es,e4) = 0, F(ey,eq,e3) =0, Feq, e1,e3) = 0 esitliklerinden, az = 0, b = 0,

by =0, dy =0, d = 0 bulunur. Buradan ise ¢(e4) = 0 olur, bu bir geligkidir:

0= g(p(ea), plea)) = —glea, ea) +m(ea)n(es) = —€s 7 0.

O halde g, Lie cebri iizerinde kuasi-para Sasaki yapi yoktur.

g3 Lie cebri: ¢ Killing oldugundan, £ = &ses ve g(&,€) = &2e5 = 1 den €5 = 1 olur.

p(e1) = arer + ... + ases,
o(ez) = brey + ... + bses,
o(es) = creq + ... + cxes,
pleq) = dieg + ... + dses,

g(¢(e;), e;) = 0 oldugundan, a; = by = c3 = dy = 0 ve g(p(e;), e5) = —g(ei, p(es)) =
0 esitliginden a5 = b5 = ¢5 = d5 = 0 olur.
(6.2) esitliginden sifirdan farkli F'(e;, e;, e;) yap1 sabitleri:
1

F(ey,e1,e5) = 501 = —F(ey,es5,e1),
F(ey,eq,65) = %b4 = —F(e1,e5,€2),
F(ey,e3,e5) = %c4 = —F(ey,e5,¢e4),
F(eg, e1,e5) = %Gg = —F(ey, e5,€1),
F(ey, eq,65) = %b?) = —F(eq, €5, €2),
F(eg, eq4,65) = %dg = —F(es, €5, €4),
F(ey, e5,69) = —%bg = —F(ey, e9,€5),
F(es, eq,e5) = —%ag = —F(es, es,e1),
F(es, es,e5) = —%cz = —F(es, e5,€3),
F(es, eq,65) = —%dg = —F(e3, es5,€4),
F(eyq,e9,65) = —%bl = —F(e4, €5, €2),
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F(eq,e3,€5) = —5a = —F(ey, e5,€3),
F(eq,eq,65) = —§d1 = —F(ey,e5,€e4).
(3.19) esitliginden
0= Fl(ey,ea,e5)+ Fea, e5,e1) + Fles, er,e3) = %{b;; —as},
ve buradan b3 = a4 bulunur. Benzer sekilde

1
0= F(ey,es,e5) + Fes,es,e1) + Fles, er,e3) = §{d3 + as},

1
— F(627 €4, 65) + F(e47 €5, 62) 2y F(e57 €2, 64) - §{d3 + bl}
oldugundan d3 = —b; ve
1
0= F(es,eq,e5) + Fleq, e5,e3) + F(es, e3,eq4) = 5{—d2 + 1}

esitliginden dy = ¢; bulunur.
by =a3=a,c, =—ay=>b,d3s = —b; =c, ¢y =dy = d olsun, bu durumda
p(er) = —bey + aes + agey,
p(eg) = —cey + bses + aey,
90(63) = dej + coes + bey,
p(eq) = dieg + deg + ces,
p(es) =0
yazilabilir.
(3.13) egitliginden,

0= F(ey,e1,ea) = g((Ve,0)(e1), €2)

ve buradan da a = 0 olur.

0 = F(€1,€1,63)

oldugundan ay = 0, benzer sekilde F'(ey, ez, e1) =0, F(eg,e1,e3) =0, F(ea,e1,64) =
0 oldugundan, sirasiyla d = 0, ¢ = 0, b = 0 bulunur. O halde ¢(e;) = 0 olur, bu
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bir ¢eligkidir:

Sonug olarak g3 lizerinde kuasi-para-Sasaki yapi yoktur.

g4 Lie cebri: ¢ Killing oldugundan, & = &es ve g(&, &) = Ees

olur.

p(e1) = arter + ... + ases,
p(es) = bieg + ... + bses,
o(es) = creq + ... + cxes,
pleq) = dieg + ... + dses,

0= g(pler), p(er)) = —gler,er) +nler)ner) = —er # 0.

ldendees =1

9(@(@'); €i) = 0 oldugundan, a; = by = c3 = ds = 0 ve 9(%0(61'): 65) = —g(ei, 90(65)) =

0 den de a5 = b5 = ¢5 = d5 = 0 olur.

6.2) esitliginden sifirdan farkhi F'(e;, e;, ex) sayilar su sekildedir:
j

(3.19) esitliginden

ve boylece by = 0,

ve buradan by = 0 ve sonug olarak da ¢(es) = bses olur. Ayrica

F(€17 657 61) —=

F(€1,€5,€3) =

1

_§a4 - _F(€17€1765)7
1

_564 = —F(€1,€3,65),

1
F(ey,e5,69) = 551 = —F(ey, €9, €5),

F<€47 €5, 63) =

501 = _F<€47 637€5>7

1
F(€4, €5, 64) = §5d1 = —F(64, €4, 65),

1
F(61762765) = 564 = _F<€1765762>~

o8

0= F(ey,es,e3) + Fles,es,e1) + Fes, eq,e5) =

1
0 = F(€47 €5, 62) + F(657 €2, 64) + F<€2, €4, 65) = Ebh

1
0 — F(617€2a 65) + F(627€5a 61) + F(65761a 62> - §b47

1
2

—=C4,



esitliginden ¢4 = 0,

1
=,

0 = F(ey, e5,€3) + F(es, e3,eq) + Fles, eq,€5) = 5

oldugundan ¢; = 0 ve p(e3) = czeq olur.
(3.13) esitliginden,

b

0= Fler,e2,a) = g((Verp)(e2), e4) = 53647

ve buradan da b3 = 0 ve p(eg) = 0. Bu ise (3.2) esitligiyle gelisir:
0 =g(ple2), ple2)) # —g(ez, e2) + n(e2)n(e2) = —é2.
Sonug olarak g4 lizerinde kuasi-para Sasaki yapi yoktur.
g5 Lie cebri: £ Killing oldugundan, £ = se4 + &5es.
@(61) =ae;+ ...+ as5€s,

(62) = b1€1 + ...+ b565,

(63) =c1e] + ...+ cs€s,
p(ey) = dieg + ... + dses,

(e5)

es) = fie1 + ...+ fses.

g(p(ei),e;) =0denay =by=c3=dy = f5 =0 ve

0= g(p(ea),§) = e55ds

(6.22)

oldugundan, & i¢in iki durum vardir. & = 0 ise, bu durumda & = &e4 ve p(§) =0

oldugundan, dy = dy = d3 = ds = 0 bulunur. & # 0 ise, {;ds = 0 denkleminden

ds = 0 olur. Sonug olarak (6.22) esitliginden, d5 = 0 elde edilir. Benzer gekilde

0 = g(p(es), &) denkleminden f; = 0 olur. Sifirdan farkl F'(e;, e;, e) yap: sabitleri

(6.2) ve
F(ei,ej,ex) = g((Ve,0) (), ex)

esitliklerinden hesaplanip kargilagtirildiginda, (3.1) esitliginden

a 1
F(eg,e1,6€;) = 9(61645461 + 5{61161 + doyey + dses}, ;)

olur. (6.2) esitliginden ise ¢ = 1,2, 3 i¢in, F'(eq, e1,¢;) = 0 olur. Bu egitlikler kargi-

lagtirildiginda ¢ = 1,2, 3 olmak {izere, ay = +d;, do = 0 ve d3 = 0 bulunur. Ayrica
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(6.2) den F(ei,e1,e2) = F(ey,er,e3) =0 ve (3.1) den, F(er,er,e2) = —% ey ve
F(e1,e1,e3) = —% €5 ve boylece ay = a5 = 0 elde edilir. Ayrica ay = +d; = 0

dir. O halde ¢(e4) = 0 dur.

g(p(ea), ples)) = —gleq, ea) +nles)n(es)

esitliginden 0 = —e4 + & ve buradan da & = ¢4 = 1 olur. ¢(&,&) = ey + Ees = 1
oldugundan, &5 = 0 bulunur.

£ = &eq ve 0= g(p(e;), &) oldugundan, by = ¢4 = 0 olur.

(6.2) denkleminden F'(es,ej,e1) = Fl(es,er,ea) = F(es,e1,e3) = 0 olur. Bu
ifadeler (3.13) ile kargilagtinldiginda, f; = fo = f3 = 0 ve buradan ¢(e;) = 0

celigkisine varilir:

0= g(p(es), p(es)) = —gles, es) # 0.

Sonug olarak gs iizerinde kuasi-para Sasaki yap: yoktur.

ge Lie cebri: ¢ Killing oldugundan, & = &4e4 + &se5.

p(e1) = are; + ... + ases,
€y) = blel + ...+ b565,

)

(e2)
p(es) = creqr + ... + cses,
(e4) = dyey + ... + dses,
(es)

es) = fier + ...+ fses.

g(p(e;), e;) = 0 esitliginden, a; = by = ¢c3 = dy = f5 = 0, g5 Lie cebrindeki kanita
benzer gekilde 0 = g(¢(ey),&) esitliginden, d5s = 0 ve 0 = g(¢(e5), &) esitliginden
f1 = 0 olur. Sifirdan farkli F'(e;, e;, e;) yapr sabitleri (6.2) ve (3.1) esitliklerinden
hesaplanmigtir.

(6.2) den F(e1,ez,e1) = 0 ve (3.13) esitligi ile kargilagtinldiginda ¢; = 0 olur.
Benzer gekilde

by =a3 =cy=a5=dy =dy = f1 = f3 = b3 = c5 = as = ¢4, = 0 olur. O halde
¢(e3) = 0 olur, bu bir geligkidir:

0 = g(p(es), p(e3)) = —g(es, es) + nles)n(es) # 0.

Sonug olarak g¢ tizerinde kuasi-para Sasaki yapi yoktur.
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7. SONUC

Bu tezde 5 boyutlu nilpotent Lie cebirleri iizerinde bazi hemen hemen parakontak
metrik yapilar arastirilmistir. Oncelikle 5 boyutlu nilpotent Lie cebirleri iizerinde
n-Einstein yapilarin olmadigi gosterilmistir. Daha sonra ise 5 boyutlu nilpotent
Lie cebirleri {izerinde hemen-hemen parakontak metrik yapi ornekleri verilmis ve
bu yapilarin siniflar1 belirlenmistir. Son olarak 5 boyutlu nilpotent Lie cebirleri
izerinde kuasi-para-Sasaki yapilarin varligi incelenmigtir. 5 boyutlu nilpotent bir
Lie cebri iizerinde kuasi-para-Sasaki yapilarin varligi i¢in gerek ve yeter kogulun Lie
cebrinin g; Lie cebrine izomorf olmasi oldugu kanitlanmigtir. Ayrica g; tizerindeki

kuasi-para-Sasaki bir yapinin Gs veya Gg siifinda oldugu sonucuna varilmigtir.
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