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OZET

HEMEN HEMEN PARAKONTAK METRIK YAPILARDAN ELDE EDILEN
HEMEN HEMEN PARAHERMITIAN YAPILARIN KONFORMAL
DEFORMASYONLARININ INCELENMESI

Murat EFE

Matematik Anabilim Dali
Geometri Bilim Dali

Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Haziran 2025

Danigman: Prof. Dr. Niilifer OZDEMIR

Bu calismada, konformal deformasyonlar kullanilarak hemen hemen parakon-
tak metrik manifoldlardan elde edilen hemen hemen parahermitian manifoldlar ve
hemen hemen parahermitian manifoldlardan elde edilen hemen hemen parakontak
metrik manifoldlar ele alinmigtir. Herhangi bir hemen hemen parakontak metrik
manifold R (reel sayilar) ile ¢arpilmig, o : M x R — R, o(X,t) = t olmak {izere;
M x R iizerinde e%° fonksiyonu kullanilarak konformal deformasyonlu hemen hemen
parahermitian bir yap1 elde edilmig, M ve M x R manifoldlarinin ait oldugu simiflar
arasindaki iligkiler incelenmistir. Daha sonra hemen hemen parahermitian metrik bir
N manifoldu R ile ¢arpilmig ve N x R iizerinde hemen hemen parakontak bir yap1
elde edilmigtir. Ayrica 0 : N x R — R, o(X,t) = t olmak tizere; N x R iizerinde
e’ fonksiyonu kullanilarak hemen hemen parakontak baska bir yap1 elde edilmistir.
Bunlara ek olarak N manifoldu Einstein (Ricci soliton, Yamabe soliton) ise N x R
hemen hemen parakontak metrik manifoldunun n-Ricci soliton (7-Ricci soliton, qu-
asi Yamabe soliton) oldugu gosterilmigtir. Son olarak N ve N x R manifoldlarinin
ait oldugu smiflar arasidaki iligkiler aragtirilmig ve elde edilen sonuglar kullanila-
rak, hemen hemen parakontak metrik manifoldlarin ve hemen hemen parahermitian

manifoldlarin gesitli simiflarindan 6rnekleri sunulmustur.

Anahtar Sozciikler: Hemen hemen parakontak metrik manifold, Hemen hemen pa-
rahermitian manifold, Einstein manifold, Ricci soliton.
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ABSTRACT

INVESTIGATION OF CONFORMAL DEFORMATIONS OF ALMOST
PARAHERMITIAN STRUCTURES OBTAINED FROM ALMOST
PARAKONTACT METRIC STRUCTURES

Murat EFE

Department of Mathematics
Programme in Geometry

Eskigehir Technical University, Institute of Graduate Programs, June 2025

Supervisor: Prof.Dr. Niilifer OZDEMIR

In this study, almost parahermitian manifolds obtained from conformal de-
formations of almost paracontact metric manifolds and almost paracontact metric
manifolds obtained from almost parahermitian manifolds are considered. Any al-
most paracontact metric manifold is multiplied by R (real numbers) and an almost

parahermitian structure is constructed on M x R using the function e**

, where
oc: M xR — R, o(X,t) = t. Then the relations between the classes of M and
M x R are studied. In addition, two different almost paracontact metric structures
are obtained on N x R from any almost parahermitian metric manifold N by using
two different metrics, one of which depends on o : N x R — R, o(X,t) = t. It is
also shown that if the manifold N is Einstein (Ricci soliton, Yamabe soliton), then
the manifold NV xR is n-Ricci soliton (n-Ricci soliton, quasi Yamabe soliton). Finally,
the relations between the classes of N and N x R are investigated and using the

relations obtained in the study, examples of various classes of almost paracontact

metric manifolds and almost parahermitian manifolds are presented.

Keywords: Almost paracontact metric manifold, Almost parahermitian manifold,
Einstein manifold, Ricci soliton.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

R : Reel sayilar kiimesi

] : Lie braket

M : (2n+1)-boyutlu C'* manifold

TM : M manifoldunun tanjant demeti

X (M) : M manifoldu iizerindeki vektor alanlarimin uzay:

C*>®(M,R) : M’den R’ye giden C* fonksiyonlarin kiimesi

: M tizerindeki vektor alan

: M fizerindeki metrik tensor

: M tzerinde (1, 1) tipinde anti-simetrik tensor alani

: M iizerindeki temel 2-form

: M iizerindeki g metriginin Levi-Civita kovaryant tiirevi

: M manifoldu {izerindeki dig tiirev

ST VP =T S AN

: M iizerindeki kotiirev

QIM : M tizerindeki (0, 3) tipindeki tensor alanlar
R : M tizerindeki Riemannian egriligi

Q : M tzerindeki Ricci egriligi

s : M iizerindeki skaler egrilik

N : 2n-boyutlu C'* manifold

TN : N manifoldunun tanjant demeti

: N tizerindeki metrik tensor

: N fizerindeki parakompleks yapi

h

J

V :N iizerindeki J'nin 1 6zdegerine kargilik gelen 6zuzay
H :N iizerindeki J'nin —1 6zdegerine karsilik gelen 6zuzay
S}

: N manifoldu lizerindeki temel Lee form
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1. GIRIS

Uzerinde 6zel yapilar olan manifoldlar diferansiyel geometrinin temel calisma
alanlaridir. [1]’de Chinea iizerinde hemen hemen kontak metrik bir (¢, 7n,&, g) yapist
bulunan manifoldlar1 incelemistir. Bu manifoldlar1 ¢ endomorfizminin kovaryant tii-
revinin sagladig1 ozelliklere gore simflamig ve simiflara ait 6rnekler vermigtir. [2]'de
ise Zamkovoy hemen hemen parakontak yapilar1 ele almig ve bir siniflama vermis-
tir. Ayrica [4]'de Gadea ¢ift boyutlu manifoldlardan hemen hemen parahermitian
yapilar1 incelemis ve parakompleks yapinin kovaryant tiirevine gére bu manifoldlar:
siniflamigtir.

Bu calismada, hemen hemen parakontak metrik ve hemen hemen paraher-
mitian manifoldlar ele alinmig ve hemen hemen parakontak metrik manifoldlarda
Zamkovoy'un, hemen hemen parahermitian manifoldlarda ise Gadea’nin siniflan-
dirmas1 kullanilmistir. lk olarak hemen hemen parakontak metrik bir manifold R
garpilmig ve M x R manifoldu tizerinde; sadece t’ye bagh o(X,t) = t fonksiyonu
kullanilarak konformal deformasyonlu hemen hemen parahermitian bir yap: insaa
edilmigtir. Daha sonra ise |2] ve [4]’deki smiflandirma dikkate alinarak M ve M x R
manifoldlarimin siniflar1 arasindaki iligkiler arastirilmig ve elde edilen sonuglar érnek-
lerle pekistirilmigtir. Daha sonra ise ¢ift boyutlu bir N hemen hemen parahermitian
manifold R ile ¢arpilmig ve N x R manifoldu iizerinde 2 farkl yapi insaa edilmistir.
Olusturulan yapilardan birisinde N x R manifoldunun sadece G ® Gy ® G3® G4 sini-
fina ya da bu smifin alt siniflarina ait olabilecegi gosterilmis ve érneklerle bu ifadeler
desteklenmigtir. Digerinde ise yine sadece t'ye bagh o(X,t) = t fonksiyonu kullani-
larak konformal deformasyonlu N x R manifoldunun sadece G; & Gy ® G3 ® G, @ Gg
siifina ya da bu smifin Gg1 iceren alt smiflarina ait olabilecegi kanitlanmis ve 61-
neklendirilmistir. Ayrica N manifoldu Einstein (Ricci soliton, Yamabe soliton) ise
N x R manifoldunun n-Ricci soliton (n-Ricci soliton, quasi Yamabe soliton) oldugu

da gosterilmigtir.



2. ON BILGILER

2.1. Hemen Hemen Parakontak Metrik Yapilar

Tanim 2.1. M, (2n + 1)-boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold ve bu ma-
nifold {izerindeki vektor alanlarmin uzayr (M) olmak iizere; keyfi X € x (M) igin
¢ X(M) — x(M) endomorfizmi, n 1-formu ve & vektor alan

nE) =1, ¢*(X)=X-n(X)¢

kosullarini saghyor ise (¢, &,n) tglistine M manifoldu {izerinde bir hemen hemen
parakontak yapi1 ve M manifolduna bir hemen hemen parakontak manifold
denir [2].

Tanimdan

oldugu su sekilde gosterilebilir:

Il
o

) =E-n(EE=¢-¢
£y

esitligine  doniisiimii uygulanirsa

olur. Buradan

0=¢*(&) = e(p€) = ¢ () &) =n(p()) &) (2.1)

olarak bulunur. p(§) = n(p(§)) € esitligi (2.1) ifadesinde yerine yazildiginda

0= (n(e(§))*¢

esitliginden n(¢(£)) = 0 ve buradan ¢(&) = n(¢(£))¢ =0-& =0 olur.
M manifoldu iizerindeki her X € x (M) i¢in ¢*(X) = X — n(X)¢ esitliginin
her iki tarafina ¢ doniiglimii uygulandiginda
v (£*(X)) = ¢(X) = n(X) p(€) = p(X)

~—
=0



ve p?(X) = X — n(X)¢ esitliginde X yerine (X)) yazilirsa

esitliklerinden

elde edilir. Buradan

olur. Bu durumda n(¢(X)) = 0 olarak bulunur.
Tanim 2.2. (M, ¢, £, n) bir hemen hemen parakontak manifold ve g bu mani-

fold tizerinde bir metrik olsun. Eger herhangi X, Y vektor alanlar: icin

g(e(X), oY) = —g(X,Y) +n(X)n(Y) (2.2)

kosulu saglaniyor ise (¢, &,n, g) dortlistine M manifoldu {izerinde bir hemen he-
men parakontak metrik yapi ve M manifolduna bir hemen hemen parakontak
metrik manifold denir [2].

Keyfi X,Y € x(M) igin hemen hemen parakontak metrik manifold tanimin-
daki (2.2) esitliginde Y = £ olarak alindiginda

0= g(p(X),(§)) = —g(X,&) +n(X)n()

olur ve buradan

9(X, &) = n(X)

elde edilir. Ayrica (2.2) esitligi kullanilarak

g(e(X),Y) = —g(£*(X),0(Y)) +n(e(X))n(Y)

I

|
N«

.

|
=
s
™
p}
=



esitligi saglanir. Boylece hemen hemen parakontak metrik manifold i¢in temel 2-form
O(X,Y) =g (p(X),Y)

olarak tanimlanir. M manifoldu tizerindeki keyfi XY, Z € x(M) igin ¢ endomorfiz-

min kovaryant tiirevi
(Vxp) (V) = Vxp(Y) — ¢ (VxY)
ve g metriginin Levi-Civita kovaryant tiirevi (Koszul formiilii)

20(VxY,Z) = X[g(Y,Z)]+Y[g9(Z,X)] = Z[g(X,Y)]
seklindedir [3].
Tanimdaki (2.2) esitligi dikkate ahndiginda g metriginin isareti (n + 1,n) olur.

M manifoldu tizerindeki (¢, &, 7, g) dortlisi hemen hemen parakontak metrik bir

yap1 olsun. Kisalik agisindan
BX,Y,2) := (Vx®) (Y, Z) = g ((Vxe) (Y), Z)

seklinde ifade edilmistir. g(o(Y),Z) = —g(Y,¢(Z)) ifadesinin her iki tarafi keyfi
X vektor alani yoniinde tiirevi alimdiginda ¢ (Vxp) (Y),Z2) = —g ((Vxe) (2),Y)

oldugundan

B(Xv Y, Z) = g<<VX§0) (Y),Z) = _g<<VX90) (Z),Y) = _ﬁ(Xa Z, Y)

bulunur. Ayrica

BX,e(Y), 0(2) = g((Vxe) (e(Y)), p(2))

= g (Vx¢*(V),9(2)) + g (Vxe(Y),9(2))
= 9((Vxp) (Y),2) =n(Y)g (Vx¥) (£), Z)
—1(2)g (Vxp) (Y), )
= BXY, 2) +0(Y)B(X, Z,§) —n(2)B(X,Y,€)

esitligi saglanir.

{e1,e9, -+ ,en, pler), p(e2) -+, o(en), £}, M manifoldunun agik alt kiimesi tize-



rinde bir gat1 alan1 olmak {izere; 6, 8* ve w 1- formlar agagidaki gibi tanimhidir [2]:

n

0(X) =Y (Bleiei, X) = Blp(es), ple:), X)),

=1

w(X) = B(&, & X).

n 1-formun Levi-Civita kovaryant tiirevi Vn, n 1-formun ve & temel 2-formun dig

tiirevleri dn ve d® asagidaki gibidir [2]:

(VXT/) (Y) = g(ngaY) o _B(X790(Y>a§)a

3d(X,Y, 2) = B(X,Y, Z) + B(Y, 2, X) + B(Z, X, Y).

M manifoldu iizerindeki hemen hemen parakontak metrik yap1 (¢, &, 7, g) ol-

mak iizere; ® temel 2-formun kovaryant tiirevinin ozellikleri kullanilarak

G:={feeM:3(X,Y,Z) = —B(X,Z,)Y)
= BX, oY), 9(2)) =n(Y)B(X, Z,€)
+1(Z)B(X,Y,§)}
uzay1 tamimlanir [2]. Burada ®3M ile manifold iizerindeki (0,3) tipindeki tensor

alanlar1 gosterilmektedir. Bu uzay 12 alt uzayn direkt toplami olarak yazilir:
G=G @ DGy

Boylece herhangi bir hemen hemen parakontak metrik manifold, 1 < i; <
- < < 12 olmak iizere; ¢ temel 2-formun kovaryant tiirevinin ait oldugu G;, &

.-+ @ G, alt uzaya gore siiflandirilmig olur. G; alt uzaylarin tanimlama bagintilar



su sekildedir [2]:

G, ={peG:p(X,Y,Z) = m{g

Gy :={feG:BX,Y,2)=—p(Y,X,Z), B Y, 2)=p(X,§2) =0},
G4 = {ﬁ €G: GXYZS(X>Y7Z) :/8(67}/72) :6(X7€>Z) 20}7

Gai= {6 6: 60x.Y.2) = 52 (gl (2)) = n(2)a(e0, oD |

Go= {5 € 61 8(x,Y,2) = - T3 (y(¥)g(X,0(2)) = 02X, oD} |

Gr = {feG:8(XY,Z) =—n(Y)B(X, Z,¢) +n(2)5(X,Y,§)

Gs = {BeG:p(X,Y,2) =—n(Y)B(X, Z,§) +n(2)5(X,Y,E)
BX,Y,6) = BV, X, §) = =B(o(X),(Y),£), 0(¢) =0},

Gy = {feG:B(X,Y,Z) =—n(Y)B(X, Z,€) +n(2)5(X,Y,§)

G = {BeG:B(X,Y,2) = —n)B(X,Z,¢) +n(2)5(X,Y,§)
BX,Y,6) = BY, X, &) = Ble(X), o(Y), )},

Gu:={feG:B(X,Y,Z) =n(X)B(&, ¢(Y),¢(2))},

G :={feG: XY, Z) =n(X){n(Y)B(£ €, Z2) =n(Z2)B(£,&,Y)}}

Sonraki boliimlerde kullanilacak olan a-para-Sasakian manifold ile Gy sinifi ve

a-para-Kenmotsu manifold ile Gg sinifi arasindaki iligkiler agagida verilmigtir.



Tanim 2.3. (M, ¢, &, n, g) hemen hemen parakontak bir manifold olsun. Keyfi

X, Y vektor alanlari i¢in
(Vxe) (V) = a(9(X,Y)§ = n(Y)X) (2.4)

esitligini saglayan o # 0 reel sayisi varsa bu manifolda a-para-Sasakian manifold
denir. Ozel olarak o = 1 almirsa bu manifolda para-Sasakian manifold denir [2].

Ayrica o = 1 alimip (2.4) esitligin her iki tarafi keyfi Z € x(M) ile i¢ ¢arpilirsa
g(Vxe) (V). Z) = g(g(X.Y){—n(Y)X,Z)
= —n(Y)g(X, 2) +n(Z)g(X,Y)
= n(Y)g(e(X),o(2)) = n(Z)g(e(X),e(Y))  (2.5)

olur. G5 smifinda 0(¢) = 2n olarak alindiginda G5 simifinin para-sasakian manifold-

lardan olusan bir alt sinifi elde edilir ve bu siif

Gs ={feG:B(X,Y,Z) =n(Y)g(o(X),0(2) —n(Z)g(¢(X),0(Y))}

olarak gosterilecektir.
Tanim 2.4. (M, ,&,1,g) hemen hemen parakontak metrik bir manifold ol-

sun. Herhangi X, Y vektor alanlar: igin

(Vxp) (V) = —a (9(X, o(Y))§ + n(Y) (X)) (2.6)

egitligini saglayan « # 0 reel sayis1 varsa bu manifolda a-para-Kenmotsu mani-
fold denir. Eger a = —1 ise bu manifolda para-Kenmotsu manifold, Eger a = 1
ise bu manifolda (-1)-para-Kenmotsu manifold denir [2].

Ozel olarak a = —1 alinirsa ve (2.6) esitligin her iki tarafi keyfi Z € (M) ile

i¢ carpilirsa

g(Vxp)(Y),Z) = g(9(X,p(Y))E+n(Y)p(X),2)
= n(Z)g(X,p(Y)) —n(Y)g(X, ¢(2)) (2.7)

olur. Eger Gg sinifinda 0*(£) = 2n olarak alindiginda G¢ siifinin alt sinifi olan

Ge={BEG:B(X,Y,Z)=n(Z)g(X, 0(Y)) = n(Y)g(X,0(Z))}

para-Kenmotsu manifoldlarin simifi olur. Eger o = 1 alimip (2.6) esitligin her iki



tarafi keyfi Z € x(M) ile i¢ garpilirsa

9(Vxp) (Y),2) = —g(g(X,e(Y)E+n(Y)p(X), 2)
= 1(V)g(X,0(2)) = n(2)9(X, (Y)) (2.8)
olur. (—1)-para-Kenmatsu manifoldlardan olusan ( 0*(§) = —2n), Gg sinifinin alt

siif1

Go :={B€G:BX.Y,Z) =n(Y)9(X,0(Z)) = n(Z)g(X,p(Y))}
olarak gosterilsin.
Ayrica herhangi bir 5(X,Y, Z) = Zzl BGi(X,Y, Z) € G olmak tizere; B(X,Y, Z)
tensoriiniin G; alt uzaylarina izdiigiimleri agagidaki sekildedir [2]:
BUX,Y,Z) = 55 {9(X,0(Y)0(0(2)) = 9(X, 9(2))0(p(Y))
—9(e(X), p(Y))0(*(2)) + 9(p(X), p(2))0(¢*(Y))},

XY, 2) = B ($(X). 8 (¥), $(2) — B (oX), (V). 9(2)) } ~ 5(X. Y, 2),

BXY,Z) = ;{B(P*(X), % (Y),0*(2)) + B (p(X), o*(Y),9(Z))
+6(*(Y), *(2), 9* (X)) + B (0(Y), 9*(Z), p(X))

#x.v,2) = - L& 190X, 0(2)) - n(2)9(X, 0 (7))}
FXY.Z) = —In(V) {8 ((X),¢2(2).€) - B (p(X), 0(2).6)
CB(G(2), ¢2(X), ) + B (9(2), 9(X), )}
(2 {8 (DX, (V). €) — B (p(X), (¥, E)
—B(*(V), p*(X), &) + B ((Y), (X),8)} — 85X, Y, Z),



XY, Z) = —mY){B(*(X),9*(2),6) = B(2(X), 0(2),€)
+8(9*(2), ¢*(X),§) — B(e(2), v(X), &)}

)

(

+in(2) {8 (¢*(X), *(Y),€) = B (p(X), p(Y),€)
B (P*(Y), *(X), &) = B(p(Y), p(X),6)} — B°(X,Y, Z),
FXY. Z) = —nY){B(P*(X),¢*(2),8) + B (p(X),9(2),£)
—B(@*(2),0*(X),€) — B(0(2), p(X),6)}
+in(2) {B (*(X), ¢*(Y), &) + B (p(X), p(Y),€)
=B (P (Y),¢*(X), &) = B(p(Y), 9(X),6)},
BUX,Y,Z) = —in(V){B(¥*(X),¢*(2),8) + B (p(X),¢(2),§)
+8(#*(2), p*(X),€) + B (p(2), p(X),€)}
+3n(2) {B (¢*(X), p*(Y), &) + B (p(X), p(Y), €)
+B(*(Y), p*(X), ) + B (p(Y), p(X), &)},

BR(X,Y, Z) = n(X) {n(Y)B(,€,0°(Z2) = n(Z)B(&, &, *(V) } .
Tim bunlara ek olarak, Gi, Gy, G3 ve G4 simniflar1 1 < < 4 olmak tizere;

F:Gi—>GZ‘,

1
FB)(X, Y, 2) = L {B(X. Y, 2) + B(p(X).Y, 2)}
lineer doniigiimii kullanilarak invaryant alt simiflara ayrilir.
(FoF)(B)(X.Y, Z) = F(B)(Y, X, Z)

oldugundan F' déniigiimii bir projeksiyondur. F' déniigiimiiniin ¢ekirdegi G} , goriintii

kiimesi ise G? ile gosterilsin. Bu durumda

Gl={BeG: F(X.Y,2) = —F(p(X).Y.2)} (29)
ve

G2 = {B€C:F(X,Y,2) = F(p(X),Y. 2)} (2.10)
elde edilir. Boylece G; smiflann G; = G} & G? alt simiflarina ayrigmig olur.
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2.2. Hemen Hemen Parahermitian Metrik Yapilar

Tanim 2.5. N, 2n—boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold ve bu manifold
lizerindeki vektor alanlar kiimesi x(N) olmak iizere J : x(N) — x(N), J> = I olan
bir endomorfizm olsun. Herhangi X,Y € x(N) i¢gin N manifoldu iizerindeki bir h

semi-Riemannian metrigi

kosulunu sagliyorsa ([N, J, h) tigliisiine bir hemen hemen parahermitian mani-
fold denir [4].
Ayrica N manifoldu iizerindeki keyfi X, Y vektor alanlar: i¢in

h(J(X),Y) = =h(J(J(X)), J(Y)) = =h (X, J(Y))
esitligi saglanir. Boylece (N, J, h) hemen hemen parahermitian manifold {izerinde
F(X,Y) = h(J(X),Y)

seklinde tanimlanan 2-forma hemen hemen parahermitian manifoldunun temel 2-
formu denir [4].
(Caligmanin bundan sonrasinda kisalik acisindan F' temel 2-formun kovaryant

tirevi
(XY, Z) = (VxF) (Y, Z) = h (Y J) (V), Z)

olarak ifade edilmigtir [4].

(N, h,J) bir hemen hemen parahermitian manifold olsun. Her X € x(N) i¢in
J*(X) = X ve dim(N) = 2n oldugundan J déniisiimiiniin ézdegerleri £1 dir. 1
0zdegerinin 6zuzay1 V ve —1 0zdegerinin 6zuzay1 H olmak tizere; her x € M nok-
tasindaki tanjant uzay T, M =V, & H, seklinde direkt toplam olarak yazilabilir. h

metriginin ve J endomorfizminin matrisleri

olacak gekilde bir ayarlanmig {A;,--- A,,Uy,---,U,} yerel ¢ati alami vardir. Bu-
rada {A;, -+ A, } kiimesi V vertikal uzaymmn, {Uy,--- ,U,} kiimesi ise H horizontal

uzaymin yerel ayarlanmig gat1 alanlandir [4].
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Ayrica {Ay,--- Ap, Uy, - -+, Uy} kiimesi (N, J, h) hemen hemen parahermitian
manifoldunun bir yerel ayarlanmig ¢at1 alani olmak iizere; keyfi X vektor alani igin

F temel 2- formun kotiirevi agagidaki gibidir [4]:
OF(X) ==Y {(Va) F(Ui, X) + (Vu,) F(Ai, X)}
i=1

Hemen hemen parahermitian (N, J, h) manifoldu tizerindeki F' temel 2-formun
kovaryant tiirevinin ozellikler kullanilarak
W={ae®T" | aX,)Y,Z)=a(X,J(Y),J(Z))=-a(X,2,Y)}
uzay1 tanimlanir [4]. W uzaymnin temel ozellikleri ve simetrileri kullanilarak

W=WeWy,eWs W, W5 Wsd W; & Wy

8 alt uzayn direk toplami olarak yazlabilir. { Ay, -+ , A,, Uy, - - - , U, } kilmesi hemen
hemen parahermitian (V,J, h) manifoldu {izerinde yerel ayarlanmig bir gat1 alani

olmak tizere; keyfi A, B,C € V; U, V,W € H igin agagidaki o6zellikler gbz oniine

almsm [4]:
. Sapc (VaF) (B,C) = 0. (1)
. VaAeV. (2)
. (VAF) (U, V) = OU)W(A, V) — O(V)h(A,U). (3)
. i (V. F) (U, U) = 0. (4)
| Suvw (VuF) (V,W) =0. (5)
. VoU € H. (6)
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(VuF) (A, B) = O(B)h(U, A) — ©(A)h(U, B). (7)

n

> (Vu,F) (A, A) =0. (8)

i=1
Burada 2n boyutlu (N, h, J) hemen hemen parahermitian manifold {izerindeki
keyfi X vektor alani i¢gin © Lee formu

O(X) = ——6F(J(X))

n—1

olarak tamimhdir [4]. 1 < i < 8 olmak iizere; eger N manifoldu (i) kosulunu sagla-
miyorsa N manifoldu W; smifina, ¢ # j olmak iizere; 1 < 4,7 < 8 i¢in N manifoldu

(1), (j) kosullarini saglamiyorsa N manifoldu W; & W; sinfina ait olur. Boylece her-

hangi bir hemen hemen parahermitian manifold, 1 < ¢y < --- < 4, < 8 olmak
tizere; eger (iy),--- , (ix) kosullarini saglamiyorsa manifold W;, & --- & W;, smifin-
dan olur [4].

Eger N manifoldunun boyutu 4 ise Wy = W3 = W5 = W, = {0} dur [4].
Tanim 2.6. (N, J, h) hemen hemen parahermitian bir manifoldu {izerindeki

keyfi XY vektor alanlar: i¢in J endomorfizmin kovaryant tiirevi
(VxJ)(Y)=0

ise bu manifolda para-Kaehlerian manifold denir [4].
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3. HEMEN HEMEN PARAKONTAK YAPILARDAN ELDE EDILEN
HEMEN HEMEN PARAHERMITIAN METRIK YAPILAR

3.1. Hemen Hemen Parakontak Metrik Manifoldlardan Elde Edilen He-

men Hemen Parahermitian Metrik Manifoldlar

M hemen hemen parakontak metrik bir manifold olsun. M iizerindeki (¢, &, 7, g)
hemen hemen parakontak metrik yapi kullanilarak M xR ¢arpim manifoldu iizerinde
hemen hemen parahermitian bir yap1 inga edilebilir. X € x(M) vea: M xR — R
C* bir doéniligtim olmak iizere; keyfi (X ,a%) vektor alani igin J @ x(M x R) —
X(M x R)ye

7(x05) = (900 + a0

olarak tammlanan J déniigiimii
T (X, ag) = (X, a)
kogulunu saglar [5]. Ayrica M x R iizerinde keyfi (X ' a%), (Y, b%) vektor alanlar

icin

h ((X,a%) , (Y bi)) =g(X,Y) —ab

77 dt

olarak tammlanan A metrigi
B(J(Xoa) T (v0%)) = =h((X,a3), (V:b4))

ozelligini sagladigindan (]\/[ X R, J , ﬁ) iicliisii bir hemen hemen parahermitian ma-
nifold olur [5].
M x R manifoldu tizerindeki keyfi (X , a%) , (Y, b%) , (Z, c%) vektor alanlar:

icin A metriginin Levi-Civita kovaryant tiirevi Koszul formiilii kullanilarak hesap-

landiginda
2 (Vixan) (V:03), (Zocd)) = (Xoad) [h((V:04) . (Zc))]

+(V:0) [h (X, a%), (Z,c%)]

~(Z.cd) [R((X,ag), (V:04))]

+h ([(X.08). (V.08)] . (Z.c4))

+h ([(Ze) . (X.ad)], (v.08))

+h ([(Zed) . (Vb)) (X.0))
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+ (V,04) [9(X, Z) — ac]
—(Z,¢2) [9(X,Y) — ab]
+9([X. Y], 2) = e (X[b] = Y[a] +a% — b)
+9([Z, X],Y) = b (Z[a) — X[c] + c% — a%)
+9([2,Y], X) — a (Z[b) = Y[c] + 2 — b%)
= 29(VxY,Z) —2cX[b] — 2ac®
= 2(g(VxY,Z)— (X[b] +a®) c)
= 2 (VY (X[ +a) £) (7, c2))

esitliginden

@(X,a%) (Y bjt) = (VXY, <X[b] + a%) %) (3.1)

olarak bulunur. Ayrica M x R manifoldu iizerindeki J endomorfizmin kovaryant
tiirevi (3.1) esitliginden
(Featy?) (105) = (Txo) +09x6. T 05) - G2
g dt dt
olur [5].

(]\/[ xR, J, B) hemen hemen parahermitian manifoldu iizerindeki keyfi (X ,a dt)

(Y, b= dt) vektor alanlari icin F' temel 2-formu, M hemen hemen parakontak metrik

manifoldun tizerindeki yapilar kullanilarak su sekilde ifade edilebilir [5]:
d d
F <(X adt) <Y bdt)) =d(X,Y) +an(y) — bn(X). (3.3)

Ayrica keyfi (X ,a dt) (Y, b dt) (Z ,C dt) vektor alanlar icin F temel 2-formun kovar-

yant tirevi

(Y(xa) ) ((”%) ’ (Z’ %)) = h ((Wx,a;a)j) <K "%) ’ <Z’ %))

= (VX(D) (Y7 Z)
+b(Vxn) (Z) —c(Vxn) (Y) (3.4)

ve F temel 2-formun dig tiirevi

3&#((}( ai) (Ybs;),(Z,c%)) = 3dd(X,Y,Z) (3.5)

—2{cdn(X,Y) + adn(Y,Z) + bdn(Z, X)}
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seklindedir [5].

{e1,...en,0(€1),...0(€n),&} kiimesi M manifoldunun bir agik alt kiimesi iize-

rinde bir ¢at1 alani olsun. Bu ¢at1 alan1 kullanildiginda
ve

olmak fizere;

{[11’...An,AnerUl’...[jn’[jnJrl}

kiimesi h metrigine gore M x R manifoldu iizerinde bir yerel ayarlanmis cat1 alani

olur. Bu gat1 alanina gore keyfi (X , a%) vektor alan icin F temel 2- formun kotiirevi

(3.4) esitliginden ve M manifoldu iizerindeki €, 6* ve w 1-formlar1 tanimindan

i () = -3{(77) (@ (Xaj))+(v@ﬁ) (4. (.0

D) Z { ei+o( ez)(b - 30(61')7 X) g (Vefrﬂ&(ei)n) (61- -

i)

p(ei)}

D) Z { ei— @(ez 62 + 90(62')1 X) —a (vei—so(ei)n) (ei + QO(GZ-))}

—(ng))(g,X)
= — Z {B(ei, i, X) — Blp(es), pler), X)}

—CLZ{B(%@(@),&)—B(@( e:), e, &)} — B(E, € X)

= —0(X) - ab"() — w(X)

olarak elde edilir.

(3.6)

3.2. Hemen Hemen Parakontak Metrik Manifoldlarin Konformal Defor-

masyonlarindan Elde Edilen Hemen Hemen Parahermitian Metrik

Manifoldlar

(M, p,&,n,g9) hemen hemen parakontak metrik bir manifold olsun. M x R

carpim manifoldu tizerindeki her (X as ) (Y b= ) vektor alanlar igin bir onceki

> dt > 7 dt
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bolimde tanmimlanan

7(x05) = (900 + a0 )

endomorfizmi goz 6niine alinsi. o : M X R — R’ye o(X,t) = t dontigiimii kullani-

larak M x R manifoldu tizerinde

h ((X ajt) (Y bi)) = e¥ (g(X,Y) — ab)

metrigi tanimlansin. Bu metrige gore

B(T(X.a8). 0 (v08)) = (( (X) +a&,n(X)5) . (p(Y) + bEn(V) )
= ¥ (g(o(X) +ag, p(Y) + b8) = n(X)n(Y))
= (g (p(X), o(Y)) + ab - n(X)n(Y))
= =7 (g (X,Y) +n(X)n(Y) + ab —n(X)n(Y))
= —h((X,ag). (V;05))
ozelligini sagladigindan (M x R, .J, h) dicliisii bir hemen hemen parahermitian ma-

nifold olur. M x R manifoldu iizerindeki keyfi ( , dt) (Y b< ) (Z c= ) vektor

? 7 dt ? T dt

o~~~

alanlar1 igin Koszul formiilii((2.3) esitligi) kullanilarak h metriginin Levi-Civita ko-

varyant tiirevi V asagidaki sekilde bulunur:

2 (V(xag) (V:05) . (Z )
= (Xoag) (W ((V205) . (Z )] + (Vo) [h ((Xag), (Z.c5))]

= (Zegp) [P (Xsag) (Vo)) + 2 ([(X ), (Vo)) 5 (Z:¢5))
+h ([(Z,efp) » (Xoagp)] s (Vo) + 2 ([(Zoe) (V)] (X a))
= (X,ad)[e*g(Y,Z) — €*bc] + (Y,b2) [e*g(X, Z) — e*ac]

(Z cd) [ (X Y) — e*ab]

7 dt

e (g([X, — ¢ (X[b] = Y[a] + a2 — bda))
¢ (9(12, —b(Zla] - X[d + ¢ — aff))
e (g9([Z, —a (Z[b] = Y[d + % — b))
= (g(VXY Z)+g(aY Z)+g(bY,Z) — cX[b] — abc — cg(X,Y) — ac®)

]
— 9 (g(VXY+aY+bX,Z)—(X[]+ab+9(X Y)+ag)c)
= 20 ((VxY +aY +bX, (X[)] +ab+g(X.Y) +af) &) . (Z.cg)) -
Buradan

d

_ db d
V(X@%) <Y,b%> = (VXY—l—aY—l—bX, (X[b] +ab+a% —|—g(X,Y)E)> (3.7)
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elde edilir. M x R manifoldu iizerindeki J endomorfizmin kovaryant tiirevi (3.7)

esitligi kullanilarak hesaplandiginda

(V(xas)7) (Y b;t) = Vixas)) (Y bj) J (v(xvaddt) <Y, b%))

= Tty (P 16000

—J <VXY+aY+bX, (X[b] —i—ab—i—a? +g(X, Y)> :lit)
= (Vx (oY) +b8) + a(e(Y) + b§) +n(Y)X,

XL+ an(Y) + 9(X. o)) 7

- (wry + (X0 + ) €T )
= (Va9 () + BVAE +0(¥)X —ba(X) — g(X,V)e,

() () = 96100 1) ) (3.5)

bulunur. Ayrica (M xR, J, B) hemen hemen parahermitian manifoldu iizerinde F

temel 2-formu

F((Xag),(Vo8) = h(J(X.08), (v:b3))
( )4’@5 77( ) ) (Y7bdt)>
7 (g (p(X) +ag,Y) — bn(X))
9(0(X),Y) +ag(£Y) — bn(X))
= e {O(X,Y) +an(Y) — bn(X)}
olarak hesaplanir.

Herhangi (X,a dt) (Y,b dt) ( , %) vektor alanlari icin F temel 2-formun

kovaryant tiirevi (3.8) esitliginden
(V(xas)F) ((Y bi)(z,(;%)) - h((WX,aj)J (Y bi) (Z c%))
= ¥{(Vx®)(Y,Z)
+b(Vxn) (Z) = c(Vxn) (Y) (3.9)
—b®(X, Z) — g(X,Y)n(Z)
+e®(X,Y) + g(X, Z)n(Y)}
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olur. Ayrica F' temel 2-formun dis tiirevi (3.9) esitliginden

3JF<<X7(I%),(YJ)%),(Z,C%>) - (WX,G%)F)

= *{3d®(X,Y, 2)
+2a(®(Y, Z) — dn(Y, Z)) (3.10)
+26((Z, X)) — dn(Z, X))
+2¢(P(X,Y) — dn(X,Y))}
olarak bulunur.

{e1,...en, p(€1),...0(€,), &} kiimesi M manifoldunun bir agik alt kiimesi {ize-

rinde bir ¢at1 alan1 olsun.
ve

olmak tizere;
{Ala"'AnaAnJrlaUla"'Un;UnJrl} (311)

kiimesi h metrigine gére M x R carpim manifoldu iizerinde bir yerel ayarlanmis cati

alani olur. Bu gat1 alanina gore her (X , a%) vektor alani i¢in (3.9) esitliginden ve

M manifoldu iizerindeki 0, 6* ve w 1-formlar1 tanimi kullanilarak F temel 2-formun

kotiirevi

#(xt) - {0 (0 (se)) 0am (1. (502)

- _% z_: {<ve¢+sﬁ(ei)q>) (ei - 90(62')7 X) —a (Vefrﬂo(ei)n) (61' a 90(62‘))

—g(ei +w(ei), ei — w(e))n(X) + a®(e; + p(ei), e; — ple))}
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= 3 (Tewte®) (6 + 9060, X) = 0 (Terpiegn) e+ 9(e0)
—gle = p(en). e+ ple)n(X) + able; = pled), e + ¢(e0))

—(Ve®)(€, X)

= — Z {6(61‘,62")() - B(@(Gi)a QD(Gi)?X)} + 2”77(X)

—CLZ {5(@‘, 90(61)75) - B(QO(GZ'): 61’»5)} - 6(§7§= X)
= —0(X) = ab"(§) — w(X) + 2nn(X) (3.12)

olarak elde edilir.

Ayrica agagidaki teoremde para-Sasakian ve para-Kaehlerian manifoldlar ara-
sindaki iligki ifade edilmistir.

Teorem 3.1. M xR hemen hemen parahermitian manifoldunun para-Kaehlerian
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M manifoldunun para-Sasakian (G5 smifindan) ol-
masidir.

Kamit. M xR ¢arpim manifoldu para-Kaehlerian olsun. Bu durumda M x R ¢arpim

manifoldu tizerindeki herhangi (X , a%) , (Y, b%) vektor alanlari igin

(?(x,a%)j> (Y, b%) 0

olur. (3.8) esitliginde 6zel olarak b = 0 alindiginda

(Vixasyd) (Vi08) = (Vxg) (V) +0(Y)X — g(X,V)E,
(Vxn) (V) =g (p(X),Y) )
= (O’O>

olur. Buradan
(Vxe)(Y) = —n(Y)X + g(X, V)¢

esitligi elde edilir. Dolayisiyla M manifoldu para-Sasakian(G5 smifindan) olur.

Tersine M manifoldu para-Sasakian ise
(Vxp)(Y) = —n(Y)X + g(X,Y)¢ (3.13)

esitligi saglanir. (3.13) esitliginde Y = £ alinirsa

(Vx@)(€) = =X 4+ 9(X, 8¢ = =X +n(X)E = —p*(X)
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olur. Buradan ¢(Vx¢) = ¢*(X) esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafina ¢

doniistimii uygulanirsa

Vx&=¢(X) (3.14)

olarak bulunur. (3.13) ve (3.14) esitliklerinden (3.8) esitligi

(Vixany7) (Vi02) = (Vxg) (V) + Xn(Y) = (X, V)E,
(Vxn) (Y) = 9(¢(X),Y)) &)
= (0,((Vxn) (V) = 9(Vx&Y)) §)
= (0,0
elde edilir. Dolayisiyla M x R ¢arpim manifoldu para-Kaehlerian olur. m

Bu adimda hemen hemen parakontak metrik M manifoldu ile hemen hemen
parahermitian metrik M x R manifoldunun siniflar1 arasindaki iligkiler incelenirken
kullanilacak olan baz1 esitlikler verilmistir:

Keyfi A= (X,a%) € Vigin J(A) = A oldugundan
J(X,a4) = (p(X) + a&,n(X)L) = (X,al)
esitliginden
a=n(X), @X)=¢"(X) (3.15)
olur. p(X) = p2(X) ve p(Y) = ¢(Y) esitligini saglayan her X,Y € x(M) igin
9(p(X),Y) = g(¢*(X),Y) = g(X,9*(Y)) = g(X, oY) = —g(2(X),Y)
oldugundan
9(p(X),Y) = B(X,Y) =0 (3.16)

elde edilir. Benzer sekilde herhangi U = (X, a4) € H igin J(U) = —U oldugundan

? 7 dt

J (Xvadt) - (90<X) +af>77(X)%) - (X7adt)
esitliginden

a=-n(X), @X)=-¢"(X) (3.17)

9(0(X),Y) = —g(¢*(X),Y) = —g(X, *(Y)) = g(X, (Y)) = —g((X),Y)
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oldugundan

olarak bulunur.

g(p(X),Y)=d(X,Y)=0 (3.18)

Keyfi A = (X,a%) ,B = (Y, b%) ,C = (Z,c%) € V igin (3.10), (3.15) ve

(3.16) esitliklernden

Sagc (VaF) (B,C)

wr (x5 (45 (2:5)

e*{3d®(X,Y, Z) +2{a®(Y, Z) + b®(Z, X) + cP(X,Y)}
—2{adn(Y, Z) + bdn(Z, X) + cdn(X,Y)}}

e*{3d®(X,Y, Z)

=2{n(X)dn(Y, Z) + n(Y)dn(Z, X) +n(Z)dn(X,Y )}

e {B(X,Y,2)+B(Y,Z, X))+ B(Z,X,Y) (3.19)
—n(X)B(Y,§,2) + n(X)B(Z,&,Y)

—n(Y)B(Z,&, X) +n(Y)B(X, & Z)

—n(Z2)B(X.&Y) +n(Z2)B(Y. &, X)}

ve her U = (X,a%),V = (V,bd), W = (Z,c4) € H igin (3.10), (3.17) ve (3.18)

esitlikleri kullanilarak

Svvw (Vo F) (V,W)

olur.

3dF ( (X, a%) , (Y, b%) , (Z, c%) >

2 {3d0(X,Y, Z) + 2{a®(Y, Z) + b®(Z, X) + c®(X,Y)}
—2{adn(Y, Z) + bdn(Z, X) + cdn(X,Y)}}

e*7{3dd(X,Y, Z)

+2{n(X)dn(Y, Z) + n(Y)dn(Z, X) +n(Z)dn(X,Y)}}

e {B(X,Y, 2)+ B(Y,Z,X)+ B(Z,X,Y) (3.20)
—n(X)B(Y, €, 2) + n(X)B(Z.&,Y)

—n(Y)B(Z,& X) +n(Y)B(X, €, Z2)

—n(Z)B(X,&Y) +n(Z)B(Y, £, X)}

Keyfi A= (X,a%) €V icin (3.8), (3.15) ve (3.16) esitliklerinden
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(€)1 = (Fp) (2)
= ((Vx¢) (X) + (X)X 4+ aVxE — ap(X) — g(X, X)¢E,
(V) (X) = 9o, X)) 5
= ((Vxp) (X) +n(X)X +n(X)VxE —n(X)p(X) — g(X, X)E,

= (730 () 40000Vt (V) (1)) (3.21)

ve herhangi U = (X, a%) € H i¢in (3.8), (3.17) ve (3.18) esitlikleri kullamlarak

(F0) ©) = (FpragyT) (Xeof)
+ (X)X +aVx€ —ap(X) — g(X, X)E,
(

dt

(X)
(X) — g(p(X), X)) i)
(Vxp) (X) +n(X)X —n(X)Vx& +n(X)p(X) — g(X, X)¢E,

= (730 () = )Vt (T ()3 ) (3.22)

elde edilir.
Keyfi A= (X,a%) e V; U = (Y,b%),V = (Z,c%) € H igin ve (3.9), (3.15)
ve (3.17) esitliklerinden

(VaF) (U.V) = (V(xas)F) <(ijt) (Z c%))
= {(Vx®) (Y, 2) = n(Y) (Vxn) (Z) +1(Z) (Vxn) (V)
+1(Y) (9(p(X), Z) + 9(X, Z)) = n(Z) (9(¢(X),Y) + (X, Y))}
= B(X,Y,Z2) —n(Y)B(X, & ¢(2) +n(Z2)B(X, & (Y))
+2n(Y)g(X, Z) — 2n(Z)g(X,Y)}
= {BX, Y, Z) +n(Y)B(X, & Z) —n(Z)B(X,£,Y) (3.23)

+2n(Y)g(X, Z2) = 2n(2)9(X,Y)}

veher U= (X,al) e H; A= (Y,b%),B = (Z,ck) € Vign (3.9), (3.15) ve (3.17)
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esitliklerinden

(VoF) (A, B) = (Vx.a)F) ((ch‘;) (Z %))
= e {(Vx®) (Y, 2) +n(Y) (Vxn) (Z2) = n(Z) (Vxn) (Y)
+n(Y) (=9(p(X), Z) + 9(X, Z)) = n(Z) (=g(¢(X),Y) + g(X,Y))}
= B(X,Y,2) +n(Y)B(X, & 0(2)) = n(Z)B(X, & (Y))
+2n(Y)g(X, Z) — 2n(Z)9(X,Y)}
= {BXY.Z) +n(Y)B(X, & Z) —n(Z)B(X,,Y) (3.24)
+2(Y)g(X, Z) — 2n(Z)9(X,Y)}
olarak bulunur.
Herhangi U = (X, a) € H icin (3.12) ve (3.17) esitliginden (2n+2)—boyutlu

M x R ¢arpim manifoldu tizerindeki Lee formu

(W) = —SR((U))

_ %5F(U)

= lSF (X ai>
n dt
1 *
= —A0(X) = n(X)07°(§) +w(X) — 2nn(X)} (3.25)
ve keyfi A = (X, a%) €V igin (3.12) ve (3.15) esitliginden (2n + 2)—boyutlu M x R
carpim manifoldu tizerindeki Lee formu
_ 1-_ -
O(4) = —ﬁ(SF(J(A))

- LR

1-- d
= _EéF (X aa)
= {00X) +0(X)6°(€) + w(X) — 209(X)) (3.26)

olur.

Ayrica keyfi A = ( , dt) eVvelU = (Y, b%) € H igin (3.15) ve (3.17) esitligi
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kullanilarak
i) - i (xad). (vad))
= ¢*(9(X,Y) — ab)
= €”(g(X,Y) +n(X)n(Y)) (3.27)

elde edilir.
Herhangi U = (X,a4%) € H igin (3.9) ve (3.17) esitligi kullanilarak

Z (VaF) (U,U) = Z (VaF) (U, U)+ (Vi F) Uy, U)

= 3 L Blert ple e~ ple, X)
)8+ pled s — (e )
~2mn(X) + A€ €. X)
= {00~ 6 (X) +n(X)0(E) ~ n(X) ()} (3.28)

—2nn(X) + w(X)

ve keyfi A = (X, a) €V i¢in i¢in (3.9) ve (3.15) esitliginden

S (VoF) (A A) = 3 (Vo) (A d) + (Vo F) (Auir, 4)

= 3 Lt pled it pted, X)
W0B(es - leses + (6,9}
~2n(X) + BE.E,X)

= SO0 +6°(X) + n(XB(E) + (X (©)} (3.29)
~209(X) + w(X)

esitlikleri elde edilir.

Yukarida elde edililen egitlikler yardimiyla M manifoldunun ait oldugu siniflar
ile konformal deformasyonlu M x R hemen hemen parahermitian manifoldunun ait
oldugu smiflar arasindaki iligkiler agagidaki teoremlerle verilmistir.

Teorem 3.2. M hemen hemen parakontak metrik manifoldu G, sinifindan ise
M x R hemen hemen parahermitian metrik manifoldu W5 ® W, W, & Wy simifindan

olur.
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Kanat. M manifoldu G, smifindan olsun. p(X) = ¢*(X), o(Y) = p2(Y), ¢(Z) =
©*(Z) esitliklerini saglayan keyfi X, Y, Z vektor alanlar igin g(X, o(Y)) = g(X, p(Z)) =
9(p(X),e(Y)) = g(p(X),o(Z)) = 0 oldugundan G; smifinin tanimlama bagimtisin-
dan B(X,Y, Z) = 0 ve £, G siifinda parelel oldugundan (X, ¢, Z) = 0 elde edilir.
Boylece (3.19) esitligi

SABC (?AF) (B,O) =0

olur ve (1) kosulu saglanir. p(X) = ¢*(X) esitligini saglayan her X € y(M) ve
keyfi Z € x(M) i¢in G smifinin tamimlama bagintisindan

g((VX(p)(X>7Z) = 5(X7X7 Z)
= s X, (X)0(e(2)) — 9(X, 0(2))0((X))
—9(0(X), o(X))0(*(2)) + g(@(X), p(2))0(* (X))}

= s l9(e(X), 2)0((X)) — g(¥*(X), 2)0(p(X))}

— 0
olarak bulunur. Buradan

(Vxp) (X) =0 (3.30)
elde edilir. Ayrica G; smufinda & parelel (Vxn)(X) = Vx& = 0) oldugundan ve
(3.30) esitliginden (3.21) esitligi
(VaT) (4) = ((Vx) (X) +n(X) V€, (Vxn) (X)) = (0,0)

olur ve (2) kosulu saglanir. A = (5 , %) LU = (f , —%) alindiginda (3.23) esitliginden

(VaF) (U,V) = 0’dir. Ancak (3.25) ve (3.27) esitliginden
OV, V) — B(V)R(A, U = %6209(2)

olarak bulunur. G; smifinda ¢(Z) = —p?(Z) esitligini saglayan her Z € (M)
icin 6(Z) = 0 olmadigi Ornek 4.20’de gosterilmistir. Bu nedenle M manifoldu G,
smifinda iken M x R manifoldu tizerindeki yap: (3) kosulunu saglamaz. G, sinifinda
¢ parelel(6(¢) = 0*(¢) = 0) ve n, 1’den biiyiik pozitif tam say1 oldugundan (3.28)

esitliginde U = (&, —%) alinirsa

S™ (VA F) (0,U) = =20 40
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esitligi elde edilir. Bu durumda (4) kosulu saglanmaz.

o(X) = =% X), p(Y) = —¢*(Y) ve p(Z) = —p*(Z) esitliklerini saglayan
keyfi X,Y,Z vektor alanlarn igin g(X,o(Y)) = g(X,¢o(Z)) = g(p(X),e(Y)) =
9(p(X),¢(Z)) = 0 oldugundan G; smifinin tamimlama bagmtisindan 5(X,Y, Z)
bulunur. Ayrica G; simfinda 5(X, ¢, Z) = 0 oldugundan (3.20) esitligi

SUVW (?UF) (V, W) =0

olur ve (5) kogulu saglanir. p(X) = —?(X) esitligini saglayan keyfi X € (M) ve
herhangi Z € x(M) igin

9(Vxp)(X),Z) = B(X,X,2)
= 5o 19X, 0(X)0(p(2)) = 9(X, 0(2))0(p(X))
—9(p(X), p(X))0(*(2)) + g(p(X), p(2))0(¢*(X))}
= s 9(e(X), 2)0(0(X)) + g(£*(X). Z)0(p(X))}
= 0

oldugundan
(Vxe)(X) =0 (3.31)

elde edilir. G; smifinda (Vxn) (X) = Vx& = 0 oldugundan ve (3.31) esitliginden
(3.22) esitligi

(Vo) (U) = (V) (X) = n(X) V&, (V) (X)) = (0,0)

oldugundan (6) kosulu saglanms olur. U = (£, —%), A = (¢, %) olarak alindiginda
(3.24) esitligi (VyF) (A, B) = 0'dir. Ancak G smifinda ¢(Z) = ¢*(Z) esitligini
saglayan her Z € (M) icin 6(Z) = 0 olmak zorunda degildir (bakiniz Ornek 4.28).

Bu durumda (3.26), (3.27) esitliklerinden

O(B)(U, A) — B(AVR(U, B) —%62"9(2)

oldugundan M manifoldu G; smifinda iken M x R manifoldu iizerindeki yap1 (7)
kosulunu saglamaz. G; smifinda 6(§) = 6*(£) = 0 oldugundan ve (3.29) esitliginde
A= (¢, %) olarak alindiginda
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esitligi elde edilir. Bu durumda (8) kogulu saglanmamis olur.

Sonug olarak M manifoldu G; siifinda oldugunda M x R manifoldu {izerin-
deki yapr (3), (4), (7) ve (8) kosullarim saglamadigindan M x R hemen hemen
parahermitian manifoldu W3 & W, & W, @& Wy smifindan olur. O

Sonug 3.3. Eger M manifoldu Gi simmifindan ise M x R hemen hemen para-

hermitian manifoldu W, & W5 @& Wy smifindan olur.
Kanit. € G} smifindan oldugundan (XY, Z) = —8'(p(X),Y, Z) kosulu sagla-
nir. p(X) = ¢*(X), oY) = —p*(Y) ve o(Z) = —p*(Z) esitligini saglayan keyfi
X,Y, 7 vektor alanlar i¢in G; smifinin tamimlama bagintisindan 8Y(X,Y, Z) =
B p(X),Y, Z) oldugundan $'(X,Y, Z) = 0 olur. Buradan (3.23) esitligi

(VaF) (U, V) = 2e*{n(Y)g(X, Z) — n(Z)g(X,Y)} (3.32)

elde edilir. Gi smifinda o(Y) = —p?(Y) ve p(Z) = —p*(Z) esitligini saglayan her
Y, Z € x(M) igin (YY) = 0(Z) = 0 oldugundan (3.25) ve (3.27) esitliginden

OU)M(A, V) = O(V)h(A,U) = 2¢*{n(Y)g(X, Z) = n(Z)g(X,Y)}  (3.33)

olur. (3.32) ve (3.33) esitliklerinden (3) kosulu saglanir. Buradan M x R manifoldu
Wy & Wy @ Wy simifindan olur. O

Sonug 3.4. Eger M hemen hemen parakontak metrik manifoldu G? simfindan

ise M x R manifoldu W3 & W, @& Wg simifindan olur.
Kamit. € G? smifindan oldugundan (XY, Z) = 8(¢(X),Y, Z) kosulu saglanir.

0(X) = —%(X), oY) = 0*(Y) ve ¢(Z) = ©*(Z) esitligini saglayan keyfi X,Y, 7
vektor alanlart igin G; simifinin tanmimlama bagintisi kullamldiginda $'(X,Y, Z) =

—BY¢(X),Y, Z) bulunur. Buradan 8'(X,Y,Z) = 0 olur. (3.24) esitliginden
(VuF) (4, B) = 2e{n(Y)g(X, Z) — n(Z)g(X,Y)} (3.34)

elde edilir. Ayrica G? smifinda p(Y) = ¢*(Y) ve ¢(Z) = ¢*(Z) esitligini saglayan
herhangi Y, Z € x(M) icin (Y) = 6(Z) = 0 oldugundan (3.26) ve (3.27) esitliginden

O(B)MU, A) — O(A)h(U, B) = 2¢*"{n(Y)g(X, Z) —n(Z)g(X,Y)}  (3.35)

elde edilir. (3.34) ve (3.35) esitliklerinden (7) kosulu saglanir ve M x R manifoldu
W3 & W, @ Wy smifindan olur. O

Teorem 3.5. M manifoldu Gy sinifindan ise M x R hemen hemen paraher-

mitian metrik manifoldu W3 & W, & W, & Wy smifindan olur.
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Kanat. M manifoldu Gy smifindan olsun. ¢(X) = (X)), p(Y) = @*(Y) ve ¢(Z) =
©*(Z) esitliklerini saglayan keyfi X, Y, Z vektor alanlar igin ve G, simfinda 3(X, €, Z) =

0 oldugundan G sinifinin tanimlama bagintisindan

BX,Y,Z) = —Blp(X),e(Y),Z)
= —B*(X),¢*(Y),2)
(

bulunur. Buradan
B(X,Y,Z) = (3.36)
elde edilir. (3.36) esitliginden ve Gy smifinda & parelel oldugundan (3.19) esitligi
Sagc (VaF) (B,C)=0

olur ve (1) kosulu saglanir. p(X) = p*(X) esitligini saglayan keyfi X € y(M) ve
her Z € x(M) igin
9(Vxp)(X),2) = B(X, X, Z)
= —Blp(X),¢(X), 2)
= =B (X), ¢*(X), 2)
= A =n(X)&X —n(X)E 2)
= —08(X,X,2)
(

= —9((Vxp)(X),2)

elde edilen egitlikten
(Vxe)(X) =0 (3.37)

olarak bulunur. G smifinda (Vxn) (X) = Vx& = 0 oldugundan ve (3.37) esitligin-
den (3.21) esitligi

(VaT) (4) = ((Tx) (X) + n(X) V€, (V) (X)) = (0,0)

olur ve (2) kosulu saglanmig olur. p(X) = p*(X), p(Y) = —@*(Y) ve p(Z) =

28



—*(Z) esitliklerini saglayan her XY, Z vektor alanlar icin (3.23) esitliginden

(vAF) (U7 V) = 620{5()(7 Y7 Z) + n(Y)ﬂ(Xvéu Z) - 77<Z)5<X757 Y)
+2n(Y)g(X, Z) — 2n(Z2)9(X,Y)}
= P{BXY.Z) +2:(Y)9(X, Z) - 20(Z)g(X,Y)} (3.38)

olur. G, simifinda £ parelel ve keyfi X vektor alani igin 6(X) = 0 oldugundan (3.25)
esitliginden

OU) =2(Y), O(V)=2n(2) (3.39)

elde edilir. (3.27) ve (3.39) esitliginden

OWU)(A, V) —O(V)h(AU) = 22 n(Y){g(X,Z) +n(X)n(Z)}
—2e*n(Z){g(X,Y) +n(X)n(Y)} (3.40)
= 2" {n(Y)g(X,Z) —n(Z)g(X,Y)}

olur. Ayrica G, simifinda ¢*(X) = p(X), @*(Y) = —p(Y) ve 9*(Z) = —p(Z) esit-
liklerini saglayan keyfi X, Y, Z vektor alanlar i¢in S(X,Y,Z) = 0 olmak zorunda
degildir (bakiniz Ornek 4.18). Buradan (3.38) ve (3.40) esitliklerinden (3) kogulu-
nun saglanmadigr goriiliir. G, simfinda 6(¢) = 6*(¢) = 0 oldugundan U = (£, —4)

alinirsa (3.28) esitligi

olur ve (4) kogulu saglanmaz.
o(X) = —¢*(X), oY) = —*(Y) ve o(Z) = —p?(Z) esitliklerini saglayan
herhangi XY, Z vektor alanlar i¢gin Gy simifinda 5(X, &, Z) = 0 oldugundan ve G,

sinifinin tanimlama bagintisindan

BX.Y,Z) = —B(p(X),e(Y),Z)
= —B*(X),¥*(Y),2)
(
(

= —B(X —nX)EY —n(Y), Z)
— —B(X,Y,2)

bulunur. Buradan

B(X,Y,Z) =0 (3.41)
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olur. (3.41) egitliginden ve Go simifinda & parelel oldugundan (3.20) esitligi

Suvw (?UF) (‘/, W) =0
oldugundan (5) kosulu saglanir. ¢(X) = —¢?(X) esitligini saglayan keyfi X € x (M)
ve her Z € x(M) i¢in

g(Vxp)(X),Z2) = B(X.X,Z)
= —B(p(X),p(X),2)
= —B(p*(X),p*(X), 2)
= —BX —n(X)§ X —n(X)E Z)
= —B(X,X,2)
= —g9((Vxp)(X),2)

elde edilen egitlikten
(Vxe)(X) =0 (3.42)
sonucu elde edilir. G, smifinda £ parelel oldugundan ve (3.42) esitliginden (3.22)
esitligi
(Vud) (©) = (V) (X) ~ n(X) V€. (V) (X) 4) = (0,0)
olur ve (6) kosulu saglanir. p(X) = —p*(X), p(Y) = @*(Y),p(Z) = ©*(Z) esitli-
gini saglayan her X, Y, Z vektor alanlar i¢in Gy smifinda S(X,Y, Z) = 0 olmadig
Ornek 4.26°da gosterilmistir. (3.24) esitliginden
(Vo) (AV) = e {A(X,Y,Z) +n(Y)B(X.€, Z) - n(Z)B(X,,Y)
+29(Y)g(X, Z) — 29(Z)9(X,Y)}

= {BX,Y.Z) +20(Y)9(X, Z) — 29(Z2)g(X,Y)} (3.43)

olur. G, smifinda 6*(§) = 0 ve keyfi X vektor alani i¢in 6(X) = w(X) = 0 oldugun-

dan (3.26) esitliginden

6(4) = -2:(Y), O(B)=-2n(Z) (3.44)

30



elde edilir. (3.27) ve (3.44) esitliginden

O(B)hU,A) —O(A)h(U,B) = —2¢*n(Z){g(X,Y) +n(X)n(Y)}
+2e* (Y ){g(X, Z) + n(X)n(Z)} (3.45)

= 2" {n(Y)g(X,Z) —n(Z)g(X,Y)}

bulunur. Boylece (3.43) ve (3.45) esitliklerinden (7) kosulu saglanmaz. Gy siifinda
¢ parelel oldugundan (3.29) esitliginde A = (¢, %) alimirsa

> (Vo F) (A A) = =20 #0

olur ve (8) kosulu saglanmaz.
Sonug olarak M hemen hemen parakontak metrik manifoldu G, simifinda ol-
dugunda M x R iizerindeki yap: (3), (4), (7) ve (8) kosullarini saglamadigindan

M x R carpim manifoldu W5 & Wy & W7 & Wy siifindan olur. O
Sonug 3.6. Eger M manifoldu G! simifindan ise M x R carpim manifoldu

Wy @ Wy @ Wy simifindan olur.

Kamit. § € G smfindan olsun. Bu durumda $%(X,Y, Z) = —3%(¢(X), Y, Z) kosulu

saglanir. p*(X) = p(X), @*(Y) = —p(Y) ve p*(Z) = —p(Z) esitliklerini saglayan

her XY, Z vektor alanlar i¢in Gy ve G) siifininin tanimindan

BX Y. Z) = —B(e(X),Y, 2)
= Be(X)%Y,Z)
= —BX =n(X)EY, 2)
= —p(X,Y,2)
elde edilir. Buradan 5(X,Y, Z) = 0 olur. Dolayisiyla (3.38) ve (3.40) esitlikleri sag-
landigindan (3) kosulu saglanir ve M x R hemen hemen parahermitian manifoldu

W, & Wy @ Wy smifindan olur. O
Sonug 3.7. Eger M manifoldu G2 smifindan ise M x R carpim manifoldu

Ws @ W, & Wy simifindan olur.

Kamit. B € G3 smifindan olsun. Bu durumda 82(X,Y,Z) = %(p(X),Y, Z) kosulu

saglanir. p?(X) = —p(X), Q*2(Y) = o(Y) ve p?(Z) = ¢o(Z) esitliklerini saglayan
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keyfi X,Y, Z vektor alanlar icin Gy ve G3 siifinimin tanimindan

BX.Y.Z) = Be(X),Y,Z)
= —B(¥*(X),Y,Z)
= —BX =n(X)S,Y, Z)
= —B(X,Y,2)
elde edilir. Buradan §(X,Y, Z) = 0 olur. Dolayisiyla (3.43) ve (3.45) esitliklerinden
(7) kosulu saglanir ve M x R garpim manifoldu W5 & W, @ Wy simifindan olur. [
Teorem 3.8. M hemen hemen parakontak metrik manifoldu G sinifindan ise
M x R hemen hemen parahermitian metrik manifoldu W7 & W, & W5 @ Wy sinifindan
olur.
Kanat. M manifoldu G3 smifindan olsun. ¢(X) = p*(X), p(Y) = @*(Y) ve ¢(Z) =
©*(Z) esitliklerini saglayan keyfi X, Y, Z vektor alanlari igin G3 siifinda (XY, Z) =
0 olmak zorunda degildir (bakimiz Ornek 4.14). Ayrica G3 smifinda 3(X, €, Z) = 0
oldugundan ve Gz smifinin tanimindan (3.19) esitligi
Sapc (VaF) (B,C) = e{B(X,Y,2)+B(Y,Z,X)+B(Z,X,Y)}
= B(X,Y, Z) - BV, X, Z) — (X, Z,Y)}
— 3¢¥B(X,Y, 7)
# 0
bulunur. Buradan (1) kogulu saglanmaz. ¢(X) = ©*(X) esitligini saglayan keyfi
X € x(M) ve her Z € x(M) igin

g ((VXQO)(X)7 Z) = 6(X7 X, Z) = _ﬁ(X7X7 Z) =g ((VX90)<X)7 Z)
elde edilen egitlikten
(Vxp)(X) =0 (3.46)

olur. Ayrica G3 sinifinda ¢ parelel((Vxn) (X) = Vx& = 0) oldugundan ve (3.46)
esitliginden (3.21) esitligi

(VaT) (4) = (Vx) (X) + n(X) V€, (Vxn) (X)) = (0,0)

olarak bulunur ve (2) kogulu saglanmig olur. p(X) = p?(X), oY) = —p*(Y) ve
©(Z) = —p*(Z) kogullarim saglayan herhangi X,Y,Z vektor alanlan i¢in G uzay1
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tanimi kullanilarak ve Gs simifinin tanimlama bagintisindan

B(X,Y,Z) = —B(Y,X,Z2)
= =B, o(X),¢(2)) = n(X)B(Y.& Z) + n(Z)B(Y, £, X)
= B, ¢*(X),¢*(2))
= B, X —n(X)§,Y —n(Y)E)
= B(Y,X,2)
= —B(X,Y,2)

olur. Buradan
B(X,Y,Z)=0 (3.47)

elde edilir. (3.47) esitliginden ve Gz smufinda B(X,€,Z) = 0 oldugundan (3.23)
esitligi

(VAF) (U V) = 2¢7 {n(Y)g(X, Z) = n(Z)g(X,Y)} (3.48)

olur. G3 smifinda 6*(§) = 0 ve keyfi X € x(M) i¢in 6(X) = w(X) = 0 oldugundan
(3.25) esitliginden

OU) =2(Y), O(V)=2n(2) (3.49)

olarak bulunur. (3.27) ve (3.49) esitliginden

OU)MA, V) —=O(V)W(AU) = 2e*n(Y){9(X,Z) +n(X)n(Z)}

—2e*"n(Z){g9(X,Y) + n(X)n(Y)}
= 2e{n(Y)g(X,Z) —n(Z)g(X,Y)} (3.50)

olur ve (3.48) ve (3.50) esitliklerinden (3) kogulu saglanir. Gy smifinda & parelel
oldugundan U = (&, —4) alimrsa (3.28) esitligi

n+1

S™ (VA F) (0,U) = =200

i=1
bulunur. Boylece (4) kogulu saglanmaz.

Keyfi X, Y, Z vektor alanlar igin p(X) = —p*(X), o(Y) = —*(Y) ve o(Z) =
—p%(Z) icin Ornek 4.22’den G smifinda B(X,Y, Z) = 0 olmak zorunda degildir.

33



Ayrica Gy smifinda (X, €, Z) = 0 oldugundan Gz simifinin tanimindan (3.20) esitligi

Svvw (VoF) (V,W) = @ {8(X.Y.2)+ B(Y. Z.X) + B(Z, X,V )}
— 2 {B(X,Y,Z) - BV, X, Z) - B(X, Z,Y)}
— 3e2(X,Y, 2)
# 0
olur. Dolayisiyla (5) kosulu saglanmaz. p(X) = ¢*(X) esitligini saglayan her X €
X(M) ve keyfi Z € x(M) igin

g ((VXSO)(X)a Z) = ﬁ(Xv X, Z) = —ﬁ(X,X, Z) =g ((VXSD)(X)v Z)
elde edilen esitlikten
(Vxe)(X) =0 (3.51)

bulunur. G3 smifinda & parelel oldugundan ve (3.51) esitliklerinden (3.22) esitligi

(Vo) (U) = ((Vx9) (X) = n(X) V&, (Vxn) (X)) = (0,0)
olarak bulunur. Bu durumda (6) kogulu saglanir. p(X) = —p?(X), o(Y) = ©*(Y)
ve o(Z) = ¢*(Z) esitligini saglayan her XY, Z vektor alanlar igin G uzay1 tanim
kullanilarak ve (3 sinifinin tanimlama bagintisindan
BX,Y,Z) = —pY,X,Z)

= =B, 0(X),0(2)) =n(X)B(Y, &, Z2) +1(2)5(Y, € X)

= B, ¢*(X),¢*(2))

= BV, X =n(X)&Y —n(Y)E)

= Y, X,2)

= —BX.Y, 2)

olur. Buradan
B(X,Y,Z)=0 (3.52)

elde edilir. (3.52) esitliginden ve Gy smifinda simfinda £ parelel oldugundan (3.24)
esitligi

(VuF) (A, B) = e*{2n(Y)g(X,Z) - 2n(Z2)g(X,Y)} (3.53)

olur. Gy smifinda 6*(¢) = 0 ve keyfi X € x(M) igin 6(X) = w(X) = 0 oldugundan
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(3.26) esitliginden
6(4) = ~20(Y), O(B) = ~20(2) (354

elde edilir. (3.27) ve (3.54) esitliklerinden

O(B)h(U, A) — ©O(A)n(U,B) = —2e*n(Z){g(X,Y) +n(X)n(Y)}
+2e*n(Y){9(X, Z) + n(X)n(Z)}
= 2e{n(Y)g(X,Z) —n(Z)g(X,Y)} (3.55)

olur. Boylece (3.53) ve (3.55) esitliklerinden (7) kosulu saglanir. G simfinda 0(&) =
0*(¢) = w(§) = 0 oldugundan A = (¢, ) alimrsa (3.29) esitligi
n+1

> (Vo F) (A, A) = —2n#0

i=1
olarak bulunur ve (8) kosulu saglanmaz.
Boylece M manifoldu G3 sinifindan ise M x R ¢arpim manifoldu Wy, & W, &

Ws @& Wy simifindan olur. O
Sonug 3.9. Eger M manifoldu G simfindan ise M x R ¢arpim manifoldu

Wy ® Wy @ Wg stmifindandir.
Kanit. § € G} simfindan olsun. Bu durumda 33(X,Y, Z) = —33(p(X), Y, Z) esitligi

saglanir. X,Y ve Z vektor alanlar igin ¢(X) = 0*(X), o(Y) = @*(Y) ve ¢(Z) =

©*(Z) ise G3 ve G} smifininin tanimindan

BX.Y.Z) = —B(p(X),Y.Z)
= —B¥*(X),Y.2)
= —BX —n(X)EY, 2)
— —B(X,Y,Z)

elde edilen esitlikten (X, Y, Z) = 0 olur. Buradan
Sapc (VaF) (B,C) =3e*B(X,Y,Z) =0

elde edilir. Bu durumda (1) kogulu saglanir ve M xR ¢arpim manifoldu Wy W5®d Wy

siifindan olur. O

Sonug 3.10. Eger M manifoldu G2 smifindan ise M X R hemen hemen para-

hermitian manifoldu W; & W, @ Wy smifindan olur.
Kanit. § € G3 simifindan olsun. Bu durumda 33(X,Y, Z) = 82(p(X),Y, Z) esitligi

saglanir. o(X) = —p%(X), (V) = —*(Y) ve o(Z) = —p?(Z) esitliklerini saglayan
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herhangi X, Y, Z vektor alanlar igin G3 ve G2 smifininin tanimlama bagmtisindan

B(X,Y,Z) = Ble(X),Y,Z)
= —B(¥*(X),Y.2)
= —BX —n(X)§Y,2)
= —B(X.Y,2)

elde edilen esitlikten 5(X,Y, Z) = 0 olur. Buradan
SUVW (?UF) (‘/, W) = 3620ﬁ(X, Y, Z) =0

oldugundan (5) kogulu saglanir ve M x R ¢arpim manifoldu W, @& W, & Wy simifindan

olur. O
Teorem 3.11. M manifoldu G4 sinifindan ise M x R manifoldu Wy & W, @

We @ Wyg smifindan olur.
Kamit. M manifoldu G4 smifindan olsun. ¢(X) = ¢*(X), p(Y) = @*(Y) ve ¢(Z) =

©*(Z) esitligini saglayan keyfi X, Y, Z vektor alanlari i¢in G4 sinifi tanmmmindan (3.19)
esitligi
Sunc (VaF) (B,C) = e@{B(X,Y,Z) + B(Y, Z,X) + B(Z,X,Y)}
= GQUGXyzﬂ(X, Y, Z)
= 0
olarak bulunur. Dolayisiyla (1) kosulu saglanir. G4 simifinda p(X) = ¢?(X) esitligini

saglayan her X vektor alani i¢in (Vx¢p) (X) = 0 olmak zorunda degildir (bakiniz
Ornek 4.16). G, simfinda € parelel oldugundan (3.21) esitligi

(a7) (4) = (Tx0) (X) + 0(X) V&, (Vo) (X)) = (Vo) (X),0) £ (0,0)

elde edilir. Boylece (2) kosulu saglanmaz. Ayrica o(X) = p?(X), (V) = —¢*(Y) ve
©(Z) = —p*(Z) esitligini saglayan herhangi X, Y, Z vektor alanlan i¢in G uzaymm

tanimlama bagintisi kullanilarak G4 smifi tanimindan

BY.Z,X) = B(Y,0(2),0(X)) +n(2)B(Y,£, X) —n(X)B(Y.§, Z)
= B, ¢*(2),p*(X))
= —BY.Z—n(2)§ X —n(X)E)
= —B(Y,Z,X)
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bulunur. Buradan

BY,Z,X) =0 (3.56)
olur. Benzer sekilde

B(Z,Y,X) =0 (3.57)
elde edilir. G4 sinifi tanimi kullanilarak (3.56) ve (3.57) esitliginden

B(X,Y,Z) =0 (3.58)
olur. G4 smifi £ parelel oldugundan ve (3.58) esitliginden (3.23) esitligi

(VA) (U.V) = 26 {n(Y)g(X, Z) = n(Z)g(X. 1)} (3.59)

olarak bulunur. Ayrica p(Y) = —p?(Y) icin esitligini saglayan keyfi Y vektor alam
i¢cin G uzay1 tamimindan S(¢(Y), e;, ¢(e;)) = 0 olur. G uzay1 ve G4 simufi tanimindan

Blew ple), (V) = Blplen), e, (V) = Blplen), p(e:),Y) = Bles e, Y) =0

elde edilir. Buradan (YY) = 0 elde edilir. G4 smifinda & parelel ve §(Y) = 0 oldu-
gundan (3.25) esitligi

OU) =2(Y), O(V)=2n(2) (3.60)

olur. (3.27) ve (3.60) esitliklerinden

O(U)h(A, V) = O(V)W(AU) = 27 {n(Y)g(X,Z) —n(Z)g(X,Y)} (3.61)

elde edilir. (3.59) ve (3.61) esitliklerinden (3) kosulu saglanir. G4 smifinda 6(¢) =
0*(¢) = w(§) = 0 oldugundan U = (§, —4) almrsa (3.28) esitliginden

n+1

> (VaF) (U,U) =—2n#0

i=1
olur. Boylece (4) kosulu saglanmamig olur.

o(X) = =% X),p(Y) = —=p2(Y) ve p(Z) = —¢*(Z) esitligini saglayan her
X, Y, Z vektor alanlar igin G4 smuifi tanimindan (3.19) esitligi

SUVW (vUF) (V7 W) = 620{5()(7 Y? Z) +B(Y7 Z7X) +ﬁ(Z7X7 Y)}
= 6GxyzB(X,Y, Z)
=0
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olur ve (5) kosulu saglanir. G4 simifinda p(X) = —¢*(X) esitligini saglayan her X
vektor alani icin (Vxg) (X) = 0 olmadigi Ornek 4.24’de gosterilmistir. G4 siifinda
¢ parelel oldugundan (3.22) esitligi

(F0d) (©) = ((Txe) (X) = n(X) V& (Vxn) (X)) = (Vo) (X),0) # (0,0)

olarak bulunur. Dolayisiyla (6) kosulu saglanmaz. p(X) = —p?(X), p(Y) = ¢*(Y)
ve p(Z) = ©*(Z) esitligini saglayan herhangi X, Y, Z vektor alanlar icin G uzaymimn

tanimlama bagintisi kullanilarak G4 siifi tanimindan

BY.Z,X) = B(Y,0(2),o(X)) +n(2)B(Y,&, X) —n(X)B(Y,, Z)
= =B, ¢*(Z), p*(X))
- _B<Y7Z _U(Z)&X 2 U(X)é)

= (Y, Z.X)
bulunur. Buradan
Y, Z,X)=0 (3.62)
olur ve benzer sekilde
B(Z,Y,X)=0 (3.63)

elde edilir. G4 simfi tanimi kullamlarak (3.62) ve (3.63) esitliginden
B(X,Y,Z) =0 (3.64)
olur. G4 smifi ¢ parelel oldugundan ve (3.64) esitliginden (3.24) esitligi
(VuF) (A, B) = 2e*{n(Y)g(X,Z) —n(Z)g(X.Y)} (3.65)
olarak bulunur. Ayrica o(Y) = ¢?(Y) igin esitligini saglayan keyfi Y vektor alam
i¢cin G uzay1 tammmindan 5(¢(Y), e;, p(e;)) = 0 olur. G uzay1 ve G4 sinifi tanimindan
Blei,plei), (V) = Ble(ei), e, (V) = Blei, e, Y) — Blep(ei), p(ei),Y) =0

elde edilir. Buradan 6(Y) = 0 elde edilir. G4 smfinda & parelel ve 8(Y) = 0 oldu-
gundan (3.25) esitligi

O(4) = —29(Y). O(B) = —2n(Z) (3.66)
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olur. (3.27) ve (3.66) esitliginden
O(B)h(U, A) = OA)MU, B) = —2e*n(Z){g(X,Y) +n(X)n(Y)}

+2e* (Y ){g(X, Z) + n(X)n(Z)}
= 2" {n(Y)g(X,Z) —n(Z)g(X,Y)} (3.67)

elde edilir. (3.65) ve (3.67) esitliginden (7) kogulu saglanir. G4 simifinda 6(§) =
0*(&) = w(§) = 0 oldugundan A = (&, %) alinirsa (3.29) esitligi

olur. Boylece (8) kosulu saglanmamig olur.
Boylece M manifoldu G4 siifindan oldugunda M x R ¢arpim manifoldu W5 &
Wi ® W @ Wy simifindan olur. O
Sonug 3.12. Eger M manifoldu G} smifindan ise M x R ¢arpim manifoldu
W, & We @& Wy simifindan olur.
Kamit. € G} simfindan olsun. p(X) = ¢*(X) esitligini saglayan X vektor alan

icin G4 ve G} smifininin tanimlama bagintisindan

X, X,Z) = —B(p(X),X,2Z)
= —Bp*X )X Z)
= —BX —n(X)¢ X, 2)
= —B(X,X,Z)

elde edilen esitlikten 5(X, X, Z) = 0 olur. Buradan (3.21) esitligi

(Val) (4) = ((Vxe) (X) +0(X)VxE (Vxn) (X)) = (0,0)

olur ve (2) kogulu saglanir. Dolayisiyla M x R ¢arpim manifoldu Wy & Ws @ Wy

sinifindan olur. O]

Sonug 3.13. Eger hemen hemen parakontak M manifoldu G% simfindan ise

M x R ¢arpim manifoldu Wy & Wy @ Wy siifindan olur.
Kamit. 8 € G2 smifindan olsun. o(X) = —p?(X) esitligini saglayan X vektor alani
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icin G4 ve G% smifininin tanimlama bagintisindan

BX. X, Z) = Ble(X),X,2)
= —B(¢*(X), X, Z)
= —B(X -n(X)§ X, 2)
— —B(X,X,Z)

elde edilen esitlikten 5(X, X, Z) = 0 olur. Buradan (3.22) esitligi

(Vo) (@) = (V) (X) = n(X)VE (Vn) (X)) = (0,0)

olur ve (6) kogulu saglandigindan M x R garpim manifoldu W5 & W, & Wy simfindan
olur. O

Teorem 3.14. M hemen hemen parakontak metrik manifoldu Gy sinifindan

ve 0(&) # 2n ise M x R ¢arpim manifoldu W, @ Wy smifindan olur.
Kamit. M manifoldu G5 smifindan olsun. ¢(X) = ¢*(X), p(Y) = @*(Y) ve ¢(Z) =

©*(Z) esitliklerini saglayan keyfi X,Y, Z vektor alanlar icin
9(p(X),0(Y)) = g(e(X),o(Z)) = 0 oldugundan ve G5 sinifi tanimindan 5(X,Y, Z) =
B(X, €, Z) =0 elde edilir ve (3.19) esitligi

SABC (?AF) (B,C) =0

olur. Bu duurmda (1) kosulu saglanir. ¢(X) = ©?(X) esitligini saglayan her X
vektor alani i¢in g(p(X), ¢(X)) = 0 oldugundan ve keyfi Z € x(M) igin G5 simfi

tanimindan

g<<vX§0)<X)7Z) = 6(X7X7 Z)

elde edilen egitlikten

- n(X)e(X) (3.68)
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olur. Ayrica

= g(p(X), 0(2))
— —494(¢(x),2)

2n

= —g(p(X),2)

esitliginden
(Vxp)©) = ~ 2 e(x) (3.69)
elde edilir. (3.69) esitliginin her iki tarafina ¢ uygulanirsa
vie=28o(x) (3.10)
olur. G5 sinifi tamimlama bagintisindan
(Van)(X) = B & 0(X) = Dgox) (X =0 37

bulunur. (3.68), (3.70) ve (3.71) esitliklerinden (3.21) esitligi

(Va7) (4) = ((Tx) (X) + n(X) V€, (Vn) (X)4) = (0,0)

elde edilir. Béylece (2) kosulu saglanmig olur. o(X) = ©*(X),o(Y) = —p*(Y) ve
©(Z) = —¢*(Z) esitligini saglayan herhangi XY, Z vektor alanlar i¢in Gz smifi
tanimindan

0(¢)

olur. (3.72) egitliginden ve G5 smifi tanimindan (3.23) esitligi

(VAF)(U,V) = @ {8(X,Y,2) +n(¥)B(X.€, Z) — n(Z)B(X.£,Y)
F2(Y)g(X, Z) — 20(Z)g(X, V)
= ¥{B(X,Y,2)
) () g(0(X), 0(2) — 1 D)glp(X), o)}

2n
4n
= ¥{28(X,Y,Z) - %B(X, Y, Z)}

2n
3

+

= 2e¥B(X,Y, Z2){1 - m} (3.73)
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elde edilir. Gy simfinda keyfi X € x (M) i¢in 0*(X) = w(X) = 0ve (X)) = n(X)0(¢)
oldugundan (3.25) egitliginden

ow) = o™y o). o) = w2 vz
elde edilir. (3.27) ve (3.74) esitliginden

O(U)h(A, V) —O(V)h(A,U)

= 20 (o) 20 ) 006, 2) + 02}
2 (@)™ 20(2)) 1) +nCOn)

— 262(7@{_77(}/)9()(7 Z)+n(Z)g(X,Y)}

+2ne”{n(Y)g(X, Z) —n(Z)g(X,Y)}

_ 20 . 202_n
= 4e”[(X,Y,Z) — 2ne 5 (X,Y,Z)

2e*?B(X,Y, Z) {1 — %} (3.75)

bulunur. Dolayisiyla (3.73) ve (3.75) esitliklerinden (3) kogulu saglanir. G5 simifinda
0(&) # 2n,0%(&) = w(€) = 0 oldugundan (3.28) esitliginde U = (¢, —

4) alimirsa

Z (VA F) (U, U) =6(§) —2n#0

olur. Boylece (4) kosulu saglanmamig olur.

P(X) = —*(X),0(Y) = —p*(Y) ve p(Z) = —p?(Z) esitligini saglayan her
X, Y, Z vektor alanlar i¢in g(p(X),o(Y)) = g(¢(X), ¢(Z)) = 0 oldugundan ve Gj
siift tanmmindan S(X,Y, Z) = B(X, &, Z) = 0 olur ve (3.20) esitliginden

Spvw (Vo F) (V,W) =0

elde edilir. Dolayisiyla (5) kosulu saglanir. p(X) = —p?(X) esitligini saglayan keyfi
X vektor alani igin g(p(X), p(X)) = 0 oldugundan ve keyfi Z € x(M) igin G5 simfi

tamimindan

g(Vxp)(X),2) = B(X.X,Z)
= %9 1n(X)g(p(X), 0(2)) = n(Z)g(p(X), p(X))}
= —Zn(X)g(s?
= 2n(X)g(p(X
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esitliginden
(Vxe)(X) = —==n(X)e(X) (3.76)

elde edilir.

9((Vxp)(§),2) = B(X.§,2)
= 529(p(X), 0(2))
— ~%9(¢*(X).2)
= 5o(e(X), 2)
esitliginden

(Vxe)(©) = x) (3.77)

2n

bulunur. (3.77) esitliginin her iki tarafina ¢ uygulanirsa

vt = Ao (x) 3.19
olur. Ayrica G5 smnifi tanimindan
(Van)(X) = B(X.€.0(X) = " gox), 2 =0 (379)

bulunur. (3.76), (3.78) ve (3.79) esitliklerinden (3.22) esitligi

(V07) (©) = (Vxp) (X) = n(X)VxE, (V) (X)) = (0.0)
oldugundan (6) kogulu saglanir. p(X) = —p*(X), p(Y) = ¢*(Y) ve p(Z) = p*(Z)
egitligini saglayan keyfi X, Y, Z vektor alanlari i¢in Gy sinifi tanimindan

5.6 2) = " g(ox),6(2)) (3.80)

olur. (3.80) egitliginden ve Gy simnifi tanimindan (3.24) esitligi

(VoF) (A,B) = e {B(X,Y,Z) +n(Y)a(X,§ Z) —n(Z)a(X,&Y)
+2n(Y)g(X, Z) = 2n(Z)g(X,Y )}
= e {B(X,Y, Z)
o¢) {n(Y)g(e(X), 0(2)) —n(Z2)g(e(X), o(Y))}

2n
4n
—@6()(71/, Z)}

+
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n

= PTRANY.Z) - XY 2))
= 2e%7B(X,Y, Z){1 - %} (3.81)

bulunur. G5 smifinda keyfi X € x(M) igin 0*(X) = w(X) = 0 ve (X) = n(X)d(¢)
oldugundan (3.26) esitliginden

o) =y o). e =n2)™ iz e

elde edilir. (3.27) ve (3.82) esitliginden

&(B)L(U, A) — O(A)h(U, B)
= 2 (4(2)" — 20(2) ) {4CXY) 4 0000}
26 ()2 2y ) 4%, 2) +nCOm2)

= 2"y z)90x.v) - n()e(x. 2))
+2ne* {—n(2)g(X,Y) +n(Y)9(X, Z)}

4B, Y, Z) 2ne%%5<x, v, 2)

= 2e*B(X,Y, Z) {1 - %} (3.83)

bulunur. Dolayisiyla (3.81) ve (3.83) esitliklerinden (7) kogulu saglanir. G5 simifinda
0() # 2n,0%(&) = w(§) = 0 oldugundan ve (3.29) esitliginde A = (£, 4) almrsa
n+1

> (Vo F) (Ai, A) = 0(§) —2n # 0

i=1
oldugundan (8) kosulu saglanmaz.

Boylece M manifoldu G5 sinifindan oldugunda M x R manifoldu tizerindeki
yapt (4) ve (8) kogullarmi saglamadigindan M x R ¢arpim manifoldu Wy & Wy

sinifindan olur. O]

Teorem 3.15. M manifoldu G¢ simifindan ve 0*(§) # +2n ise M x R garpim
manifoldu W, & Wy smifindan olur.
Kamit. M manifoldu Gg simifindan olsun. ¢(X) = ¢*(X), o(Y) = ¢*(Y) ve ¢(Z) =
©*(7Z) esitligini saglayan her X, Y, Z vektor alanlar igin g(X, o(Y)) = g(X, p(Z)) =
0 oldugundan ve Gg smifi tammindan (X,Y,7) = 5(X,{,Z) = 0 oldugundan
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(3.19) esitligi
Sapc (VaF) (B,C)=0

olur ve (1) kosulu saglanir. ¢(X) = ©?*(X) esitligini saglayan herhangi X vektor
alani igin g(X, p(X)) = 0 oldugundan ve keyfi Z € y(M) i¢in Gg siifi tanimindan

g((VX¢)(X)7Z) = 5(X7X’Z)
= 2O (X)g(X,¢(2)) —1(Z2)g(X, p(X))}
= Z9n(X)g(e(X), 2)

esitliginden

(Vxp)(X) = n(X)p(X) (3.84)

olur.

g((VXQD)(g)vz) = 6(X7§v Z) = _6*255)9<X7Q0(Z>) - G;S)g((p(X),Z)

esitliginden
(Vxp)€) = T (x) (3.85)
bulunur. (3.85) esitliginin her iki tarafina ¢ uygulanirsa
vie= -2 x) (3.56)
olur. Ayrica
(Von) (X) = BXE0(X) = —2gx 2y =0 s

bulunur. (3.84), (3.86) ve (3.87) esitliklerinden faydalamlarak (3.21) esitligi

(VT ) (4) = ((Tx) (X) + n(X) V€, (Vin) (X)) = (0,0)

olur. Béylece (2) kosulu saglanir. o(X) = ©*(X), oY) = —@*(Y) ve ¢(Z) =
—p?(7) esitligini saglayan keyfi X,Y, Z vektor alanlar i¢in Gg siifi tanimindan

6<X5Y72) = _9*255) {U(Y)Q(XaSO(Z))—ﬁ(Z)Q(XaSO(Y))}
= O (Y)g(X, *(2)) — 1(Z2)g(X, P> (Y))}

X
— O (¥)g(X, Z) - n(Z)g(X.Y)}
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olur. G4 smifinda 6*(§) # 0 oldugundan

WY)9(X. 2) = n(Z)g(X.Y) =~ ALY, Y. 2) (389)
egitligi elde edilir. Ayrica
5x,6.2) = -8 yx p(2) (3.59)

olur. (3.88) ve (3.89) egitliklerinden ve Gg simifi tammindan (3.23) esitligi

(vAF) <U7 V) - 620{ﬁ(X7 }/7 Z) + U(Y)ﬁ(X7§a Z) - n(Z)ﬁ(nga Y)
+2(Y)g(X, Z) — 2n(Z2)g(X,Y)}
= e {B(X,Y,2)

—T& (V)g(X, 0(2)) — n(Z)g(X, p(Y))}

+B(X, Y, Z)}

= 7{28(X,Y,2) + 45 8(X,Y, Z)}

= 2e7B(X, Y. Z2){1+ 575}

elde edilir. Buradan

(VuF) (U, V) = 26 B(X,Y, Z){1 + %} (3.90)
olur. Gg smifinda keyfi X € x(M) igin 0(X) = w(X) = 0 oldugundan (3.25) esitli-
ginden

rany). ) =nz)" ¥

+2(2) (3.91)
elde edilir. (3.27), (3.88) ve (3.91) esitliklerinden

WA, V) ~O(VIRA L) = ¢ (n(V) "D + 2(¥)) {g(X. 2) + n(X)n(2)}
e (0(2)5 4 20(2) ) {9(X, V) + n(X)n(¥)}
= T8 N(Y)g(X, 2) = n(Z)g(X,Y)}
+2e27{n(Y)g(X, Z) = n(Z2)g(X,Y)}
= 2e%B(X,Y,Z) + 2% 93&) B(X,Y, Z)
= 275X, Y, 2) {1+ 25}

elde edilen esitlikten
O(U)R(A, V) — O(V)I(A,U) = 26X 3(X, Y, Z) {1 + %} (3.92)
olur. (3.90) ve (3.92) egitliklerinden (3) kosulu saglanir. Gg simifinda 0*(§) # —2n
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alindigindan ve 0(§) = w(£) = 0 oldugundan (3.28) esitliginde U = (¢, —%) alinirsa

> (VaF) (UsU) = —0"(€) =20 #0

olarak bulunur. Dolayisiyla (4) kosulu saglanmaz.

0(X) = —p%(X), oY) = —p*(Y) ve p(Z) = —p*(Z) esitligini saglayan her-
hangi X, Y, Z vektor alanlar i¢in g(X, p(Y)) = 9(X,¢(Z)) = 0 oldugundan ve Gg
siifi tanimlama bagmtisindan 5(X,Y, Z) = B(X, &, Z) = 0 olur ve (3.20) esitligi

SUVW (?UF) (V, W) =0

oldugundan (5) kosulu saglanir. o(X) = —¢?(X) esitligini saglayan keyfi X vektor
alani i¢in ¢g(X, (X)) = 0 oldugundan ve her Z € x(M) i¢in Gg simufi tanimlama

bagintisindan

g((VX(p)(X)vz) = /B(XvX’Z)
= 2O (X)) g(X,¢(2)) —1(2)g(X, o(X))}
= Z9n(X)g(e(X), 2)

elde edilen esitlikten

Vxp)x) = Ty x(x) (3.93)

bulunur.

9(Vx9)(€),Z) = B(X, & Z) = =52 {g(X,0(2))} = GEg(p(X), 2)
esitliginden

(Vxe)(©) = T o x) (3.94)

olur. (3.94) egitliginin her iki tarafina ¢ uygulanirsa

vie= "0 x) (3.95)
bulunur. Ayrica
(Vi) (X) = X6 0(6) = g oy =0 39

esitligi elde edilir. (3.93), (3.95) ve (3.96) esitliklerinden faydalanilarak (3.22) esitligi

(Vo) () = (V) (X) = n(X) V&, (Vacn) (X)) = (0,0)
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oldugundan (6) kosulu saglanir. p(X) = —p*(X), (V) = p*(Y) ve ¢(Z) = p*(2)

esitligini saglayan her X, Y, Z vektor alanlari i¢in Gg sinifi tanimlama bagintisindan

BX,Y,Z) = =52 {n(Y)g(X,0(2)) = n(Z)g(X,o(Y))}
= —G2 (nY)g(X,*(2)) = n(Z)g(X, *(Y))}
=~ (n(V)g(X, Z) = n(Z)g(X,Y)}

olur. Gg smifinda 6*(§) # 0 oldugundan
2n

n(Y)g(X, 2) —n(2)g(X,Y) = —9*(5)5()@ Y, Z) (3.97)
esitligi elde edilir. Benzer gekilde
0*
s(x.6.2) =~ 28 yx p(2) (3.98)

olur. (3.97) ve (3.98) esitliklerinden ve Gg simfi tanimindan (3.24) esitligi

(VuF) (A, B) = ¥ {B(X,Y,Z) +n(Y)a(X,§,Z) —n(Z)a(X,E,Y)

+2n(Y)g(X, Z) — 2n(2)g(X.Y)}

= e {B(X,Y,Z)
S8 (YV)g(X, 0(2)) = n(Z)g(X, o(Y))}
~ i BX Y. Z)}

= ”{28(X,Y,2) - 58X, Y, Z)}

= 207B(X,Y, 2){1 - 25}

elde edilir. Buradan

2n

(VuF) (A, B) =2e*B(X,Y, Z){1 - 9*(5)} (3.99)

olur. Gg snifinda keyfi X € y(M) igin §(X) = w(X) = 0 oldugundan ve (3.26)
esitliginden

o) =) oy ey = w2 oz am)

bulunur. (3.27), (3.97) ve (3.100) esitliklerinden
O(B)I(U, 4) — 0T, B) = e (n(2)71 — 20(2)) {g(X,¥) + n(X)n(¥)}
—2¢ (n(1) L2 = 20(¥) ) {9(X, 2) + n(X)n(2)}
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= O 0(2Z)g(X.Y) - n(Y)g(X. 2)}

—2e*{n(Z)g(X,Y) —n(Y)g(X, Z)}
= 2B(X,Y,Z) — 2¢¥ 2 B(X,Y, Z)

07 (€)
_ 20 2n
= 2e ﬂ(Xv Y7 Z) {1 - 9*(5)}
elde edilen egitlikten
- - 2
8(B)(U, A) — B(A)(U, B) = 2¢* B(X,Y, Z) {1 - 9—(72)} (3.101)

olur. (3.99) ve (3.101) esitliklerinden (7) kosulu saglanir. Gg siifinda 6*(§) # 2n
alimdigindan ve 6(§) = w(£) = 0 oldugundan ve (3.29) esitliginde A = (¢, &) almirsa

n+1

> (Vo F) (Ai, A) = 07(6) =204 0

i=1
oldugundan (8) kosulu saglanmaz.

Sonug olarak M manifoldu Gg simfindan ve 0*(§) # +2n oldugunda M X
R iizerindeki yapr (4) ve (8) kosullarm saglamadigindan M x R hemen hemen
parahermitian manifoldu W, & Wy smifindan olur. O]

Eger M manifoldu Gg smuifinin alt smiflar1 olan Gg ((—1)-para-Kenmotsu,
0*(€) = —2n) ya da Gg (para-Kenmotsu, 8*(€) = 2n) olarak alindiginda asagidaki
sonuclar elde edilir.

Sonug 3.16. Eger M manifoldu G ((—1)-para-Kenmotsu) siifindan ise M x
R carpim manifoldu Wy sinifindan olur.
Kamit. M manifoldu —1-para-Kenmotsu ise 6*(§) = —2n esitligi ve her X € x (M)
i¢in (X) = w(X) =0 ve 0*(X) = —2nn(X) esitlikleri saglanir. (3.28) esitliginden

n+1

™ (VaF) (T:0) = 5 {8°(X) + n(X)6°(€)} — 20(X) =0

=1

&

oldugundan (4) kogulu saglanir ve M x R ¢arpim manifoldu Wy siifindan olur. [J
Sonug 3.17. Eger M manifoldu Gg (para-Kenmotsu) simifindan ise M x R

carpim manifoldu Wy simifindan olur.

Kamit. M manifoldu para-Kenmotsu ise 6*(£) = 2n esitligi ve keyfi X € x(M) igin

O(X) =w(X)=0ve 0*(X) = 2nn(X) esitlikleri saglanir. (3.29) esitliginden

n+1

S (Vo F) (A 4) = 5 {8°(X) + (X8 (€)} — 20m(X) = 0

i=1

B
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oldugundan (8) kogulu saglanir. Boylece M x R ¢arpim manifoldu Wy siifindan
olur. =

Teorem 3.18. M manifoldu G; smifindan ise M x R hemen hemen paraher-

mitian metrik manifoldu W3 & W, & W, & Wy smifindan olur.
Kamit. M manifoldu G7 simfindan olsun. ¢(X) = @*(X),o(Y) = p*(Y) ve ¢(Z) =

©*(Z) esitligini saglayan keyfi XY, Z vektor alanlan i¢in G7 simifi tamimindan

_B(@Q(X)v 902(Y)7 5)
—BX =n(X)§, Y —=n(Y)E,€)
esitliginden
B(X,Y,€) =0 (3.102)
olur. (3.102) esitliginden ve G7 smifi tanimimdan 5(X,Y, Z) = 0 elde edilir. Dolay1-
siyla (3.19) esitligi

SABC (?AF) (B,C) =0

olur ve (1) kosulu saglanir. ¢(X) = p?(X) esitligini saglayan her X vektor alam ve
keyfi Z € x(M) igin G7 smifinda S(X, X, €) = 0 oldugundan ve G; sinifi tanimindan

g(Vxe)(X),Z) = B(X, X, 2)
= —n(X)B(X,Z,8) +n(Z2)B(X, X,¢)
= n(X)B(e(X),v(Z),¢)
¢*(X),9(2),€)

elde edilen esitlikten

(Vxp)(X) = —n(X)Vx¢ (3.103)

olur. Ayrica

(Vxn) (X) = B(X, & ¢(X)) = B(X, & ¢*(X)) = —B(X, X,§) =0 (3.104)
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elde edilir. (3.103) ve (3.104) esitliginden (3.21) esitligi

(Vad) (4) = ((Vx) (X) +0(X) V&, (Vxn) (X)) = (0,0)

bulunur. Bu durumda (2) kosulu saglanir. p(X) = ¢*(X) ve p(Z) = —¢*(Z) esitli-
gini saglayan herhangi X, Z vektor alanlar i¢in G; smifinda 8(X, €, Z) = 0 olmadig

Ornek 3.19°da gosterilmistir. (3.23) esitliginde U = (&, —4) alindiginda

(VuF) (U.V) = 27 {B(X, €. 2) + 9(¢(X), 2)}

bulunur. Ancak (3.25) ve (3.27) esitliginden

O(UNR(A, V) — O(VIR(AU) = 267g(p(X), Z)

oldugundan (3) kosulu saglanmaz. G smifinda 0(¢) = 6*(£) = w(¢) = 0 oldugundan
(3.28) esitliginde U = (&, —<%) alimrsa

n+1

> (VaF) (U,U) = —=2n#0

i=1
olur ve (4) kosulu saglanmamis olur.
o(X) = —*(X),o(Y) = —¢*(Y) ve p(Z) = —¢*(Z) esitligini saglayan keyfi
X, Y, Z vektor alanlari i¢in G; sinifi tanimindan
_B(QDQ(X)a 902<Y)7 g)
—BX = n(X)E,Y —n(Y)E, )
= _B(Xu Y7 g)
esitliginden
BX,Y,€) =0 (3.105)
olur. (3.105) esitliginden ve G7 simifi tanimindan 5(X,Y, Z) = 0 oldugundan (3.20)
esitligi
Suvw (?UF) (M W) =0

olarak bulunur. Dolayisiyla (5) kogsulu saglanir. p(X) = —p?(X) esitligini saglayan
her X vektor alan keyfi Z € y(M) i¢in G7 simfinda G(X, X, £) = 0 oldugundan ve

51



G, simfi tanimindan
9(Vxp)(X),2) = B(X, X, 2)
= —n(X)B(X, Z,8) +n(Z2)B(X, X.¢)
= (X)B(e(X),0(2),8)
= —n(X)B(*(X),9(2),8)
= —n(X)BX = n(X)E, 9(2),¢)

= n(X)B(X,§,¢(2))
= n(X)g(Vx&, 2)

elde edilen esitlikten
(Vxp)(X) =n(X)VxE (3.106)

olur. Ayrica
(Vxn) (X) = B(X, &, 0(X)) = —B(X, & (X)) = B(X, X,£) =0 (3.107)

elde edilir. (3.106) ve (3.107) esitliklerinden faydalanilarak (3.22) esitligi

(Vo) (U) = ((Vx) (X) = n(X) V&, (V) (X) %) = (0,0)

oldugundan (6) kosulu saglanir. o(X) = —p?(X) ve ¢(Z) = ¢*(Z) esitligini sag-
layan X, Z vektor alanlar icin G; smifinda Ornek 3.19’dan 3 (X,&,Z) = 0 olmak
zorunda degildir. (3.24) esitliginde A = (f , %) alindiginda

(VuF) (4, B) = 2 {3(X, £, Z) — g((X), Z)}
bulunur. Ancak (3.26) ve (3.27) esitliginden
O(B)MU, A) — ©(A)h(U,B) = —2¢"g(p(X),Z)

oldugundan (7) kosulu saglanmaz. G smifinda 0(¢) = 6*(£) = w(¢) = 0 oldugundan
(3.29) esitliginde A = (¢, 4) alnrsa

n+1

> (Vo F) (A, A) = —2n#0

i=1

elde edilir ve (8) kosulu saglanmamig olur.
Béylece M manifoldu G7 smifindan ise M x R tizerindeki yap1 (3), (4), (7)
ve (8) kosullarmni saglamadigindan M x R garpim manifoldu W3 & W, & W, & Wy
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sinifindan olur.

]

Ornek 3.19. G, 5—boyutlu bir Lie grup ve bu Lie grubunun Lie cebri g olmak

uzere; {e;j, eq, €3, €4, €5+ kilmesi g Lie cebrinin ortanormal bir ¢at1 alam ve g Lie cebri
) ) y €3y » €5

tizerinde Lie braketler
[63765] = €1, [64765] = €2

olsun.

pler) = ey, lex) =e1, ples) =es, @(es) = e3,

9(61,61) = 9(63763) = 9(65765) =1, 9(62762) = 9(64,64) =—1,

@(65) = 07

olarak alindiginda (¢, &, 7, g) G Lie grubu iizerinde hemen hemen parakontak metrik

bir manifold olur. Sifirdan farkli kovaryant tiirevler

1
veleS - _5657 V6165 - 563; V6264 — 5657 v8265 - 5647
1 1
Ve3€1 = —565, Ve3€5 = 5617 Ve462 = 5657 Ve4€5 = 5627
1 1
Vese1 = 563 V2 = 54 Vese3 = 51 V4 = 52
olarak hesaplanir. Ayrica f'nin sifirdan farkli bilegenleri
1
6(617 €4, 65) = _6(647 €1, 65) = 5 6(62, €3, 65) = _5(637 €9, 65) =
2

1

2

seklindedir. Buradan (¢,&,n, g) hemen hemen parakontak metrik yapmin Gy smi-

findan oldugu goriiliir.

Teorem 3.18’den G x R ilizerindeki left-invaryant hemen hemen parahermitian

vapt W3 & Wy & Wy & Wy siifindan olur.

Ayrica, X = e;+ ey ve Z = e3 — ¢4 olarak alimdiginda p?(X) = ¢(X), p?(Z) =

—p(Z) ve

B(X,Z,§) = Bler +ez,e3 —eq,§) =1

elde edilir. Eger X = e; — ey ve Z = e3 + e4 olarak alindiginda ¢?(X) = —p(X),

P(2) = ¢(Z) ve

ﬂ(Xa Zaf) - ﬁ(el —62,63—‘—64,5) =
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olur.
Teorem 3.20. M manifoldu Gg siifindan ise M x R hemen hemen paraher-

mitian metrik manifoldu W5 & W, & W, & Wy smifindan olur.
Kamit. M manifoldu Gg simifindan olsun. ¢(X) = ¢*(X), o(Y) = ¢*(Y) ve ¢(Z) =

©*(Z) esitligini saglayan herhangi X, Y, Z vektor alanlar i¢in Gg smifi tanimindan

_B(SOQ(X)v 902<Y)7 5)
—BX =n(X)&Y = n(Y)E, §)
= _B(Xu Y7 §>
esitliginden
BIX,Y,€) =0 (3.108)
olur. (3.108) esitliginden ve Gg siifi tanimindan (X, Y, Z) = 0 elde edilir. Dolay-
siyla (3.19) esitligi

Sapc (VaF) (B,C) =0

olarak bulunur ve (1) kosulu saglanir. ¢(X) = ©?(X) esitligini saglayan her X vektor
alani ve keyfi Z € x(M) i¢in Gg simfinda S(X, X, ) = 0'dir. Gg siifi tanimindan

g((vXQO)(X%Z) = ﬁ(X’X>Z)
= n(X)B(e(X),9(2),¢)

elde edilen egitlikten

(Vxp)(X) = —n(X)Vx¢ (3.109)

olur. Ayrica
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elde edilir. (3.109) ve (3.110) esitliginden (3.21) esitlgi

(Vad) (4) = ((Vx) (X) +0(X) V€, (Van)(X) %) = (0.0)

oldugundan (2) kosulu saglanir. p(X) = ¢*(X) ve ¢(Z) = —p?(Z) esitligini sag-
layan X, Z vektor alanlar i¢in Gg simifinda 8(X, €, Z) = 0 olmak zorunda degildir

(bakiniz Ornek 3.21). (3.23) esitliginde U = (¢, —4) alindiginda

(VuF) (U.V) = 27 {B(X, €. 2) + 9(¢(X), 2)}

bulunur. Ancak (3.25) ve (3.27) esitliginden

O(UNR(A, V) — O(VIR(AU) = 267g(p(X), Z)

oldugundan (3) kosulu saglanmaz. Gg simifinda 0(¢) = 6*(£) = w(¢) = 0 oldugundan
(3.28) esitliginde U = (&, —<%) alimrsa

n+1

> (VaF) (U,U) = —=2n#0

i=1
elde edilir ve (4) kosulu saglanmamig olur.
o(X) = —p*(X),p(Y) = —p*(Y) ve o(Z) = —p*(Z) esitligini saglayan her-
hangi XY, Z vektor alanlari i¢in Gg sinifi tanimindan
BXY,6) = —B(e(X),0(Y),E)
—B(e*(X), *(Y),€)
—B(X = n(X)&Y —n(Y)E,§)
= —BXY§)

esitliginden

BX,Y,§) =0 (3.111)

olur. (3.111) esitliginden ve Gg siifi tammindan (XY, Z) = 0 olarak bulunur ve
(3.19) esitliginden

SUVW (VUF) (V, W) =0

elde edilir. Bu durumda (5) kosulu saglanir. ¢(X) = —¢?(X) esitligini saglayan her
X vektor alam ve keyfi Z € x(M) i¢in Gg smifinda f(X, X,¢§) = 0’dir. Gg simfi
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tanimindan

g((VXSO)<X)’Z) = 5(X7X7Z)
= 1(X)B(p(X),¢(2),)

= —n(X)B¢*(X),¢(2),£)
= —n(X)BX —n(X)§,¢(2),¢)
= n(X)B(X,& ¢(2))
elde edilen egitlikten
(Vxp)(X) =n(X)VxE (3.112)
olur. Ayrica
(Vxn)(X) = B(X, € 0(X)) = B(X, & ¢*(X)) = B(X, X,§) =0 (3.113)

elde edilir. (3.112) ve (3.113) esitliginden (3.22) esitligi

(Vo) () = (Vx) (X) = n(X) V&, (Txn)(X) ) = (0,0)

oldugundan (6) kogulu saglanir. p(X) = —p*(X) ve ¢(Z) = ¢*(Z) esitligini sagla-
yan her X, Z vektor alanlar igin Gg sinifinda 5(X, &, Z) = 0 olmak zorunda degildir
(Ornek 3.21). Buradan (3.24) esitliginde A = (& 4) alindiginda

(VuF) (A, B) = 2" {B(X. £, Z) — g(¢(X), 2)}
bulunur. Ancak (3.26) ve (3.27) esitliginden
O(B)h(U,A) —O(Ah(U,B) = —2e*g(p(X),Z2)

oldugundan (7) kosulu saglanmaz. Gg smifinda 0(¢) = 60*(£) = w(¢) = 0 oldugundan
(3.29) esitliginde A = (&, ) alimrsa

n+1

> (Vo F) (A, A) = —2n#0

i=1
olur. Boylece (8) kosulu saglanmaz.
Sonug olarak M manifoldu Gg sinifindan oldugunda M x R manifoldu W5 &

W, & Wy @ Wy smifindan olur. O
Ornek 3.21. G, 5 boyutlu bir Lie grup, bu Lie grubunun Lie cebri g ve
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{e1, €2, €3, €4, €5} kiimesi g Lie cebrinin ortanormal bir ¢ati alani olsun. g Lie cebri

tizerinde sifirdan farklh braketler

le1,e2] = €5, [es,eq] = €5,

olsun.

pler) =es, plex) =e3, wles) =ez, led) =1, ples) =0,

9(61761) = 9(62762) = 9(65765) =1,

9(63763) = 9(64764) =—1, (g(€i7€j) =0, 1 7é ])

olarak alindiginda (g, ¢, &, 7, g) 5-boyutlu hemen hemen parakontak metrik bir ma-
nifold olur. Gerekli hesaplamalar yapildiginda bu yap1 Gg sinifindan olur. Koszul
formili kullanilarak sifirdan farkli kovaryant tiirevler

1

Ve1€2 = Ve3€4 = 5657 V62€1 = Ve4€3 = —565,
1
Ve 5 = V€1 = — 562 Ve,65 = Ve, €9 = 21

1
Ve3€5 = Ve563 = 564, Ve4€5 = Ve5€4 = —563

olur. Ayrica S’nin sifirdan farkli bilegenleri

5(61763765) = 5(63761765) = 1 5(62,64765) = 5(64762765) = —%

2 Y
seklindedir. Buradan (¢, &, n, g) hemen hemen parakontak metrik yapimin Gg simi-
findan oldugu goriiliir.

Teorem 3.20°den G x R tizerindeki left-invaryant hemen hemen parahermitian

yvapt W3 W, W;d Wy sinifindan olur. Ayrica X = e;+ey ve Z = e;—eg alindiginda
©*(X) = o(X) ve 0*(Z) = —p(Z) olur. Bu durumda

6(X7§7Z) :6(61 +eq, € e —63) =1

elde edilir.
Eger X = e;—ey ve Z = es+e3 alindiginda ¢*(X) = —¢(X) ve p*(Z) = p(2)
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olur. Bu durumda
ﬁ<X7£7 Z) = ﬁ(el - 64,&,62 + 63) =-1

elde edilir.

Teorem 3.22. M hemen hemen parakontak metrik manifoldu Gg¢ smmifindan
ise M x R carpim manifoldu W7 & Wy @& Wy @ W5 & Wy & Wy simifindan olur.
Kant. M manifoldu Gy smifindan olsun. o(Y) = p?(Y) ve o(Z) = ©*(Z) esitligini
saglayan keyfi Y, Z vektor alanlar i¢gin Gg smifinda (Y, Z, &) # 0 oldugundan ve
(3.19) esitliginde A = (f, %) alindiginda

Sasc (VaF) (B,C) =4e*B(Y, Z,€)

olur ve (1) kosulu saglanmaz. p(X) = ¢*(X) esitligini saglayan herhangi X vektor
alani i¢in Gg smifinda G(X, X,£) = 0 ve her Z € x(M) igin Gy simfi tanimindan

9((Vxp)(X), Z2) = B(X,X,2)
= —n(X)B(X, Z,¢)
= —n(X)B(e(X),p(2),§)
= —n(X)B(p*(X),¢(Z),¢)
= —n(X)BX —n(X)E, ¢(2),§)
(X, & ¢(2))
(Vx§,2)

(X
(X

B

n(X)
n(X)g

elde edilen egitlikten
(Vx)(X) = n(X)Vx¢ (3.114)

olur. Ayrica

(Vxn)(X) = B(X, &, (X)) = B(X,&,¢"(X)) = —B(X, X, ) =0 (3.115)
elde edilir. (3.114) ve (3.115) egitliklerinden faydalanilarak (3.21) esitligi

(Va7) (4) = ((Vx) (X) +n(X)VE, (Vxn)(X) &) = (20(X)VxE,0)
bulunur. Gg simfinda p(X) = ¢?*(X) esitligini saglayan X vektor alani igin Vx& # 0
oldugundan (2) kogulu saglanmaz. o(X) = ©*(X),p(Y) = —@*(Y) ve p(Z) =
—p?(7) esitligini saglayan her XY, Z vektor alanlan icin Gy siifi tanimindan

5(X> Y, 5) = 5(90()()’90(}/)75) = _6(902<X)’902(Y)>€) = _5<X> Y, 5)
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olur. Buradan
BX,Y,€) =0 (3.116)
elde edilir. (3.116) esitliginden ve Gg smifi tanimindan
B(X,Y,Z)=0 (3.117)
bulunur. (3.116) ve (3.117) esitliginden (3.23) esitligi
(VAF) (U V) = 26 {n(¥)g(X. Z) = n(Z)g(X.Y)} (3.118)

olur. Gy smifinda 6*(§) = 0 ve keyfi X € x(M) igin 6(X) = w(X) = 0 oldugundan
(3.25) esitliginden

o) =2n), O)=2n(2) (3.119)

elde edilir. (3.27) ve (3.119) esitliginden

O(U)M(A, V) —O(V)h(AU) = 2e*n(Y) (9(X, Z) +n(X)n(Z))
—2e*'0(Z) (9(X,Y) + n(X)n(Y))
= 2 {n(Y)g(X, Z) = n(Z)g(X,Y)}(3.120)

bulunur. Dolayisiyla (3.118) ve (3.120) esitliklerinden (3) kosulu saglanir. Gg si-
mfinda 0(¢) = 6*(¢) = w(¢) = 0 oldugundan ve (3.28) esitliginde U = (£, —%)
alinirsa

n+1

S™ (VA F) (0,U) = =20 40

i=1
olur. Bu durumda (4) kogulu saglanmamig olur.

oY) = —p3(Y) ve p(Z) = —p*(Z) esitligini saglayan herhangi Y, Z vek-
tor alanlar igin Gg smifinda (Y, Z,€) # 0 oldugundan ve (3.20) esitliginde U =
(5, i) alindiginda

Tdt

Svvw (?UF) (V,W) =4e*B(Y, Z,€)

elde edilir. Dolayisiyla (5) kosulu saglanmmamig olur. ¢(X) = —p?(X) esitligini
saglayan her X vektor alani i¢in Gg smifinda S(X, X, £) = 0 ve keyfi Z € x(M) i¢in
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Gg smmfi tanimindan

g(Vxp)(X),Z) = B(X, X, 2)
= —n(X)B(X,Z,§) +n(Z)B(X, X,¢§)
= —n(X)B(X,Z.§)

(X)B(p(X), 9(2),€)
Be*(X), ¢(Z),€)
BX = n(X)E, ¢(Z),€)
X)B(X, €, 0(2))
X)g(Vx¢,2)

= =N
= (X
= n(X
= =l
= =
elde edilen esitlikten
(Vxp)(X) = —n(X)Vx¢ (3.121)

olur. Ayrica

(Vxn)(X) = B(X, & (X)) = =B(X, & ¢*(X)) = B(X, X,§) =0 (3.122)
elde edilir. (3.121) ve (3.122) egitliklerinden (3.22) esitligi

(Vo) () = (Tx) (X) = n(X) V&, (Vxm) (X)) = (=20(X) V&, 0)

elde edilir. Gy smifinda o(X) = —¢?(X) esitligini saglayan X vektor alani igin
Vx¢ # 0 oldugundan (6) kosulu saglanmaz. ¢(X) = —¢*(X),o(Y) = ¢*(Y) ve
©(Z) = p*(Z) esitligini saglayan keyfi X,Y,Z vektor alanlan i¢in Gg smifi tanim-

lama bagintisindan

/8(X7 Y7 5) = ﬁ(@(X%SO(Y)af) = _ﬁ((p2<X)7902<Y)7£) = _/8(X7 Y7 5)

olur. Buradan

B(X.Y,§) =0 (3.123)
elde edilir. (3.123) esitliginden ve Gg smifi tanimindan

B(X,Y,Z) =0 (3.124)
bulunur. (3.123) ve (3.124) egitliginden (3.24) esitligi

(vUF) (A7 B) = 2620{77(Y)9<X’ Z) - W(Z)Q(X7 Y)} (3'125)
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olur. Gy smifinda 6*(§) = 0 ve keyfi X € x(M) i¢in 6(X) = w(X) = 0 oldugundan
(3.26) esitliginden

O(A) = -2n(Y), ©O(B)=—-2n(2) (3.126)

bulunur. (3.27) ve (3.126) esitliginden

O(B)R(U, A) = O(AR(U, B) = —2¢n(Z) (g(X,Y) +n(X)n(Y))
122 (9(X, Z) +n(X)n(2))
— 2 {y(Y)g(X, Z) — n(Z)g(X,Y)} (3.127)

elde edilir. (3.123) ve (3.127) esitliginden (7) kosulu saglanir. Go siifinda 6(¢) =
0*(&) = w(€) = 0 oldugundan ve (3.29) esitliginde A = (£, 4) alinirsa

) dt

esitligi elde edilir. Boylece (8) kosulu saglanmaz.

Sonug olarak Gy smifindan olan M manifoldu (3) ve (7) disindaki kogullar
saglamadigindan M x R hemen hemen parahermitian manifoldu Wy & Wy & Wy @
Ws & W @ Wy simifindan olur. O

Teorem 3.23. M manifoldu G, smifindan ise M x R hemen hemen paraher-

mitian metrik manifoldu Wy & W, & W & Wy smifindan olur.
Kanat. M manifoldu Gy simfindan olsun. ¢(X) = ©?(X),o(Y) = @*(Y) ve p(Z) =

©*(Z) esitligini saglayan keyfi XY, Z vektor alanlar i¢in Gy smifi tammindan
(3.19) esitligi

Sapc (VaF) (B,C) = e*{B(X,Y,Z)+B(Y,Z,X)+ B(Z,X,Y)
—n(X)B(Y,§ Z) +n(X)B(Z,€,Y)
—n(Y)B(Z,& X) +n(Y)B(X, €, 2)
—n(Z)B(X,&,Y) +n(Z)B(Y, &, X)}
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= 2 {-n(Y)B(X, Z,§) + n(Z2)B(X,Y.¢)
n(Z)B(Y, X, &) +n(X)B(Y, Z,¢)
n(X)B(Z,Y,§) +n(Y)B(Z, X, )
+n0(X)B(Y, Z,¢,) —=n(X)B(Z,Y,§)
+n(Y)B(Z, X, §) —n(Y)B(X, Z,¢)
+0(Z)B(X,Y,§) —=n(2)B(Y, X, €, )}

o

oldugundan (1) kosulu saglanir. o(X) = ©?(X) esitligini saglayan herhangi X vektor
alani igin Ornek 3.25'den (Vyx¢) (X) + n(X)Vxé = B(X, & ¢(X)) = 0 olmak
zorunda degildir. Bu durumda (3.21) esitligi

(Vad) (4) = ((Vx) (X) +0(X) V&, (Van) (X)) # (0.0)

elde edilir. Boylece (2) kosulu saglanmamig olur. p(X) = ©*(X), p(Y) = —¢*(Y)
ve p(Z) = —p?(Z) esitligini saglayan keyfi X, Y, Z vektér alanlar i¢in Gy smifi

tanmimindan

B<X7 Y» g) = B«D(X)’@(Y)vf) = _6(902<X)’902(Y)7£> = _B<X7 Y» g)

olur. Buradan
B(X,Y,&) =0 (3.128)
elde edilir. (3.128) esitliginden ve G sinifi tanimindan
B(X,Y,Z)=0 (3.129)
bulunur. (3.128) ve (3.129) esitliginden (3.23) esitligi
(VaF) (U, V) = 2¢*{n(Y)g(X, Z) — n(Z)g(X.Y)} (3.130)

olur. Gy sinifinda 6*(§) = 0 ve keyfi X € x(M) i¢in (X ) = w(X) = 0 oldugundan
(3.25) esitliginden

O(U) = 2n(Y), O(V)=2n(Z) (3.131)
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bulunur. (3.27) ve (3.131) esitliginden

OWU)h(A, V) —O(V)h(AU) = 227(Y) (9(X,Z) +n(X)n(Z))
—2¢*n(Z) (9(X,Y) + n(X)n(Y))
= 2" {n(Y)g(X,Z) —n(Z)g(X,Y)}(3.132)

elde edilir. (3.130) ve (3.132) esitliginden (3) kosulu saglanir. Gy siifinda 6(§) =
0*(&) = w(€) = 0 oldugundan ve (3.28) esitliginde U = (£, —4) alimrsa

esitligi elde edilir. Bu durumda (4) kosulu saglanmaz.
o(X) = —p*(X),p(Y) = —p*(Y) ve 9(Z) = —p*(Z) esitligini saglayan her-
hangi XY, Z vektor alanlar i¢in Gy sinifi tanimlama bagintisindan (3.20) esitligi

Sovw (VuF) (VW) = e{B(X,Y,Z)+ (Y, Z,X) + p(Z,X,Y)
—n(X)B(Y, &, Z) +n(X)B(Z,€,Y)
—n(Y)B(Z,6,X) +n(Y)B(X,§, Z)
—n(Z2)B(X,&,Y) +n(Z)B(Y, € X)}
H{-n(YV)B(X, Z,&) +n(Z)B(X,Y,€)
—n(Z)B(Y, X, &) + n(X)B(Y, Z,¢)
—n(X)B(Z,Y,€) +n(Y)B(Z, X, )
+n(X)B(Y, Z,&,) —n(X)B(Z,Y,¢)
+n(Y)B(Z, X, &) —n(Y)B(X, Z,€)
+n(Z)B(X,Y,€) —n(Z)B(Y, X, €,)}

I
o

o

olur. Bu durumda (5) kosulu saglanmig olur. o(X) = —p?(X) esitligini saglayan
kayfi X vektor alam igin (Vx¢) (X)—n(X)Vx€ = B(X, €, p(X) = 0 olmak zorunda
degildir (Ornek 3.21 bakinz). Bu durumda (3.22) esitligi

(Vo) () = (V) (X) = n(X) V&, (Vxn)(X) %) # (0,0)

elde edilir. Boylece (6) kosulu saglanmamig olur. (X) = —p?(X), (V) = ©*(Y)
ve o(Z) = p*(Z) esitligini saglayan her X, Y, Z vektor alanlar i¢in Gy smifi tani-
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mindan
BX,Y,€) = B(p(X), p(Y),§) = —B(¥*(X),¢*(Y),§) = —B(X,Y.§)

olur. Buradan
B(X,Y, ) =0 (3.133)

elde edilir. (3.133) esitliginden ve Gy sinifi tanimimlama bagintisindan
B(X,Y,Z)=0 (3.134)

bulunur. (3.133) ve (3.134) esitliginden (3.24) esitligi

(VuF) (A, B) = 2> {n(Y)g(X, Z) —n(Z)g(X,Y)} (3.135)

olur. Gyg sinifinda 0*(€) = 0 ve keyfi X € x(M) i¢in 6(X) = w(X) = 0 oldugundan
ve (3.26) esitliginden

6(4) = ~2(Y), 6(B) = —20(7) (3.136)
bulunur. (3.27) ve (3.136) esitliginden

O(B)WU,A) —O(A)h(U,B) = —2¢"n(Z) (9(X,Y) +n(X)n(Y))
+2e*n(Y) (9(X, Z) + n(X)n(Z))
= 2 {n(Y)g(X,Z) —n(Z)g(X,Y)}(3.137)

elde edilir. (3.133) ve (3.137) esitliginden (7) kosulu saglanir. Gy siifinda 6(§) =
0*(&) = w(€) = 0 oldugundan ve (3.29) esitliginde A = (£, 4) alinirsa

) dt

esitligi elde edilir. Dolayisiyla (8) kosulu saglanmaz.
Sonug olarak Giy sinifindan olan M manifoldu (2), (4), (6) ve (8) kosul-
larin1 saglamadigindan M x R c¢arpim manifoldu Wy & Wy & Wy & Wy smifindan

olur. O
Ornek 3.24. G, 3 boyutlu bir Lie grup, bu Lie grubunun Lie cebri g ve

{e1, €2, 3} kiimesi g Lie cebrinin ortanormal bir ¢at1 alani olsun. g Lie cebri tizerinde

Lie braketler
le1,e0] = €1+ e, [er,e3] = —eg —ea,  [eg,e3] = €1 + ey
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olsun.

ple1) = ez, w(ez) =e1, (es) =0,

gler,e1) = —g(ea, e2) = g(es, e5) =1,

olarak alindiginda (g, ¢, &, 7, g) 3-boyutlu hemen hemen parakontak metrik bir ma-

nifold olur. Sifirdan farkli kovaryant tiirevler

Ve el =ey+e3, Veera=e —e3, Veez=—e — ey,

Ve,e1 = —e3 — €3, Veea=—e1te3, Veez3=e+er
olur. f’nin sifirdan farkl bilegenleri su sekildedir:

5(61,61,63) = ﬁ<€2,€2,€3> S —1, 5(61,62,63) = ﬁ(€2,€1,€3> = 1.

Buradan (p,&,m,9) 3-boyutlu hemen hemen parakontak metrik yapmin Gqo si-
nifindan oldugu goriiliir. Bu 6rnekte keyfi X = ae; + bey + cez vektor alanmimin
©*(X) = ¢(X) esitligini saglamas1 i¢in gerek ve yeter kogul @ = b olmasidir.

X = ae; + aes + cez olarak alindiginda

(Vxp) (X) +n(X)VxE =0, B(X,&e(X)=0

olur. Ayrica keyfi X = ae; + bes + ces vektor alanmm p?(X) = —¢(X) esitligini
saglamas i¢in gerek ve yeter kogul a = —b olmasidir. X = ae; — aes + ceg olarak

alindiginda

(Vxp) (X) —n(X)Vx{ =0, B(X,{p(X)=0

olur. Bu durumda (2) ve (6) kogullar1 da saglandigindan bu 6rnekte Teorem
3.23’den G x R {izerindeki left-invaryant hemen hemen parahermitian yap1 Wy @ Wy
sinifindan olur.

Ornek 3.25. G, 5—boyutlu bir Lie grup, bu Lie grubunun Lie cebri g ve
{e1, €2, €3, €4, €5} kiimesi g Lie cebrinin ortanormal bir ¢ati alani olsun. g Lie cebri

tizerinde Lie braketler

[61765] = —é2, [62765] = €1, [63765] = €4, [64765} = —¢€3
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olsun.

E=es5, pler) =€, @lez) =e1, ples) =es, @(es) =e3,

9(61, 61) = 9(63763) = 9(€5>€5) =1, 9(62762) = 9(64764) =-1

olarak alindiginda (¢, &, n, g) dortlisii g Lie cebri tizerinde hemen hemen parakontak

metrik bir yapi olur. Sifirdan farkli kovaryant tiirevler

V61€2 = —6€5 V61€5 = —€9, V62€1 = —€s5, V62€5 = €1,

V6364 = €5, V63€5 = €4, Ve463 = €5, ve465 = —€3
olur. f’nin sifirdan farkl bilegenleri su sekildedir:

5(61,61,65) = ﬁ<€2,€2,€5> B —1, ﬁ(€3,€3,65) = ﬁ(€4,€4,€5> =1.

Buradan (¢, &,7,9) 5—boyutlu hemen hemen parakontak metrik yapimn Gqg simi-
findan oldugu goriiliir.
Ayrica X = e3 + e4 alindiginda p?(X) = ¢(X) esitligi saglam ve bu vektor

alani igin

(Vxp) (X) +n(X)VxE =2e5, [(X,§ (X)) =2

elde edilir. Eger X = e; — ey almirsa p?(X) = —p(X) esitligi saglanm ve bu vektor

alani igin

(Vxe) (X) =n(X)Vx§ = —2e;5, B(X, & (X)) =2

olur. Teorem 3.23’den GG x R iizerindeki left-invaryant hemen hemen parahermitian
yvapt Wy & Wy & Wy & Wy simifindan olur.

Teorem 3.26. M manifoldu Gi; smifina ait ise M x R ¢arpim manifoldu
WioW,eWs e W, d W5 d Wsd W, @& Wy (en genis) sinifina aittir.

Kanit. M manifoldu Gy, simifindan olsun. p(Y) = ¢*(Y) ve p(Z) = p*(Z) esitligini

4

saglayan keyfi Y, Z vektor alanlar1 igin A = (5 s T

) olarak alindiginda ve G, smifinda
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¢ parelel oldugundan Gy; smifi tanimindan (3.19) esitligi

Sapc (VaF) (B,C) = e {n(X)B(& oY), 9(2))}
= B *(Y), ¥*(2))
= e”BEY —n(Y)E, Z —n(2)E)
= eB(E,Y, Z)

elde edilir. Ayrica B(€,Y, Z) = 0 olmak zorunda olmadigimdan (Ornek 3.27 bakiniz)
(1) kosulu saglanmaz. ¢(X) = ©*(X) esitligini saglayan her X vektor alani ve keyfi
Z € x(M) i¢gin Gy; simfi tanimindan

9((Vxp)(X), Z) = B(X, X, Z) = n(X)B(E,Y, Z) = g (X)(Vep)(X), Z)

elde edilen esitlikten

(Vxp)(X) = n(X)(Vep)(X) (3.138)
olur. Gy; smifinda £ parelel(Vx€ = (Vxn)(X) = 0) oldugundan ve (3.138) esitligin-
den (3.21) esitligi

(Vad) (4) = ((X) (Vo) (X),0)

elde edilir. Ornek 3.27'den (V¢p)(X) = 0 olmak zorunda degildir. Boylece (2)

kogsulu saglanmamis olur. G; siifinda € parelel oldugundan ve o(Y) = —@?(Y) ve

©(Z) = —¢*(Z) esitligini saglayan herhangi Y, Z vektor alanlan i¢in A = (£, 4)

olarak alindiginda (3.23) esitligi
(VAF) (U, V) = €*B(¢,Y, 2) (3.139)

olur. Gy; smifinda 6*(§) = w(€) = 0 ve keyfi X € x(M) i¢in #(X) = 0 oldugundan
(3.25) esitliginden

o) =2n(Y), O(V)=2n(2) (3.140)
elde edilir. (3.27) ve (3.140) esitliginden
O(U)h(A, V) —O(V)WA,U)=0 (3.141)

olur. (3.139) ve (3.141) esitliklerindenin saglanmasi i¢in 8(¢,Y,Z) = 0 olmalidir.
Ancak B(£,Y, Z) = 0 olmak zorunda degildir (Ornek 3.27 bakiniz). Bu durumda
(3) kosulu saglanmaz. Gy; smifinda 6(§) = 0*(¢) = w(¢) = 0 oldugundan (3.28)
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esitliginde U = (&, —%) alinirsa

n+1

S (V4. F) (U,U) = —2n

i=1
esitligi elde edilir. Boylece (4) kosulu saglanmaz.
oY) = —p%(Y) ve p(Z) = —¢*(Z) esitligini saglayan herhangi Y, Z vektor

d

_E) olarak alindiginda ve Gq; sinifinda ¢ parelel oldugundan

alanlar1 i¢in U = (f ,
Gy smufi tanimindan (3.20) esitligi

Svvw (vUF) (VW) = e {n(X)B(E p(Y),0(2))}
= P& YY), ¥*(2))
= ¥B(&Y —n(Y)E Z —n(2)¢)
= e¥B(¢Y. Z)

olur. Ancak B(£,Y,Z) = 0 olmadigi Ornek 3.27’de gosterilmistir. Dolayisiyla (5)
kosulu saglanmamis olur. ¢(X) = —¢?(X) esitligini saglayan her X vektor alan ve
keyfi Z € x(M) i¢gin Gy; siifi tanimindan

g((VXQO>(X)7Z) F B(Xv . Z) = U(X)ﬁ(ﬁaxz) = Q(U(X)(VW)(X)7Z)

elde edilen esitlikten

(Vxe)(X) = n(X)(Vep)(X) (3.142)

elde edilir. Gy; smifinda & parelel oldugundan ve (3.142) esitliginden (3.22) esitligi

(Vo) (U) = @(X)(Ter) (X),0)

olarak bulunur. Ayrica (Vep)(X) = 0 olmak zorunda degildir (Ornek 3.27 ba-
kiniz). Bu durumda (6) kosulu saglanmaz. G;; smifinda £ parelel oldugundan ve
oY) = @*(Y) ve o(Z) = p?(Z) esitligini saglayan keyfi Y, Z vektor alanlar igin
U = (& —4) olarak alindiginda (3.24) esitligi

(VuF) (A, B) = € B(¢,Y, Z) (3.143)

olur. Gy; smifinda 6*(§) = w(€) = 0 ve keyfi X € x(M) i¢in 0(X) = 0 oldugundan
(3.25) esitliginden

O(A) = -29(Y), O(B)=-2n(Z) (3.144)
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elde edilir. (3.27) ve (3.144) esitliginden
O(B)h(U,A) — 6(A)r(U,B) =0 (3.145)

olur. Ancak G; smifinda (V) = (V) ve ¢(Z) = ¢*(Z) esitligini saglayan keyfi
Y,Z € x(M) icin Ornek 3.27’den §(¢,Y,Z) = 0 olmak zorunda olmadigindan
(3.143) ve (3.145) esitlikleri saglanmaz. Boylece (7) kogulu saglanmamig olur. Gy
simifinda 6(§) = 6*(£) = w(¢) = 0 oldugundan ve (3.29) esitliginde A = (£, 4)
alindiginda

n+1

> (Vo F) (A, A) = —2n

i=1
olur ve n, 1’den biiyiik pozitif tam say1 oldugundan (8) kogulu saglanmaz.

Sonug olarak Gi; smifindan olan M hemen hemen parakontak metrik mani-
foldu higbir kogulu saglamadigindan M x R manifoldu Wy & Wo @ W3 W, & W5 &

Ws @ W; @ Wy (en genis) sinifina ait olur. O
Ornek 3.27. G, 5 boyutlu bir Lie grup, bu Lie grubunun Lie cebri g ve

{e1, €9, €3, €4, €5} kiimesi g Lie cebrinin left-invaryant ortanormal bir ¢at1 alam olsun.

g Lie cebri iizerinde Lie braketler

[61765] = —eé2, [62765] = €1, [63765] = €4, [64,65} = —¢€3

olsun.

{=es4, pler)=e3, @lea) =es, les) =e1, @les) =€z, @(es) =0,

9(61761) = 9(62,62) = 9(65765) =1, 9(63763) = 9(64,64) = —1,

olarak alindiginda (¢, &, 7, g) G Lie grubu iizerinde left-invaryant hemen hemen pa-

rakontak metrik bir manifold olur. Sifirdan farkli kovaryant tiirevler
Vee1 =€, Vo =—e1, Veez=—es, Vees=e;
olur. #’nin sifirdan farkli bilegenleri
Bles,e1,e4) =2, Bles, e9,e3) = —2

seklinde hesaplanir. Buradan (¢, &, 7, g) hemen hemen parakontak metrik yapinin

G simifindan oldugu goriiliir.
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Teorem 3.26’dan G xR {izerindeki left-invaryant hemen hemen parahermitian
yapl1 en genig siniftan olur.

Ayrica X = £ + e; + e3 olarak alindiginda ¢?*(X) = ¢(X) ve

N(X) (Vep) (X) = 2(ea —e4) # 0
elde edilir.
Eger X = £ + e; — e3 olarak ahndiginda ¢*(X) = —¢(X) ve
n(X) (Vep) (X) = —2(e2 +e4) # 0

ve Y =e; +e3 ve Z = ey + ¢4 olarak alindiginda @*(Y) = ¢(Y), p*(Z) = ¢(Z) ve

pEY,Z2) =4#0
elde edilir.
Ek olarak X = e; — e3 ve Z = ey — ¢4 olarak alimdiginda ¢*(X) = —p(X),
0*(Z) = —p(Z) ve
BEY,Z)=-4#0

olur.
Teorem 3.28. M manifoldu Gy simifindan ise M x R manifoldu Wy & W5 @

W, & We & Wy @ Wy sinifindan olur.
Kamit. M manifoldu Gy smifindan olsun. Bu durumda keyfi X, Y, Z € x(M) igin

G2 siifi tamimlama bagintisindan
B(X,Y,Z)+ B(Y.Z,X) + B(Z.X,Y) =0 (3.146)
ve

B(X, &, Z) =n(X)B(&,€, 2) (3.147)

egitlikleri saglanir. (3.146) ve (3.147) esitliginden ve p(X) = p?(X), (V) = ©*(Y)
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ve p(Z) = p?(Z) esitligini saglayan her XY, Z vektor alanlar igin (3.19) esitligi

Sapc (VaF) (B,C) = ¥ {-n(X)B(Y,&, 2) +n(X)B(Z,&,Y)
—n(Y)B(Z,§,X) +n(Y)B(X,§, 2)
—(Z)B(X,&Y) +n(Z)B(Y,€, X)}
= 7 {—n(XIn(Y)B(E, & Z) +n(X)n(Z2)B(E,€,Y)
—n(Y)n(Z2)B(&, & X) +n(Y)n(X)B(, & Z)

—n(Z)n(X)B(&,EY) +n(Z)n(Y)B(E, € X)}
= 0

oldugundan (1) kosulu saglanir. (3.21) esitliginde A = (¢, £) alindiginda
(Va7) (4) = (Tx) (X) + n(X) V€, (Vin) (X)) = (—4 (Ve€) + V£, 0)
elde edilir. Ornek 3.29’dan ¢ (V&) = V€ olmak zorunda degildir. Bu durumda
(2) kosulu saglanmaz. o(Y) = —p*(Y) ve p(Z) = —p?(Z) esitligini saglayan keyfi
Y, Z vektor alanlar igin A = (5 ! %) olarak alindiginda Gy smifi tammindan (3.23)
esitligi
(VaF) (U V) = *{B(X,Y,2) +n(Y)B(X,€ Z) = n(Z)B(X,&,Y)}

= {BEY. Z) +n(Y)B(E,€ 2) —n(Z2)B(E,€,Y)}
= 2e*B(&,Y, Z) (3.148)

olur. Gip smifinda 6*(§) = 0 ve keyfi X € x(M) i¢in (X) = 0 oldugundan
(3.25)egitliginden

W) =2m(Y) ~ BEEY), O(V)=20(2) ~ H(6.67) (3.149)
elde edilir. (3.27) ve (3.149) esitliklerinden
O(UIR(AV) — B(VAAU) = 2877(2) (2?7(Y) e Y))
—2e(y) (20(2) - 1366 2)
= 200 (V)86 2) ~ nZ)BEE V)

2
= —e"B(L,Y,2) (3.150)
n
olur. (3.148) ve (3.150) esitliklerinin saglanmasi i¢in n = 1 ya da (¢,Y,Z) = 0

olmalidir. Ancak n, 1’den biiyiik pozitif tam sayidir ve p(Y) = —p?(Y), o(Y) =
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—p*(Z) esitligini saglayan keyfi Y, Z € x(M) icin B(¢,Y,Z) = 0 olmak zorunda
degildir (Ornek 3.29’a bakimz). Dolayisiyla (3) kosulu saglanmaz. Gy, smifinda
(&) = 0*(&) = w(€) = 0 oldugundan ve (3.28) esitliginde U = (¢, —4) alnrsa

n+1

Z (ﬁAiF) (Ui, U) =—-2n

i=1
esitligi elde edilir. Dolayisiyla (4) kosulu saglanmamig olur.
0(X) = —p*(X),0(Y) = —p*(Y) ve p(Z) = —p*(Z) esitligini saglayan her-
hangi X, Y, Z vektor alanlar1 igin (3.146) ve (3.147) esitliginden (3.20) esitligi

Svvw (VuF) (VW) = & {-n(X)B(Y,, Z) +n(X)B(Z,&,Y)
—n(Y)B(Z.¢§, X) +n(Y)B(X, ¢, Z)
—n(2)B(X,&.Y) +n(Z2)B(Y, €, X)}
= 2 H{=n(X)n(Y)B(E & Z2) +n(X)n(2)B(E,6,Y)
—n(Y)n(2)B(€, &, X) +n(Y)n(X)B(E, ¢, Z)
—n(Z)n(X)B(E,&Y) +n(Z)n(Y)B(E & X)}
= 0

olur. Bu durumda (5) kogulu saglanr. (3.22) esitliginde U = (¢, —%) alindiginda

(Vud) U) = ((Vx) (X) = n(X) V&, (Vin) (X)) = (=0 (V&) = Vet 0)

elde edilir. ¢ (Ve&) = —Ve€ olmadigit Ornek 3.29'da gosterildiginden (6) kosulu

saglanmaz. ©(Y) = ©%(Y) ve ©(Z) = ©*(Z) esitligini saglayan keyfi Y, Z vektor
g p(Y) = o © @ sitlig glay v Y,

d

—%) alinirsa G simifinin tanimlama bagintisindan (3.24)

alanlar1 icin U = (f,
esitligi
(VuF) (A, B) = e"{B(X.Y,Z) +n(Y)B(X,§,Z) —n(Z)B(X,§,Y)}
= {BEY. Z) +n(Y)B(E, € Z2) —n(Z)B(E.&Y)
= 2e7B(€,Y, Z) (3.151)

olur. G2 smifinda 6*(¢) = 0 ve keyfi X € x(M) i¢in 0(X) = 0 oldugundan (3.25)
esitliginden

O(A) = ~BE.EY) - 2(Y), O(B)=-BEE2)-2m(Z)  (3152)
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elde edilir. (3.27) ve (3.152) esitliklerinden
OEN(U,A) - OURUB) = 220() 15(6.6.2) - 2(2))
—2(2)  Lole.€.¥) — 20(1)
= 2o (V)86 2) ~ n(Z)HEE V)

= %6205(5,1/, Z) (3.153)

olur. (3.151) ve (3.153) esitliklerinin saglanmasi i¢in n = 1 ya da (£,Y,Z) = 0
olmahdir. Ancak n, 1’den biiyiik pozitif tam say1 ve G smifinda o(Y) = ©*(Y)
ve p(Z) = ¢*(Z) esitligini saglayan keyfi Y, Z € x(M) icin $(£,Y,Z) = 0 olmak
zorunda degildir (Ornek 3.29 bakinz). Boylece (7) kosulu saglanmaz. G, siifinda
(&) = 0*(&) = w(€) = 0 oldugundan ve (3.29) esitliginde A = (¢, 4) alindiginda

n+1

Z <?UZF) (A17A> = —2n

i=1
olur ve (8) kogulu saglanmaz.
Sonug olarak Gs simifindan olan M manifoldu (1) ve (5) disindaki kogullar

saglamadigindan M x R manifoldu Wy ®W3B W, Wed W, D Wy sinifindan olur. [
Ornek 3.29. G, 5 boyutlu bir Lie grup, bu Lie grubunun Lie cebri g ve

{e1, €9, €3, €4, €5} kiimesi g Lie cebrinin left-invaryant ortanormal bir ¢at1 alam olsun.

Lie cebrinin sifirdan farkli braketi
e1, e5] = —e;
olsun. £ = e,
ple2) = es5, ples) =eq, wles) =e3,  les) =en
ve

9(61761) = 9(62762) = 9(63763) =1,

9(64764) = 9(65765) = _17 <g<€i7ej) = 07 i # ])

olarak alindiginda (g, ¢, &, 7, g) 5-boyutlu left-invaryant hemen hemen parakontak
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metrik bir manifold olur. g metrigine gore sifirdan farkl kovaryant tiirevler
Vee1=—e5, Vees=—€

olarak hesaplanir. f'nin sifirdan farkh bilegeni sadece (e, e1,e3) = 1’dir. Buradan
g Lie cebri iizerindeki (¢, &, n, g) hemen hemen parakontak yapi G5 sinifindan olur.

Ayrica

0 (Vel) = 0 (Ve e1) = =€z, Vel = —es

veY =ej+ey—esve Z = ej+ez—ey almdiginda (V) = —p(Y) ve ¢*(2) = —p(2)

esitlikleri saglanm ve bu vektor alanlari icin
B(&,Y,Z) = fB(er,e1 +ea —es,e1 +e3 —ey) = —1

olur. Eger Y = e1 + ex +e5 ve Z = €1 + e3 + ¢4 almdiginda ¢*(Y) = (Y) ve
©*(Z) = ¢(Z) esitlikleri saglan1 ve bu vektér alanlar igin

B, Y, Z)=p(er,e1 +ex—e5,e1 +e3 —eyg) = —1

olur.

Teorem 3.28’den G x R {izerindeki left-invaryant hemen hemen parahermitian
yapt Wy & W3 @ Wy d W & Wy & Wy simifindan olur.

Yukarida verilen 12 tane teoremin sonucu olarak, hemen hemen parakontak
metrik M manifoldu ile hemen hemen parahermitian M xR manifoldunun ait oldugu

siniflar arasindaki ilgkiler agagidaki tabloda 6zetlenmigtir.
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Tablo 3.1. M ve M x R manifoldlarinin simiflary arasindaki iliskiler

M’nin ait oldugu simif M x R’nin ait oldugu siif

Gl = Ws e Wyb Wr g Wy
Gi = W, e W, & Wy
G? = W3 @& W, & Wy
G, = Ws @ W, W7 @ Wy
G% = W4 I, W7 &b Wg
G3 = W3 & Wy Wy
Gg = Wy e Wyp Wy s Wy
Gé = W4 ) W5 D Wg
G3 = Wiy @ W, & Wy
Gy = Wy @ Wy @ Ws @ Wy
Gl = Wy & Ws & Wy
G2 = Wy & Wy Wy

(Gg,(@(f_) # 2n) = Wy Wy
Gs = {0}

GNG(Q*@) = —2n) = We

Ge(0* (&) = 2n) = Wy
G7 = Ws e Wyb Wr g Wy
Gg = Wy e Wyb Wr s Wy
Go = WieWo,®Wyd Ws @ We® Wy
Gio = Wy @ Wy @ We @ Wy
Gn = WioWoeWse W, @ Ws® Ws® W7 @ Wy
G12 = Wo Wy W, Ws W7 b Wy
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4. HEMEN HEMEN PARAHERMITIAN YAPILARDAN ELDE EDi-
LEN HEMEN HEMEN PARAKONTAK YAPILAR

4.1. Hemen Hemen Parahermitian Metrik Manifoldlardan Elde Edilen
Hemen Hemen Parakontak Metrik Manifoldlar

(N, J, h), 2n-boyutlu diferensiyellenebilir hemen hemen parahermitian metrik
bir manifold olsun. N manifoldu iizerindeki hemen hemen parahermitian metrik
yap1 kullanilarak (2n 4 1)-boyutlu N x R garpim manifoldu iizerinde hemen hemen
parakontak metrik bir yapi inga edilebilir. a,b € C*°(N x R) fonksiyonlar1 olmak

tizere; N X R ¢arpim manifoldu tizerindeki herhangi (X , a%) , (Y, b%) vektor alanlar

icin
§i X xR 5 x(V xB). ¢ (X ) = (00,0,
(58, (542)) = h03y 40
-

o) (0 () -

olarak alindiginda (@,f,ﬁ, §> dortliisi N x R ¢arpim manifoldu iizerinde hemen

hemen parakontak metrik bir yapi olur. N x R iizerindeki yap1

9(2(X,ag) ¢ (Yibg))

ve
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kosullarimi saglar. Ayrica N x R hemen hemen parakontak metrik manifoldunun

geleri kullanilarak N x R carpim manifoldu iizerindeki ® temel 2-formu
~ d d d d
(X, a— Y, = X Y,
((veie)-(e0ir)) = o (e (o) ()
d
= g X Y, b
(0.0 (vog )
= hJ(X),Y)
= F(X,Y)
olarak hesaplanir. Keyfi X,Y,Z € x(N) ve a,b,c € C®°(N x R) fonksiyonlar i¢in

N xR ¢arpim manifoldu tizerindeki g metriginin Levi-Civita kovaryant tiirevi Koszul

formuli kullamlarak

( (X,a%)( ) dt Z, Cu >

= (X.ad) [3((v03). < )]+ (V02 [3((Xad) , (Z.ed)]
~ (Z.ed) [ (X, ), (Vb)) +3 ([(X,a) s (V:b)] . (Z.c)
+3([(Z ), (X,a)], (v:02)) + 3 ([(Z ) . (V:b2)] . (X, ad)
= (X,ad)[MY,Z) + bl + (Y, 04) [9(X, Z) + ac] — (Z,cd) [R(X,Y) + ab]
+h([X, Y], Z) + c (X[b] - Ya] + aZp — bF)
+1([Z,X],Y) +b(Z[a] — X[c] + ¢ — a%)
+h([Z,Y],X) +a(Z[b] = Y]] + ¢ — bk)
= 2(h(VxY,Z)) + 2cX[b] + 2ac%
= 2h(VxY,Z)+2c(X[b] +a®)

= 25 ((VxY, (X[t] +a) ). (Z.ch))

olarak bulunur. Buradan

@(x,a%) <Y, b%) = (VXY, <X[b] +a%) %) (4.1)

olarak elde edilir. N x R carpim manifoldu iizerindeki ¢ endomorfizmin kovaryant

tiirevi (4.1) esitliginden faydalanilarak hesaplandiginda

(Feat?) (105) = Foeon? (105) =2 (Tt (v03))

Vixas) (J(Y),0) = ¢ (VXY, (X[b] + a%) %)

= ((VxJ)(Y),0) (4.2)
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olur. (4.2) egitliginden N x R ¢arpim manifoldu iizerindeki B tensor alani
~ d d d ~ d d
X, Y, Z,c— = g Y, Z, c—
3( (o) (v0) (2e3)) ((wx@ 9 )( o) (%))
d
)
((

(VxJ)(Y), Z)
= a(X,Y,2) (4.3)

9
= h

olarak bulunur. (4.3) esitliginden N x R manifoldu tizerindeki ® temel 2- formun

(440 048) (22) - o(5) (52) (::2)
{8 o2 (522)
o((x8) (v ()

= a(X,Y,Z2)+ oY, Z,X) +a(Z,X,Y)

= dF(X,Y,Z) (4.4)
elde edilir.
{A1,,..., Ay, Uy, ..., U,} kiimesi N manifoldunun bir yerel ayarlanmig gat1 alan
olsun. Bu durumda
_ 1 o 1 ~ d
€ = 7 (A; +U;,0), @)= E(Al -U;,0), &= (O, %)

olmak fizere;
{21 e p(@1), - 3(E0), €}

kiimesi ¢ metrigine gére N x R carpim manifoldunun bir ortanormal cati alani
olur. N manifoldu iizerindeki F' temel 2-formun kotiirevi kullanilarak N x R ¢arpim

manifoldu tizerindeki keyfi (X ,a dt) vektor alani igin 6, 6* ve w formlari

o(xep) = Lo (o (xeig)) -2 (00 (o))

"1
= Zﬁ{a(Ai+Ui,Ai+Ui,X)—a(Ai—Ui,Ai—Ui,X)}

=1
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S 0 (AU X) 4 (AU, X))

— SF(X), (4.5)
b+ (X,a%) — g {B (éi@(e}-), (X,a%>) - (@(e}),e}-, (X,a%))}

_ i%{a(Ai—kUi,Ai UL X) — (A — Ui, Ay + Ui, X))

— i{—a(Ai,Ui,X)+04(Ui7AiaX)}

- Z{a(Ai,Ui,J(X))+Oz(Ui,Az‘7J(X>)}

= —F(J(X)) (4.6)

W (X,a%) =4 (5, £, (X,a%)) =0 (4.7)

Caligmanin bundan sonrasinda kullanilacak olan Riemannian, Ricci ve skaler

ve

olur.

egriliklerinin tanimi agagida verilmigtir.
Tanim 4.1. (M™", g), diferansiyellenebilir bir semi-Riemannian manifold ve g
metriginin Levi-Civita kovaryant tiirevi V olsun. Herhangi X, Y, Z vektor alanlar:

igin X ve Y vektor alanlarmin Lie-braketi [ X, Y] olmak tizere; R : x(M)* — x (M)
R(X,Y)Z =VxVyZ —=VyVxZ =V xy|Z (4.8)

olarak tanimlanan dontigiime M manifoldunun Riemannian egriligi denir [3].
Tanim 4.2. (M", g), diferansiyellenebilir semi-Riemannian bir manifold olsun.
{€i,...,en}, (i # j iken g(e;,e;) = 0, ¢ = j iken g(e;,e;) = ¢; = 1) kiimesi M

tizerinde bir ortanormal ¢at1 alani olsun. Bu durumda Ricci egriligi
QX,Y) = eig(R(e:, X)Y, ;) (4.9)
i=1

olarak tanimhdir [3].
Tanim 4.3. (M", g), diferansiyellenebilir semi-Riemannian bir manifold olsun.

{€i,...,en}, M fiizerinde bir ortanormal ¢ati alani olmak tizere; M manifoldunun
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skaler egriligi
S = Z&Q(Gi, €i) (4.10)
i=1

olarak tanimhdir [3].
Keyfi ( , dt) (Y, b dt) (Z, cs dt) vektor alanlari icin N x R ¢arpim manifoldu-

nun Riemannian egriligi (4.1) esitligi kullanilarak hesaplandiginda

A((xag) (o)) (7)) = Focon (Fomar (23))

= (VxVyZ = VyVxZ - VixyZ,0)

(R(X,Y)Z,0) (4.11)

bulunur. (4.11) esitliginden Ricci egriligi

o((ved) (o8)) = (0 (32)) ()
(o () (1) )
(ee2) (52))

3
Z 6,‘) —h (R(J(GJ, Y)Zv J(el))
Y) (4.12)

olur. Ayrica N x R ¢arpim manifoldunun skaler egriligi (4.12) esitligi kullanilarak

hesaplanirsa
i = Y{e@a-oe@ s@n}+a(5e)
_ Z {Q(Ai+ Ui, A+ Up) — Q (A — Ui, A — Uy)}

_ Z{Q (Ai, Ui) — Q (J(4), J(U:)}

s (4.13)

elde edilir.

Bundan sonraki adimlarda ifadelerin kisaligi acisindan N xR ¢arpim manifoldu
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iizerindeki vektor alanlar (X, a%) = X, (Y, b%) =Y ve (Z, c%) =7 seklinde ifade
edilmigtir.
Tanim 4.4. (M, g) bir Riemannian ya da semi-Riemannian manifoldunun

Ricci egriligi @ ile gosterilmek tizere

Q=M\g

esitligini saglayan A skaleri varsa (M, g) manifolduna A skaleri ile bir Einstein
manifold denir [8].
Tanim 4.5. (M, g) bir Riemannian ya da semi-Riemannian manifoldunun

Ricci egriligi @ ve V' vekdr alan1 boyunca Lie tiirevi Ly ile gosterilmek iizere
1
§£vg +Q+Xg=0

esitligini saglayan V vekor alani ve A skaleri varsa (M, g) manifolduna V' vekor alan
ve A skaleri ile bir Ricci soliton denir [9,10].

Tanim 4.6. (M, ¢, £, n, g) hemen hemen parakontak metrik manifold olsun. M
manifoldunun Ricci egriligi () ve V' vektor alani boyunca Lie tiirevi Ly ile gosterilmek

uzere

1
FLvg+ Q@+ Ag+pun®n) =0

esitligini saglayan V' vekor alani ve (A, ) skalerleri varsa (M, ¢, £, n, g) hemen hemen
parakontak metrik manifolduna V' vekér alani ve (A, u) skalerleri ile bir n-Ricci
soliton denir [9-11].

Teorem 4.7. N hemen hemen parahermitian manifoldu A skaleri ile Einste-
indir ancak ve ancak N x R hemen hemen parakontak metrik manifoldu (A = —A,

i = A) skalerleri ile n-Ricei solitondur.

Kanat. N hemen hemen parahermitian manifoldu Einstein olsun. Bu durumda her
X, Y € x(N) igin Q(X,Y) = A(X,Y) olacak sekilde A sabiti vardir. N x R ¢arpim
manifoldu iizerindeki vektor alam V = € = (O, %) ve skalerler (5\ = -\ [0 =)
olarak alindiginda (4.1) ve (4.12) esitliginden

(X.7) +3g (X.7) + aa @) (X,7)
3 (V7. %)} 4 QX Y)  A(W(X.Y) + ab) + Aab
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= %{ (65(&7}/) +g (6?57)2)} +Q(X7Y) - )‘h(XvY)

elde edilir. Bu durumda N x R carpim manifoldu 5 ( , dt) vektor alani ve

(A= =\, fi = \) skalerleri ile 7-Ricci soliton olur.
Tersine, N x R ¢arpt manifoldu V = ¢ = (0, ;t) vektor alani ve (/N\ = =\,

fi = A) skalerleri ile bir n-Ricci soliton olsun. n-Ricci soliton tanmimindan ve (4.1),

(4.12) egitliklerinden
0 = £33 (%.7) +Q(X )+X§(X V) + @) (X.7)
— 1{a(VaV.Y) +3 V5V, X) | +Q(X,Y) = A(A(X, Y) + ab) + Aab
_ %{ (V&Y (?{,X b+ Q(X,Y) = Ar(X,Y)

+3
= Q(X,Y)—=AM(X,)Y)
elde edilir. Buradan Q(X,Y) = A(X,Y) olur. Dolayisiyla N manifoldu A sabiti ile

Einsteindir. O
Ornek 4.8. G, 6 boyutlu Lie grup, bu Lie grubunun Lie cebri g ve {e1,ea,€3,€4,€5,¢6}

kiimesi g Lie cebrinin bir ¢at1 alani olsun. Lie cebrinin sifirdan farkli braketleri
[e1,64) = €1+ eq [ea,e5] =ea+es, [es,e6] = €3+ eg
olsun [6]. G Lie grubu iizerindeki left-invaryant hemen hemen parahermitian yapi
J(e1) =e1, J(ea) = e, J(e3) =e3, J(ey) = —ey, J(e5) = —es5, J(eg) = —eg

ve left-invaryant h metrigi agsagidaki gibi olsun.

0001O00O0
000010
000O0O01
100000
010000
001000

Bu durumda (., k) bir left-invaryant hemen hemen parahermitian yap1 olur. Koszul
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formiilii kullanilarak sifirdan farklh Levi-Civita kovaryant tiirevler agagidaki gibidir:

Velel = —é1, v6164 = €4, V6264 = —é€9g, v6265 = €5,
V~'33€3 = —é€s, v6366 = €¢, v~'34€1 = —é€1, v6464 = €4,
Vesea = —€2, Vees =e5, Veey = —e3, V€6 = €.

Gerekli hesaplamalar yapildiginda bu G Lie grubunun Ricci egriligi Q(z, y) = —2¢g(z, y)
ve skaler egriligi —12 olarak bulunur. Teorem 4.7’den G’ xR {izerindeki left-invaryant
hemen hemen parakontak metrik yap1 V = € = (0, C‘ft) vektor alam ve (2,-2) skaleri
ile n-Ricci soliton olur.

Teorem 4.9. N hemen hemen parahermitian manifoldu V vekor alani ve A
skaleri ile Ricci solitondur ancak ve ancak N x R hemen hemen parakontak metrik
manifoldu V = (V,0) vekér alani ve (A = \, i = —\) skalerleri ile 7-Ricci solitondur.
Kamit. N hemen hemen parahermitian manifoldu Ricci soliton olsun. Bu durumda
her X, Y € x (V) igin %Evh(X, Y)+Q(X,Y)+ M (X,Y) = 0 olacak sekilde V' vektor
alam A sabiti vardir. N x R carpim manifoldu iizerindeki vektor alam V = (V,0) ve
skalerler (A = X, i = —\) olarak alimdiginda (4.1) ve (4.12) esitliginden

(X Y) +Q (X ~> Y (Xf/) + (7 ® 1) (Xf/)
V.¥)+3 VsV, X) } + QX Y) + A (B(X,Y) + ab) — Aab
(VXV Y) +h(VyV, X)} +Q(X,Y) + MAr(X,Y)
vh(X,Y)+ Q(X,Y) + M (X,Y)

l\rﬁ,—Hl\:

O NIE NIE N= N

oldugundan N x R carpim manifoldu V = (V,0) vektér alani ve (A = X, i = —\)
skalerleri ile n-Ricci soliton olur.

Tersine, N x R ¢arpim manifoldu V = (V,0) vektér alam ve (A = X, i = —\)
skalerleri ile bir n-Ricci soliton olsun. n-Ricci soliton tammindan ve (4.1), (4.12)
esitliklerinden

0 = L35 (X.7)+Q(X.7) + 35 (X,¥) + i) (£,7)
— {3 (VaV.Y) +3(V5V, X) } + QUGY) + A (R(X,Y) + ab) — Aab
= H{h(VxVY)+h(VyV,X)} + Q(X,Y) 4+ A(X,Y)
= LLyMX,Y)+Q(X,Y) + A(X,Y)
esitligi saglamr. Bu egitlikten 1Ly h(X,Y) + Q(X,Y) + Ar(X,Y) = 0 elde edilir.
Dolayisiyla N manifoldu V' vektor alani A sabiti ile Ricci solitondur. O
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Tanim 4.10. (M, g) bir Riemannian ya da semi-Riemannian manifoldunun

skaler egriligi s ve V' vektor alani boyunca Lie tiirevi Ly ile gosterilmek tizere
1
iﬁvg =(s—A)g

esitligini saglayan V vekor alani ve A skaleri varsa (M, g) manifolduna V' vekor alan
ve A skaleri ile bir Yamabe soliton denir [12].

Tanim 4.11. (M, ¢,£,n,g) hemen hemen parakontak metrik manifold olsun.
M manifoldunun skaler egriligi s ve V' vekor alan1 boyunca Lie tiirevi Ly ile goste-

rilmek tizere

1
§&w=ﬂs—ﬂg+um®n)

esitligini saglayan V' vekor alani, A skaleri ve p € C'°°(M) fonksiyonu varsa (M, ¢, &, 1, g)
hemen hemen parakontak metrik manifolduna V' vekoér alani, A skaleri ve p €
C>° (M) fonksiyonu ile bir quasi Yamabe soliton denir [13].

Teorem 4.12. N hemen hemen parahermitian manifoldu V' vekor alani, s
skaler egriligi ve A skaleri ile Yamabe solitondur ancak ve ancak N x R hemen
hemen parakontak metrik manifoldu V = (V,0) vekor alani, § = s skaler egriligi,

A = X skaleri ve i = A — s € C°°(M) fonksiyonu ile quasi Yamabe solitondur.

Kanit. N hemen hemen parahermitian manifoldu Yamabe soliton olsun. Bu du-
rumda keyfi X,Y € x(N) i¢in $Lyh(X,Y) = (s — A)A(X,Y) olacak gekilde V
vektor alani, s skaler egriligi ve A sabiti vardir. N x R ¢arpim manifoldu iizerindeki
vektor alam V = (V,0), C* fonksiyonu olarak fi = A — s, skaler egrilik i¢in § = s ve
skaler A = X olarak alindiginda (4.1) ve (4.12) esitliginden
Lo (X.7) = {5 (VeV V) +9 (V7. %)}
= 3 {h(VxV.Y) +h(VyV, X)}

= 1Lyh(X,Y)
= (s—=MNh(X,Y)

= (5= NA(X,Y) + (=i + jt)ab
= (5=Mh(X,Y)+ (s — X+ f1)ab
= E=NhX,Y)+ (5= N+ f)ab
= (3-NIX,Y) + i@ n)(X,Y)

elde edilir. Dolayisiyla N x R hemen hemen parakontak metrik manifoldu V = (V,0)
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vekto alan, ji = (A — s) € C°°(M) fonksiyonu, § = s skaler egriligi ve X = X skaleri
ile quasi Yamabe soliton olur.
Tersine, N x R ¢arpim manifoldu V = (V,0) vekdr alam, A\ = \ skaleri ve

= \—s € C>®(M) fonksiyonu ile quasi Yamabe soliton ise

0 = 1205 (X.7) = (5= Na(X,V) = i @ i)(X,7)
= g (VeV¥) 3 (VP )} = (5= 0 (h(X,Y) + ab) = (A = s)ab
= L{(VxV.Y) +h(VyV, X)} = (s — Ah(X,Y)
= LLuh(X,Y) — (s — MA(X,Y)

esitligi elde edilir. Buradan £y h(X,Y) = (s — A)h(X,Y) olur. Dolayisiyla N ma-

nifoldu V' vekor alani ve A skaleri ile Yamebe soliton olur. [
N manifolduna ait 6zellikler dikkate alindiginda N x R ¢arpim manifoldunun

ait oldugu bazi siiflarin sifir oldugu asagida gosterilmigtir. N x R ¢arpim mani-

foldu tizerindeki keyfi X vektor alam i¢in 8(X) = —0F(X) ve 6*(X) = —6J(F (X))

oldugundan X = ¢ = (0, 4) olarak almrsa 0(€) = 6*(€) = 0 olur. Buradan

BT, 2) = BNR.7. 2) =0
bulunur. Herhangi X,Y € y(N x R) i¢in (4.3) esitliginden 3(X,Y,€) = 0 oldugun-

dan

ve
BNX,Y,Z)=FN(X,Y,Z) = B*X,Y,Z)=0

olur. Ayrica her X € y(N x R) icin @Xé = 0 oldugundan ¢ = (0, %) vektor alan
N x R hemen hemen parakontak metrik manifoldu iizerinde pareleldir. 5 vektor
alan1 G, Gy, G3 ve G4 siniflarinda da parelel oldugundan N x R ¢arpim manifoldu
G1® Gy & G3 @ Gy siifina ya da bu sinifin alt simiflarina ait olabilir. N manifolduna
ait ozellikler dikkate alindiginda N x R ¢arpim manifoldunun ait oldugu siniflar olan
G1, G, Gy, G4 stmflarmin izdiigiimleri 81, 52, 5, B iin esitlikleri agagidaki gibidir.

N x R ¢arpim manifoldu iizerindeki keyfi XY, Z vektér alanlar1 olmak iizere;

(N, J, h) hemen hemen parahermitian manifoldu tizerindeki her A, B,C € V; U, V,W €
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Higin X =A+U,Y =B+V,Z=C+W olarak alindiginda (4.3) esitliginden

s {9(X, B0)I5(2(2)) - 3(X. 3(2)85(2()

~G(@(X), B(V)B5(5(2)) + 35 ~> F2NB5(F())}

= i {MJ(X).Y)OF(J(Z)) = h(J(X), Z)SF(J(Y))
—h(X,Y)OF(Z)+ h(X,Z)5F(Y)}

= s {MA—-U,B+V)§F(C - W)
—h(A-=U,C+W)§F(B-V)
—h(A+U,B+V)JF(C+W)
+h(A4+U,C+W)SF(B+V)}

= ﬁ {=h(A,V)OF(W) — h(U, B)dF(C)
+h(A,W)OF (V) — h(U,C)6F(B)}

= O(V)h(A,W)—-OO(W)h(A,V)—0O(B)h(U,C)+ 6(C)hU,B)

BUX.Y.Z) =

ve

= (A, V,W) +a(U, B,C) + O(W)h(A,V)
—O(V)h(A, W) + O(B)h(U,C) — 6(C)h(U, B)

esitlikleri elde edilir. Elde edilen bu egitliklerden
BUX,Y, Z)+ (X, Y, Z) = a(A,V,W) + (U, B,C)

olur. Ayrica

BV, 2) = H{BEXR), ), 4(2) + Blp(X), 3(V), 4(2) }
B, 22, () + BV, 82(2). 8(X) }
+{B(2*(2), 2(X), (V) + B(3(2), (%), 6(1)) |

= §{o(X.Y.2) +a(J(X),J(Y), 2)}
+i{a(Y, Z,X) + (J(Y), J(Z), X)
+H{a(Z, X))+ a(J(2),J(X),Y)}
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{0(A+U,B+V,C+W)+a(A-UB-V,.C+W)}

HauB+V,C+W,A+U)+a(B-V,C-W,A+U)}

tH(C+W,A+UB+V)+a(C-W,A-UB+V)}
— L{a(A,B,C) +a(U,V,W)}

+H{a(B,C, A) + o(V,W,U)}

+1{a(C, A, B) + a(W,U,V)}

{a(A,B,C) + a(B,C, A) + a(C, A, B)}

+HaU VW) + a(V,W,U) + (W, U, V)}

ve

~FX.Y,2)
= Ha(X,Y,2) +a(J(X),J(Y),2)} - (XY, 2)
= Ha(A+U,B+V,C+W)+a(A-UB-V,C+W)}

%{ (A B C)+a(B C,A)+a(C, A, B)}
~Ha(U,V,W) + a(V,W,U) + a«(W,U,V)}
= (A, B,C)+a(U,V,W)

—Supc (V4F) (B,C) — Syyvw (Vo F) (V,W)

esitliklerinden
BUX,Y,Z)+BYX,Y,Z) = a(A B,C) + a(U,V,IV)

elde edilir. Saglanan bu egitlikler agagidaki teoremlerin ispatlarinda kullanilmigtir.
Teorem 4.13. (N, J,h) hemen hemen parahermitian manifoldu W; smifina
aittir ancak ve ancak (N x R, £, 5.1, g) hemen hemen parakontak metrik manifoldu

G% sinifina aittir.

Kamit. (N, J, h) manifoldu W; smifindan olsun. Bu durumda (1) kosulu digindaki
tiim kosullar saglanir. Keyfi X € x(N) igin A € V ve U € ‘H olmak iizere; X = A+U
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olarak alinirsa (4) ve (8) kogulundan
SF(X) = =) {a(A, U, X) + a(U;, A, X)}
i=1
i=1

i=1
= 0
elde edilir. #(X) = —6F(X) oldugundan A(X) = 0 olur. Buradan §'(X,Y,Z) =0
bulunur. Keyfi X € x (V) i¢in 6F(X) = 0 oldugundan X = A€ Vve X =U € H
icin 6F(A) = 0F(U) = 0 olur. Lee form tanmimindan ©(A) = O(U) = 0 elde edilir.
Bu durumda (3) ve (7) kosullarindan

a(A,U,V)=a(U,A,B)=0 (4.14)
elde edilir. (4.14) esitliginden

B(X,Y,Z)=a(A,V,W)+a(U,B,C)—pYX,Y,Z) =0
=0

olarak bulunur. Diger taraftan herhangi A, B,C € V i¢in (2) kosulundan «(A +
B, A+ B,C) =0 oldugundan

a(A,B,C) = —a(B,A,C) (4.15)
ve keyfi U, V,W € H i¢in (6) kosulundan o(U + V,U + V, W) = 0 oldugundan

(U, V,W) = —a(V,U,W) (4.16)
elde edilir. (4.15) ve (4.16) esitliklerinden

BUX,Y,Z) = a(A B,C)+a(U,V,W)
—1{a(A, B,C) + a(B,C, A) + a(C, A, B)}
—{a(UV, W) + a(V,W,U) + a(W,U,V)}
=0

olur. (4.16) esitliginden ve (5) kogulundan

a(U,V,W) =0 (4.17)
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bulunur. Boylece (4.17) esitliginden

BX,Y,Z)=a(A B,C)+a(UV,W) = YX,Y,Z) = a(A4, B,C)

——
=0

ve

53(‘;5()()7}772) = Oz(A, B>O> - O‘(UaVaW) - 54(95()2)7?72) = a(A’B>C)

-

=0

olur. Buradan G2 simifinin tanimlama bagintisi olan

BB(Xa}}? Z) = 63(¢<X)7?7Z)

saglanmug olur. Dolayisiyla N x R ¢arpim manifoldu G3 siifindan olur.

Tersine, Eger N x R manifoldu G3 siifindan ise keyfi XY, Z ¢ X(N xR) i¢in

ve

esitlikleri saglamr. (4.18) esitliginden
a(X,Y,7) — é (X, Y, 2) + a(J(X), J(Y), Z)}
e {alV, 2,X) + ala(v), J(2), X))
4 {alZ.XY) +a((2), (), V)
ve (4.19) esitliginden
a(X,Y,Z) = é {a(J(X),Y, Z) + a(X,Y, J(Z))}
5 {alY, Z,J(X) +alJ(Y), Z,X))

J% {a(Z, X, J(YV))+a(J(Z2),X,Y)}

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

elde edilir. {A;,U;} bir yerel ayarlanmig ¢at1 alan1 olmak tzere; (4.20) esitliginde
keyfi A€ Vigin X =Y = A alimdiginda (A, A, Z) =0ve X = U, Y = A;, Z=A
alindiginda a(U;, A;, A) =0, keyfi U € H igin X =Y = U alindiginda (U, U, Z) =
Ove X =A;,Y =U;, Z = U alindiginda a(A;,U;, U) = 0 bulunur. Dolayisiyla (2),
(4), (6) ve (8) kosullar1 saglanir. (4) kogulundan ve Lee form tamimindan O(U) = 0
oldugundan keyfi A € V; U,V € H i¢in (4.20) esitliginden a(A, U, V') = 0 olur ve (3)
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kogulu saglanir. Benzer gekilde (8) kosulundan ve Lee form tanimindan ©(A) = 0 ve
(4.20) esitliginde her U € H; A, B € V igin o(U, A, B) = 0 oldugundan (7) kogulu
saglanmig olur. Ayrica herhangi U, V, W € H igin (4.20) esitliginden
1
AUV, W) = S {alU,V, W) +a(V, W,0) + a(W, U, V)}
ve (4.21) esitliginden
1
Oé(U, V7 W) - _g {OJ(U, V7 W) + Oé(v, I/Va U) + Oé(W, U: V>}

elde edilir. Elde edilien bu iki esitlikten (U, V, W) = 0 olur. Dolayisiyla (5) ko-
sulu saglanir ve (1) kogulu digindaki tiim kogullar saglandigindan N manifoldu W,

sinifindan olur. O]

Ornek 4.14. G, 6—boyutlu bir Lie grup, bu Lie grubunun Lie cebri g ve
{e1, 9, €3, €4, €5, €6} kilmesi g Lie cebrinin bir ¢ati alani olsun. g Lie cebrinin sifirdan

farkl Lie braketleri
le1,e2] = 2e3, [e1,e6] = 2e5, [e2, 6] = 2e4
olsun [6]. G Lie grubu tizerinde

J(e1) =e1, J(ea) = e, J(e3) = —es, J(ea) = —e4, J(e5) = —e5, J(es) = €s.

ve
0 0 01 00
0 0 00 -1 0
0 0 00 01
h =
10 00 00
0 -1 00 0O
0 0 1.0 0O

olmak {lizere; (J, h) left-invaryant hemen hemen parahermitian bir yap1 olur. Koszul

formiiliinden sifirdan farkl Levi-Civita kovaryant tiirevler agagidaki gibidir:

Ve162 = €3, vegel = —é€g, Ve166 = €5,

Veeel = —é¢s, ve2€6 = €4, V€662 = —¢€4.
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A =e1, B=ey ve C = eg olarak alindiginda

SABC (VAF) (B,C) = O{(€1762,€6) +O{(€2,€6,€1) +&(667€17€2>
= 2h (Ve e9,66) + 2h (Ve,e6,e1) + 2h (Veger, €2)
= 2h(e3,e¢) + 2h (e4,e1) — 2h (€5, e2)
=6

olarak bulunur. Béoylece (1) kogulu saglanmaz. Ancak diger tiim kogullar sagalanir.
Dolayisiyla G tizerindeki (J, h) left-invayant hemen hemen parahermitian yapr W,
siifindan olur. Teorem 4.13’den GG x R {izerindeki left-invariant parakontak yapi
G2 smifindan olur.

Ayrica G x R iizerindeki left-invariant parakontak metrik yap1 dikkate alindi-
gimda; p*(X) = (X)), ¢*(Y) = oY), 9*(Z) = ¢(Z) esitligini saglayan X = (e1,0),
Y = (e3,0) ve Z = (eg,0) igin (4.3) esitliginden

ﬁ(X, Y, Z) = 6((61,0), (6270), (66,())) = 06(61,62766) =2

olur.

Teorem 4.15. (N, J,h) hemen hemen parahermitian manifoldu W, smifina
aittir ancak ve ancak (N x R, £, 5.1, g) hemen hemen parakontak metrik manifoldu
G2 smifina aittir.

Kanat. (N, J, h) manifoldu W5 smifindan olsun. Bu durumda (3), (4), (7) ve (8)

kogullar1 Teorem 4.13’de de saglandigindan Teorem 4.13’iin ispatindan

BUX,Y,Z)=B(X.Y,Z) =0

olur. Herhangi A, B,C € V; U, V,W € H igin (1) ve (5) kogullarindan

FB(X.Y,Z) = 2a(A B,C)+a(B,C,A) +a(C, A, B)}
+1 {a(U, V,W) + a(V,W,U) + a(W,U,V)}
= 0
olur. Keyfi U, VW € H i¢in (5) ve (6) kosullarindan o (U, V, W) = 0 oldugundan

BYX,Y,Z) = (A B,C)+a(UV,W) = (X,Y,Z) = a(A, B,C)
=0
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ve

B4<95<X)’Y/’Z) = Oz(A, 870) - O‘(UaVaW) - 33(95()2)7}7’2) = a(A’B>C)

J/

-

=0

esitlikleri elde edilir. Buradan G3 siifinin tanimlama bagmtist olan

54()27}77 Z) = 64(@<X)7?>Z)

saglandigindan N x R ¢arpim manifoldu G? siifindan olur.

Tersine, Eger N x R manifoldu G2 siifindan ise herhangi X,Y, Z € (N x R)

icin

ve

esitlikleri saglanir. (4.22) esitliginden

a(X.Y,2) = ;{alX.Y.2)+alJ(X),J(¥), 2)}
_% {a(X,Y, Z) + a(J(X),J(Y), 2)}
_% {a(Y.Z,X)+a(J(Y),J(Z),X)}

_é {a(Z, X,Y)+a(J(Z),](X),Y)}

ve (4.23) esitliginden

(XY, Z) = % {a(J(X), Y. 2) + (XY, J(Z))}
_é {a(J(X),Y, Z) + a(X,Y, J(2))}
_é (Y, Z,J(X)) + a(J(Y), Z,X)}

_% {a(2,X,T(YV)) + a(J(2), X,Y)}

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

elde edilir. (4.24) egitliginde keyfi A, B,C € V i¢in «(A, B,C) + a(B,C,A) +
a(C,A,B) =0 ve her U, V,W € H i¢in a(U,V,W) 4+ «(V,W,U) + «(W,U,V) =0

oldugundan (1) ve (5) kogullar1 saglanir. {A;, U;} bir yerel ayarlanmig gat1 alani
olmak tizere; (4.24) esitliginde her U € H i¢gin X = A;)Y = U;,Z = U alindi-
gmda «(A;,U;,;U) = 0 ve her A € V i¢gin X = U;,Y = A;,;Z = A alindiginda
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a(U;, A;; A) = 0 bulunur. Buradan (4) ve (8) kogullar1 saglanir. Her U € H igin
(4) kosulundan ve Lee form tanmimindan O(U) = 0 ve (4.24) esitliginde her A € V;
U,V € H igin (A, U, V) = 0 oldugundan (3) kosulu saglanir. Benzer sekilde Her
A €V igin (8) kogulundan ve Lee form tanmimindan ©(A) = 0 ve (4.24) esitliginde
her U € H; A,B € V igin a(U, A, B) = 0 oldugundan (7) kogulu saglanmig olur.
Ayrica her U € H igin (4.25) esitliginden (U, U, Z) = —a(U,U, Z) oldugundan
a(U,U, Z) = 0 olur ve (6) kogulu saglanir. (2) kogulu digindaki tiim kogullar saglan-

digindan N manifoldu Wy sinifindan olur. O]

Ornek 4.16. G, 4—boyutlu bir Lie grup, bu Lie grubunun Lie cebri gy3 ve
{e1, €2, €3, €4} kilmesi g Lie cebrinin bir ¢at1 alan1 olsun. Lie cebrinin sifirdan farkl

braketleri
[e1,e4] = €1, es,eq] = e
seklindedir |7]. G Lie grubu tizerinde J endomorfizmi
J(e1) = —e1, J(ex) = —eq, J(esz) =e3, J(es) =ey4.

ve h metrigi

00 01

0010
=

01 00

1 000

olarak alindiginda (J, h) left-invaryant hemen hemen parahermitian bir yapi olur.
Koszul formiilii kullanilarak sifirdan farkli Levi-Civita kovaryant tiirevler agagidaki

gibidir:
Ve3€3 = —¢€y, Ve3€4 = €2, Ve4€1 = —é€y, Ve4€4 = €4.

J(A) = A kogulunu saglayan A = e3 igin J (V4A) = J (Ve,e3) = e oldugundan
J (Vese3) # Ve,es olur. Boylece (2) kogulu saglanmaz. Ancak diger kogullar saglanir.
Dolayisiyla G iizerindeki (J, h) left-invaryant hemen hemen parahermitian yap1 Wy
siifindan olur. Teorem 4.15’den GG x R iizerindeki left-invaryant parakontak yapi
G3 smufindan olur.

Ayrica G x R iizerindeki left-invaryant parakontak yapi igin ¢*(X) = ¢(X)
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esitligini saglayan X = (e3 + e4,0) igin (4.2) esitliginden
(Vxe) (X) = (VesyesJ) (€3 + €4) = —2¢,

olur.

Teorem 4.17. (N, J, h) manifoldu W3 smifina aittir ancak ve ancak (N x
R, 5 ,$,7,g) hemen hemen parakontak metrik manifoldu G3 smifina aittir.
Kanat. (N, J, h) manifoldu W3 sinifindan olsun. Teorem 4.13in ispatindan (4) ve
(8) kosulundan 5'(X,Y,Z) = 0, (2) ve (6) kosulundan 3*(X,Y, Z) = 0 elde edilir.
Teorem 4.15’in ispatindan (1) ve (5) kosulundan £3(X,Y,Z) = 0 olur. Ayrica
keyfi A € V igin (8) kogulundan 0F(A) = 0 oldugundan ve Lee form tanimindan
©(A) = 0 olur. Dolaywsiyla Keyfi U € H; A, B € V i¢in (7) kogulundan

a(U/A,B)=0 (4.26)
elde edlir. (4.26) esitliginden

X, Y,Z) = oA, V,W)+a(U,B,C)—BHX,Y,Z) = a(AV,IV)
=0
ve

ﬁQ(@(X),Y/,Z) = a(A,V,W)—a(U,B,C’)—Bl(gb(f(),f/,Z)J:a(A,V,W)

N

-

=0

oldugundan

XY, 2) = (p(X),Y. 2)
olur. Béylece N x R garpim manifoldu G2 sinifindan olmus olur.

Tersine, Eger N x R ¢arpim manifoldu G2 simifindan ise N x R iizerindeki keyfi

X.Y, Z vektor alanlar igin

BX,Y,Z)=[(X,Y,2) (4.27)

ﬂ(XAN/?Z) 162<95<X)a}>72) (4'28)
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esitlikleri saglanir. (4.27) esitliginden

0(X.Y,7) = S{a(X,Y,2) ~a(J(X),J(V), 2))
—ﬁ {0F(Y)h(X,Z) = dF(J(Y))h(J(X), Z)

—0F(Z)h(X,Y) 4+ 0F(J(Z))h(J(X),Y)} (4.29)
ve (4.28) esitliginden

o(X.Y,7) = L{a(J(X),Y,2) - a(X,Y,J(2))}
1

2(n—1)

—SF(Z)h(J(X),Y) + SF(J(Z))h(X,Y)} (4.30)

(SF(YV)h(J(X), Z) — SF(J(Y))h(X, Z)

elde edilir. (4.29) esitliginde keyfi A, B,C € V i¢in a(A, B,C) =0 ve her U, V,W €
H igin a(U, V, W) = 0 oldugundan (1) ve (5) kosulu saglanir. (4.29) esitliginde keyfi
AeVigina(A A, Z) =0veher U € Higin a(U,U, Z) = 0 esitlikleri saglandigindan
(2) ve (6) kosulu saglanmig olur. N manifoldu tizerinde {A;, U;} bir yerel ayarlanmig
cat1 alan olmak iizere; (4.29) esitliginde keyfi U € H igin

n

S a4, U U) = Z%{a(Ai,Ui,U)—a(J(Ai),J(Ui),U)}

i=1
n

— D Z {6F(U)h(A;,U) — F(J(U:)h(J(4;),U)
—5F(U)i;(Ai, U;) + 0F(J(U)h(J(A), Uy}

n

= Y a(A, U, U)

i=1

1 Zn: {§F(U)h(A;,U) — SF(U)h(A;, Ui)}

(1)

= Z a(A;, Ui, U) + i (nljéF(U)h(Ai, U)
= zn:a(Ai,Ui,U)—i—

=1

o F )

n

olur. Buradan (n_l)éF(U) = 0 olur. n,1’den biiyiik pozitif tam say1 oldugundan

JF(U) = 0 elde edilir. Dolay181ylaz a(A;,U;,U) = 0 olur. Buradan (4) kosulu

i=1
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saglanir. Benzer sekilde (4.29) esitliginde her A € V i¢in

n

S (Ui, A, A) = Zl{a(Ui,Ai,A)—a(J(UZ»),J(A,»),A)}

=1

—mz {SF(A)h(U;, A) — 6F(J(A:))h(J(U), A)

i=1

—0F(A)W(U;, Ay) + OF (J(A))h(J(Us), Ai)}

n

= Z Oz(Ui, Az‘, A)

=1

= Z{dF A) — 6F(A)(U;, A4;)}

_ Z (U;, A;, A) +Z ! SFE(A(U;, A;)

— (n—1)

— ;a(Ui,Ai,A) + (n 3

SF(A)

oldugundan 5 5F(A) = 0 elde edilir ve § F/(A) = 0 olur. Buradan Z a(U, Ay A) =

i=1
0 oldugundan (8) kosulu saglanir. AyricakeyfiU € H; A, B € Vi¢in O(A) = O(B) =
0 ve (4.30) esitliginden a(U, A, B) = 0 oldugundan (7) kosulu saglanmig olur. Dola-
yistyla (3) kogulu digindaki tiim kogullar saglandigindan N manifoldu W3 sinifindan

olur. O
Ornek 4.18. G, 6—boyutlu bir Lie grup, bu Lie grubunun Lie cebri g ve

{e1, €9, €3, €4, €5, €6} kilmesi g Lie cebrinin left-invaryant bir ¢at1 alani olsun. Sifirdan

farkh Lie braketi
les, €5] = €6
olsun [6]. G Lie grubu tizerinde J endomorfizmi
J(er) =e1, J(ez) = ea, J(e3) =e3, J(eg) = —ey, J(es) = —es, J(eg) = —es

ve h metrigi
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000100
000010
000O0O0T1
1 0000O0
010000
00100O0O0

olarak almdiginda (J, h) ikilisi G Lie grubu tizerinde left-invaryant hemen hemen
parahermitian bir yapi olur. Koszul formiiliinden sifirdan farkli Levi-Civita kovaryant

tiirevler agagidaki gibidir:

Ves€s = —3€3, Veses = 3e1, Vee3 = —3e,
V.65 = %66, V.3 = %el, Veeq4 = —%66.
A =e3,U = ey, V = e5 olarak alindiginda ©(ey) = O(e5) = 0 ve a(es, e4,€5) = 1 ola-
rak bulunur. Dolayisiylsa bu yapi (3) kogulunu saglanmaz. Ancak diger tiim kogullar
saglandigindan G iizerindeki (J, h) left-invaryant hemen hemen parahermitian yap:
W3 smifindan olur. Teorem 4.17’den G x R iizerindeki left-invaryant parakontak
yapt G2 siifindan olur.
G xR garpim manifoldu tizerinde X = (e3,0), Y = (e4,0) ve Z = (e5,0) olarak

alindiginda;

kogullar1 saglanir. Ayrica (4.3) esitliginden

B(X,Y,Z) = B((e3,0), (e4,0), (e5,0)) = a(es, eq,e5) = 1

olarak hesaplanir.

Teorem 4.19. (N, J, h) manifoldu W, smifina aittir ancak ve ancak (N x
R, é ,©,7,3g) hemen hemen parakontak metrik manifoldu G? siifina aittir.
Kanat. (N, J, h) manifoldu W, siifindan olsun. Teorem 4.15’in ispatindan (1) ve
(5) kosulundan 5°(X,Y, Z) = 0, Teorem 4.13’iin ispatindan (2) ve (6) kosulundan
BYX,Y,Z) =0 olur. Keyfi A €V i¢in (8) kogulundan

n

(5F(A) = — i{o&(Az, UZ,A) + OZ(UZ,AZ7A)} = — ZC\{(UI,A“A) =0

=1
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oldugundan ve Lee form tammimdan O(A) = 0 elde edilir. Boylece (7) kogulundan
a(U, A, B) =0 (4.31)

olarak bulunur. ©(A) = 0 oldugundan, (4.31) esitliginden ve (3) kosulundan

P(X,Y,Z) = a(A,V,W)+a(U,B,C)
+0(B)h(U,C) — 0(C)h(U,B) + ©(W)h(A,V) — O(V)h(A,W)
= a(A,V,IW)+OW)h(A,V)—-0O(V)h(A, W)
= (A, V,W)+a(A, W, V)
=0
olur. (4.31) egitliginden

BUX,Y,Z) = (A, V,W)+a(U,B,C)—FXX,Y,Z)=a(A,V,W)

ve

51(95<X)’?’ Z) =3 O./(A,‘/,W) - a(UaB’C) - 32(

[

/g
&
N
\—
Il
2
=
=
=

oldugundan

BUX,Y,Z) = BY(¢(X), Y, 2)
elde edilir. Bu durumda N x R ¢arpim manifoldu G? smifindan olur.
Tersine, Eger N x R ¢arpim manifoldu G? smifindan ise N x R iizerindeki her

XY, Z vektor alanlar icin

BX,Y,Z)=B"(X,Y,2) (4.32)

BX.Y.2)=p'(p(X),Y,2) (4.33)
esitlikleri saglanir. (4.32) esitliginden

a(X,Y,Z) = ﬁ (SF(Y)h(X,Z) — SF(J(Y)h(J(X), Z)

—SF(Z)W(X,Y) + F(J(Z))h(J(X),Y)} (4.34)
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ve (4.33) esitliginden

a(X,Y,Z) = (SF(Y)WMJ(X), Z) — SF(J(Y))h(X, Z)

2(n—1
—(5F(Z§h(J(X), Y) + 6F(J(Z)h(X,Y)} (4.35)
elde edilir. (4.34) esitliginde keyfi A, B,C € V i¢in o(A, B,C) =0 ve her U,V W €
H i¢gin a(U,V,W) = 0, keyfi A € V igin a(A, A, Z) = 0 ve her U € H igin
a(U,U, Z) = 0 oldugundan (1), (5), (2) ve (6) kosullar1 saglanir. (4.34) esitliginde
keyfi A € V; U,V € H igin (A, U, V) = O(U)h(A,V) — O(V)h(A,U) ve herhangi
UeHt, A,B eV icin a(U,A,B) = 6(B)h(U,A) — O(A)h(U, B) oldugundan (3)
ve (7) kogullar saglanir. {A;, U;} bir yerel ayarlanmig gat1 alani olmak tizere; (4.35)
esitliginde her A € V igin

Oé(Ui,AiaA) = 2(n 1) {5F( ) (J<Ui) A)_(SF(J(Ai))h(U“A)
—SF(AR(J(U;), A;) + 6F (J(A)(U;, A;)}
= —O(A)nU;, &) — O(A)h(U;, A)

= —Oé(Ui, Ai, A)
oldugundan a(U;, A;, A) = 0 olur. Dolayisiyla (8) kosulu saglanir. Béylece (4) kogulu

hari¢ diger tiim kogullar saglandigindan N manifoldu W, sinifindan olur. [

Ornek 4.20. G, 4 boyutlu bir Lie grup, bu Lie grubunun Lie cebri ga.10 Ve
{e1, €9, €3, €4} kiimesi g4 5 Lie cebrinin bir ¢at1 alani olsun.Bu Lie cebrinin sifirdan

farkl braketleri

[61,64] = €1, [83,64] = €e2.

seklindedir [7]. G Lie grubu tizerindeki bir left-invaryant hemen hemen parahermitian

yap1
J(el) = —é, J(€2) = €2, J(@g) = e3, J(e4> = —ey.

ve left-invaryant h metrigi

o o = O
o O O =
_ o O O
S = O O

olsun. Bu durumda (.J, h) bir left-invaryant hemen hemen parahermitian yapi olur.
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Koszul formiiliinden sifirdan farkli Levi-Civita konneksiyonlar agagidaki gibidir:

1 1 1 1 1
Ve €2 = —3€3, Ve, €3 = —363, Ve 4= 5€1 + 564, V€1 = —3€3
1 1 1
V~'32€4 - 562) Ve361 - _5637 V6364 - 5627
1 1 1 1
Ve461 = —561 + 564, V64€2 = 562, ve4€3 = —562.

Ay = ey, Ay = e3, U = e; ve Uy = ¢4 olarak alindiginda yukaridaki metrige gore
{e;1, e, e3, €4} kiimesi ayarlanmig bir tabandir. U = e4 igin

2

Z&(Ai, Ui, U) = alea, e1,€4) = —2h (Ve,e1,64) = h(es,eq) =1

i=1
olur. Boylece (4) kogulu saglanmaz. Diger tiim kogullar saglanir. Dolayisiyla G {ize-
rindeki (J, h) left-invaryant hemen hemen parahermitian yapr W, smifindan olur.
Teorem 4.19’dan G x R iizerindeki left-invaryant parakontak yapt G? smifindan
olur.

G xR iizerindeki G simifindan yapi igin X = (ey, 0) olarak alindiginda ¢?(X) =
—p(X) esitligi saglanir ve yerel ayarlanmig taban A; = e3, Ay = ey, U = ey ve

U, = e; olarak alindiginda, (4.5) esitliginden
9(X) — 9(61,0> == —5F(€1) =—-1

olur.
Teorem 4.21. (N, J, h) hemen hemen parahermitian manifoldu Wj sinifina

aittir ancak ve ancak hemen (N x R, &, 3,7, §) carpim manifoldu G simfina aittir.
Kanat. (N, J, h) manifoldu Wy simifindan olsun. Bu durumda (2), (3), (4), (6), (7)
ve (8) kogullar saglanir. Bu kogullar Teorem 4.13’de de saglandigindan Teorem
4.13’lin ispatindan

BURY.2) = RV 2) = BARV. 2) =0

olur. Ayrica keyfi A, B,C € V igin (1) ve (2) kosullarindan «(A, B, C) = 0 oldugun-

dan
BX,Y,Z)=a(A B,C)+a(UV,W)=YX,Y,Z) = (U, V,W)
=0
ve
B(P(X),Y,2) = a(A,B,C) = o(U,V,W) = B (3(X),Y, Z) = —a(U,V,W)
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olarak bulunur. Buradan G} smifinin tanimlama bagimtisi olan
BX.Y,2)=-5(@(X),Y, 2
saglanmig olur. Dolayisiyla N x R ¢arpim manifoldu G} simifindan olur.

Tersine, Eger N x R garpim manifoldu G} simifindan ise herhangi X Y.Z e
X(N x R) i¢in

BX,Y,Z)=[X,Y,Z) (4.36)
BX,Y,Z) = =F(@(X),Y,2) (4.37)

esitlikleri saglanir. (4.36) esitliginden Teorem 4.13’deki (4.20) esitligi saglandigin-
dan (2), (3), (4), (6), (7) ve (8) kogullar1 da saglanmig olur. (4.37) esitliginden

(XY, Z) = —é{a(J(X),Y, Z)+a(X,Y, J(2))}
—é{a(Y, 2, J(X)) + a(J(Y), Z,X)} (4.38)
~ a2, X, J(Y)) +o(J(2), X, Y)}

elde edilir. Keyfi A, B,C € V igin (2) kosulundan a(A, B,C) = —«a(B, A, C) oldu-
gundan ve (4.38) esitliginden

(A, B,C) = —% (a(A, B,C) + a(B,C, A) + a(C, A, B)} = —a(A, B,C)

elde edilir. Buradan «a(A, B,C) = 0 olur ve (1) kosulu saglanmig olur. Dolayisiyla

(5) digindaki digeri kogullar saglandigindan N manifoldu W5 sinifindan olur. O]
Ornek 4.22. G, 6 boyutlu bir Lie grup, bu Lie grubunun Lie cebri g ve

{e1, €9, €3, €4, €5, €6} kilmesi g Lie cebrinin bir ¢at1 alani olsun. Lie cebrinin paran-

tezleri de
le1, e0] = 2e3, [e1,e6] = 2e5, [ea, e6] = 2ey4.
diger durumlarda
[ei,e5] =0
olsun [6]. G Lie grubu tizerindeki bir left-invaryant hemen hemen parahermitian yap:
J(e1) = —eq, J(ea) = —eq, J(e3) =e3, J(es) = ey, J(es) =e5, J(eg) = —cs.
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ve left-invaryant h metrigi agagidak gibi olsun.

0O 0 01 00
0 0 00 —-120
0o 0 00 01
1 0 00 00
0O -1 00 00
0O 0 1.0 00

Bu durumda (., k) bir left-invaryant hemen hemen parahermitian yapi olur. Koszul

formiiliinden sifirdan farkli Levi-Civita konneksiyonlar agagidaki gibidir:
Veea = €3, Vee1=—e3, Ve e = és,
Veser = —€5, Ve,66 = €4, Vesea = —€q.

U=e1,V =ey ve W = ¢g olarak alinirsa

Sovw (VuF) (VW) = afes, ez, e6) + ez, €5,€1) + afeq, €1, €2)
= —2h (Veleg, 66) — 2h (v6266, 61) e 2h (V%el, 62)
= —2h (e3, eg) — 2h (eq,e1) + 2h (€5, €2)
=—6

olur. Bu durumda (5) saglanmaz. Ayrica diger kogullar saglandigindan G iizerindeki

(J, h) left-invaryant hemen hemen parahermitian yap1 W5 smifinden olur.

Teorem 4.21’den G x R iizrindeki left-invaryant parakontak yapi G sinifindan olur.
Ek olarak G x R fizerindeki left-invariant parakontak metrik yapi dikkate

alindiginda; (4.3) esitliginden £((e1,0), (e2,0), (eg,0) = a(eq, €2, e6) oldugundan ve

P(X) = —o(X), (V) = —p(V), $2(Z) = —p(Z) esitligini saglayan X = (e1,0),

Y = (e3,0) ve Z = (eg,0) igin

5(X,Y;Z) = B((el,()), (62,0), (66,0) = 6(61,62,66) = —2

olarak hesaplanir.
Teorem 4.23. (N, J,h) hemen hemen parahermitian manifoldu Wg simifina

aittir ancak ve ancak (N x R, €, @, 7, §) manifoldu G simfina aittir,
Kanat. (N, J, h) manifoldu Wy simifindan olsun. Bu durumda (1), (3), (4), (5), (7)

ve (8) kogullar1 saglanir. Bu kogullar Teorem 4.15’de de saglandigindan Teorem
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4.15’in ispatindan
BUR.V,Z) = XV, 2) = PRV, 2) =0

olur. Ayrica keyfi A, B,C € V igin (1) ve (2) kogullarindan «(A, B, C) = 0 oldugun-

dan
BYX,Y,Z) = (A, B,C)+a(UV,W) = (X,Y,Z) = a(UV,W)
=0
ve

B P(X), Y, Z) = a(A, B,C) = (U, VW) = B*(3(X),Y, Z) = —a(U,V,W)

=0

olur. Buradan G} smifinin tamimlama bagintisi olan
54()27 }77 Z) = _64(95()2)7 }N/a Z)
saglanmis olur. Dolayisiyla N x R ¢arpim manifoldu G} siifindan olur.

Tersine, Eger N x R ¢arpim manifoldu G} simfindan ise N x R iizerindeki her

X.Y, Z vektor alanlar igin

B(X,Y,Z)=pYX,Y,2) (4.39)

ﬁ(XvaZ) = _34(95()2)7}77 Z) (4'4())

esitlikleri saglanir. (4.39) esitliginden Teorem 4.15’deki (4.24) esitligi saglanir. Bu
durumda (1), (3), (4), (5), (7) ve (8) kogullar1 da saglanir. (4.40) esitliginden ise

a(X,Y,7) = —%{a(J(X),Y, 2) + a(X,Y, J(Z)}
Fe{alI(X),Y 2) + a(X, Y, J(2))}
FelalY, Z,J(X) + (V). Z, X)) (4.41)
FelalZ, X, J(V) + a(J(2), X, V)}

elde edilir. Ayrica keyfi A € V igin (4.41) esitliginden (A, A, Z) = —a(A, A, Z)
oldugundan «(A, A, Z) = 0 olur. Buradan (2) kosulu saglanmig olur. Dolayisiyla (6)

digindaki diger kosullar saglandigindan N manifoldu Wy sinifindan olur. O]
Ornek 4.24. G, 4—boyutlu bir Lie grup, bu Lie grubunun Lie cebri gq3 ve

{e1, 9, €3, €4} kiimesi g Lie cebrinin bir ¢at1 alan olsun. Lie cebrinin sifirdan farkh
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braketleri agagidaki gibidir [7]:
le1,eq] = €1, [e3,eq] = ea.
g4.3 Lie cebri iizerinde

J(€1) = €1, J(eg) = €9, J(Gg) = —€s3, J(€4) = —€4.

ve
0001
0010
h =
0100
1 000

olarak alindiginda (J, h) ikilisi G Lie grubu iizerinde left-invaryant hemen hemen
parahermitian bir yapi olur. Koszul formiiliinden sifirdan farkli Levi-Civita kovaryant

tiirevleragsagidaki gibidir:
Vese3 = —€1, Veea=e2, Veer =—e1, Veeq=ey.

J(U) = —U kogulunu saglayan U = e3 icin J (VyU) = J (Ve,e3) = —ep oldugun-
dan J (V.e3) # —Ve,e3 olur. Boylece (7) kogulu saglanmaz. Ancak diger kogullar
saglandigindan G iizerindeki (J, h) left-invaryant hemen hemen parahermitian yap:
Ws smifindan olur. Teorem 4.23’den G x R iizerindeki left-invaryant parakontak
yapt G} simifindan olur.

Ayrica G x R iizerindeki left-invaryant parakontak yapi icin ¢?(X) = —¢(X)
esitligini saglayan X = (e3 + €4, 0) igin (4.2) esitliginden

(Vx@) (X) = (Vegred) (€3 + €4) = 26,

olur.

Teorem 4.25. (N, J, h) manifoldu W7 smifina aittir ancak ve ancak (N X
R, ¢, $,17,g) carpim manifoldu G} smifina aittir.
Kanat. (N, J, h) manifoldu W7 simifindan olsun. Bu durumda (1), (2), (4), (5), (6)
ve (8) kogullar1 saglanir. Bu kogullar Teorem 4.17’de de saglandigindan Teorem

4.17'nin ispatindan

BUX,Y,Z) =B} X,Y,Z) = f*X,Y,Z) =0
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olur. Keyfi U € H i¢in (4) kogulundan 6 F(U) = 0 oldugundan ve Lee form tanimin-
dan ©(U) = 0 olur. Dolayisiyla (3) kogulundan

a(A,U,V) =0 (4.42)
elde edilir. (4.42) egitliginden

BX,Y,Z)=a(A,V,W)+a(U,B,C) - YX,Y,Z) = a(U,B,C)
=0

ve

J

v~

oldugundan
P(X,Y,2) = =3 (p(X).Y, 2)
olur. Béylece N x R ¢arpim manifoldu G simfindan olur.

Tersine, Eger N x R ¢arpim manifoldu G} smifindan ise herhangi XY, Z¢€
X(N x R) igin

B(X,Y,Z)=(X,Y,2) (4.43)

ve

ﬁ(XvaZ) = _32(¢7(X>’Y/’ Z) (444)

esitlikleri saglanmir. (4.43) esitliginden Teorem 4.17’deki (4.29) esitligi saglanir. Do-
layisiyla (1), (2), (4), (5), (6) ve (8) kogullar da saglanir. (4.44) esitliginden

(XY, 7)) = —%{oz(J(X),Y, Z)—a(X,Y,J(Z))}

+ﬁ {6F(Y)h(J(X),Z) = 6F(J(Y))h(X, Z)

—0F(Z)h(J(X),Y)+ dF(J(Z2))h(X,Y)} (4.45)
elde edilir. Ayricakeyfi A € V; U,V € Hi¢gin O(U) = O(V) = 0 ve (4.45) esitliginden
a(A,U, V) = 0 oldugundan (3) kosulu saglanir. Dolayisiyla (7) kosulu hari¢ diger
kogullar saglandigindan N manifoldu W5 sinifindan olur. O

Ornek 4.26. G, 6 boyutlu bir Lie grup, bu Lie grubunun Lie cebri g ve

{e1, €9, €3, €4, 5,66} kilmesi g Lie cebrinin left-invaryant bir ¢ati alani olsun. Lie

105



cebrinin sifirdan farkli braketi sadece
[e1, €2] = e3.
olsun [6]. G Lie grubu tizerinde

J(e1) = e1, J(ez) =ea, J(e3) =e3, J(es) = —ey, J(es) = —es5, J(eg) = —es.

ve
00 01O00
00 0O0T1F@O0
00 0O0O 01
h —
1 00 0 0O
01 00O0O
001 00O

olmak iizere; (J, h) bir left-invaryant hemen hemen parahermitian yapi olur. Koszul

formiiliinden sifirdan farkli Levi-Civita kovaryant tiirevler agsagidaki gibidir:

_ 1 _ly! _ 1
Ve €2 = 563, Ve €6 = —56€5, Ve,€1 = —56€3,

Ve, 6 = %e4, V€1 = —%65, Vg2 = %(34.
U = e, A= e1,B = ey olarak alindiginda ©(e;) = O(e2) = 0 ve afeg, e1,62) = —1
oldugundan bu yap1 (7) kogulunu saglanmaz. Fakat diger kogullar saglandigindan
G tzerindeki (J, h) left-invaryant hemen hemen parahermitian yap1 W5 smifindan
olur. Teorem 4.25’den G x R iizrindeki left-invaryant parakontak yap1 G4 sinifindan
olur.
G xR garpim manifoldu tizerinde X = (eg,0), Y = (e1,0) ve Z = (e, 0) olarak

alindiginda

kogullar1 saglanir. Ayrica (4.3) egitliginden
ﬁ(X7 Y) Z) = a(667617€2) =-—1

olur.
Teorem 4.27. (N, J, h) manifoldu Wy smifina aittir ancak ve ancak (N X

R, é ,,7,g) manifoldu G} simifina aittir.
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Kanat. (N, J, h) manifoldu Wy smifindan olsun. Bu durumda (1), (2), (5) ve (6)
kogullar1 saglanir. Bu kogullar Teorem 4.19’da da saglandigindan Teorem 4.19un

ispatindan

BRY.2) = (XY, 2) =0
bulunur. Keyfi U € H igin (4) kosulundan dF(U) = 0 oldugundan ve Lee form
tammindan O(U) = 0 olur. Boylece (3) kosulundan

a(A,UV)=0 (4.46)
olarak bulunur. ©(U) = 0 oldugundan, (4.46) esitliginden ve (3) kogulundan

(XY, Z) = a(AV,W)+a(U,B,C)
+0(B)h(U,C) — 0(C)h(U,B) + ©O(W)h(A,V) — O(V)h(A, W)
= a(A,V.W)+6(B)h(U,C)—-6(C)hU,B)
— o(U,B,C) +a(U,C,B)
=0
elde edilir. (4.46) esitliginden

BUX,Y,Z)=a(A, V,W)+a(U,B,C) - (*X,Y,Z) = a(U,B,C)
=0
ve

BUP(X). Y, 2) = a(A, VW) = (U, B,C) = 3%(3(X),Y, Z) = —a(U, B,C)

=0

oldugundan

Bl(X,S},Z) = _51(95()2)’}7’ Z)
olur. Béylece N x R garpim manifoldu G} simifindan olur.

Tersine, Eger N x R carpim manifoldu G} smifindan ise N x R iizerindeki her
XY, Z vektor alanlar icin

B(X,Y,Z)=p"X,Y,Z) (4.47)

BX\Y,Z) = —BY(@(X), Y, Z) (4.48)

esitlikleri saglanir. (4.47) esitliginden Teorem 4.19’daki (4.34) esitligi saglandigin-
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dan (1), (2), (3), (5), (6) ve (7) kogullar1 da saglanir. (4.48) esitliginden ise

1

2(n—1)
—0F(Z)WMJ(X),Y)+ 0F(J(Z))h(X,Y)} (4.49)

a(X,Y,Z) = (SF(YVMJ(X), Z) — SF(J(Y)h(X, Z)

elde edilir. Ayrica {A;, U;} bir yerel ayarlanmig ¢ati alani olmak tizere; (4.49) esitli-
ginde her U € H i¢in

a(A;, U U) = 5oy {0F(Un)h(J(Ai), U) = 0F (J(U)) (A, U)
—5F(U)h(J(A1) Ui) + 0F(J(U))h(Ai, Ui)}
= —O(U)h(A,U;) — O(U)h(4;,U

= —Oé(Ai, Ui, U)

)
)

oldugundan «(A;, U;,U) = 0 olur. Dolayisiyla (4) kosulu saglanir. Boylece (8) di-
sindaki diger kogullar saglandigindan N manifoldu Wy siifindan olur. [
Ornek 4.28. G, 4 boyutlu bir Lie grup, bu Lie grubunun Lie cebri g4.10 ve

{e1, €9, €3, €4} kiimesi g4 3 Lie cebrinin bir ¢at1 alani olsun.Bu Lie cebrinin sifirdan

farkli braketleri

[617 64] = é1, [637 64] = €.

seklindedir [7]. G Lie grubu tizerindeki bir left-invaryant hemen hemen parahermitian

yapi
J(er) =e1, J(ex) = —eq, J(e3) = —e3, J(eq) =ey.

ve left-invaryant h metrigi

o O = O
o o o =
- o O O
S = O O

olsun. Bu durumda (J, k) bir left-invaryant hemen hemen parahermitian yapi olur.

Koszul formiiliinden sifirdan farkl Levi-Civita konneksiyonlar agagidaki gibidir:

1 1 1 1 1
Ve €a = —5€3, Ve =—3e3, Veeqg =351+ 564, Ve,€1 = —5€3
_1 _ _1 _ 1
Ve, €4 = 562, Veger = —35€3, Vegeq = 562,
\V/ = lg 41 \V/ -1 \V4 - _1
6461 = 261 264, 6462 = 262, 6463 = 262.

Ay = ey, Ay = ey, Uy = ey ve Uy = e3 olarak alindiginda yukaridaki metrige gore
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{e;1, e, €3, €4} kiimesi ayarlanmig bir tabandir. A = e4 igin

2
ZO[(UZ',AZ‘,A) = O[(@Q, 61,64) = 2h (v6261,64) = —h(€3,64) =—1

i=1
olur. Boylece (8) kogulu saglanmaz. Diger tiim kogullar saglanir. Dolayisiyla G {ize-
rindeki (J, h) left-invaryant hemen hemen parahermitian yapr Wy smifindan olur.
Teorem 4.27°den G x R iizerindeki left-invaryant parakontak yapr G! smifindan
olur.
Ayrica, G x R iizerindeki G? simifindan yapi igin X = (e;,0) olarak alindiginda
©*(X) = —p(X) esitligi saglanir ve yerel ayarlanmig taban A; = e3, Ay = ey,
Uy = e4 ve Uy = ey olarak alindiginda, (4.5) esitliginden

0(X) = 0(e1,0) = —6F(ey) = 1

olur.
Yukaridaki teoremlerden elde edilen hemen hemen parahermitian (N, J, h) ma-
nifoldunun ait oldugu simflar ile hemen hemen parakontak metrik (N x R, €, 3,7, §)

manifoldunun ait oldugu simiflar arasindaki iligkiler agagidaki tabloda verilmistir:

Tablo 4.1. N ve N x R’nin ait oldugu sinaflar arasindaki iligkiler

N’nin ait oldugu sinif N x R’nin ait oldugu sinif
W, <~ Gg
W, <~ Gi
W5 g G%
Wy = G%
Wi = Gé
We <~ Gzll
W, <~ G%
Wy <~ G%

4.2. Hemen Hemen Parahermitian Manifoldlarin Konformal Deformas-

yonlarindan Elde edilen Hemen Hemen Parakontak Metrik Mani-

foldlar

(N, J, h), 2n-boyutlu diferensiyellenebilir hemen hemen parahermitian metrik
bir manifold olsun. N manifoldu tizerindeki hemen hemen parahermitian metrik
yap1 kullanmlarak (2n 4 1)-boyutlu N x R ¢arpim manifoldu iizerinde hemen hemen

parakontak bir yapi inga edilebilir. a,b € (N X R)R), t € Rveo : N xR — R,
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o(X,t) = t olmak tizere; N x R manifoldu tizerindeki herhangi (X,a%) (Y, b%)

vektor alanlar: i¢in

5y (N xR) = x (N xR), @(X,a%) _ (J(X),0),

i d d s
g((X’aE)7(KbE)> .—62 h(X,Y)‘i‘Gb,
~ d
e~ (05)

o) (02 (0) -

olarak alindiginda (@,5 .7, g) dortliissi N x R manifoldu iizerinde hemen hemen

ve

parakontak metrik bir yapi olur. N x R manifoldu {izerindeki yap1

7(2(X,ag). 2(Ybg)) = g((J(X),0),(J(Y),0)
= e h(J(X),J(Y))

= —e*h(X,Y)—ab+ ab
= —9((Xag), (V05)) +n (X ag) 0 (V.05)

ve

56 =4 (0.5) =(70.0 = 0.0)

kogullarii saglar. Ayrica N x R hemen hemen parakontak metrik manifoldunun

ogeleri kullanilarak N x R manifoldu {izerindeki ® temel 2-formu

® (X ag), (V05) = 9(¢(X,af), (V:05))
= g((J(X),0), (Y;b5))
= e¥*h(J(X),Y)
= e¥F(X,Y)

olarak hesaplanir.

N x R manifoldu tizerindeki keyfi (X , a%) , (Y, b%) , (Z, c%) vektor alanlari
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i¢in Koszul formiilii kullanilarak g metriginin Levi-Civita kovaryant tiirevi

7 (Vixas) (V:02) , (Z.c2))
= (X.af) [3((v.0%) (Zed))] + (Vibs
g ((X.a) . (Vb)) +9 ([(X,af

+9 ([(Z,c) (Xrag)], (Vo 0g)
2h(Y, Z) + be] + (Y, b2

) le
~(Z,cgp) [*h(X,Y) + ab]

&lp_. ~—

+eh([X, Y], Z) + ¢ (X[0] - Y]] + a2 — bd)
+e2h([Z,X),Y) + b (Z[a] — X[] + c2 — atk)
+e2h([Z,Y], X) + a (Z[b] — Y]d] + b — pik)

= 2¢2 (h(VxY,Z) + haY, Z) + h(bY, Z)) + 2¢X [b] + 2ac% — 2ce* h(X,Y)
= 2e*h(VxY +aY +bX,Z) +2c(X[b] + a2 — e h(X, Y))
= 25 ((VxY +aY +bX, (X[b] 4+ a2 — e h(X,Y)) L), (Z,cL))

olarak bulunur. Buradan
\V4 de = | VxY +aY +bX, | X[b] + @— 2”h(XY) i (4.50)
(Xag) ar) (VxR e ’ “a© A a )

elde edilir. (4.50) esitligi kullanilarak N x R manifoldu tizerindeki ¢ endomorfizmin

kovaryant tiirevi hesaplandiginda
_ d
(Y(xa2)?) (Y bdt)

= Tonety? (M) =2 (T (703
db

= Vg U000 = (Vi a0, (X0 + o~ hx)) )

= (VXJ(Y) +aJ(Y),—e*hX,J(Y ))jt) — (J (VxY +aY +bX),0)
((VXJ) (V) — bJ(X), 2 h (J(X), V) %) (4.51)

olur. (4.51) esitliginden N x R manifoldu iizerindeki 3 tensorii agagidaki gibidir:
- d d d
(o) () ()
_ . d d
(Fesmr?) (7057) (257))

- <((V><J> (¥) = bJ(X), &7h(J(X),Y) %) | (ZC%))

I
Q|
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2 {h((VxJ)(Y)=bJ(X),Z) + ch(J(X),Y)}
= 2 {a(X,Y,Z) = bh(J(X),Z) + ch(J(X),Y)}. (4.52)

Ayrica N x R manifoldu iizerindeki ® temel 2- formun dis tiirevi (4.52) esitliginden
7T d d d
() (42) (:3)
() (03)-(202)) 0 ((158)- (205).(53)
+4 ((Z, c%) , (X ajt) (Y bi))

= & {a(X,Y,Z)+a(Y,Z,X)+a(Z,X,Y)

+2ah(J(Y), Z) — 26h(J(X), Z) + 2ch(J(X),Y)}
= ¥ {3dF(X,Y,Z) + 2ah(J(Y), Z) — 2bh(J(X), Z) + 2ch(J(X),Y)}  (4.53)

elde edilir.
{A1,,..., Ay, Uy, ..., U,} kiimesi N manifoldunun yerel ayarlanmig bir ¢at1 alani

olsun. Bu durumda

€ =

(A +Ui,0), (&) = 7 (A Ui, 0), é: (0’ %)

(‘b‘
Sl

olmak tizere;
{en e @@, @), €
kiimesi g metrigine gére N x R manifoldunun bir ortanormal cati alani olur. N x R

manifoldu tizerindeki keyfi (X ,a dt) vektor alam icin (4.52) esitliginden 0, 0* ve w

formlar:

o(xep) = Lo (o (veig)) -2 (rer 0 (o))

"1
= ZE {a (A + Ui, Ai + U;, X) — (4 — Ui, Ay — Uy, X))

- i{a(Ai,Ui,X)-i-Ol(Ui,AiaX)}

= —6F(X), (4.54)
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7 (X,a%) _ g{g (ez,go( ). (X ajt)>—ﬁ_(95(ei)>ei’ (X»a%»}

"1

= Z§{Q(AZ+U17A1 — Ul,X) —Oé(Ai — UZ,AZ—FU“X)} —2na
i=1

= > {—a(4,U;, X) + (Ui, A, X)} — 2na
=1

= Y {a(4, U, J(X)) + a(Us, A, J(X))} = 2na

_ _SF(J(X)) - 2na (4.55)

o (xa) =26 (xat)) - s

Bu bolimde N x R hemen hemen parakontak metrik manifold iizerindeki

ve

olarak bulunur.

Riemannian, Ricci ve skaler egrilikleri hesaplanmistir. Herhangi (X , a%), (Y, b dt)

(Z,c) vektér alanlan i¢in N x R manifoldunun Riemannian egriligi (4.50) esitligi

kullanilarak hesaplandiginda
d d d _ _
() ()8 - a3
7.4
bg) “at

—WX,G%),(%)] (Z Cdt)
= (R(X,Y)Z + c(aY —bX)

)

+e* (h(X,2)Y — h(Y, Z)X),
e* (bh(X, Z) — ah(Y, 7)) %) (4.57)

elde edilir. N x R manifoldunun Ricci egriligi (4.57) esitligi kullanilarak hesaplanirsa

o((ne8) (2)) = o((3e (2)) (52)) )
(2 (22) () 9

— Q(X,Y) —2ne*h(X,Y) — 2nab (4.58)
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olur. N x R manifoldunun skaler egriligi (4.58) esitliginden
s = Y {QGna) - Q). s} +Q ()
i=1

(Ai + Ui, A+ Up) — Q (A — Uy, A — Uy))} — 4n® — 2n

= e %75 —4n*—2n (4.59)

olarak bulunur. Bu boéliimiin bundan sonraki kisminda N x R manifoldu iizerindeki

vektor alanlari (X, a%) =X, (Y, bdt) =Y ve (Z, cdt) = 7 olarak ifade edilmigtir.
Tanim 4.29. (M, ¢, £, 7, g) hemen hemen parakontak metrik bir manifold ol-

sun. M manifoldunun Ricci egriligi @2 ve V' vektor alani boyunca Lie tiirev Ly ile

gosterilmek tizere;

1
§£vg+Q+mg+u2(n®n)=0

esitligini saglayan bir V' vektor alani ve pq, py € C*°(M) fonksiyonlar1 varsa
(M, ,&,1n,9) hemen hemen parakontak metrik manifolduna (pq, 1) fonksiyonlar:
ve V' vektor alam ile n-Ricci almost soliton denir [9].

Teorem 4.30. N hemen hemen parahermitian manifoldu A sabiti ile Eins-
teindir ancak ve ancak N x R hemen hemen parakontak metrik manifoldu (2n —
e 27\, e~2?\) fonksiyonlar1 ve f vektor alani ile n-Ricci almost solitondur.

Kamit. N hemen hemen parahermitian manifoldu A sabiti ile Einstein olsun. Keyfi
X,Y € x(N) igin Q(X,Y) = Ar(X,Y) esitligi saglanir. N X R manifoldu tizerindeki
vektor alam V = & = ((), %) ve C* fonksiyonlarl (i1 = 2n — e 27\, gy = e 29)\)
olarak alindiginda (4.50) ve (4.58) esitliginden

5 L0 < ) +Q < ) + g (Xf/> + p2(7 ® 1) (5(37)

{ g (vxg Y) ( o, X)} FQ(X,Y) — 20e* h(X,Y) — 2nab
+(2n — e 2N) (2 (X, Y) + ab) + (e 27 N)ab

Y) =M (X,Y)

]

N[ =

+(
= QX,

)

elde edilir. Dolayisiyla N x R hemen hemen parakontak metrik manifoldu € vektor
alani ve (2n — e 29\, e 27 \) fonksiyonlar ile n-Ricci almost soliton olur.

Tersine, N x R carpim manifoldu V = § = ( , dt) vektor alani ve (p; =
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2n — e 29\, uy = e~29)\) fonksiyonlari ile n-Ricci almost soliton olsun. Bu durumda
L. (v S (v v 20 20 v v
§£5g<X,Y)+Q(X,Y>—|—(2n—e N g (X Y)+e A7 ® )(X Y):o

esitligini saglamr. (4.50) ve (4.58) esitliginden

) —e2)\) g (X Yf) + e 2\ ® 7) (f(, Y/)

£ X } Q(X,Y) —2ne* h(X,Y) — 2nab

Y) +ab) + (e72?N)ab

0 = 1559()( Y)+Q(5(,
o) (s
F(2n — e )) (27 h(X,

— QX,Y) = Mi(X,Y)

) +

elde edilir. Buradan Q(X,Y) = A(X,Y) elde edilir. Dolaysiyla N manifoldu A

sabiti ile Einstein olur. O

Agagidaki teorem ile para-Kaehlerian manifoldlarin (—1)-para-Kenmotsu ma-
nifoldlar ile bir karakterizasyonu verilmistir.

Teorem 4.31. N hemen hemen parahermitian manifoldu para-Kaehleriandir
ancak ve ancak N x R hemen hemen parakontak metrik manifoldu (—1)-para-

Kenmotsudur.

Kanat. N manifoldu para-Kaehlerian olsun. Bu durumda (VxJ) (Y) = 0 olur.
( 4.52) esitliginden

H(57.7) - o(e) 7
= ¢ {a(X,
(

= & {h((Vx

elde edilen esitlikten
(V52) (V) = = (5 (X.2(1)) €+ 7(7)2(X))
olur. Béylece N x R manifoldu tizerindeki yapi -1-para-Kenmotsu olur.

Tersine N x R manifoldu -1-para-Kenmotsu ise

(Vx8) (V) = = (3 (X, 6(1)) €+ 1(V)(X))
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esitligi saglanir. Buradan

(Vi) ) = = (i0)2(X) +3

dt
bulunur. (4.51) ve (4.60) esitliginden (VxJ) (Y) = 0 elde edilir. Dolayisiyla N ma-

= <_bJ(X), e h (J(X),Y) i) (4.60)

nifoldu para-Kaehleriandir. O

N manifolduna ait 6zellikler dikkate alindiginda N xR manifoldunun ait oldugu
bazi siiflarim (Gs, Gr, Gg, Gg, G, G11, G12) sifir oldugu asagida gosterilmistir. Keyfi
X,Y,Z € x(N x R) icin (4.52) esitliginden

B*(X), @*(V),€) = Th(JH(X), JA(Y)) = e h(J(X),Y) = (XY, (4.63)
elde edilir. Ayrica (X) = —0F(X) oldugundan 6(§) = (0, 4) = 0 olur. Bu du-

rumda 5°(X,Y,Z) = 0 bulunur. (4.55) esitliginden 6*(€) = —2n oldugundan ve
(4.62), (4.63) esitliklerinden

FIX,Y,2) = =40 {B@*(X), 84(2),8) - B@(X), 8(2),€)
~B@(2), (%), + B&(2), ¢(X),6) }
+11(Z) { BE(X), ¢2(V),€) - B((X), #(V),€)
—BF(V), (%), + Be(V), (X),§) | — B(X, ¥, 2)
= —A(V)e*h(J(X), 2) + A(Z) h(J(X),Y) = (X, Y, 2)
= —i1(V)g(@(X). 2) + (2)3(¢(X).Y) - F*(X. Y, Z)
- mER Y 2)+ B(X.T,2)
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elde edilir. (4.61), (4.62) ve (4.63) esitliklerinden

BT, Z) =~ {BE(X), 4(2).6) - Be(X), #(2),9)
FB(FA(2), 2(X),€) - B((2), 3(X).8) }
+47(2) {BE(X), 2(),€) = BE(X), ¢(Y),§)
TR ), B(X).€) - Bla(V), 8(X),6) } - 5502,37, 2)
— W {B(X. 2,8 + B(Z,X.6)}
+1(2) {B(X,Y.) + BV, X, 6)}
= 0

olur. (4.62) ve (4.63) esitliginden

BGH(X), 2A(Y), ) + B(p(X), 3(Y),€) =0

bulunur. Boylece 5°(X,Y, Z) = 3%(X,Y, Z) = 0 olur. (4.52) esitliginden B(é, Y,Z) =
0 oldugundan (XY, Z) = B*(X,Y, Z) = 0 olarak bulunur.

Ayrica her X € (N x R) icin V€ = (X,0) # 0 oldugundan ¢ vektér alam
N x R uzayimnda parelel degildir. Fakat é vektor alani G, Go, G3 ve G4 smiflarinda
pareleldir. Bu yiizden N x R manifoldu G; & Gy & G3 ® G4 smifina ya da bu sinifin
alt siniflarina ait olamaz. f vektor alan1 Gg siifinda parelel olmadigindan N x R
manifoldu G @ G, ® G3 ® G4 @ G4 smifina ya da bu smifin G¢’y1 iceren alt smifla-
rina ait olabilir. N manifolduna ait 6zellikler dikkate alindiginda, N x R manifoldu
tizerindeki (', B2, 33, B* izdiistimleri asagidaki gibidir:

N x R manifoldu {izerindeki keyfi X, Y, Z vektor alanlari icin (N, J, h) hemen
hemen parahermitian manifold tizerinde her A, B,C' € V; U,V, W € H olmak iizere;
X=A+U,Y=B+V,Z=C+W olarak alindiginda (4.52) esitliginden

BUXY,Z) = i {9(Xe(1)IE(2) - 9(X, 3(2)0(p(V))
~9(B(X), eONOFZ)) + g(3(X), S(D)BF () }
= 55 (hJ(X),YYOF(J(2)) = h(J(X), Z)SF(J(Y))

—h(X,Y)F(Z) + h(X, Z)6F(Y
= o {MA—U,B+V)SF(C—W)—h(A—-U,C+W)SF(B-V)
—h(A+UB+V)IF(C+W)+h(A+UC+W)F(B+V)}
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= & (-hAV)SF(W) — h(U, B)SF(C)
+h(A W)SF(V) — h(U,C)SF(B)}
27 {O(V)h(A, W) — O(W)h(A, V) — O(B)h(U, C) + O(C)h(U, B)}

ve

PRV, Z) = H{BEX), 6, 042) - Ba(X), #(V), 8(2)) | - BUX. Y. 2)
= FH{a(X.Y.2) - a(J(X),Y, J(2)} - B{(X.Y. 2)
= Z{(A+U,B+V,C+W)—a(A-UB+V,C—W)}
—FUX.Y,Z)
e {a(A, V,W) +a(U,B,C)}
+e2 {(O(W)h(A, V) — O(V)h(A, W) + O(B)h(U,C) — O(C)h(U, B)}

esitlikleri elde edilir. Elde edilen bu egitliklerden

BYX,Y,Z)+ BUX,Y,Z) = e* {a(A,V,W) + a(U,B,C)}

olur.

BX.Y.2) = H{B@X), (), 3(2) + Be(X), ¢(¥), 4(2))
+1{B@I), 2(2), F(X)) + BR(Y), (2), (X)) }
+1{B@(2), 2(X), (7)) + B(3(2), 2*(X), 3(V)) }

= SH{a(X,Y, Z2) +a(J(X), J(Y), Z)}
+ (Y, 2, X) + a(J(Y), J(Z), X)}
+%{a(Z,X,Y)+a(J(Z),J(X),Y)}

= Y Ha(A+UB+V,C+W)+a(A-UB-V,C+W)}
+2 {(B+V,C+ W, A+U)+a(B—V,C—W,A+U)}
+E{(C+ WA+ U B+V)+a(C—W,A-U,B+V)}
= 27 {a(A, B,C) + (U, V,IW)}
+27 {a(B, C, A) + a(V,W,U)}
+27 {a(C, A, B) + (W, U, V)}
= < {a(A,B,C)+a(B,C, A) +a(C, A, B)}
+5-{a(U,V,W) + a(V,W,U) + (W, U, V)}
= 2 {Supc (VaF) (B,C) + Spyw (VuF) (V, W)}
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BURY.Z) = H{BER), 20, 2(2) + Be(X), #(T)
= 62—"{ (X,Y.2) + a(J(X), J(Y), 2)} - B¥(X,
= 2 {a(A+U,B+V,C+W)+a(A-U,B-

—BS(X,YaZ)
= ¢e¢* {a(A, B,C) + (U, V,W)}

< {a(A, B,C) + a(B,C, A) + a(C, A, B)}

— (U, V, W) + a(V,W,U) + (W, U, V)}

e {a(A, B,C) + (U, V,W)}

—e2 {Supc (VAF) (B, C) + Sovw (Vo F) (V,W)}

esitlikleriden
BUX,Y,2) + (XY, Z) = € {a(A, B,C) + o(U, V, W)}

olarak bulunur. Saglanan bu esitlikler agagidaki teoremlerin ispatlarinda kullanil-
mugtir.

Teorem 4.32. (N, J,h) hemen hemen parahermitian metrik manifoldu W
smifina aittir ancak ve ancak (N x R, £, 5,1, g) hemen hemen parakontak metrik
manifoldu G2 @ Gg smifina aittir.

Kanat. (N, J, h) manifoldu W, simifindan olsun. Keyfi X € (V) igin A € V ve
U € H olmak iizere; X = A + U olarak alinirsa (4) ve (8) kosulundan

= =) {a(A, U, A+U) + a(Us, A, A+ U)}

i=1

= =) {a(ALULU) + (U, A, A)}

i=1

= 0
olur. (X) = —6F(X) oldugundan §(X) = 0’dwr. Bu durumda 5'(X,Y, Z) = 0 elde
edilir. Keyfi X € x(N) igin 6F(X) = 0 oldugundan X = A€V ve X =U € H i¢in
dF(A) = 6F(U) = 0 olur ve Lee form tanimmdan ©(A) = O(B) = 0 elde edilir.
Boylece (3) ve (7) kogulundan

a(A U, V) =a(U,A B)=0 (4.64)
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bulunur. (4.64) esitliginden

B(X,Y,Z)=e*{a(A,V,W)+a(U B,C)} - H(X,Y,Z)=0
=0

bulunur. Diger taraftan keyfi A, B, C' € V igin (2) kogulundan a(A+B, A+B,C) =0

oldugundan
a(A,B,C) = —a(B,A,C) (4.65)

ve herhangi U,V,W € H i¢in (6) kosulundan a(U + V,U + V, W) = 0 oldugundan
(6) kogulundan

(U, V,W) = —a(V,U,W) (4.66)
elde edilir. (4.65) ve (4.66) esitliginden

BYX,Y,Z) = € {a(A,B.C)+a(U,V,W)}
—€7 {a(A, B,C) + a(B,C, A) + a(C, A, B)}
— S {a(U,V,W) + a(V,W,U) + o(W,U,V)}
— 0

olur. (4.66) esitliginden ve (5) kogulundan
a(U, VW) =0 (4.67)
olarak bulunur. Béylece (4.67) esitliginden

BYX,Y,Z) = e*{a(A, B,0)+a(U,V,W)} - 4X,Y,Z) = e¥a(A, B,C)
ve !
BP(X).Y,Z) = ¢ {a(A, B,C) - a(U.V,W)} = BY(@(X),Y, Z) = ¢*a(A, B,C)

-

=0

elde edilir. Buradan
olur. Dolayisiyla N x R hemen hemen parakontak metrik manifoldu G2 ® Gg sini-

findan olur.

Tersine, Eger N x R ¢arpim manifoldu G2 @ G smifindan ise keyfi XY, Z €
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X(N x R) i¢in
BX,Y,Z)=pB*X,Y,Z)® B5(X,Y,2) (4.68)
ve

BX,Y,Z)=Bp(X),Y,Z)®p5(X,Y,2) (4.69)
esitlikleri saglanir. (4.68) esitliginden

W(X,Y.7Z) = é{a(X, Y. Z) + a(J(X), J(Y), Z) + a(Y, Z, X) (4.70)
a(J(Y), J(2), X) +a(Z, X,Y) + a(J(Z), J(X),Y)}

ve (4.69) esitliginden

a(X,Y.Z) — é{a(J(X), Y. Z) + (X, Y. J(Z)) + aY, Z,J(X))  (471)
+alJ(Y), 2, X) + a2, X, J(V)) + a(J(2), X, Y)}

elde edilir. (4.70) ve (4.71) esitlikleri Teorem 4.13’iin ispatinda da saglandigin-
dan Teorem 4.13’iin ispatindan (1) kogulu digindaki tiim kogullar saglanir ve N
manifoldu W; simifindan olur. O

Ayrica Ornek 4.14’de verilen G Lie grubu tizerindeki left-invaryant hemen
hemen parahermitian yapt W; smifindan oldugundan Teorem 4.33 kullanilarak
G x R garpim manifoldu iizerindeki yap1 G2 & G¢ smifindan olur.

Teorem 4.33. (N, J,h) manifoldu W, smifina aittir ancak ve ancak (N x
R, §~ ,@,1,7) hemen hemen parakontak metrik manifoldu G2 ® G sinifina aittir.
Kanat. (N, J, h) manifoldu W5 smifindan olsun. Bu durumda (3), (4), (7) ve (8)
kogullar saglandigindan Teorem 4.32'nin ispatindan 3'(X,Y, Z) = B*(X,Y, Z) =
0 olur. (1) ve (5) kosullarindan

B(X,Y,Z) = e {Supc (V4F) (B,C) + Suyvw (VuF) (V,IW)} =0

X,
elde edilir. Wy smifinda (5) ve (6) kogullarindan «(U, V, W) = 0 oldugundan

BYX,Y,Z) =¢* {a(A,B,C)+ (U, V,W)} — B3(X,Y,Z) = ¥ a(A,B,0)
=0
ve

B4<95(X)7y7 Z) = e {Oé(A, B7C) - oz(U, Vva W)} - Bg(é(XLYC Z) = QQUO‘(A7B7 O)

J/

-~

=0
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esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla

64()27?7 Z) = 64(95<X)7}>7Z)

olur. Béylece N x R hemen hemen parakontak metrik manifoldu G2 @ G smifindan

olur.
Tersine, Eger N x R manifoldu G2 @ Gg smifindan ise keyfi X,Y, Z € y(N xR)
i¢in
B(X,Y,2)=B'(X,Y,Z)® B%X,Y, Z) (4.72)
ve
B(X,Y,2) = BY@(X),Y,2) & B5(X,Y, 2) (4.73)

esitlikleri saglanir. (4.72) esitliginden
1
0(X.Y.2) = L{a(X.Y.2)+ a(J(X). (V). 2)}

—é ((X,Y.Z) + a(J(X), J(Y), Z) + a(Y. Z,X)  (4.74)
alJ(Y), J(2), X) + a(Z, X,Y) + a(J(Z), J(X),Y)}

ve (4.73) esitliginden
o(X.Y.Z) = {alJ(X).Y.2) +a(X.Y,1(Z))}

—é (a(J(X),Y, Z) + a(X,Y, J(Z)) + a(Y, Z,J(X)) (4.75)
+alJ(Y), Z, X) + a(Z, X, J(V)) + a(J(Z), X,Y)}

elde edilir. (4.74) ve (4.75) esitlikleri Teorem 4.15’in ispatinda da saglandigindan
Teorem 4.15'in ispatindan (2) kogulu digindaki tiim kogullar saglandigindan N
manifoldu W5 simifindan olur. O
Ayrica Ornek 4.16’da verilen G Lie grubu iizerindeki left-invaryant hemen
hemen parahermitian yapr Wy smifindan oldugundan, Teorem 4.33'den N x R
iizerindeki (€, 3,7, §) hemen hemen parakontak yapi G2 @ Gg simifindan olur.
Teorem 4.34. (N, J,h) hemen hemen parahermitian metrik manifoldu Wj
smifina aittir ancak ve ancak (N x R, 5 ,@,1,9) carpim manifoldu G2 @ Gg simifina
aittir.
Kamt. (N, J, h) manifoldu W3 siifindan olsun. Bu durumda (2), (4), (6) ve (8)
kogullar1 saglandigindan Teorem 4.32’nin ispatindan Bl(X, Y, Z) = 54()~(, Y, Z) =
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0’dir. Wy smufi (1) ve (5) kogulunu sagladigindan Teorem 4.33’iin ispatindan
B33(X,Y,Z) = 0olur. Ayrica keyfi A € V icin (8) kogulundan § F(A) = 0 oldugundan
ve Lee form tanimindan ©(A) = 0 olur. Dolayisiyla (7) kogulundan

a(U,A,B)=0 (4.76)
elde edilir. (4.76) esitliginden

BAX,Y,Z)=e* {a(A,V,W) + a(U,B,0)} — BY(X,Y, Z) = ¥ a(A, V,IV)
=0
ve

B (p(X),Y,2) = e {a(A, V. W) = (U, B,C)} = F1(¢(X),Y, Z) = e*a(A, VW)

=0

oldugundan

FI(X.,Y,2) = F(¢(X),Y,2)
olur. Béylece N x R carpim manifoldu G2 @ G4 simfindan olur.

Tersine, Eger N x R hemen hemen parakontak metrik manifoldu G2 @& Gg
smifindan ise keyfi X,Y, Z € x(N x R) i¢in
BX,Y,Z)=PB*X,Y,Z)® B5(X,Y,2) (4.77)
ve
B(X,Y.Z)=F¢(X),Y,Z)® B5(X,Y, Z) (4.78)
esitlikleri saglanir. (4.77) esitliginden

0(X.Y,2) = Ha(X.Y.Z) ~a(J(X),J(Y). 2)}

_Z(nl— 5 (SF(NAX, 2) = SFU(WDAI(X), 2) - (4.79)

—0F(Z)h(X,Y)+ 0F(J(Z))h(J(X),Y)}
ve (4.78) esitliginden

o(X.Y,7) = {a(J(X),Y,2) - a(X,Y,J(2)))
1

2(n—1)

“SF(Z)W(J(X),Y) + SF(J(Z)h(X,Y)}

(SF(WR(J(X), Z) — SF(J(Y)h(X,Z) (4.80)

olur. (4.79) ve (4.80) esitlikleri Teorem 4.17'nin ispatinda da saglandigindan
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Teorem 4.17'nin ispatindan (3) kogulu digindaki tiim kogullar saglandigindan N

manifoldu W3 simifindan olur. O

Ornek 4.18de verilen G Lie grubu iizerindeki left-invaryant hemen hemen
parahermitian yap1 W3 siifindan oldugundan, Teorem 4.34’den N X R {izerindeki
(€, 4.7, 9) hemen hemen parakontak yap: G2 & Gg simfindan olur.

Teorem 4.35. (N, J, h) manifoldu W, smifina aittir ancak ve ancak (N X
R, ¢, $,7,g) hemen hemen parakontak metrik manifoldu G? @ G sinifina aittir.
Kamt. (N, J, h) manifoldu W, sinifindan olsun. Bu durumda (1), (2), (5) ve (6)
kogullar saglandigindan Teorem 4.34’in ispatindan 33(X,Y,Z) = pYX,Y,Z) =
0’dir. Keyfi A € V i¢in (8) kogulundan 6 F'(A) = 0 oldugundan ve Lee form tanimin-
dan O(A) = 0 olur. Boylece (7) kogulundan

a(U,A,B) =0 (4.81)

olarak bulunur. ©(A) = 0 oldugundan, (4.81) esitliginden ve (3) kogulundan

N\

BP(X,Y,Z) = e {a(A,V,W)—-aU,B,C)}
—e22 {—0(B)h(U,C) + ©(C)W(U, B)
—O(W)h(A, V) +O(V)h(A, W)}
= e2a(A, V,W)+ e {O(W)h(A, V) —O(V)h(A, W)}
= 2 a(A,V,W)+e*a(A,W,V)
=0
olur. (4.81) egitliginden
BYX,Y,Z) = e {a(A, V,W) +a(U,B,C)} — BAX,Y,Z) = e*a(A, V, V)

ve

B (p(X),Y,2) = e {a(A, V.W) - a(U, B,0)} - *($(X),Y, Z) = ¥ a(A, VW)

=0

oldugundan

BUX.Y. Z) = B'(a(X),Y, Z)
olur. Béylece N x R manifoldu G? & G¢ simifindan olur.

Tersine, Eger N x R carpim manifoldu G? @ G4 simifindan ise keyfi XY, Z €
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X(N x R) i¢in
BX,Y,Z)=pBYX,Y,Z)® B5(X,Y,2) (4.82)
ve
BX,Y,Z)=BYp(X),Y,Z)® B5(X.,Y, 2) (4.83)
esitlikleri saglanir. (4.82) esitliginden

a(X,Y,Z) = ﬁ{éF(Y)h(X,Z)—6F(J(Y))h(J(X),Z) (4.84)

SF(Z)W(X,Y) + SF(J(Z))h(J(X),Y)}
ve (4.83) esitliginden

a(X,Y,Z) = ﬁ{dF(Y}h(J(X),Z)—5F(J(Y))h(X,Z) (4.85)

—0F(Z)h(J(X),Y) + 0F(J(Z))h(X,Y)}
elde edilir. (4.84) ve (4.85) esitlikleri Teorem 4.19’un ispatinda da saglandigindan
Teorem 4.19’un ispatindan (4) kosulu digindaki tiim kogullar saglandigindan N

manifoldu W, simifindan olur. O

Ornegin; Ornek 4.20’de verilen G Lie grubu fizerindeki left-invaryant hemen
hemen parahermitian yapr Wy smifindan oldugundan, Teorem 4.35'den N x R
tizerindeki (5 ,$,17,g) hemen hemen paracontak yap1 G? @ Gg smifindan olur.

Teorem 4.36. (N, J,h) hemen hemen parahermitian manifoldu Wy smifina
aittir ancak ve ancak hemen (N x R, &, (3,7, ) carpim manifoldu G @ G simifina
aittir.

Kanat. (N, J, h) manifoldu W5 smifindan olsun. Bu durumda (2), (3), (4), (6) (7)
ve (8) kogullar1 saglanir. Bu kogullar Teorem 4.32’de de saglandigindan Teorem

4.32'nin ispatindan
BURY.2) = PRV, 2) = BAR.V. 2) = 0
olur. Ayrica keyfi A, B,C' € V igin (1) ve (2) kosulundan
a(A,B,C)=0 (4.86)
elde edilir. (4.86) esitliginden

B(X,Y,Z)=¢e*{a(A B,C) + a(U,V,W)} — fXX,Y, Z) = > a(U,V,IW)
N———

=0
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ve

BP(X), Y, Z) = e {a(A, B,C) — a(U,V,W)} = BY(@(X),Y, 2) = —*a(U,V, W)

=0

esitlikleri elde edilir. Buradan
BS(Xa Y/a Z) = _53(95()2)7 Y/a Z)
olur. Dolyisiyla N x R ¢arpim manifoldu G} @ G stmifindan olur.
Tersine, Eger N x R hemen hemen parakontak metrik manifoldu G} & Gg

smifindan ise keyfi X,Y, Z € x(N x R) i¢in

BX,Y,Z)=BX,Y,Z)® 5(X,Y, 2) (4.87)
ve

BX,Y,2)=-F@X),Y,Z)® BSX,Y,Z) (4.88)
esitlikleri saglanir. (4.87) esitliginden

a(X,Y,Z2) = é{a(X, Y, Z) + a(J(X), JY),Z) + (Y, Z,X) (4.89)
+a(J(Y), J(2), X))+ o(Z, X,Y) + a(J(2), J(X),Y)}

ve (4.88) esitliginden

a(X,Y,Z) — —é{a(J(X), Y, Z) + a(X,Y, J(Z)) + a(Y, Z, J(X)) (4.90)
FalJ(Y), Z,X) + a(Z, X, J(V)) + a(J(Z), X, Y)}

elde edilir. (4.89) ve (4.90) esitlikleri Teorem 4.21'in ispatinda da saglandigindan
Teorem 4.21’in ispatindan (5) kogulu digindaki tiim kogullar saglandigindan N
manifoldu W5 simifindan olur. O

Ornek 4.22’de verilen G Lie grubu iizerindeki left-invaryant hemen hemen
parahermitian yapi Wy smifindan oldugundan, Teorem 4.36’dan G x R iizerindeki
hemen hemen parakontak yap1 G} @ Gg smifindan olur.

Teorem 4.37. (N, J, h) manifoldu Wy smifina aittir ancak ve ancak (N X

R, é ,@,1,9) carpim manifoldu G} @ Gg sinifina aittir.
Kamt. (N, J, h) manifoldu Wy smifindan olsun. Bu durumda (1), (3), (4), (5) (7)

ve (8) kogullar1 saglanir. Teorem 4.33’de de bu kosullar saglandigindan Teorem
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4.33’1lin ispatindan
BUX,Y,Z)=pBXX,Y,Z)=B}X,Y,Z)=0
olur. Ayrica keyfi A, B,C € V igin (1) ve (2) kogullarindan «(A, B, C) = 0 oldugun-
dan
BUX,Y,Z) =e* {a(A,B,C) + a(UV.W)} = B(X,Y,Z) = e*a(U,V,W)
=0

ve

BYP(X). Y, Z) = e {a(A, B,C) —a(U,V,W)} = B (¢(X),Y, 2) = —*a(U,V, W)

=0

esitlikleri elde edilir. Buradan

64()27 }77 Z) = _64(95()()7 }77 Z)
olur. Dolysiyla N x R hemen hemen parakontak metrik manifoldu G}@®Gg smifindan
olur.
Tersine, Eger N x R carpim manifoldu G} @ G¢ simifindan ise keyfi X Y. Ze
X(N x R) i¢in

BX,Y,Z2)=pF4X,Y,Z)® (5(X,Y,2) (4.91)
ve
B(X,Y,Z)=-B4p(X),Y,Z) @ 5(X,Y, Z) (4.92)
esitlikleri saglanir. (4.91) esitliginden
a(X,Y,Z) — % (XY, Z) + a(J(X), J(Y), Z)}

_é (XY, Z) + a(J(X),J(Y),Z) + (Y, Z,X)  (4.93)
+a(J(Y), J(2), X) + alZ. X,Y) + a(J(Z), J(X),Y)}

ve (4.92) esitliginden
o(X.Y,2) = —5{a(J(X),Y.2) +a(X. Y, J(2)}

+é (@(J(X),Y. Z) + (X, Y. J(Z)) + a(Y. Z, J(X)) (4.94)
oY), Z,X) + alZ, X, J(Y)) + a(J(Z), X, Y)}

elde edilir. (4.93) ve (4.94) esitlikleri Teorem 4.23’iin ispatinda da saglandigindan
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Teorem 4.23’iin ispatindan (6) kosulu digindaki tiim kogullar saglandigindan N
manifoldu Wy simifindan olur. O
Ornegin; Ornek 4.24’de verilen G Lie grubu iizerindeki left-invaryant hemen
hemen parahermitian yapt Wy smifindan oldugundan, Teorem 4.37’den G x R
iizerindeki hemen hemen parakontak yapi1 G} @ G siifindan olur.
Teorem 4.38. (N, J, h) manifoldu W7 smifina aittir ancak ve ancak (N X

R, ¢, $,7,g) carpim manifoldu G2 @ G sinifina aittir.
Kamt. (N, J, h) manifoldu W7 smifindan olsun. Bu durumda (1), (2), (4), (5) (6)

ve (8) kogullar1 saglanir. Teorem 4.34’de de bu kosullar saglandigindan Teorem

4.34’1in ispatindan

BNR.Y.2) = B(X.¥.2) = FAR.V.2) =0
olur. Ayrica keyfi U € H igin (4) kosulundan §F(A) = 0 oldugundan ve Lee form
tanmimindan ©(A) = 0 olur. Dolayisiyla (3) kosulundan

a(A,UV)=0 (4.95)
elde edilir. (4.95) esitliginden

BAX,Y,Z) = e {a(A,V,W) +a(U,B,C)} — fY(X,Y, Z) = ¥ a(U, B, C)
=0
ve

B(@(X),Y,Z) = e* {a(A,V,W) — a(U,B,C)} — \Bl(@(f(), Y, Zz = —e*a(U,B,C)

=0

oldugundan
XY, Z) = —B*(¢(X).Y, 2)
elde edilir. Béylece N x R carpim manifoldu G} @ Gg simfindan olur.
Tersine, Eger N x R hemen hemen parakontak metrik manifoldu G2 & Gg

smifindan ise keyfi X,Y, Z € x(N x R) i¢in
B(X,Y,Z)=B*X,Y,Z)® f5(X,Y,Z) (4.96)
ve

BX,Y,2)=—-F@pX,Y,Z)® B5(X,Y,Z) (4.97)
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esitlikleri saglanir. (4.96) esitliginden

0(X.Y,7) = S{a(X,Y,2) ~a(J(X),J(V), 2)}

_Z(nl— 0 {0F(Y)MX, Z) = 6F(J(Y))h(J(X), Z) (4.98)

—0F(Z)h(X,Y) 4+ 0F(J(Z))h(J(X),Y)}
ve (4.97) esitliginden

o(X.Y,7) = —5{a(J(X),Y.2) ~ (X, Y, J(2)}

+—2(n1— 1 {SF(Yh(J(X),Z) = 6F(J(Y)h(X,Z) (4.99)

—0F(Z)h(J(X),Y)+0F(J(Z))h(X,Y)}

olur. (4.98) ve (4.99) esitlikleri Teorem 4.25’in ispatinda da saglandigindan Teorem
4.25’in ispatindan (7) kogulu digindaki tiim kogullar saglandigindan N manifoldu
W7 simifindan olur. O

Ornek olarak; Ornek 4.26’da verilen G Lie grubu iizerindeki left-invaryant
hemen hemen parahermitian yap1 W7 sinifindan oldugundan, Teorem 4.38’den G x
R iizerindeki hemen hemen parakontak yapi Gi @ G smifindan olur.

Teorem 4.39. (N, J, h) hemen hemen parahermitian manifoldu Wy sinifina

aittir ancak ve ancak (N x R, £, $,7,g) carpim manifoldu G @ Gg smifina aittir.
Kamit. (N, J, h) manifoldu Wy siifindan olsun. Bu durumda (1), (2), (5) ve (6)

kosullar1 saglandigindan Teorem 4.34’iin ispatindan

BX,Y, 2)=5'(X.Y,Z) =0

bulunur. Keyfi U € V igin (4) kosulundan 0F(U) = 0 oldugundan ve Lee form
tanmimindan O(U) = 0 olur. Bu durumda (3) kosulundan

a(A,U,B) =0 (4.100)
olarak bulunur. (4.100) esitliginden ve (7) kosulundan

BA(X,Y.Z) = e {a(A,V,W)+a(U, B,C)}
—e22 {—O(B)h(U,C) + ©(C)h(U, B)
—O(W)h(A, V) + O (V)h(A, W)}
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= e*a(U,B,C) +e* {0(A)n(U,C) — 6(C)h(U, B)}
= e*a(U,B,C)+ e*a(U,C, B)
= 0
olur. Ayrica
BYX,Y,Z) = {a(A, V,W) +a(U,B,C)} — BXX,Y,Z) = e*a(U,B,C)
—

ve

Bl(@(X%?’Z) = GQU{Q(Aa‘/aW) - a(U,B,C’)} - BQ(SE(X)vi/v Z) = —BQJCY(U,B,C)

J/

-~

=0

oldugundan

BU(X,Y,Z) = =1 (@(X),Y, 2)
olur. Boylece N x R hemen hemen parakontak metrik manifoldu G? ® G¢ smmifindan
olur.

Tersine, Eger N x R carpim manifoldu G! @ G¢ simifindan ise keyfi X Y. Ze
X(N x R) i¢in

BX,Y,Z)=BYX,Y,Z)® B5X,Y,Z) (4.101)

™

B(X,Y,2) = -BY(p(X),Y,Z)® B5(X,Y, Z) (4.102)

esitlikleri saglanir. (4.101) esitliginden
o
2(n—1)
—OF(Z)h(X,Y) + 6 F(J(2))h(J(X),Y)}

a(X,Y,Z) = (SF(Y)h(X,Z) — SF(J(Y)h(J(X),Z) (4.103)

ve (4.102) esitliginden

1
2(n—1)
—0F(Z)h(J(X),Y)+ 0F(J(Z))h(X,Y)}

a(X,Y,Z) = (SFYVMJI(X), Z) — SF(J(Y)R(X, Z) (4.104)

elde edilir. (4.103) ve (4.104) esitlikleri Teorem 4.27'nin ispatinda da saglandigin-
dan Teorem 4.27’nin ispatindan (8) kosulu digindaki tiim kogullar saglandigindan

N manifoldu Wy smifindan olur. O

Ornek 4.28de verilen G Lie grubu iizerindeki left-invaryant hemen hemen
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parahermitian yap1 Wy sinifindan oldugundan, Teorem 4.39’den G x R tizerindeki
hemen hemen parakontak yap1 G} ® G smifindan olur.

Yukaridaki teoremlerin sonuclar1 ((N,.J, h) hemen hemen parahermitian ma-
nifoldunun ait olugu smuflar ile (N x R, f ,©,7, §) hemen hemen parakontak metrik

manifoldunun ait oldugu sinmiflar arasindaki iligkiler) asagidaki tabloda 6zetlenmigtir:

Tablo 4.2. N ve N x R manifoldlariminin siniflare arasindaki iliskiler

N’nin ait oldugu sinif N x R’nin ait oldugu simif
Wi = G% ©® G6
Wy & G2 3 Gg
W & G2 @ Gg
W, = G% NP G6
W = Gé S GG
We = Gzll S5 G(;
W =4 G% ) @6
Wy & Gl @ Gg
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