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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, kavramlariyla birlikte asagida

verilmistir.

Simgeler Anlam

R Reel sayilar cismi
g M manifoldu {lizerindeki metrik

x(M) M manifoldu iizerindeki vektor alanlarinin uzayi
T,M p € M noktasindaki tanjant uzay

™ M manifoldunun tanjant demeti

f pseudo f -yap1

g, karakteristik vektor alanlart

n, 1-formlar

R M manifoldu iizerindeki Riemann egrilik tensorii
N f nin Nijenhuis tensorii

\Y% M manifoldu iizerindeki konneksiyon

[ , ] Lie bracket (parantez) operatorii

L Lie tiirevi

® Tensorel carpim

vii



1. GIRiS

Almost kontakt yapilarin ve bu yapilarin bir genellestirilmesi olan f-yapilar 1963
yilinda Yano tarafindan ortaya atilmis ve giiniimiize kadar bu alanda bir¢cok c¢alisma
yapilmistir. Bunlardan bazilar1 Nakagava (1966), Ishahara (1966), Kobayashi ve Tsuchiya
(1972), Mihai (1983) ve Kobayashi (1990) dir. Goldberg ve Yano, catilandirilan metrik
manifoldlar tizerindeki f-yap1 yardimu ile bir kompleks yap1 tanimlayip bu yapilarin normallik
kosullarini inceleyerek bu alanda yapilacak olan calismalara 151k tutmuslardir. 1970 yilinda

Goldberg ve Yano tarafindan global ¢atilandirilan metrik manifoldlar tanimlanmastir.

1970 yilinda Blair, F (X,Y) = g(X,f (Y)) olarak temel 2-formu tanimlayarak
catilandirilan metrik manifoldlarin normallik sartina ilaveten bazi yeni kosullar1 ekleyerek,
almost Hermit durumunda Kaehler yapilarin ve almost kontakt durumunda Sasakian yapilarin

bir genellestirilmisi olan S-manifoldlar1 tanitmistir.

1970 yilinda Blair, normal ¢atilandirilan metrik manifold tlizerinde dFF = 0 (yani

temel 2-form kapali1) ise K-manifoldun tanimin1 yapmustir.

Eger F = dn, ise K-manifoldun bir S-manifold oldugunu, eger dn, = 0 oldugunda

K-manifoldun bir C-manifold oldugunu gostermistir.

1970 yilinda Goldberg ve Yano, global ¢atilandirilan metrik f-manifoldun temel 2-
formu F = dn, oldugunda almost S-manifoldu tanimlamistir. 1990 l yillarda Ispanyol
matematikgiler Cabrerizo, Fernandez, L.M. ve Fernandez, M. S-manifoldlara ait ciddi
calismalar yapmuslardir. Bunlardan bazilar1 Cabrerizo Fernandez, L.M. ve Fernandez, M.
(1991,1992, 1993, 1996) dir. 1990 11 yillarda yapilan ¢aligmalarin yanisira giiniimiize kadar S-
manifoldlar ile ilgili Kobayashi (1990), Lotta ve Pastore (2004), Dileo ve Lotta (2005),
Terlizzi (2006) yazarlarda ¢esitli calismalar yapmustir.

K. Matsumoto tarafindan f3 — f = 0 sartin1 saglayan (1,1)-tipinde f tensor alani ile
tanimlanan pseudo f-yap1 tanmitilms ve pseudo f-yapinin integrallenebilirlik sarti
incelenmistir. Ote yandan 1. Sato tarafindan ranki n —1 olan pseudo f-yapmin (f,&,n)
almost parakontakt yapisina sahip oldugu ¢alisilmistir. Ayrica Yong Bai Baik tarafindan f-

yap1, almost product ve almost parakontakt yapiya genellestirilmistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu béliimde, diger boliimlerde calismamiz igin gerekli olan manifoldlar ile ilgili temel

kavramlar verilmistir.
2.1. Riemann Manifoldlar1 ve Alt Manifoldlar

Bu kisimda, Riemann manifoldlarin ve alt manifoldlarin temel kavramlar: tanitilacaktir.

Tanim 2.1.1. M, n-boyutlu bir C* manifold olsun. M {izerinde vektor alanlarinin

uzay1 ;((M ) ve reel degerli C” fonksiyonlarmin halkast C*(M,R) olmak iizere,

g+ xM)xz(M)—C"(M,%)

simetrik, 2 -lineer ve pozitif tanimli bir g doniisiimiine M iizerinde bir Riemann metrik
tensorii ve (M, g) ikilisiyle verilen manifolda bir Riemann manifoldu denir (O'neill

1983). M manifoldunun herhangi iki p ve p noktasi icin M iizerinde bu noktalar

birlestiren bir egri bulunabiliyorsa, M ye baglant:li manifold ad1 verilir (O'neill 1983).

Tanim 2.1.2. M bir C” manifold olsun. M {izerinde vektor alanlarinin uzay1 ;((I\/l)

olmak iizere,

VixM)xx(M) > x(M)
(X,Y)=>V(X,Y)=V,Y

doniisiimii, V£, g € C*(M,R) ve VX,Y € (M) igin,
(i) V(Y +2)=VY +VZ

(iii) VX(fY) = X(f)Y + fUxY

ozelliklerini sagliyorsa V ya M iizerinde bir afin konneksiyon ve Vy e de X e gore

kovaryant tiirev operatorii denir (O'neill 1983).



Tanim 2.1.3. (M, g) , n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve V da M {izerinde bir afin

konneksiyon olsun. O halde V déniisimii VX,Y € 7(M) igin,
(i) VY-V ,X= [X ,Y] (Konneksiyonun sifir torsiyon 6zelligi)
(i) Xg(Y,Z) = g(VyY,Z) + g(Y,VxZ) (Konneksiyonun metrikle bagdasma 6zeligi)

sartlarin1 sagliyorsa V ya M flzerinde sifir torsiyonlu bir Riemann konneksiyonu veya

M nin Levi-Civita konneksiyonu denir (O'neill 1983).
Tanim 2.1.4. U bir K cismi tizerinde vektor uzayi ve

[L]:UxU >U
(X,Y)—=[X,Y]

doniisiimiinde

(1) 2-lineer (Bilineer)

(if) VX,Y € Uicin [X,Y] = —[Y, X] (Anti-simetrik)
(i) VX,Y,Z € U igin,

[X,[Y,Z]] + [Y, [Z X]] + [Z [X, Y]] = 0 (Jacobi 6zdesligi)

sartlarim1 sagliyorsa [,] donilisiimiine, U 1istiinde bir Lie operatérii ( Lie parantez

(bracket) operatorii ) denir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.1.1. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M {izerindeki vektor

alanlarinin uzay1 y(M) olsun.

[I: x(M)x (M) — (M)
(X,Y)—>[X,Y]

doniisiimii V£ € C° (M, R) igin,

(X, Y1(f) = X(Yf) = Y(Xf)

seklinde tanimlanirsa, [, ] operatorii y(M) tizerinde bir Lie operatoriidiir (Yano ve Kon

1984).



Tanim 2.1.5. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. X € y(M) i¢in Ly , keyfi (s,7)
tipinde tensor alanin yine (s, r)-tipinde bir tensor alanina gotiiren ve agagidaki kosullar

saglayan bir operator olup X vektor alanina gore Lie tiirev operatérii olarak adlandirilir

(Yano ve Kon 1984).

() Ly(f) =X() , Vf€C™(M,R)

(i) LyY =[X,Y], VY € y(M)

(i) Lyg(Y,2) = X(9(v,2)) — 9([X, Y], Z2) — g([X,Z],Y) , VY,Z € x(M)

Tanim 2.1.6. (M, g) bir Riemann manifoldu ve Ly , X vektor alanina gore Lie tiirev

operatorii olsun. Her X vektor alani igin,
Lyg=0
ise X vektor alanina bir Killing vektér alan: denir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.7. (M,g) bir Riemann manifoldu olsun. M iizerinde verilen her bir
diferensiyel s-forma bir diferensiyel (s + 1)-form karsilik getirilen diferensiyel
operatdril dis tiirev operatdrii olarak adlandirilir ve d ile gosterilir. Ozel olarak 1-form
w simgesi ile birlikte dw ve 2-form 2 simgesi ile birlikte d seklinde gosterilirse d

operatort,

1
dw(X,Y) = E{X(W(Y)) —Y(wX)) —w(X, YD} (2.1)
ve

an(x,vy,z) = %{X(Q(Y, N -YWQX2)-Z(2X,Y)) (2.2)
—Q([X, YD, Y) + (X, Z]),Y) = 2([Y, Z]), X)}
olarak tanimlanir (Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.1.2. (M,g) bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde bir Riemann

konneksiyon olsun. VX,Y,Z € y(M) i¢in Riemann konneksiyonu,

dir.



Tanim 2.1.8. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V da M {izerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu olsun. VX,Y,Z € y(M) igin,
R x(M) X x(M) X x(M) = x(M)
(X, Y, Z) s R(X, Y)Z == vayz - VyVXZ - V[X,Y]Z (2.4)

ile tanimlanan (1,3)-tipli tensor alan1 R ye M nin Riemann egrilik tensorii denir

(Spivak 1979).

Teorem 2.1.3. M bir Riemann manifoldu ve R , M nin Riemann egrilik tensorii olsun.
vX,Y,ZW € 7(M) igin,

(i) R(X,Y)Z=—-R(Y,X)Z

(i) gRX, V)Z,W) = —g(R(Y,X)Z, W)
(iii) R(X,Y)Z + R(Y,2)X + R(Z,X)Y =0
(iv) gRX,Y)Z,W) = g(R(Z, W)X, Y)
dzelliklerini saglar (O'neill 1983).

Onerme 2.1.1. (M, g) bir Riemann manifoldu, V da M iizerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu ve f , (1,1) - tipli bir tensor alan1 olsun. O zaman,

(Vx f)Y - Vx(fY)_ f(va)
dir (O'neill 1983).

Onerme 2.1.2. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. F simetrik bir tensor alan1 olmak

izere, her X,Y,Z vektor alanlari i¢in,

9((VxF)Y,Z) = g(¥, (VxF)Z)

esitligi gecerlidir (O'neill 1983).



Onerme 2.1.3. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. G ters simetrik bir tensdr alani

olmak tizere, VX,Y,Z € y(M) i¢in,
9((VxG)Y,Z) = —g(¥, (VxG)Z)
dir (O'neill 1983).

Tanim 2.1.9. (M,g) bir Riemann manifoldu ve R, (M,g) nin bir Riemann egrilik tensorii
olsun. vX,Y,Z € y(M) i¢in,

RX,V)Z+R(ZX)Y +R(Y,Z)X =0

bagintist 1. Bianchi ézdesligi olarak adlandirilir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.10. (M,g) bir Riemann manifoldu, M nin Riemann egrilik tensorii R ve V

Levi-Civita konneksiyon olsun. VX,Y,Z € y(M) igin,
(xR)(Y,Z) + (WWR)(Z,X) + (V;R)(X,Y) = 0

bagints1 /1. Bianchi 6zdesligi olarak adlandirilir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.11. (M,g) bir Riemann manifoldu, M nin Riemann egrilik tensorii R ve

{E1, Es ..., En}, x(M) nin bir bazi olsun. Boylece,
Q: x(M) — x(M)
n
X = Q00 = - ) R(EXE,

i=1
seklinde tanimli Q operatdriine M nin Ricci operatorii denir. Ayrica Q yardimi ile M nin
Ricci egrilik tensorii Ric,

Ric: (M) X (M) - C*(M,R)

(X,Y) - Ric(X,Y) = g(Q(X),Y)

bigiminde tanimlanir (Chen 1973).



Tanim 2.1.12. (M, g) bir Riemann manifoldu ve {el,...,en} lokal ortonormal vektor

alanlar1 olmak tizere,

S: y(M)x y(M) > R

(A1) > SY) = ) g(R(e, Y, e)

seklinde tanimli (0,2) - tipindeki S tensor alanina M tizerinde Ricci egrilik tensorii

denir. Ayrca, (0,2) - tipli Q Ricci operatorii,
S(X,Y) = g(QX,Y)
esitligi ile tanimlidir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.13. (M, g) bir Riemann manifoldu ve {el,...,en} lokal ortonormal vektor

alanlar1 olmak iizere,

n
r= Z S(ei e;)
i=1

degerine M nin skalar egriligi denir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.1.14. M ve M birer diferensiyellenebilir manifold ve
Y:M-M

bir diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. Eger

rank¥ = boyM

ise ¥ doniistimiine bir immersiyon (daldirma) denir (Hacisalihoglu 1983).
Tanim 2.1.15. M ve M birer C* manifold ve M c M olsun. Eger,
J:M->M

dogal injeksiyonu bir immersiyon ise M ye M nin bir alt manifoldu denir (Brickell ve
Clark 1970).



Tanim 2.1.16. M bir ¢* manifold ve M , M nin bir alt manifoldu olsun. Herhangi bir

p € M noktas1 igin,
TM ={V €T,M: g(X,,V) =0, VX, €T,i}
climlesi tanimlansin. p € M noktasinda VX, € T,M igin,
gX,V)=0

kosulunu saglayan V vektoriine M nin teget vektorii, V nin birim vektorii olmasi halinde
de M nin birim teget normal vektorii denir. M nin her noktasindaki tiim normal

vektorlerini iceren TM uzayina da M nin tanjant demeti adi verilir (Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.1.4. (M, g) bir sabit K egriligine sahip olan bir Riemann manifoldu olsun.

Bu durumda, M {izerindeki herhangi X,Y,Z vektor alanlar igin,
RX,Y)Z = K[g(Y,2)X — g(X,Z)Y]

dir (Yano ve Kon 1984).

2.2. Hemen Hemen Kompleks ve Hemen Hemen Kontakt (Degme) Manifoldlar

Bu kisimda, hemen hemen kompleks ve hemen hemen kontakt (degme) manifoldlar ile

ilgili temel kavramlar verilmistir.

Tanim 2.2.1. M bir diferensiyellenebilir reel manifold olsun. M nin her p noktasindaki
T,M tanjant uzay1 lizerinde taniml bir,

J:T,M > T,M
lineer doniisiimii,
J? =1

kosulunu saghiyor ise | ye M iizerinde hemen hemen (almost) kompleks yapi, M
manifolduna da almost kompleks manifold denir. Her almost kompleks manifold daima
¢ift boyutludur (Yano ve Kon 1984).



Tanim 2.2.2. M bir almost kompleks manifold ve M iizerinde almost kompleks yapi

f olsun. g, M {izerinde bir Riemann metrigi olmak iizere VX,Y € y(M) i¢in,

g X, f(¥)) = gX,Y) (2.5)

Ozellikleri saglaniyor ise g ye M iizerinde Hermityan metrik denir. M manifolduna da
almost Hermityan manifold denir. Hermityan metrik ile verilen kompleks manifolda ise
Hermityan manifold denir (Blair 2002, Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.2.3. (M,],g) 2n-boyutlu bir almost Hermityan manifold olsun. Her XY

vektor alanlari i¢in,
FX,Y) =g&X,JY)

esitligi ile tanimlanan F 2 -formuna almost Hermityan yapisinin temel 2 -formu denir.
Eger dF =0 ise (J,g9) yapisina almost Kahler yap: denir. Bu yapi ile elde edilen
manifolda ise almost Kahler manifoldu denir. Bir Kahler yap1 ile verilen kompleks
manifolda Kahler manifoldu denir. Bir Hermityan manifoldunun bir Kahler manifold

olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
V,=0
esitliginin saglanmasidir (Blair 2002).

Tanim 2.2.4. M , (2n +l)-b0yut|u bir manifold, f,&,n da M {izerinde, sirasiyla, (1,1)-

tipinde bir tensor alani, bir vektor alan ve 1-form olsunlar. Eger f, £, 7 i¢in, M lizerinde

herhangi bir vektor alan1 X olmak tizere

n(&)=1
ve (2.6)

f2X =—X +n(X)E

esitlikleri saglaniyorsa o halde, (f,f,n) ti¢liisine M iizerinde bir hemen hemen

kontakt yap: ve bu yapi ile birlikte M ye bir hemen hemen kontakt (degme) manifold
denir. Her almost kontakt (degme) manifold daima tek boyutludur (Yano ve Kon 1984).



Tanim 2.2.5. (2n + 1)-boyutlu M manifoldu ve (f,f,n) almost kontakt yapisi ile

verilsin. M tizerinde bir g Riemann metrigi,
nX) =g(X,%) (2.7)
ve
g(f (0, f(N) = gX,¥) = nOn(Y) (2.8)

sartlarin1 sagliyorsa g metrigine M {iizerinde hemen hemen kontakt metrik, (f,¢,n,9)
yapisina hemen hemen kontakt metrik yapr ve (f,&,m,9) yapisi ile M ye de hemen

hemen kontakt metrik manifold denir (YYano ve Kon 1984).

Sonu¢ 2.2.1. M, (f,§,n,g) hemen hemen kontakt metrik yapisi ile verilsin. Bu

durumda,
g X),Y) = —g(X, f(¥) (2.9)
dir (Yano ve Kon 1984).
Teorem 2.2.1. M bir almost kontakt metrik manifold olsun. vX,Y € y(M) igin,
gFX,f(V) = gX¥) = n(Xn() (2.10)
olacak sekilde bir g Riemann metrigi daima vardir (Blair 1976).
Tanim 2.2.6. M, (2n + 1)-boyutlu bir manifold, n da M iizerinde bir 1-form olsun. Eger,
nA(dn)"#0 (2.11)

kosulunu sagliyor ise M bir kontakt yapiya sahiptir denir. M manifolduna da kontakt
manifold denir (Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.2.2. M, (2n + 1)-boyutlu bir manifold, n da M {izerinde bir 1-form olsun.

Eger,
nA@dn)"#0

kosulunu sagliyor ise M bir kontakt yapiya sahiptir.
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Ispat 2.2.2.
(1) n, M nin bir 1-formu ve

(if) (dn)™ de n. dereceden dis garpimi gostermek tizere,

(dn)" = (dn)A(dn)A(dn)A... A(dn)

n—tane

V*, V vektor uzayma dual olmak iizere eger dis garpim, AV* Grassman cebirinin bir

6 kuadratik formu i¢in,
0" #0 ve 7t =0
sartlarin1 sagliyorsa 6 nin 2r rankli oldugu goriiliir. Buna esdeger olarak,
rank@ = boyV — boyV,
dir. Burada,
Vo={X: X€EV,0(X,V) =0}
dir. Yani,
Vo={X€EV:(WY)(YEV = 0(X,Y) = 0)}
dir. Buna ilaveten bir M kontakt manifoldu iizerinde,
nA(dn)" #0

denklemi geregince ATy, (P) Grassman cebirindeki dn kuadratik formunun ranki 2n dir.

Bu durumda,
Vo={X:X€Ty(P),dnX, Ty(P)) =0}

altuzay1 1-boyutlu bir altuzaydir ve V, iizerinde n # 0 dir. £, € V elemanm1 n(&p) =1
olacak sekilde V, m bir eleman1 olsun. O zaman ¢ bir vektor alanidir ve M {izerinde n
ile tanimli, 1 ya karsilik gelen vektor alant adini alir ve () = 1 oldugundan asla sifir

olamaz (Saglamer 1995).
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Tanim 2.2.7. M bir almost kontakt metrik manifold olsun. VX,Y € y(M) igin,
FX,Y)=gX, f(¥)) = dn(X,Y) (2.12)

seklinde tanimli F doniisiimiine (f,¢,7n,g) almost kontakt metrik yapisnin Il. temel
formu denir. Burada n kontakt formu ile n A (dn)™ # 0 kosulu n A (F)™ # 0 seklinde de

gosterilir.
Tanim 2.2.8. (2n + 1)-boyutlu bir almost kontakt metrik manifold M olsun. Eger;

dn(X,Y) = g(X,f(Y)) = F(X,Y)

oluyorsa (f,¢,n,g) dortlisiine almost kontakt metrik yapt ve (M, f,§&,1n,g) beslisine

almost kontakt metrik manifold denir.
Sonug 2.2.2. Her almost kontakt metrik manifold ayn1 zamanda kontakt manifolddur.

Teorem 2.2.3. M bir almost kontakt metrik manifold olsun. V, M {lizerinde bir

konneksiyon olmak iizere VX,Y € y(M) i¢in,

1
dn(X,Y) = g(X, f(¥)) = 5{g(Vx¢,¥) — g(7¢, X))}
dir (Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.2.4. (2n+ 1)-boyutlu bir almost kontakt metrik manifold M olsun.
VX,Y € y(M) i¢in,
dn(X,$) =0
ve
dn(f(X),Y) +dn(X,f(¥Y)) =0

olur (Yano ve Kon 1984).

Tamim 2.2.9. (M,£,1,g), (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen kontakt metrik manifold
olsun. Eger n kapali yani dnp=0 ve dF =2dn A F ise (M,&,n,g) ye bir hemen

hemen Kenmotsu manifold denir (Kenmotsu 1972).
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Teorem 2.2.5. (M,¢,n,9), (2n +1)-boyut|u bir hemen hemen kontakt metrik manifold

olsun. M nin bir hemen hemen Kenmotsu manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

(Wx Y = =g(f (X) + h(X),Y)§ =n(V)(f(X) + h(X))

olmasidir (Kenmotsu 1972).

Teorem 2.2.6. (M,&,7,9), (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen Kenmotsu manifold

olsun. O halde,
V& =—1*(X) - f(h(X))
dir (Kenmotsu 1972).

Tanim 2.2.10. (2n + 1)-boyutlu bir almost kontakt manifold M ve M iizerinde almost
kontakt yap1 (f,&,n) olsun. Reel dogru R ile gosterilirse M x R manifoldu (2n + 2)-
boyutlu bir ¢arpim manifoldu olur. Burada X, M X R iizerinde herhangi bir vektor alani,
t, R nin bir koordinati ve ¢ de M X R iizerinde tanimli diferensiyellenebilir bir
fonksiyon, J, M x R iizerinde bir almost kompleks yapiyr veren M x R nin tanjant

uzayindaki bir J lineer dontisiimii;

]+ x(M X R) > x(M X R)

(&«p (%)) ~J (X,fp (%)) =) (X,w (%)) - (f(X) - () (%)) (213)
seklinde tanimlidir.

Tanim 2.2.11. M bir diferensiyellenebilir manifold ve f, M {izerinde bir (1,1)-tipinde bir

tensor alan1 olmak tizere, VX,Y € y(M) i¢in,

Ne(X,Y) = f2[X, Y]+ [F(X), fF (D] = FIF XD, Y] = FIX, £ (V)] (2.14)
seklinde tanimlanan (1,2)-tipindeki tensor alanina f nin Nijenhuis tensor alani denir
(Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.2.12. Bir almost kompleks metrik manifold M, M tizerindeki almost kompleks
yapt f olsun. f nin Nijenhuis tensor alan1 Ny olmak iizere Ny = 0 ise f doniisiimiine

integrallenebilirdir denir (Yano ve Kon 1984).
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Teorem 2.2.7. f nin Nijenhuis tensdr alani Ny olmak {izere Ny = 0 ise f doniisiimii

integrallenebilirdir.
Ispat2.2.7. Konneksiyon dzelliklerinden,
(1) [X,Y] =VyY =V, X (sifir torsiyon 6zelligi)
(i) Vx(fY) = fVx(Y) ve Vex(Y) = fVx(Y)
(2.14) esitliginde kullanilirsa,
Ny (X, Y) = FAX Y]+ [F O, fD] = FIFEO, Y] = fIX £ (V)]
(2.6) esitliginde f? = —I oldugundan,
Np(X,Y) = —[X, Y] + [FX, Y] = FIFX, Y] = f[X, fY]

olup, (1) numarali bagint1 kullanilirsa,

Ne(X,Y) = —VxY + VX + Vpy fY — Voo fX — fVpyY + [V fX — fUGfY + [V X
elde edilir, (2) numarali bagint1 kullanilirsa,

Ne(X,Y) = —VxY + VyX + f2V5Y — f2V,X — f2UyY + 20X — f2V,Y + f2Vy X
olur. f2 = —I kullanilirsa,

N (X,Y) = —VyY + VpX — Uy + VyX + VyY — Uy X + VyY — 7y X
Ny (X,Y) = 0

elde edilir.

Tanim 2.2.13. Bir (2n + 1)-boyutlu almost kontakt manifold M ve (f,¢,n) de M
tizerinde almost kontakt yap1 olsun. Reel dogru R olmak iizere M X R carpim manifoldu

g0z Oniine alalim. O halde e§er M X R iizerinde,

1(x05) = (re0 - et ) 215)

ile verilen almost kompleks yapisi integrallenebilir ise (f,&,n) almost kontakt yapisi

normaldir denir (Yano ve Kon 1984).
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Tanim 2.2.14. Bir (2n + 1)-boyutlu almost kontakt manifold M olsun. M X R c¢arpim

manifoldu tizerinde,

[L] = x(MXR)x (M xR) > x(MxR)

(o) (0 59) [0 ) (0 5)] = (110000 - veon )

seklinde tanimlanan operator,

(i) Anti-simetrik,

(if) Jacobi 6zdesligini

sagliyorsa bu operatore Lie operatorii denir (Blair 2002).

Tanim 2.2.15. (2n + 1)-boyutlu bir almost kontakt manifold M olsun.

N; ((X,0), (Y, 0))

ve

N, ((X, 0), (o, %))

degerleri hesaplamalari ile sirasiyla,
N'(X,Y) = Np(X,Y) + 2dn(X, V)&
N2, Y) = (Lron)Y — (L)X
N*(X) = [, fF (O] - fIX, €]
ve
N*(X) = én(X) — X, ¢]
esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerle N*, N%, N ve N* tensorleri tanimlanr.

Teorem 2.2.8. (2n + 1)-boyutlu bir almost kontakt manifold M olsun. Bu yapinin
normal olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart N*, N%, N® ve N* tensorlerinin sifir olmasidir

(Yano ve Kon 1984).
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Teorem 2.2.9. (2n + 1)-boyutlu bir almost kontakt manifold M olsun. Sayet N* = 0 ise
N? = N3 = N* = 0 dir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.2.16. (2n + 1)-boyutlu bir almost kontakt metrik manifold M olsun. Eger M
nin kontakt yapist normal ise M bir Sasaki yapiya ya da normal kontakt metrik yapiya
sahiptir denir. Sasaki yapiya sahip M manifolduna ise Sasakian manifold denir ve
(M, f,&, g) ile gosterilir (Yano ve Kon 1984).

2.3. Hemen Hemen f -Manifoldlar

Tanim 2.3.1. (2n + s)-boyutlu bir ¢ manifold M olsun. M nin tanjant demeti TM

olmak tizere,
fP=f=0 ve rankf=2n (2.16)

kosulunu saglayan (1,1)-tipindeki diferensiyellenebilir, f tensor alanina pseudo f-yapt

ve lizerinde bir f-yap1 tanimli M manifolduna da pseudo f-manifold denir.
() k=f? (i) t=—f2+1 (2.17)

ile tanimlanan iki biitinleyen izdiisim operatorlerine kargilik sirasiyla D ve D+

biitiinleyen dagilimlar vardir. Burada boy(D) = 2n ve boy(D*+) = s dir.

Yardimci Teorem 2.3.1. (2n + s)-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold M olsun. f,
M fzerinde bir f-yapi, k ve t (2.17) esitligi ile tanimli biitiinleyen izdiisiim

fonksiyonlar1 olmak iizere,
D) fk=kf=f (i) ft=tf=0 (iii) f2k =k (iv) f2t=0 (2.18)
dir (Ishihara ve Yano 1964).

(2.18) esitligindeki kosulu saglayan k ve t izdiisiim fonksiyonlar1 yardimi ile M nin
tanjant demeti TM, biri 2n digeri s boyutlu olan iki dagilimin direkt toplami olarak

yazilir. Yani,
TM=D&D' , DnD:={0} (2.19)

dir.
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Tanim 2.3.2. (2n + s)-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold M olsun. Eger M

lizerinde, s -tane &, vektor alanlar1 ve s -tane n, 1-formlari olmak tizere,

FP=1= 1@ . 1u(§s) = bup
a=1

(2.20)

olacak sekilde (1,1)-tipinden bir f tensor alami var ise M ye bir almost parakontakt

manifold denir ve (M, f, &,,1,) ile gosterilir.

Yardimer Teorem 2.3.2. (M, f,&,,1n,) , bir almost parakontakt manifold olsun. Bu

durumda,
@ fa) =0 (i) ne(f(m)) =0 yani (ny o f = 0)
(iii) 1,(&,) =1 (iv) rankf = 2n

dir.

ispat 2.3.2.

(i) (2.20) esitliginde,

f2=1—z775®fﬁ
B=1

her iki tarafin £, altinda goriintiisii alinirsa,

f2Ga) = () — BZS: ngEa)ép
olur. (2.21) esitliginden,
f2Ee) = §a — Sapla
elde edilir. Buradan,
f2Ea) =0
bulunur. Buradan,
fF=f=0= f=f = f(§) =)

= f(§a) = F(F*ED)
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f%(¢,) = 0 oldugundan deger yerine yazilirsa,

) =f(0)

ve

fGa) =0

elde edilir.

(i) vm € y(M) igin (2.16) , (2.20) ve (2.21) esitlikleri kullanilirsa,

£20m) = FUAM) = fFOn = ) ne(m)éa) = £(m) = Y ne(m)f ()
a=1 a=1

f(§s) = 0 oldugundan,

fim) = f(m)

bulunur. Diger taraftan (2.20) esitliginden,

FAEO) = Fm) = Y 1 (f ()

f3(m) = f(m) oldugu yerine yazilirsa,

£20m) = £20m) = ) na(f )8

D na(Fm)ea=0 = no(fm) =0 yani (1, f =0)
elde edilir.
(i) n(X) = g(X,¢&,) esitliginde X = &, alinirsa,

Ne(€a) = 9w éa) =1
ise
Ne(§e) =1

olur.
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(iv) f lineer bir doniisiim oldugundan,

rank(f) + boy(sekf) = boy(x(M))

dir. m € cekf olmak iizere,

f(m)=0

dir. Buradan,

f2(m) = f(f(m)) = £(0) = 0

olur. Ayrica,

F20m) = m = ) ne(m)ée

0=m— i Na(M)éq
a=1

m = 2 Na(m)e

oOlur. Burada her iki tarafin f altinda goriintiisii alinirsa,

fOm) = 1o (mf (5)

olup, f(¢,) = 0 oldugundan,

f(m)=0

dir. O halde her bir a i¢in &, €Ecekf,1<a<s igin &, lineer bagimsiz olup,
cekf = S,{¢,¢,,..., &} dir. Buradan boy(gekf) = s dir. Bu durumda,

rank(f) = boy(x(M)) — boy(gekf) = 2n

olur.
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Yardimer Teorem 2.3.3. (M, f,&,,n,) , bir almost parakontakt manifold olsun. M

tizerinde VX,Y € y(M) i¢in,

0 IUPX) = gOLY) = ) 1O (¥)
(i) NeX) = 9(X,$2)

kosullarini saglayan bir g Riemann metrigi vardir (Yano ve Kon 1984).

Ispat 2.3.3.

® h(X,Y) = h(f2X, f?Y) + Z Na(X)Na(Y)

N
1
IV = (R +RUX ) + D 1o (X (0)
a=1
Her iki tarafin f altinda goriintiisii alinirsa,

1 N
9UX fY) =5 (h(fX, fY) + h(f*X, f*Y) + Z N (fXON.(fY))

(2.22)

(2.23)

1 N N
IUXA) = S RUX) + RV =2 1000 + ) 1 (0na(1)

1 S
IEXA1) =5 @G =2 ) 1 (Oma(1)

IUXSY) = gXY) = D 5o (me(¥)

elde edilir.

(i) IEXAY) = g = D (e

fG) =0, n.(fX) =0, n,(§a) =1

olmak iizere, yukaridaki esitlikte Y = &, alirsak,
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IJUX, féa) = 9(X, &) — N (XN (§a)

9(X,¢q) = e (X)

elde edilir.

Yardimc1 Teorem 2.3.4. (M, f,&,,1n,), bir almost parakontakt manifoldu iizerinde g

Riemann metrigi,

gfX,Y)—gX,fY)=0 (2.24)
kosulunu saglar. Yani, f simetriktir.

Ispat 2.3.4. (2.22) esitliginden,

JEY) = gUX V) + ) 1O (1)

elde edilir. Her iki tarafta X in f altinda goriintiisii alinirsa,

IUXY) = gUPX ) + D (e

olur.

N
200 =X = ) (0%,
a=1
oldugu yerine yazilirsa,

IFx) =g (X -> naoosa,fY)
elde edilir.

Sonug 2.3.1. (M, f,&,,1n,), bir almost parakontakt manifold olsun. (2.22) ve (2.23)
esitliklerini saglayan keyfi bir Riemann metrigi her zaman bulunabilir (Duggal ve
Bejancu 1996).

Tanim 2.3.3. (M, f,&,,1m,), bir almost parakontakt manifold olsun. (2.22) ve (2.23)
esitliklerini saglayan bir g Riemann metrigiyle birlikte (M, f,¢&,,n,,g) Yye bir almost

parakontakt metrik manifold denir.
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Tanim 2.3.4. (M, f,¢4,ne,g) bir almost parakontakt metrik manifold olsun. M

tizerinde F, temel 2-formu VX, Y € y(M) igin,

FX,Y)=g(fX,Y)

ile tanimlidir (Yano ve Kon, 1984).

Teorem 2.3.1. VX, Y € y(M) igin F(X,Y) temel 2-formu simetriktir.

F(X,Y) = F(Y,X)
Ispat 2.3.1.
FX,Y) =g(fX,Y)
esitliginde g metrigine f uygulanirsa,
FX,Y) = g(f*X,fY)
olur. f2 = I oldugundan,
FX,Y) =gX, fY)
= g(fY,X)
=F(Y,X)

elde edilir.

(2.25)

Tanim 2.3.5. (M, f,&,,M4 g) bir almost parakontakt metrik manifold ve F, temel 2-

form olsun. Eger M normal, ¢,¢ ..., & vektor alanlari birer Killing vektér alan1 ve F,

2-formu kapali (yani dF = 0) ise M, normal almost parakontakt metrik manifold olarak

adlandirtlir.
Yardimci Teorem 2.3.5. Vm € y(M) ve Va{l,2,..., s} i¢in,
F(X,$a) =0

dir.
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Ispat 2.3.5. (2.26) esitliginde Y = &, alinir, (Teorem 2.3.1.) de temel 2-formun simetrik
olusu ve (2.21) esitligi kullanilirsa,

FX,Y)=g9(fX,Y) = g(X,fY)
F(X,&) = 9(X,f&) =0
bulunur.

Tanim 2.3.6. (M, f,é,,1n4,g) bir almost parakontakt manifold olsun. f nin Nijenhuis

tensor alani Ny olmak tizere,

S
Sp=Np—2 Z dn. ® &, (2.27)
a=1

ile belirtilen (1,2)-tipindeki S, tensdr alanina torsiyon tensor alam denir. Burada N,

Nijenhuis tensor alant VX, Y € y(M) igin,

Ny (X,Y) = f[X, Y]+ [fX, fY] = f[fX, Y] = fIX, fY] (2.28)
esitligi ile tanimlidir.

Teorem 2.3.2.
S
S =N=2) dne ® &,
a=1

esitliginde Sy = 0 ise (M, f, &,,1,) almost parakontakt manifoldu normaldir.

Ispat 2.3.2. Das tiirev operatorii,

1
dne(X,Y) =S XM (¥)) = Y (12 (X)) = e ([X, YD)}

olmak tizere,
dn,(X,Y) =20
ise
Ana(X,Y) = ~5na(X,¥]) = 0

olur.
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[f'f](X' Y) - Zdna(X' Y)Ea =0
esitliginde Y = &, alinirsa,

[f, F1(X, §a) — 2dNa (X, $a)éa = 0

elde edilir. Burada (2.28) ve (2.1) esitlikleri kullanilirsa,

fAX, 8l + IfX, fEad — FIfX, Ea] — fIX, £

1
22 X 0aEa)) = £a100) = (X, EaD1} 80 = 0

olur. f2 = I oldugundan,

[X"Ea] + [erf‘fa] _f[fxffa] _f[X'ffa]
—XMa(§a))sa +Ea(Ma(X))éq + 1o ([X,§a])Sa = 0

elde edilir. (Tanim 2.1.3) deki 6zellikler kullanilirsa,
V§a = Ve, X + Vixféa — Vie fX — fVix$a
Ve X = fVxfSa + [Vre X +1a([X,$a])Sa =0
bulunur. (Tanm 2.1.2) deki 6zellikler kullanilirsa,
Vibo = Ve X + [2Vylq — [2Ve X — [2Vyé,
+f2Ve, X — f2Vxéo + f2Ve, X + 10 ([X,§e]Da = 0
olur. f2 = I oldugundan,
Vi§a = Ve, X + Vxéq — Ve X — Vx&,
+Ve X — Vxéo + Ve X +1a([X,64]DEe = 0

elde edilir.

Tanim 2.3.7. (M, f, &, n.9)  Dbir almost parakontakt metrik manifold olsun.

Va,1 < a < s i¢in &, nin duali n, olmak iizere,
NiAn, A . An A(F)" # 0

oldugunda almost parakontakt metrik manifolduna yonlendirilebilirdir denir.
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2.4. Hemen Hemen f -Manifoldlarin Torsiyon Tensorii

(2n + s)-boyutlu bir almost parakontakt metrik manifoldu (M, f,¢,,n4,g) olsun.
M X RS (2n + 2s)-boyutlu bir carpim manifoldudur. R® tizerindeki vektor alanlari,

xR =

S

d
Z Pu——: [LECPR,R), 1<a<s
L Pa,

seklindedir. (X, (plﬁ,...,fps %) lar M x RS deki vektor alanlaridir. Burada X, M?"*S

de bir vektor alany, (t,t,,...,ts) ile R® de koordinat diizlemini, ¢, lar R* iizerindeki C*

fonksiyonlaridir. Ayrica R? lizerinde almost product yap1 J yi,

J: x(M xRS > x(M x R)
2 d > d B S s d
x,;%a Ny X,;goad—ta = —f(X)+;¢a§a,;na(X)d_% (2.29)

olarak tanimlanir.

Yardimci Teorem 2.4.1. ] doniisiimi,
(i) lineerdir.

(i) j>=1

dir.

Ispat 2.4.1.

> d
(i) V(X'E‘P“E)'(Y'
a=1 a
> d > d > d
J A(X,E%E)w(n gag) =1((AX+wY>,2(A<pa+wga>E)
a=1 a 1 a @

a= a=1

S
d
ga—> € x(M xRS)ved,w € R icgin,
] dt,

a=

olur. (2.29) esitliginden,
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N S
d
—fOX+WN + D" (Ape +Whda ) QX +wY)——
a=1 a=1 @

elde edilir. Esitligin sag tarafi diizenlenirse,

Al X i d + Y i d =
] ’ a=1 Ve dt“ v ’ Ja dta B

a

Il
-

—Af(X) = wf () +AZS: 0ala +Wzs:gafa (/125: na(X)+Wzs: n“(y))dita

olur. Esitligin sag tarafi 1 ve w parantezlerine alinirsa,

] A(X,Zs:<padita>+W<Y,igadi%) =
A(—f(X) +i¢a€a zs: na(X)d%l)JfW(‘f(Y) +i g“f"“i "“(Y)ditfa)

bulunur. Buradan,

olur.

N
d
(i) v (X, Z Py E) € x(M x R5) igin (2.29) esitliginde her iki tarafa J uygulanirsa,
a=1 @

5 (XZ w%) :]<_f(x)+i"’“f“ 'i"“(x)dita)

olur. Esitligin sag tarafina (2.29) esitligi uygulanirsa,
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S

2[5 pa ) =
’ *dt,
a=1

s (—f(X) +Zs:§0a§a)+ X Z" (‘f(X) +i¢“€“)d%] i
f? (X)—praf(faﬁzna(x)f“’i"“( f(XHz%fa)dt ]

elde edilir. f(¢,) =0 ve ¢, =n,(X) oldugundan,

S
J21 X E @ 4
’ *dt,

a=1

bulunur. Burada (2.20) esitligi kullanilirsa,

(o)

olur. f(&¢,) = 0 oldugundan,

N

F200) + Z Ta@ée ) 1 (—f(X) " Z 1a () )%]

a=1

N

Zm( f- f(X))+Zna( f(X))fa> ]

a=1

2l x i i =X ( 2(x )i
] ’ Py dta - f ( ) dta
a=1 =
elde edilir. f2(X) = X oldugu yerine yazilirsa,
N
2\ x z i =X (X)i
S A 1%‘ dt, | dt,
a= =

olur.

JOXEAROXEA

elde edilir. Buradan j? = I bulunur. O halde J, (M x R5) {izerinde bir product yapidir.

Yardimcr Teorem 2.4.2. (2n + s)-boyutlu bir almost parakontakt metrik manifold

(M, f,&4,Mq,g) oOlsun. Bu durumda (M x R*,]) bir almost product manifolddur.
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Tanim 2.4.1. (2n + s)-boyutlu bir almost parakontakt manifold (M, f,¢&,, 1., g9) Ve
(M x R*,]) bir almost product manifold olsun. Almost product yapt J nin Nijenhuis

tensorii (2.28) esitliginden,

S S
d d
- - SY i1
V(X,Z Py dt“),(Y,Zga dta> € y(M x R®) icin,
a=1 a=1
S S
N X Z d Y z d =
I\ L Page, P\ L 9ae, ) |~
a=1
S S B S S
X Z d Y d + X Z d Y Z d
) (pa dta ) ) ga dta ] ) 1()06{ dta l] ) ga dta
| a=

a=1 a=1 a=1

X i d Y S d X i d Y s d
] ) (pa’ dta ) 4 ga dta ] ) (pa’ dta '] Y ga dta
a=1 a=1 a=1 a=1

]2

=/

dir.
Tanim 2.4.2. (M x R%,]) bir almost product manifold olsun. (M x R*) iizerinde,

[,]: Xx(MXR)X y(MXR%) > y(MxR°)

R [ % [ R
YR de, '\’ a dt, YR dt, '\’ a dt,
a=1 a=1 a=1 a=1

olmak iizere,

s d s d s J
(X' ; Pa d_ta) ' (Y' ;9«1 d—ta)] = <[X' Y], ;(X(ga) - Y(wa))d—ta) (2.30)

seklinde tanimlanan operatore bracket (parantez) operatérii denir (Sagbas, 2010).

Yardimei Teorem 2.4.3. (Tanim 2.4.2.) ile verilen [, ] operatori,

(i) Simetriktir.

(if) Jacobi 6zdesligini saglar.
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Ispat 2.4.3.

d > d
() \7’( z Py d_> (Y Ja d—) x(M x R®) igin (Tanim 2.2.14.) den,
=1

X S d Y
;z(pad_ta ) )
a=1

N

d : d

9 E)l = <[x. Y1) (X(ga) - Y(%))E)
: d

([Y, X1, (¥ (00) = X(9)) E)

S S
_ YZ d X d
= ) (p“d_ta Y g“d_ta
a=1 a=1

elde edilir. Boylece [, ] operatorii simetrik olur.

a=1

(ii) VA,B,C € y(M x R®) igin,

= XZS: d B = st: d c=|(z S h d
B (p“dta S W g“dta ver =1~ *dt,
a=1 a=1 1

a=

olmak tizere (Tanim 2.2.14.) den,

= Z%dt) (2 %)'(Z;hafﬂﬂ

Y,[Z, X]], Z(YZ(ha) YX(po) = [2,X1(92)) 7 )
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d
(ZX(Pa) = ZY (ga) — [X,Y](ha)) F)

a=1

esitlikleri elde edilir. Burada,
[X,Y] = X(Y) = Y(X)
esitligi gdz online alinir ve Jacobi 6zdesligi
[4,[B,C]] + [B,[C,A]] + [C,[A, B]]

seklinde gosterilirse,

{X [V, Z]] + [V, [Z,X]] + [Z,[X, Y]];Z([X, Y](he) = [X,Y](ha)

d
Y, 21(@e) = 1Y, 21(@a) + 12, X1(9a) =~ 12, X](9a)) =3 = 0

oldugundan Jacobi 6zdesligini saglar.

Yardimer Teorem 2.4.4. (M x RS,]) bir almost product manifold ve J almost product

yapinin Nijenhuis torsiyon tensorii N; olmak iizere,

d
(i) N, = ((X,0),(Y,0)) = {Nl(X, Y),N?2(X,Y) F}
ve
d
(i) N, = ((x, 0, o, 5)) = (V3 (0, N* (0}
dir.
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Ispat 2.4.4.
(1) (2.28) esitliginden,
N ((X,0), (Y,0)) = J*[(X,0), (Y, 0)] + [J(X, 0),/ (Y, 0)]

—JUX,0), (Y,0)] = J[(X,0),J(Y,0)]

bulunur. (2.29) esitliginden,

N]((X, 0)' (Y' 0)) =

: d . d \]
(—f(X), Z ne ) 3 ) , (—fm, Z 1) g )

N d N d T
- K—f()o. > ()7 ) ., 0)] -7 |0, (—f(Y), > ne) 7 )

elde edilir. Buradan,

[(X,0), (Y, 0)] +

Ny ((X,0),(Y,0)) =

\ d
(X, v1,0) + ([—f(X), —f(Y)],Z(f(Y)na(X)—f(X)na(Y))E)

c d \ d
-J ([—f(X). VL= ) (Yne(0) 7 ) -] ([X, —F N1, ) (Xne(N) 7 >

olur. (2.29) esitligi kullanilirsa,

N]((X! 0)' (Y' 0)) =

\ d

([x,Y],0) + ([f(X),f(Y)L D FOMO—FXme(V) 7 )
N N d

- (—f[—f(X). V1= D (e, ) (= (0, YD = )

N N d
- (—f[x, —F D1+ ) (Kna(NEe) ) 11X, = () F)
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elde edilir. Bu esitligin sag tarafinda parantezler diizenlenirse buradan,

N]((X, 0)' (Y' 0)) =

{{X Y]+ [f O, fFND] = fIF GO, Y] = fIX, fF(N] + Z(Yna(X) — X1¢(¥))8a ),

Z d
(Z (FOIM (XD = COMe (V) + 1o ([F (XD, YD) + na([X.f(Y)]))E )}

elde edilir. Burada ilk kisma N? denilirse,

N' = <[X, Y]+ [f(X), f(N] = fFIF), Y] = fIX (D] + Z(Yna(X) — X1 (V) s‘a>

N
olur. Bu esitligin sagina Z N« ([X,Y]) &, eklenip ¢ikarilirsa,

a=1

N'=[X,Y] - i Ne([X, YD &o + [f(X), fF(N] = FIF X, Y] = fIX, fF(Y)]
+ i(Yna(X) = X1 (V) + 12 ([X, YD) &
= f2X Y1Eq + [FCO, fND] = FIFCD, Y] = FIX, f(V)]
- i(Xna(Y) —Y0,(X) =1 ([X, YD) &4

elde edilir. Ayrica,

2d06(X, V) = ) (X1(1) = Y1 (0) = 1o (X, YD) &6 231)
olmak iizere (2.28) ve (2.31) esitliklerinden,
N(X,Y) = Np(X,Y) — 2 Z dn.(X,Y) &, (2.32)

a=1

elde edilir. Tkinci kismi,

s d
N2 = {Z (FMa)=f CXOMa(Y) + e ([F XD, YD +na (X, fFODD) 7=
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olsun. Lie tiirev 6zelliklerinden,
(Lrry 1) X) = F I (X) = na([F V), XD}
(LraoMa) (V) = I OMa(Y) = na([F(X), YD}
dir. Bu esitlikler taraf tarafa cikarilirsa,
(L M) @) = (Lrooma) (V) =

M (X) = FXONe (V) + 1o ([f(X), Y]) + o ([f (V), XD}

olup,

N*(X,Y) = (Lerya) X)) = (Lrooyna) (V) (2.33)
elde edilir.

(i) (2.28) esitliginden,

N, ((X, 0), (0, d%)) =/ [(X: 0), (0’ d%): [ *.0.] (0 %)]

s o] forono)

bulunur. (2.29) esitliginden,

N, ((X,O), (0%))= o0 050+ <—f(X>,ina(X)d%>,(fa,0)]

[( F0, Zwo—) (05 )] JIX, 0), (50,0)]

elde edilir. Buradan,
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N, <(X,0),(o,dita>)= ([X,O],((X)d%)) ([ fX),$al, ( Zna(X)fadt ))
- (—f[—f(X), 0] — if(X)fa ,ina([—f(X),O])d%()
( fIX,E], Zna m—)

olur. (2.29) esitligi kullanilirsa,

d
Ny ((X 0. ( "dt ))
° d ° d
- <[f(X)' fa]' (Z na(X)Ea E )) + (f[X' Ea]r na([X' Ea]) E)

a=1

elde edilir. Bu esitligin sag tarafinda parantezler diizenlenirse buradan,

" <(X, (0 d%)) _

2 d
{(—[f(X), ga] + f[X: ga])' <z (_na(X)ga + na([X' Ea])) E )}

elde edilir. Bu esitligin ilk kismina N3, ikinci kismima N* denilirse,
N3(X) = [&0, f(X] = [0, X] (2.34)
S

d
N = ) (~1a(0Ee + Mo, EaD)) 7 (2:35)

olur. Ayrica,

Le, NX) = [§0s f(X)] = fl§0r X]

\ d
(Le 1) = ) (1 () + 10X, EaD) 7
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N3(X) = (L, /)X

ve

N*(X) = (Lg,na)(X)

elde edilir.

Tanim 2.4.3. (M, f,&,,14, g) bir almost parakontakt metrik manifold ve f nin Nijenhuis

tensor alan1 N, olsun. (M x R%,J) almost product manifoldun Nijenhuis tensor alani

N, =0 ise (M, f,&, nq g) normaldir denir (Yano ve Kon 1984).

Teorem 2.4.1. (M, f, &,,n4, g) bir almost parakontakt metrik manifold olsun. Bu yapinin

normal olabilmesi icin gerek ve yeter kosul N*, N?, N® ve N* tensorlerinin sifir

olmasidir (Sagbas, 2010).

Ispat 2.4.1.

N S
d d
VX,Y € y(M X RS) ve X,z Oa—=— 1. |Y, ) a7 |€ x(M x R") i¢in,
dt dt,
a

N

N, | (X,0) + (0,

a=

d (Y,00+(0 Z d
(p“dta T ’ g“dta
1 a=1

esitliginde J nin lineerligi, N; nin bilineer ve anti-simetrik olusu kullanilirsa,
S s
N X z d Y z d —
J 4 q)a dta ) ) ga dta =
a=1 a=1
\ d
N;((X,0),(Y,0)) + Z ©al, <(X, 0), (o) d_ta>>
a=1

- 0o (020,030 )+ Y o ((0:30)-(0))

=1

elde edilir.
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oldugundan,

: d -~ d
N, ((X 1(pa E),(Y,Zlga d—ta>> = N,((X,0),(Y,0))

+z 9N, ((X, 0), (0, dit,x)) - 2 JalNy ((Y, 0), (0, %))

elde edilir. (2.32) , (2.33) , (2.34) ve (2.35) esitlikleri kullanilirsa,
N X Zs: d Y zs: d = ((N*(X,Y),N3(X,Y
] ’ 1(padta ’ ’ 1ga dta - (( ( i )' ( ) )))
a= a=

£ 00 ((POON 0N = D go (V) N*(V)))

bulunur. Buradan,
S S S S
d d 1 3 3
N] X, Pa Y, Ya =((N'(X,Y) + Qo N> (X) — ga N°(Y),
Z dt, Z dt, Z Z
a=1 a=1 a=1 a=1

Nﬂﬂ+i%mm—i%wm>

N, =0
ise

N(X,Y) + ZS: 0 N3(X) — i gaN3(Y) =0 (2.36)
ve

N2(X,Y) + ZS: 0 N*(X) — i gaN*(Y) =0 (2.37)
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elde edilir. (2.28) esitliginden N, nin ve (2.31) esitliginden dn, nin anti-simetrik oldugu
goriiliir. Boylece (2.32) esitliginden N, de anti-simetrik olur. (2.36) esitligi VX,Y €
x (M) i¢in saglanir. (2.36) esitliginde X = Y alinirsa,

NEX) = ) (g0 = 9 NP (9 # @) (2:38)

elde edilir. N* anti-simetrik oldugundan,
NY(X,X) =0
olur. Dolayisiyla,

D Ga= 9N =0

olup (g9, # ¢,) oldugundan,
N3(X)=0
olur. N2 nin anti-simetrik oldugu (2.33) esitliginden goriiliir. Ayn1 sekilde (2.37) esitligi

VX,Y € y(M) i¢gin saglanir. (2.37) esitliginde X = Y alinirsa,

N2HX) = ) (o= 9IN' ) (9 # 0 (2:39)

elde edilir. N? anti-simetrik oldugundan,
N2(X,X) =0

olur. Dolayisiyla,

> e = 9IN' 0 =0

olup (g9, # ¢,) oldugundan,
N*(X) =0

olur.
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N}(X)=0 ve N*X)=0
esitlikleri VX, Y € y(M) i¢in dogru oldugundan (2.36) ve (2.37) esitlikleri kullanilirsa,
N'(X,Y)=0 ve N*X,Y)=0
elde edilir.

Burada kabuliimiiz olan (g, # ¢,) Yerine (g, = ¢,) kabul edilir ve (2.36) esitliginde

Y = —X alinirsa ve
N'(X,X)=0

oldugu kullanilirsa,

S S S
_NYX,X) + Z 0. N3(X) + Z g N}(X)=0 = 22 0, N3(X) = 0
a=1 a=1 a=1

olup ¢, # 0 oldugundan,

N3(X)=0
elde edilir. Ayni islemler (2.37) esitliginde yapilirsa,

N*(X) = 0
elde edilir. Benzer sekilde,

N'(X,Y)=0 ve N%(X,Y)=0
oldugu gortiliir.
(&) : Tersine kabul edelim ki
N'(X,Y) = N2(X,Y) = N3(X) = N*(X) = 0

olsun.
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(Nl(X, N+ g N300 = Y gu N3N + ) g N = D g, N‘*(Y))
= 00)

S S
d d
elde edilir. Bu Vv (X, z Py E) , (Y, Z Ja E) € x(M x R®) icin saglandigindan,
[24

dir. Dolayistyla (2n + s)-boyutlu (M, f, ¢,, 1., g) almost parakontakt metrik manifoldu
normaldir.

Teorem 2.4.2. (M, f,&,,Ne g) bir almost parakontakt metrik manifold olsun. Eger
N'=0 ise N°=N®=N*=0 dir (Sagbas, 2010).

Ispat 2.4.2.

N'=0

N
W <X, ga) -
a=1

dir. (2.21),(2.28), (2.31) ve (2.32) esitliklerinden,

N? <XZS: §a> =

a=1

ise

N

X &

f(X),zS: sa] - f

S (x(w(5))- S

a=1

_|_

£, f(fa)] - f

X, Z f(@)]
X,i e ))f (2.40)

olup,

X, fa’]_f

a=

N

f&X), ) $a

a=1

+ ( Ea(na(X))> $a =10 (2.41)



N
dir. (2.28) esitliginde Y = z &, alinirsa,

a=1

S

X 6

a=1

+

X,i f(@)]
a=1

F0), Z Ea] - f
a=1

elde edilir. Burada (2.41) ve (2.28) esitlikleri yerine yazilirsa,

Nf<X,i€a> = f* X,ZS: fa] —f f(X).ZS: fa] —zs:na<

a=1 a=1

F00, f(m] ~f

Ny <XZS: fa) = f?

a=1

234

a=1

olur. £ =1 oldugundan,

W(x3e)-

a=1

WSl

)
a=1

FQ0, Z fa] - Z e (

Se]-s

a=1

bulunur. Ayrica,

2 S dna<X,i€a)§a=
a=1

a=1

-2 ; (X(na (i@))—ifa(na(xn—na(

esitliginde (2.21) ve (2.29) esitlikleri kullanilirsa,

22 dng (XZS: fa)s‘a =
a=1 a

=1

= S (X(m(i%))—i%(m(f@))—m(

elde edilir. (2.21) esitligi yerine yazilirsa,

DR 8 T C (X ) B

olur. Buradan,

Xze])>e

w36
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w53 n(x5e)-2Son (134

a=1 a=1

- Z{[x, Eal + f€a fF(X)] — X (o (€2))Ea

elde edilir. Son esitlikte her iki tarafin 7, altinda goriintiisii alinirsa,

> 010X, £al + 1o (e fOOD = 1 (X (e (E))é0)) = 0

Na [X, ffx] - na(X(na(fa))fa) =0
(Le,na)(X) = N*(X) =0

elde edilir. (2.40) esitliginde X yerine f(X) alinirsa,

w(w3e)-

s‘a

OO, Z f(fa)]

flreo, Zf(fa ]

FIFCFa0), Z fa]

olur. f(¢,) = 0 oldugu yerine yazilirsa,

N

N (f(X),i sa> = —i(f(X)) <n< : f)) =) fa(a
—%( f(X),i fa])fa

elde edilir. Buradan (2.20) ve (2.28) esitlikleri kullanilirsa,

N (f()@i@) ren e -rlx- Zna(X)fa if ]

a=1 B L a

= |f ZE e Zé]
= (Le, N
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olur ve
(Le, HX) =N(X) =0
elde edilir. N* =0 dan,
N'(f(X),Y) =0

dir. Boylece,

N'(FCO,Y) = FAFEO, YT+ [P0, fND] = FIFCO, YT = FIF O, F (V)]
= z(f(X)na(Y)fa = Y1 (f (X))$a = na([f (X), Y])Sa)
=[fX), Y]+ X, f(M] = FIX. Y] = FIF (X, F(V)]
- i fXMa(Y)$a = 2 e (X)([$ar fF(ND) + Zi: Na(X)f[§ar Y]

=0
bulunur. Burada her iki tarafin n, altinda goriintiisii alinirsa,
N (FX), YD) + 0o ([X, fF(V)]) = fF XN (V) + f(X)1,(Y) =0
veya
=N ([Y, fCOD =1 (F V), X]) = fF (XN (V) + f(X)1,(Y) = 0

L) X) = (L) (Y) =0
elde edilir. Dolayisiyla,
N3(X,Y) =0
dir.
Teorem 2.4.3. (M, f,&,,n,,9) bir almost parakontakt metrik manifold olsun. V., M nin

Levi-Civita konneksiyonu olmak tizere VX,Y € ;((I\/I) igin,

29((Vxf)Y,Z) = 3dF (X, f(Y),f(2)) + 3dF(X,Y,Z,) + g(N*(Y, 2), f (X))

+ Z{NZ(Y. Z)Naq(X) + 2dno (f (¥), X)no(Z) = 2dno (f(2), X)n,(Y)}  (2.42)

dir.
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Ispat2.4.3.(2.2), (2.3), (Tamm 2.2.8.) , (2.22) , (2.24) , (Teorem 2.3.1.) esitlikleri ve
29((Wx )Y, Z) = 2g(Vxf(Y), Z) = 29((f (VxY), Z)
=29(Vxf(Y),Z) + 2g((VxY), f (2)) (2.43)
esitligi yardimiyla, Kozsul formiilii kullanilirsa,
29((Vx )Y, Z) = Xg(f (), 2) + fF(Ng (X, Z) = Zg(X, (V)
+9([X, f(N],2) + g([Z,X], £ (V) = g([f (), Z], X)
=Xg(Y, f(2) +Yg(X,f(Z2)) = f(D)g(X,Y)

+9([X, Y] f(2) +g([f(2), X].Y) = g([Y, f(Z)]. X)
=XF(Y,2) + f(V) (F(X.f(Y) + z na(X)na(Z)>
—ZF(X,Y) + F([X,f(Y)]. f(2))

+ 3 (X, f I DNa(2) + FAZXLY) = g £V, 2], C0)
= = > 1O, Z1) + XF(F(, £ (2)) + YF (X, 2)
~£(2) (ch, FO)+ na(X)na(Y))

+F([X,Y],2) + F([f(2), X], f(Y)) + Z Na([f (2), XD (Y)

elde edilir. Buradan,
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29((Vxf)Y,Z) = —g(fIY. f(2)]. f (X)) — Z Na([Y, f(Z)D1e(X)
a=1

—F([Y,Z],X) + g([Y, Z], f (X))
—F(fMLf@DLX) + g(F V), f (D], f (X)) — g2dno (Y, Z)Ea, f (X))
= [XF(f("), f(2)) + FMNF(f(2),X) = f(DF X, f(Y))
+F([X, f(DLF(@) + FUf (D, X], f (V) = F(IF (V). f(2)]. X)]
—{—=XF(Y,Z) = YF(Z,X) + ZF(X,Y)
—F([X,Y],2) - F([Z,X],Y) + F([Y, Z], XD}

= gV, 21+ [F O D) = fI (. 2] = IV, f D)
2> dne(t,2) = ) (¥, 2D fCO)

bulunur. Buradan,

29((Vxf)Y,Z) = 3dF (X, f(Y),f(2)) + 3dF(X,Y,Z,) + g(N*(Y, 2), f (X))
+ Z{NZ(Y, Z)Na(X) + 2dno (f (V), X)1o (Z) = 2dno (f (2), X)1a(Y)}

elde edilmis olur.

Tanim 2.4.4. (M, f,¢é,,Mq g) bir almost parakontakt metrik manifold olsun. Eger

dng, =F
ise M ye normal almost parakontakt metrik manifold denir.

Yardimci Teorem 2.4.5. (M, f, ¢4, M4, g) bir normal almost parakontakt metrik manifold

ve X € y(D) olsun. O halde, Va € {1,...,s} i¢in [X, &,] € x(D) dir.
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Ispat2.4.5. Va,p € {1,...,s} ve X € (D) i¢in,
Np([X,€e]) = —2dnp(X,$a) + X(Mp(Sa)) — $a(Mp(X))
= —2F(X,§o) + X(8ap) — Sa(np(X))
=0
dir. O halde, [X, &,] € I'(D) dir.

Yardimc1 Teorem 2.4.6. Normal almost parakontakt metrik manifoldlarda va €
{1,...,s} ve VX,Y € y(M) i¢gin,

(i) N?ve N* tensor alanlar1 sifirdir.
(i) N*=0 & &, lar Killing vektor alanidir.
Ispat 2.4.6.
(i) N? nin tanimindan,
N*(X,Y) = 2dn,(f(¥),X) — 2dn,(f (X),Y)
= 2F(F(Y), X) — 2F (f(X),Y)
veya
N*(X,Y) =2g9(f(¥), f(X)) = 29(f (X), f ()
=0
bulunur. va € {1,..., s} i¢in,
Leng = (doi§q +i8q 0 d)(np)
olur. Burada,
Le g = diéanpy + i8qdng (2.44)

Bu nedenle N* = 0 olur.
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(ll) LfaF = Lfadnﬂ =do lfa o dT]ﬁ + lfa o dZT[B =0
Buradan, VX,Y € y(M) igin,
0= (Lg, F)(X,Y)

=$a(@&X, f(V))) = 9([$ar Y], f(X)) — g (X, fSar YD
= Le, DX (V) + gL f(V), X)
= (Le, X () + gN*(V), X)

bulunur. Buradan ispat agiktir.

Sonu¢ 2.4.1. Normal almost parakontakt metrik manifoldlarda va € {1,...,s} ve
VvX,Y € y(M) igin,

Na(f (X)), Y]) =0 ([f(¥), X])
dir.

Ispat 2.4.1. VX,Y € y(M) igin,

N?2=0
oldugundan,
0 =N*(X,Y) = (L)) () — (Lrayna) ()
= fN(X) = 1o ([f V), X]) = fXNa(Y) + 1o ([f (XD, Y])
= =N ([f (V), XD +na([f(X),Y])
olur.

Onerme 2.4.1. Normal almost parakontakt metrik manifoldlarda va € {1,...,s} ve
VX,Y € y(M) igin,

(i) 29((Vxf)Y,Z) = gWN' (Y, 2), f(X)) + 29 (F (X), fF (Y DM (2) = 29 (f (X), (21 (Y)
(11) Vfaf: 0
(i) Ve é5="0

dir.
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Ispat 2.4.1.
(1) (2.42) esitliginden ve (Yardimci teorem 2.4.6.) dan ispat kolayca gosterilebilir.

(i) (i) de X = ¢, yazilirsa,

29 ((Veaf)Y' Z) =gWN'(Y,2), f€a)) + 29 (f Ga), f(VDIMa(Z) = 29(f (§a), f (Z))Ma(Y)
elde edilir. Buradan f(¢,) = 0 oldugu yerine yazilirsa,

Vfaf == 0
olur.

(iii) (i) de Y = &, yazilirsa,
0= Ve )Sp = Ve, fCp) = f(Ve,$p) = —f Ve, $p)
bulunur. Buradan, V; &z € D* béylece Va € {1,...,s} igin,
Na([$ar$p]) = —2d1y (§0r §p) = —2F ($as$p) = 0
[$er$p] =0
olur. Ancak,
9Car$p) = bap = sabit
oldugundan,
29(Ve,Sp:Sy) = $a(9(p:$y)) +$5(9(5y,¢a)) — &, (9(ar $p))
=95, &1 80) + 9(US) €l ) + 9([Ear E51, 61D
=0
elde edilir. Buradan, V¢ ¢z € D olacagindan,
Ve, $p =0

dir.
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Tanim 2.4.5. (M, f,¢,,m4,9) bir normal almost parakontakt metrik manifold olsun.

Va €{1,..., s}veVvX,Y € y(M) i¢in, h, tensor alan1
he = x(M) = x(M)
1 1
X = ho(X) = 5 Le f(X) = 5 N*(X)
2 °e 2
ile tanimlidir.

Yardime1 Teorem 2.4.7. (M, f, &,,14, 9) bir normal almost parakontakt metrik manifold

olsun. M de Va € {1,...,s} ve VX,Y € y(M) i¢in,

@ fINX,Y) + N(f(X),Y)) = 2ng(Y)he(Y)
(i) IIN(f(X),Y),$a) =0

sartlart saglanir.

Onerme 2.4.2. (M, f,&4, M4, g) bir normal almost parakontakt metrik manifold olsun.

Va €{1,...,s}veVX,Y,Z € y(M) i¢in h, tensor alan1 olmak iizere,
Vi§a = f(X) + f(he (X))
dir.
Ispat 2.4.2. (Yardimci teorem 2.4.7.) de X = &, alinirsa, VY, Z € y(M) igin,

IWNG ), f(2)) = =9g(f (N($a 2)),Y)

= -2 1 E)g(hy @), 1)

y=1
= —29(he(2),Y)

dir. (Onerme 2.4.1.) den,

IWN' G 2), F(V)) = 29((W)Ee Z) = 29(f (§a), fF(YINa(Z) + 29 (f (2), f (Y )INa(§e)

= 29(f (8. 2) + 29(Z,Y) = 29 ) 1, (2, (V)
y=1

bulunur. Boylece,
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I((Wf)aZ) = g(ha(2),Y) +g(Z,Y) — Z 1y (Z)ny, (Y)

y=1

= 9(h(1),2) + gV, 2) = ) 0, (V)1 (2)

y=1

elde edilir. Buradan,

F(TE) = ha(N) +Y = Y 0, (1§,

y=1

olur. Esitligin her iki tarafinin f altinda gorlintiisii alinirsa,
N
f2(Wée) = f(ha (V) + f(Y) - z 1, (Nf(E)
y=1

bulunur. £(¢,) = 0 ve f* = I oldugundan,

Vyéa = f(ha(Y)) + f(Y)

elde edilir. Burada,

D e =0
=1

dir. Gergekten,
213 (Vy$a) = 29 (Vyéa, $p)
=Y (g ép)) +$a(g($pY)) — E(g(Y,$a))
=9, [$ar$pD) = 9Car [V, $p]) + 9, [V, Sal)
=$a(Mp(Y)) = Ep(Ma(Y)) = 1o ([Y, $p]) +np([Y, Sal)
=dng(§e,Y) +dng(Y,$p)
=0

elde edilir.
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Onerme 2.4.3. (M, f,&,,14, g) bir normal almost parakontakt metrik manifold olsun. M

lizerinde Va € {1, ..., s} i¢in h, tensor alan1 agagida belirtilen sartlar1 saglar.
(i) h, anti-simetrik tensor alanidir.
(i) ha(§p) =0
(ilf) hg , f ile degisimlidir.
Ispat 2.4.3.
(i) (Onerme 2.4.1.) den,
Ve, =0
dir. vVX,Y € (M) i¢in,
9((Le, X Y) = g([f (X), $al = fIX,Sal Y)
= 9(VronSa = Ve S (X) = f(Vxéa) + f(Ve, XD, Y)
= 9(Vrsa = Ve, X)) = f(Vx$a), ¥)
= 9(Vrnéa = F(Vx$a) Y)

Burada va € {1,..., s} icin X =&z ya da Y = &, almirsa sonug Ozdes sifir olacaktir.

VX,Y € x(M) igin, sonug yardimu ile
9((Le, HXY) = g((VroSar ¥) = 9((Vx$e), (V)
=$a(@(f(X),Y)) = 9 Ve)Y) — S$a(9(X, (V) + 9(§a, Vx f (V)
= =Na(VrY) + 1o (Vxf(Y))
= =Na(Wyf(X)) = 1o ([f (X), YD) + 10 (Vi) X) + 0o ([X, F(Y)])
= —=g((Le, Y, X)

bulunur. Buradan h,, , anti-simetrik operatordiir.

1 1
(ii) ha(§p) =5 Le.f($p) =5 (F (Le,$p) — Le, f(§p)) = 0

50



(iii) 29(X,f(Y)) = 2F(X,Y)
= 2dn,(X,Y)
= 9(Vx$a V) — g(Wy$e, X)
=g(f(X) + f(he(X)),Y) = g(f (V) + f(ha(Y)), X)
=g(f(X),Y) + g(f (he(X)),Y) = g(f (V), X) — g(f (ha(Y)), X)
dir. O halde,

9(f (he(X)),Y) — g(he (f(X)),Y) =0
dir. VY € y(M) i¢in saglandigindan ve g non-dejenere oldugundan,
f(ha(X)) = he(f(X)) =0
fohg—hgof=0
dir.
Onerme 2.4.4. (M, f,&,,14,9) bir normal almost parakontakt metrik manifold olsun. M

de VX,Y € y(M) igin,

(TPY + o NIF (V) = 29(F OO, LD+ D 1a(F20 = D 1, (Vhy ()

y=1
dir.
Ispat2.4.4. Va,y € {1,...,s} Ve VX,Y,Z € y(M) igin,
9((VxNY,Z) + g(Vren If (Y), Z2) = (9(Z, =, (V) by (X)) + 29 (X, Y)S4
=21, (X1, (V) + e (V)X = 1 (XINa(Y)Ea)
dir. O halde,

WxIY + (Ve IF(Y) =

= 1 Ny (0 + 29 FCOLF D + D (X =108

y=1

fA(X) = X —ny,(X)é, oldugu yerine yazilirsa,
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VxHY + (Ve IF(Y) = 29(f(X), f(¥))$a + Z na(Vf?X) - Z 1y (Y)hy (X)

y=1

dir.

Sonug 2.4.2. VX,Y € y(M) igin,

0 ThY + (o f (N =2 (X Ve
a=1
(ii) (fo)f(y) = _(Vf(X)f)Y

(iii)  Eger s = 1 alinirsa,

(VxN)Y + (Ve ) (V) = 2.9(X,V)§ = n(¥) (=X + h(X) + n(X)$)
dir.
ispat 2.4.2.

(i) (Onerme 2.4.2.) den kolayca goriiliir.

(i) (i) deY = f(X) alinirsa,

TN F0) + (Troof)(F20) =2 Y gl F))Ee =0

Burada,
fr =X
oldugundan,
W HFX)) = ~=(Vpao f)X)
olur.

(ili) s =1 alinirsa (Onerme 2.4.4.) den kolayca goriiliir.
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3. HEMEN HEMEN PSEUDO f-MANIFOLDLAR

Bu kisimda oncelikle hemen hemen pseudo f -yapi tanitilarak, hemen hemen
parakontakt manifoldlar ve hemen hemen pseudo f -manifoldlar arasindaki iliski

incelenmis Ve ayrica bazi egrilik sartlar1 aragtirilmistir.

Tanim 3.1.1. (M, f,&,,1m,,g9) bir almost parakontakt metrik manifold ve F bir temel 2-
form olsun. Eger M normal, &,,...,¢&, vektor alanlar birer Killing vektor alani ve F, 2-

formu kapaliysa yani,
dF =0
ise M ye normal almost parakontakt metrik manifold denir.
Tanim 3.1.2. (M, £, &,,M4, g) bir normal almost parakontakt metrik manifold olsun.
Va € {1,...,s} icin &, nin duali n, olmak lizere,
NA... AngA(dn )" # 0
oldugundan normal almost parakontakt metrik manifolduna yonlendirilebilirdir denir.

Tanim 3.1.3. (M, f,&,,1n,,9) bir normal almost parakontakt metrik manifold olsun.

Eger,
F(X,Y)=dn,(X,Y)
oluyorsa (M, f,&,,M4,9) Ye pseudo f-manifold denir.

Yardimer Teorem 3.1.1. (M, f,&,,1n,,9) bir pseudo f-manifold olsun. (M, f,¢,,M4, 9)
tizerinde V "Levi-Civita konneksiyonu", f "f-yap1", &, "1 < a <'s, vektor alanlar"

olmak iizere VX € y(M) igin,

Véa = f(X) 3.1)

dir.



Ispat 3.1.1. VX,Y € y(M) igin,
0=(Le, )X, Y) =809 (X, Y) — 9([$0, X1 Y) — 9 (X, [$an Y])
= g(VfaX’ Y) + g(X, V;aY) - g(V;aX, Y)
+9(Vxéa, Y) —9(X, Ve, Y) + g(X, Vy$,)

=9(Vxée, V) + 9(X, Wyé,)

dir. Buradan,

Ig(Vxéa,Y) = —g(X, Vyéy) (32)

oldugundan g anti-simetriktir. 2-temel formun ve pseudo f-manifoldun tanimindan,
FX,Y) = dn.(X,Y) = g(f(X),Y) = g(X, f(Y))
dir. (2.1) esitliginden,
2d1q(X,Y) = X1q(Y) = Yna(X) — 1o ([X,Y])
olup, g(X,¢&,) = n,(X) oldugu yerine yazilirsa,
2dn(X,Y) = Xg(¥,$a) = Yg(X,$o) — g([X, Y], $a)
=g(WxY,$a) + gV, VxSa) — g (Vv X, o)
—9(X, VWyéo) — g(VxY,$o) + g(WyX, $4)
=g, Vx$a) — g (X, Vya)

bulunur.
2dnq(X,Y) = g(¥, Vx$o) — 9(X, Vyéa) 3.3)
(3.2) ve (3.3) esitliklerinden,
2dnq(X,Y) = 29(Vx$a, Y) = dne(X,Y) = g(Vx$a, Y) = g(f(X),Y)
dir. vY € y(M) i¢in g non-dejenere oldugundan,

Véa = f(X)

olur.
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Onerme 3.1.1. (M, f, &,,1m,, g) bir pseudo f-manifold olsun. (M, f,&,,1,,g) iizerinde V
"Levi-Civita konneksiyonu", f "f-yap1", &, "1 < a <'s, vektor alanlart" ve &, larin 1-

formlar1 n, olmak tlizere VX,Y € y(M) igin,

WY = > (90, FIN)6e = 1NF?(X0) (3.4)
a=1

dir.

Ispat 3.1.1. (Teorem 2.4.3.) de dF = 0 ve N* = N? = 0 oldugu yerine yazilir ve gerekli

islemler yapilirsa,
9(Vxf)Y,Z) = i{dnmn,xmm — dna(f (2), X)na(¥))
- i{F(f(Y),X)na(Z) — F(f(2), X)a(Y)}
= i{g(f(Y),f(X))na(Z) — 9 @), FCOMa(Y)}
veya
9((Vxf)Y,Z) = Zi:{g(g(f(X),f(Y))fa — FAXMa (V) 2))
bulunur. VZ € y(M) i¢in g non-dejenere oldugundan,
Vxf)Y = Z (9(F@X), F(N)Ea = 1 NF2(X))

dir.

Teorem 3.1.1. (M, f,¢,,M4,g) bir pseudo f-manifold olsun. (M, f,¢,,M4, g) tlizerinde f
"f-yap1", &, "1 < a <s, vektor alanlar1", ¢, larin 1-formlar1 n, ve F "2-temel form"

olmak iizere VX,Y,Z € y(M) igin,
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29TV 2) = g (([f. f1-2) &® dna> , Z),f(X)>

+2 Z{F(f(y),X)na(Z) —F(f(Z), X)n.(Y)} (3.5)
dir.
Ispat 3.1.1. (Onerme 2.4.1.) den ispat kolayca goriiliir.

Onerme 3.1.2. (M, f,&,,14,g) bir pseudo f-manifold olsun. L, M iizerinde Lie tiirevi
olmak tizere VX,Y € y(M) igin,

(Lroona) @) = (Lryna) ) (3.6)
dir.
Ispat 3.1.2. VX,Y € y(M) icin,
Lraoma) (V) = FXON. (V) = 1o ([f (X), YD)
= fX)9(¥. &) —g([f (%), Y].$o)
=9VrY,€) + 9(Y. Vryéa) = 9(VrxyY, Sa) + 9(Vr f(X), o)
= 9(Y. Vrnéa) + (Ve f (X, §0) (3.7)
bulunur. Diger taraftan,
2dn(f(X),Y) = fXOM(Y) = Y0, (f (X)) — g([f (X), Y], $a)
= 9VrY.€) + 9V, Vrnéa) = 9(Vr f (XD, Ea)
—~g(fF (), Wéa) = 9(Vran Y $a) + 9V f(X), &o)
= 9(Y.Vréa) — 9(F (X0, o)
veya
2dn.(f(X),Y) = g(Y, Vrxéa) + 9Py f(X),80) (3.8)

olur. (3.7) ve (3.8) esitliklerinden,
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(Lranna)(Y) = 2dn. (f(X),Y) = 2F(f(X),Y)
veya
(LrayNa) (X) = 2dnq (f(Y),X) = 2F(f(Y), X)

oldugu goriiliir. Buradan,

(Lroona) (V) = (Lyanna) (X)
dir.

Onerme 3.1.3. (M,f,&,,n4g9) bir pseudo f-manifold olsun. Va € {1,...,s} icin

h, tensor alan1 agagidaki esitlikleri saglar.

(i) Ry, anti-simetrik tensor alanidir,
(i) ha(62)=0, B €{1,...,5}
Ispat 3.1.3. VX,Y € y(M) igin,
he = x(M) = x(M)
X = ha(X) = 5 (g, O = 3 (L, () = Le, FQ)
dir.
O @ k() = 3L, ~ L fOD)

(Tanim 2.1.3) deki sifir torsiyon 6zelligi ve (2.34) esitligi kullanilirsa,
1
he(X) =5 (FVe,(X) = fVx$a = Ve f(X) + Vi da)
olur. (2.16) esitligi yerine yazilirsa,

1
ha(X) = 5 (fVe, (X) = f2(X)=Ve, f(X) + f*(X))

1

=5 (fVe, (X) = Ve (X))

elde edilir. Buradan,
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1
(he(X),Y) =5 9(f Ve, (X)=Ve, f(X),Y)

veya

1
(ha(X),Y) = 5{9 (f Ve, (X), V) =g (Ve f (X), V)}

olur. Burada Va € {1

Mo ([f(X), YD) +ne(IX, fFND = 9 (Ve Y. $a) — 9(Vy f(X), $a)
+g(Vxf(¥Y),a) = 9(Vrr)X, $o)
=9V S ¥) — 9(Vyéa f (X))
+9(Vx$ar f(Y)) = 9(Vry)Sar X)
=g(f*(X),Y) —g(f(¥), f (X))
+g(f (), (V) — g(f*(Y), X)
=0

® daXxvev,¢&, yadikise,

(Lryna) (V) = (Lrryng) (XD

dir.
900, Y) = 2 g((Le, HXY)
- %{g(fvgax, Y)—g(Ve f(X),V)}
= 2 TS () + 1Ty 1)

1
= E{_na(vf(y)X) - na(va(X))}

1
= —59(Le, NY,X)

= —g(ha(Y), X)

olup h, anti-simetriktir.
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1
(i) ha$p =5 (Le,f)Ep

1
=3 (fLe $p — Le f(§p))
=0

dir.

Onerme 3.1.4. (M, f,&,,14,9) bir pseudo f-manifold olsun. O halde, VX € y(M) ve
Va € {1,...,s} i¢in,

Q) Viba = ) s (VxEadés = OO + F(ha(X) (3.10)
B=1
1
(ii) ha(X) = 5{Vs 06 = fVxéa} (3.11)
dir.
Ispat 3.1.4.

(i) (Onerme 2.4.2.) den vVX,Z € y(M) ve Va € {1,..., s} i¢in,

29((Vxf)éa 2) = =g (f(Le,NZ,FO0) — 29 (F 0. £(2))
= —g((Le,f(2),X) — 29(X,Z) + 2 BZ N (XIng(2)
dir. h, anti-simetrik oldugundan,
29((Vxf)éaZ) = 9 ((Le, )X, Z) +29(X, 2) - 2 BZ N (0)9(p2)
olur. vZ € y(M) i¢in g non-dejenere oldugundan,
2(fVxa = Vaf (Ga)) = (L f)X +2X =2 Z ns(X)ép
=

elde edilir. f(¢,) = 0 oldugu yerine yazilirsa,
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2f (Vx€a) = 2ha(X) + 2f*(X)
f(Vx€a) = ha(X) + f2(X)

bulunur. Her iki tarafa f uygulanirsa,

f2(Vxéa) = f(ha (X)) + 2 (X)
Vxéa — zs: np(VxEa)$p = f(ha (X)) + f(X)
=
dir. Gergekten de;
9(f (L, fZ, f (X)) = g((Le, f)Z,X) — Z ng ((Le, f)ZInp(X)

esitliginde (Tanim 2.1.3) deki sifir torsiyon 6zelligi ve (2.34) esitligi kullanilirsa,

9 Le NZ, f (X)) = g((Le, SH)Z,X) — Z ng X)Mp(fLe,Z) —np(Le, f(2)))
=

= 9(LeHZX) = ) 15 Vs (FVe,2)
p=1
15V 280) ~ 5 (Ve f(2D) + 15 (Vy )
= 9(LeNZX) = ) 1y OV, 2)
B=1

—Np(F*(2)) = np(Ve, f(2)) +1p(f*(2)))

olur. V¢ Z = f(Z) esitligi kullanilirsa,

9P e N2 = 9L, HZ.X0) = ) 15 OO (=15 (Ve f@D) + (75, 2))
B=1
bulunur. (2.7) esitliginden,

IFULe N2 = 9L, NZX) = ) 15 00 (9 (Ve85 f @) — 9(fV5,85.7)
f=1

olur. V¢ & =0 oldugundan,

9(fLe NZ,F (X)) = g((Le (), X)

dir.
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1 1
(i) 5 Le X)) =5 (f (Le,X) — Le, f (X))

1
=5 (Ve X = fVxéa = Ve f(X) + Vyyéa)

1
=5 (VX = F2(X) = Ve, f () + F2(X))

1
=3 (fVe, X = Ve f(X))

1
= E (Vf(X)Ea — fVx¢a)
dir.

Teorem 3.1.2. (M, f,&,,1n4, g) bir pseudo f-manifold olsun. Bu durumda va € {1,..., s}

icin &, vektor alan1 bir Killing vektor alan1 olmak iizere,
he=0
dir.
Ispat 3.1.2.
Le F = di§,F + i&,dF = 0
oldugunu biliyoruz. VX,Y € y(M) i¢in,
(Le, F)(X,Y) = §,F(X,Y) = F(Lg, X, Y) = F(X, L Y)
= $aF(X,Y) —dng(Le, X,Y) — dng(X, L, Y)
= SaF(X,Y) —g(Le, X, f(V)) —g(X, f(Lg,Y))
=SaF(X,Y) —g(Le, f(Y), X) = g(X, Le, f(V)) + g(X, (Le, /)Y)
=& FX,Y) + g(X, (Le f)Y) (3.12)

(=): &, bir Killing vektor alan1 olsun. Yani,
Legg=0
oldugundan,
9(X, (L f)Y) = (Le, F)(X,Y) =0 (3.13)

dir. VX € y(M) i¢in g non-dejenere oldugundan,
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1
Lef=5he=0 = hy=0

bulunur.
(<): Tersine,
h,=0
ise VB € {1,...,s}i¢in (3.13) esitliginden,
Le )X f(Y) = (Le, )X, Y) =0

olur.

Le DAL = (Le,9) (x, r-> w(Y)%) =0
B=1

0 = (Le, XYY = ) 0p(V) (L, 1p)(X)
p=1

(Le, DY) = D 15 (V) (L 1) (0
p=1

=0
dir. Gergekten de,

(Legng) = (d o ig, +ig, ° d)(np)
= d(ig,np) +ig, (dng)
=d(np(§a)) +2dnp(Se,Y)
=209V, $p,Y) + 95, VEeY))
= —29(Y,V;,84)
=0
dir. VX,Y € y(M) igin,
Le g=0
oldugundan ¢, bir Killing vektor alanidir.
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Onerme 3.1.5. M?™*$ bir normal pseudo f-metrik manifold olsun

VX,Y € y(M) ve Va,B € {1,...,s} icin,
() RO ELY = VyVyéo = Voo
(i) R(6aX.85.Y) = —g(Vudp, Vréa)
(i) H(Ea X) = IV, II?
(V) R (£ f0, 85, f (1)) = R(§a, X, &, V)
dir.
Ispat 3.1.5.
(i) &, bir Killing vektor alan1 oldugundan,
Le VyY = VxLe Y =V, Y

[ VxY] = Vx[$a, Y] = V[Ea,X]Y

Ve, VxY = Vooy§a — VxVe, Y + VxVy o = Vg, x1Y

. O halde M {zerinde

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

[ X]Y — l7[50,,X]Y = -y, + VVXYfa

dir. (Teorem 2.1.3) ve (Tanim 2.1.9) dan,

fR(X, fa)Y = VXVY{Ta - VVXY{Ta
olur.

(if) (Teorem 2.1.3) ve (i) den,

*(R(fw X, fBJ Y) = g(*‘R(S;a’!X)fB! Y)
= g(R(Ep Y)$a X)

= —gR(p V)X, $a)

veya

‘{R(ng' S;Bf Y) = g(R(Y' fﬁ)X' fa)

= —g(VVnyB, fa) + g(VYVX‘S:B' fa)

= gVe, S5, WX) + g(VyVx$p,8a)
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dir. ¢, Killing vektor alant oldugundan,

REGew X, S5, Y) = g(WVx$p,$a) = =9 (VySa Vx$p) = —9(Vx$p, Vyéa)

dir.
(iii) (i) den,
K X) = R X, X, )
= 9J(REa X)X, $a)
= —g(REaw X)$a X)
= =9Cw X $ar X)
= 9(Vx$ar Vxéa)
= [IVxel?
dir.
(iv) RGer f(X), 85, f (V) = g(R(Sar f (X)), £ (V)

= 9REwX)Ep, V) = Y 1y (R(Ew e (V)
y=1

= 9(R(E0 X)E5.Y)
= R(€0 X, £p,Y)
dir. Gercekten de,
1y (R(Ea X)) = 1y (Ve, Vg = Ve, xEp)
= 9, Vxé5.6) — 9V, 10,6
= (Ve &, Vi) + 9(Ve, €5 Ve, X)
=0

dir.
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Onerme 3.1.6. (M?™*S, g) bir normal pseudo f-metrik manifold olsun. (M2"*s,g) bir

pseudo f-manifold ise,

RX,Y)Ea = Zs:{na(y)fz(X) — N (X)f2(V)} (3.18)
dir.
ispat 3.1.6. (3.1) esitliginden,
RX,Y)Sa = VxWéa = WVxéa = Vixyiéa
=Vf(¥) =WfX) - fUXYD
= WxHY + f(VxY) = (WHX = fF(WX) = f(VxY) + f(VyX)

= WxHY = (WX

dir. (Onerme 3.1.1) den,

RX,Y)Ea = Z{g(f(X),f(Y))fa + 1 (NFAX) = g(F V), fFX))Ea — e (D (1)}

= 100720 = 1 COFAM))

dir.

Sonu¢ 3.1.1. (M?"*s,g) bir normal pseudo f-metrik manifold olsun. (M?"*s,g) bir

pseudo f -manifold ise,

R(X,¢)Y = (Vxf)Y (3.19)
dir.
Ispat 3.1.1.
IR&K,Y)$e,Z) = g(R(Ear 2)X,Y)
esitliginde, (3.18) kullanilirsa,
I (N X) =0 (DY), Z) = g(R (e 2)X,Y)

olur. Buradan,
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N«MNgF*(X), 2) =1 (Xg(F*(¥), 2) = (R0, 2)X,Y)
elde edilir. (2.23) esitligi yerine yazilirsa,
9. ¢)9(f*(X),2) — g(X,§)g(f*(¥), Z) = g(R(§0, D)X, Y)
bulunur. Burada,
9@G(f*(X), 2)sa — 9X.E)f*(2),Y) = g(R(Ew, 2)X,Y)
olur. g non-dejenere oldugundan,

9 X)), D)0 — 9K, (2) = R(Ean D)X

elde edilir.
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