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In this study, the numerical semigroup S and the relative ideals of this group are
defined and the properties of numerical semigroup is examined. The purpose of the
thesis is to determine the type of the duplication of numerical semigroup, S«"E,

such that S is almost numerical semigroup beS any odd integer and E is the

relative ideal of S.
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OZET

HEMEN HEMEN SIMETRIK SAYISAL YARIGRUPLARIN SAYISAL
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BELIRLENMESI
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51 sayfa

Bu calismada bir S sayisal yarigrubu ile bu grubun goreceli idealleri tanimlanmis ve
sayisal yarigrup ozellikleri incelenmistir. Tezin amact S hemen hemen simetrik bir

sayisal yarigrup, beS herhangi bir tek tamsay1 ve E; Snin goreceli ideali olmak

iizere yeni bir sayisal yarigrup olan Soo°E sayisal ¢ogaltmasimn tipini goreceli

idealler yardimiyla belirlemektir.

Anahtar Kelimeler: Sayisal Yarigrup, Sézde Simetriklik, Apery Kiimeleri, Idealler,

Hemen Hemen Simetriklik, Sayisal Cogaltma.
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SEMBOLLER LISTESI

S Sayisal yarigrup

s S nin sifirdan farkli elemanlar kiimesi

m (S) S nin katlilig1

e(S) S nin gdmme boyutu

a(s) S nin cinsi

G(S) S nin bosluklar kiimesi

t(s) S nin tipi

F(s) S nin Frobenyus sayisi

PF(S) S nin s6zde frobenyus sayilar1 kiimesi
<A > A ile tiretilen kiime

S S nin kism1 siralama bagintisi

Ap(S,n) N sayisina gore Apery kiimesi

N Negatif olmayan tamsayilar kiimesi

Z Tamsayilar kiimesi

K(S) Kanonik ideal

E-F E nin F deki duali

E+F Iki idealin toplam

- Isaretin 6niindeki sayidan sonraki sayilar kiimenin elemanidir
c(s) S nin kondiiktorii

S’ E S nin E idealine gore sayisal ¢ogaltmasi

L(S) S nin kutup noktalar1



BOLUM |

GIRiS

Hemen hemen simetrik sayisal yarigruplar Barucci ve Froberg tarafindan 1997 de
calisilmistir. Goto, Matsuoka ve Phuong bir sayisal yarigrubun ¢ogaltmasini verdi.
Rosales, Garcia-Sanchez bir sayisal yarigrubun yarisini hesapladi. 2012 de Strazzanti

bir sayisal yarigrubun ¢ogaltmasinin tipini goreceli idealler yaklagimiyla hesapladi.
S bir sayisal yarigrup ve E < Solacak sekilde bir E ideali ile baslayarak =

(beS tek tamsayl)ile gosterilen yeni bir sayisal yarigrup elde edilir.

S«°E
SZ{XENZZXGSOObE} ya da kisaca S = OO

dir. Bu yeni sayisal yarigruba S

nin E vebye gore sayisal cogaltmasi denir. Tezin amaci, hemen hemen simetrik bir
sayisal yarigrubun sayisal cogaltmasini goreceli idealler kullanarak karakterize
etmek ve ayn1 zamanda bu sayisal ¢ogaltmanin tipini goreceli idealler kullanarak

bulmaktir.

Ikinci boliimde sayisal yarigruplarin temel &zellikleri ile birlikte Frobenyus,sdzde
frobenyus,bosluklar kiimesi,bir sayisal yarigrubun tipi ve cinsi gibi kavramlardan ve

bunlarla ilgili 6nermelerden bahsedilmektedir.

Uciincii boliimde ise Apery Kiimeleri, sayisal yarigruplarda siralama ve siralama
yardimiyla bir sayisal yarigrupta maksimal elemanlarin nasil bulunacagi
gosterilmistir. Ayrica bir sayisal yarigrubun tipinin maksimal elemanlar yardimiyla

nasil bulunabilecegi gosterilmistir.

Dordiincii boliimde sayisal yarigrup kavraminda onemli bir rolii olan simetriklik,
sozde simetriklik ve hemen hemen simetriklik kavramlarindan ve bunlarla ilgili ¢ok

kullanilan terorem ve dnermelerden bahsedilmektedir.



Besinci boliimde, sayisal yarigrupta ideallerden bahsedilmis, idealler yardimiyla
simetriklik, s6zde simetriklik, hemen hemen simetriklik kavramlar incelenmis ve
kanonik idealden bahsedilmistir. Ayrica burada idealler yardimiyla yeni idealler elde
etme ve bir sayisal yarigrubun tipinin belirlenmesi ile ilgili teorem ve Onermeler

verilmistir.

Son boliimde sayisal ¢ogaltma kavrami verilmis, sayisal ¢cogaltmanin bir yarigrup
oldugu gosterilmistir. Sayisal ¢ogaltmanin frobenyus sayisi, tipi ve bosluklarinin
nasil bulunacagir gosterilmistir. Hemen hemen simetrik bir sayisal g¢ogaltmanin
tipinin goreceli idealler yardimiyla nasil bulunacagi teorem ve lemmalarla

gosterilmistir.



BOLUM I1

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bdliim tezin iyi anlasilmast i¢in gerekli temel tanim ve teoremleri igermektedir.

Tanmm 2.1. S=J ve ' | S lizerinde taniml1 bir ikili islem olsun. (S,*) yapis1 S

tizerinde birlesme 6zelligine sahip ise yani

Vv a,b,ceSiginax*(b*c)=(axb)*c oluyorsa (S,=) ikilisi bir yarigruptur.

Tamm 2.2. Birim elemana sahip bir yarigruba monoid denir.

VaeSigina*e=ex*a=a oluyorsa "e"ye S nin birim eleman1 denir.
Ornek 2.3. Z-{0} kiimesi carpma islemine gore bir yarigruptur. 1 eleman
carpmaya gore birim eleman oldugundan Z —{0}kiimesi ¢arpma islemine gore bir

monoiddir.
Ornek 2.4. Z tamsayilar kiimesi toplama islemine gore bir yarigruptur.

Tamm 2.5. (S,*) bir monoidve Y < S olsun.
eeY
ii)VabeYicinaxbeY

ise Y ye Sninalt monoidi denir.

Tammm 2.6. S bir yangrup ve AcS olsun. A y1 kapsayan S nin en kiigiik alt

yarigrubuna A nin irettigi yarigrup denir. Bu durumda A kiimesine de Snin

iiretegler kiimesi denir ve S=(A) seklinde gosterilir. Ozel olarak s, <, <...<§,

olacak sekilde A={s,,s,,...,5,} =S alimrsa S =(s,,5,,...,S,) yazili



S =<Sl,sz,...,sn> olacak sekilde Snin A={s,s,,..,S,} lrete¢ kiimesinden daha
kiiciik bir kiime yoksa o zaman S, <S, <...<S, kiimesine S nin minimal iireteg

sistemi denir. [2]

Ornek 2.7. S = <5, 9,13,18, 39> = <5,9,13, 39> = <5,9,13>
Dolayisiyla S yarigrubu; buna benzer birgok iireteg kiimesiyle iiretilebilir. Fakat bu
kiimeler arasinda minimal olan1 A= {5, 9,13} kiimesidir. Dolayisiyla bu kiimeye S

yarigrubunun minimal tirete¢ kiimesi denir. S nin elde edilebildigi ve A kiimesinin
Ozalt kiimesi olan baska bir iirete¢ kiilme yoktur. Yani; S nin minimal {irete¢ kiimesi

tektir.

Tanmmm 2.8. N negatif olmayan tamsayilar kiimesi olmak iizere S < N verilsin.

Eger S toplama islemine gore kapali, 0eS ve N\S sonlu oluyorsa S ye bir
sayisal yarigrup denir.

S bir sayisal yarigrup olmak tizere S, <S, <...<S, olacak sekilde S;,S,,...,S, €S

igin
S= <Sl,52,..., Sn> = {ZSiXi X € N} olarak yazilir ve
i=1

"(S,.S;,++S,) =1 <> N\'S sonludur” énermesi dogrudur. [1]

Ornek 2.9. S =(5,6,13) = {5x, +6X, +13%;: X, X, X; €N}

={0,5,6,10,11,12,13,15, >}

seklinde yazilir.

Burada "—" sembolii 15 ten sonraki biitiin tamsayilarin S kiimesinde oldugu

anlamindadir.

Ornek 2.10. S =<3,5>={3x +5X%, :x,X, € N} ={0,3,5,6,8,9,10, >}

acikca gosterecek olursak
i)0eS

i) Vvs,s,eSigins, =3x, +5x, ves, =3y, +5y,



olacak sekilde X, X,,Y;, Y, € N vardir ve S +5, =3(X +Y,)+5(x,+Y,) €S dir.

H)N\S = {1, 2,4, 7} kosullarin1  sagladigi icin S bir sayisal yarigruptur.
@+ AcN ve A={s,s,,...s,} kiimesi ic¢in; S=(s,5,,....S,) ={Zsixi LY, eN}
i=1

nin bir sayisal yarigrup olmasi i¢in gerek yeter sart obeb(s,,s,,...,S,) =1 olmasidur.

[3]

Ornek 2.11. S =(4,7,9)={0,4,7,8,9,11, -}

Burada obeb(4,7,9) =1 ve N\S ={1,2,3,5,6,10} oldugundan S sayisal yarigruptur.

Ornek 2.12. S = <3, 5,7> = {O, 3,5, —)} olup

N\S ={1,2,4} sonludur <> obeb(3,5,7) =1dir.

Ornek 2.13. S = {0, 4,7,8,11,12,14,15,16,18,19, 20, }

kiimesi bir sayisal yarigruptur. 0eS ve S toplama islemine gore kapali ve

N\S={1,2,35,6,9,10,13,17} kiimesi sonludur.

Tammm 2.14. S sayisal yarigrubu S = <Sl, Syyenns Sn> seklinde verilsin o zaman
1) m(S) =s, sayisina S nin katlilig

ii) e(S) =n sayisina S nin gdmme boyutu denir. [4]

Tanim 2.15. S bir sayisal yarigrup olsun. S ye ait olmayan en biiyiik tamsayiya S

nin Frobenyus sayisi denir ve F(S) ile gosterilir. [5]
F(S) =max(N\S) veya

F(S) = max {X el:X¢ S} olarak gosterilir.

Tamm 2.16. Pozitif tamsayilardan, S sayisal yarigrubuna ait olmayan elemanlara S

nin bosluklart denir, G(S) ile gosterilir ve bosluklar kiimesinin eleman sayisina S

nin cinsi denir ve g(S) =|G(S)| ile gdsterilir. [4]



Ornek 2.17.

S= (8,13, 15,19) = {O, 8,13,15,16,19, 21,23, 24, 26, 27, 28, 29, 30, 31,32, 34, —)}
G(S)={12,3,4,56,7,9,10,11,12,14,17,18, 20,22, 25,33} bosluklarin kiimesi
F(S)=33 S deolmayan en biyik tamsay1

m(S)=8 katlilik

e(S)=4 gémme boyutu

g(S)=18  bosluklarin eleman sayis1

Ornek 2.18. S =(5,9,13) ={0,5,9,10,13,14,15,18,19, 20, 22, —} sayisal yarigrubu igin
G(S)=1{12,34,6,7,8,11,12,16,17, 21}
m(S)=5,e(S), F(S)=21, g(S) =12

Ornek 2.19. S =(3,4,8)={0,3,4,6, >}
G(S)=N\s={1,2,5}
9(8)=3

F(S)=max(N\S)=5

Tamm 2.20. S ye ait olmayan tamsayilardan S nin sifirdan farkli her elemaniyla
toplam1 S kiimesine ait olanlarina Pseudo (S6zde) Frobenyus sayisi denir. Bu sarti
saglayan sayilarin kiimesine So6zde frobenyus sayilar kiimesi denir ve PF(S) ile
gosterilir.

PF(S) = {X eN\S:x+seS,vVseS —{0}} ile gosterilebilir.

PF(S) nin eleman sayisina S nin tipi denir.

| PF(S)|=t(S)ile gosterilir. [6]

Ornek 2.21.
S = (5,13, 21> = {O, 5,10,13,15,18, 20, 21, 23, 25, 26, 28, 30, 31, 33, 34, 35, 36, 38, —>}

* e(S)=3
* m(S)=5

* G(S)= {1, 2,3,4,6,7,8,9,11,12,14,16,17,19, 22, 24,27, 29,32,37}



* F(S)=37
* g(S)=20
* PF(S) :{29,37} | PF(S)|=2

Ornek 2.22. S =(5,9,21)={0,5,9,10,14,15,18,19,20,21,23 -} Sayisal yarigrubunu
alalim. Buradan,

(5,9,21,27) =(5,9,10,21) =(5,9,21) oldugundan minimal iirete¢ sistemi (5,9,21)

olur.

e(s)=3

m(S)=5
G(S)=N\S={1234,6,7,81112,1316,17,22}
g(S)=13

F(S)=max(N\S)={22]

(
PF(S)=1{16,22]
t(S)=2
F(S)=max(PF(S))=22

seklinde bulunur.

Tamim 2.23. S bir sayisal yarigrup olmak iizere, Frobenyus sayisi ile farki S ye ait

olmayan S nin digindaki tamsayilara S nin kutup noktalar1 denir ve bu elemanlarin

olusturdugu kiime L(S) ile gosterilir.
Yani; L(S)={zeZ:z2¢S,F(S)-z¢S]| dir.

Bu tanimi kullanarak z € G(S) oldugu gériiliir. [7]

Sonu¢ 2.24. S bir sayisal yarigrup olmak iizere, ZGL(S) ise zeZ" ve
L(S)=G(S)=N\S olur.
Ispat. zeL(S) olsun zeZ ise z¢S fakat F(S)-zeS oldugu agiktir. Bu

sebeple, z€Z" olmahdir. Ayrica, Z ¢S oldugundan L(S) cG (S) =N\S dir.



Sonug 2.25. Bir sayisal yarigrupta bosluklar kiimesinin toplamlar1 Frobenyus sayisini
veren herhangi iki elemani kutup noktasi olur. Eger Frobenyus sayisi ¢ift ise,

Frobenyus sayisinin yarisi olan say1 kutup noktasidir.

Ispat. z,,2,€G(S)vez,+z,=F(S)olsun.
z,=F(S)-2,¢S
z,¢SVveF(S)-z,¢S={z,2,} eL(S)olur

F(S)
2

Eger S sayisal yarigrubunun Frobenyus sayisi ¢ift ise; ¢ S oldugundan ve

F(S F(S
ayni zamanda F(S)—¥§ES oldugundan %e L(S)=G(S) bulunur.

Sonug 2.26. Bir S sayisal yarigrubu igin
1) F(S) € PF(S)

2) PF (S) nin ikinci en bilyiik eleman1 L ( S) nin en biiyiik elemanidir. [8]

Ornek 2.27. S =(3,10)={0,3,6,9,10,12,13,15,16,18 -}
* S nin minimal treteg kiimesi: {3.10},e(S)=2

k

S)=3

3

%

n

S)=17

S)=9

*
(@]

(S)
(S)

« G(S)={12,4,57,81114,17)
()

* PF(S)={17},t(S)=1ve L(S)=¢

Ornek 2.28. S =(4,9,14)={0,4,8,9,12,13,14,16,17,18,20, -}
* S nin minimal Ureteg kiimesi: {4,9,14},e(S)=3
* m(S)=4

* F(S)=19



+ G(S)={1235,6,7,10,11,15,19}, g (S)=10

* L(S

)=

* PF(S)={19} vet(S)=1

Ornek 2.29. S = <8,11,12,15> ={0,8,11,12,15,16,19, 20, 22, 23, 24, 26,27, 28,30, -}

S nin minimal iirete¢ kiimesi: {8,11,12,15} , e(S) =4
(S)
()
G(S)
9(S)

L(S)={zeZ|z¢S,F(S)-z¢S}={4,25}

=8

3

T

29

{1, 2,3,4,5,6,7,9,10,13,14,17,18, 21, 25, 29}

16

PF(S)={4,25,29}

type(S)=3 diir.

Ornek 2.30. S =(3,5,11)={0,3,5,6,8,9, >}

S nin minimal iireteg kiimesi : {3,5,11}
m(S) =3

F(S)=7

G(S)=1{1,2,4,7}

9(s)=4
L(S)={z€Zz¢S,F(S)-2¢5}=0
PF(5)={7)

t(S) =1



BOLUM I11

APERY KUMELERI

Tamm 3.1. neS\{0}olsun, Ssayisal yarigrubunun n ye gdre Apery Kiimesi

Ap (S, n) ile gosterilir ve Ap(S, n) = {S eS:s—n¢g S} olarak tanimlanir.

Ornek 3.2. S = <5, 7, 9> = {O, 5,7,9,10,12,14, —)} sayisal yarigrubunu alalim.
n=>5eS\{0}olsun.

Ap(S,5)={seS:s-5¢5}={0,7,9,16,18} , |Ap(S,5)=5

Ap(S,5)={0,7,9,16,18}

elde edilir.

Ornek 3.3. S =(3,7)={0,3,6,7,9,10,12,13, -}
n=3eS\{0}olsun.

Ap(S.3)={0,7,14}  |Ap(S,3)=3

Yardimer Teorem 3.4. S bir sayisal yarigrup ve ne S\{0},Vie1,2,3,....,n igin

W(i) =i (mod n) olacak sekilde S nin en kiigiik elemani olsun. Bu durumda

10



Ap(S,n)={0=w(0),w(1),...,w(n—1)} olur. Daha agik bir sekilde modn ye gore

0,1,2,...,n—=1edenkolan S de ki en kii¢iik elemanlar Apery kiimesini olusturur. [8]

Ornek 3.5. S =(5,7,9)={0,5,7,9,10,12,14, -}
Ap(S,5)={0,7,9,16,18}

w(l)

w(2)

1(mod5)=>S de mod 5 e gére 1 olan: 16

2(mod5)=>S de mod 5 e gore 2 olan: 7

w(3)=3(mod5)= S de mod 5 e gore 3 olan: 18
w(4)=4(mod5)=>S de mod 5e gore 4 olan: 9

w(0)=0

Ornek 3.6. S = <5, 6,8> = {0, 5,6,8,10,11,12,13,14 —>} sayisal yarigrubu icgin
Ap(S,8) = {0, 5, 6,10,11,12,15,17} olur.

w(0)=0

w(2)=2(mod8) = w(2)=10
w(3)=3(mod8)= w(3)=11
w(4)=4(mod8)= w(4)=12
w(5)=5(mod8) = w(5)=5
w(6)=6(mod8)= w(6)=6
w(7)=7(mod8)= w(7)=15

Tamm 3.7. S bir sayisal yarigrup olmak iizere, S iizerindeki < bagintisini
X<y Yy < Y—XeS olarak tanimlayalim. Bu baginti bir kismi siralama bagintisidir.

Ayrica S \{O} kiimesinin < kismi siralama bagintisina gére minimal elemanlari

I,S nin minimal iirete¢ kiimesinin elemanlaridir. [2]

11



Tamm 3.8. PF(S)={xeN\S:x+seS,VseS\{0}} kiimesine S nin Pseudo
(s6zde) Frobenyus sayilari denir. PF (S) nin eleman sayisma S nin tipi denir.
IPF(S)|=t(S) ile gdsterilir.

PF(S)={w-n:wemax <, Ap(S,n)} Sozde frobenyus sayilari, Apery kiimesi

yardimiyla bulunur. [1]

Ornek 3.9. S =(5,9,21) ={0,5,9,10,14,15,18,19, 20, 21,23 —} sayisal yarigrubunu
alalim.

(5,9,21,27) =(5,9,10,21) =(5,9,21) oldugundan minimal iireteg sistemi = (5,9, 21)
dir.

G(S)=N\S8={1,2,3,4,6,7,811,12,13,16,17, 22}

g(s)=13

F(S)=max(N\S)={22}

PF (S)={16,22

F(S)=max(PF(S))=22
Ap(S,5)={0,21,27,18,9} = maksimaller : {27, 21}
PF(S)= {W—nCWe max_ Ap(S, n)} ={22,16}
27-5=22

21-5=16

Sonug 3.10. |Ap(S,n)[=n dir.
Sonug 3.11. F(S)=max Ap(S,n)—n dir.

Ornek 3.12. S =(3,7,11)={0,3,6,7,9 >} say1sal yarigrubu i¢in <g bagmtisini

inceleyerek minimal elemanlar1 tespit edelim.
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3<,6,3% 7,359,311

\J

6-3=3€S, 7-3=4¢S....

(11-3=8¢5)

Bu karsilastirmalarin sonuglari bir araya getirildiginde asagidaki gibi bir sonug elde

edilir.

15 19
12 16
13

10

w > o > O —
NN NN
_>

~N —

NN NNy

23
20
17
14

11

Dolayistyla sayisal yarigruplar i¢in tammli <g bagintisina gore

$=(3,7,11)={0,3,6,7,9 -} sayisal grubunun minimal elemanlari kiimesi {3,7,11}

dir. Bu kiime ayni zamanda S nin minimal iirete¢ kiimesidir.

Not: Ap(S,n)kiimesinin <g siralama bagntisina gore maksimal elemanlar kiimesi

max._ (Ap(S,n)) ile gosterilecektir.

Onerme 3.13. S bir sayisal yarigrupve n=0eS olsun. Bu durumda

PF(S):{w—neZ:WEmaxSS Ap(S,n)} dir. [10]

Sonug 3.14. S nin tipi Ap(S,n) maksimallerinin kardinalitesidir. Yani

t(S)=|max <5 Ap(S,n)| dir.

Ornek 3.15.

S =(5,13,21)={0,5,10,13,15,18, 20, 21, 23, 25, 26, 28,30, 31, 33,34, 35,36, 38 —}

13



sayisal yarigrubu i¢in F (S) =37ve PF(S) = {29, 37} oldugu agiktir. Onermeyi iki
tarafli saglatacak olursak
n=5icin Ap(S,5)={0,13,21,34,42}

29+5=34
37+5=42

} = {34,42} maksimaller olur.
Simdi 34 ve 42 nin Ap(S,5) de maksimaller oldugunu gdsterelim.
0<,13 , 0<, 21, 0<, 34 , 0<, 42
134,21 , 13<, 34 , 134 42, (42—13=29§E Ap(S,5))
21< 34 , 21< 42 ,34%, 42, 42<, 42

Bu karsilatirmalarin sonuglar ile asagidaki siralamalar elde edilir.

34 42
0 <.13
T S
N 4 13<, 34
13 21
N 21<, 34
0 21<, 42

34 ve 42 nin maksimaller oldugu goriiliir, dolayisiyla

PF(S) ={42-5,34—5} ={37,29} ,t(S) = 2 olur.

Ornek 2.17. deki

S =(8,13,15,19) = {0,8,13,15,16,19, 21, 23,24, 26, 27, 28, 29,30,31,32, 34, -} igin
S nin minimalleri : {8,13,15,19}

Ap(S,8) = {0,41,26,19,28,13,30,15}

Ap(S,8) nin maksimalleri:{19,30, 41}

PF(S)={19-8,30-8,41-8} = {11,22,33}
t(S)=3tdr

14



BOLUM IV

SIMETRIKLIiK, SOZDE SIMETRIKLIiK, HEMEN HEMEN SIMETRIKLIK

Tanmm 4.1. Tim Z€Z igin; (zeS&F(S)-z¢S) veya (2¢S< F(S)-2€S) sartim
saglayan S sayisal yarigrubuna simetrik sayisal yarigruplar denir. Bir sayisal
yarigrubun simetrik olmasi igin asagidakiler birbirine denktir. [11]

HL(S)=9

2) F(S)+1=2g(s)

3t(S)=1

Ispat 1. (=) : S simetrik ise z¢S < F(S)-zeS veya zeS< F(S)-z¢$S
sartlarindan herhangi biri saglamir. L(S)={z€Z:z¢S,F(S)-z¢S} = olsun.
Oyleyse; z¢S igin F(S)-z¢S sart1 saglanir. Bu durum S nin simetrik sayisal
yarigrup olmasiyla ¢elisir. Yani L(S) = dir.

(<) :L(S)=YoldugundanVz e Z\S & F(S)-zeS, z¢S sayilar igin
simetriklik sarti saglanir. zeS oldugunda ise F(S)-zeS olsun. Oyleyse

(F(S)—2)+ z =F(S)
———
e ez S

olur ki bu da simetrik sayisal yarigrup tanimiyla ¢elisir.

Ispat 2. (=): S sayisal yarigrubu simetrik olsun. F(S) nin ¢ift say1 oldugunu kabul

edelim.
FE) eSiseS sayisal yarigrubu simetrik oldugundan F(S)——F (S) _FG) () ¢S
2 2
celiskisi elde edilir. Aksi durumda FG) (28) ¢ S oldugunda ise S simetrik sayisal
FG) _F(©®)

yarigrup oldugundan F(S)- e S celiskisi elde edilir.

(<) F(S) tek say1 ve g(S) :M

olsun. Oyleyse; {0,1,..., F (S )} kiimesinin
ayrisimini diisiindiigiimiizde, hepsinin S ile ortak bir elemani vardir. Yani;,
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zeS < F(S)-s¢S dir. Eger <0 ise tammdan, z¢S ve F(S)-zeS olur.
z2>F(S)=1zeS dir. (F(S) den biiyiik biitiin tamsayilar S nin elemandur.)

ve F (S ) —2<0 oldugundan F (S ) —2 ¢ S sart1 saglanir. Boylece sayisal yarigrubun

simetrik oldugu sonucuna varilir.

Ispat 3. F(S)ePF(S) oldugunu biliyoruz. PF(S) nin F(S) elemanindan baska
eleman1 olmadigini géstermemiz gerekir. Bagka bir eleman daha varsa, o da PF (S)
kiimesinin ikinci en biiylik elemamdir. PF (S) kiimesinin ikinci en biiylik elemant
L(S) kiimesinin en biiyiik elemani olacagindan L(S)= & olur ki; bu da S saysal
yarigrubunun simetrik olmasiyla gelisir.

Tersine; PF (S) ={F (S )} ise PF (S) kiimesinin ikinci en biiyiik eleman1 L (S)
kiimesinin en biiyiik elemani olacagindan L(S)=¢ olur ve buradan da S sayisal

yarigrubunun simetrik oldugu sonucuna varilir.

Ornek 4.2. S = <3,11,17> ={0,3,6,9,11,12,14,15,17,18, 20, —} sayisal yarigrubu icin
G(S)={12,4,57,8,10,13,16,19} olarak bulunur.

VzeG(S)(zeS)igin F(S)—z e S sart1 saglanir. G(S) kiimesi disinda S ye ait
olmayan elemanlar negatif tamsayilara ait elemanlar oldugundan F (S ) —2€S sartt

saglanir. Bu nedenle S sayisal yarigrubu bir simetrik sayisal yarigruptur.

Ornek 4.3. S =(3,10)={0,3,6,9,10,12,13,15,16,18, >}
F(S)=17
G(S)={L2,4,5,7,8,11,14,17} , 9(S)=9
L(S) =0
PF(S) =17
t(S) =1

S sayisal yarigrubu simetriktir.

16



Ornek 4.4.
S =<5,13,21>={0,5,10,13,15,18, 20, 21, 23, 25, 26, 28, 30, 31, 33,34, 35, 36,38, >}

S nin minimal tirete¢ kiimesi : {5,13,21},e(S) =3

m(S)=5
(5)=37

S) ={1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,14,16,17,19, 22,24, 27,29,32,37},9 (S) =20

S):{8,29}, PF(S)={29,37} Vet(S):Zdir. S sayisal yarigrubunun tipi 2 ve

F
G(
L(

L(S) #@ oldugundan simetrik degildir.

Ornek 4.5. S =(5,6,7) ={0,5,6,7,10, >} sayisal yarigrubu i¢in; F(S)=9,9(S)=4
ve m(S)=5. Fakat, 8¢S i¢in, F(S)-8=9-8=1¢S oldugundan S simetrik
sayisal yarigrup degildir. Kutup noktalart kiimesini olusturarak S sayisal

yarigrubunun simetriklik durumunu incelersek; L(S)={L8} elemanlarindan olusur.

L(S)#D oldugundan S simetrik degildir.

Tamm 4.6. S sayisal yarigrup ve F(S) ¢ift olmak {izere

VxeSicin F(S)—xeS veyaVxeS icin F(S)—x¢$S sartin1  saglayan sayisal
yarigruplara pseudo (so6zde) simetrik sayisal yarigruplar denir. [6]

Su aciktir ki simetrik ve sozde simetrik sayisal yarigruplar arasinda gecis yoktur.
Cunkii simetrik sayisal yarigruplarin frobenyus sayisi tek sayir iken sdzde-simetrik

sayisal yarigruplarin frobenyus sayisi ¢ift sayidir.

Onerme 4.7. S, sozde simetrik say1sal yarigrup ise t(S) =2 dir. [7]

Ornek 4.8. S = <5, 8,19> = {O, 5,8,10,13,15,16,18,19, 20, 21, 23, —)} sayisal yarigrubu

igin; G(S)={12,3,4,6,7,9,11,12,14,17,22} F(S)=22ve @ =11¢$S sartlan

saglanmaktadir. Bu sayisal yarigrubun sézde simetrik sayisal yarigrup olabilmesi i¢in
VX ¢S tam sayist i¢in F(S)—xeS sartini sagladigini gosterelim.

22-22=0€S5,22-17=5€S5,22-14=8€S5,22-12=10€S5,22-9=13€ S
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22-7=15,22-6=16,22-4=18,22-3=19,22-2=20,22-1=21€S

F(S
Dolayisiyla X # % =11 disgindaki tiim sayilar i¢in F (S ) —-XeS sarti
saglandigindan bu sayisal yarigrup ayni zamanda bir sozde simetrik sayisal
yarigruptur. Ayrica, PF (S) = {11, 22} oldugundan bu sayisal yarigrup i¢in t(S) =2
dir.

Not 4.9. Tipi 2 olan sayisal yarigruplar s6zde simetrik sayisal yarigrup olmayabilir.

Ornek 4.10. S = <7,9,11,> = {0, 7,9,11,14,16,18, 20, 21, 22, 23, 25, 27, —)}

Sayisal yarigrubu i¢in;

PF(S)={24,26} ve type(S)=2 olmasma ragmen, S Sozde simetrik sayisal
yarigrup degildir. Ciinkii; 2¢S olmasina ragmen, F (S) —-2=26-2=24€¢S
olmasi gerekirdi. Fakat 24 ¢S. Dolayisiyla; type(S)=2 olan her sayisal yarigrup

s0zde simetrik sayisal yarigrup olmayabilir.

Ornek 4.11.
S= <5,l3, 21> = {O, 5,10,13,15,18, 20, 21, 23, 25, 26, 28, 30, 31, 33, 34, 35, 36, 38, —)}

sayisal yarigrubu PF(S) :{29,37} oldugundan tipi 2 olan bir sayisal yarigruptur.

Ancak, F (S) =37 tek oldugundan, S sayisal yarigrubu sézde simetrik bir sayisal

yarigrup degildir.

Sonug 4.12. Sayisal yarigrubunun sdzde simetrik olabilmesi igin gerek ve yeter sart

‘ L(S )‘ =1 olmasidir.

Tamm 4.13. S bir sayisal yarigrup olmak iizere PF (S) = L(S)U{F (S)} sartini
saglayan sayisal yarigruplara hemen hemen simetrik sayisal yarigruplar denir.
vseS\{0}icinseS< F(S)-s¢SUPF(S)

Ornek 4.14. S = <7,12,13> = {O, 7,12,13,14,19, 20, 21, 24,25, 26, 27, 28, 31, —>}
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sayisal yarigrubu i¢in
F(S)=30, PF(S)={29,30},L(S)={18,15,22,29} ve PF(S) =L (S) U {F (S)}

sart1 saglanmadigindan S hemen hemen simetrik sayisal yarigrup degildir.

Ornek 4.15. S= <8,11,12,15> = {0,8,11,12,15,16,19, 20,22,23,24,26,27,28,30, —)}
sayisal yarigrubu i¢in, F(S)=29, PF(S)={4,25,29}
L(S) = {4, 25} ve PF (S) = L(S)U{F (S)} sartt saglandigindan S hemen hemen

simetrik bir sayisal yarigruptur.

Onerme 4.16. S simetrik bir sayisal yarigrup ise hemen hemen simetriktir.

%)

Ispat. S simetrik sayisal yarigrup ise onceki teoremlerden dolayi L(S)

oldugunu biliyoruz. Bu sebeple; PF(S)= {F (S )} oldugunu géstermeliyiz.

Yani; S simetrik sayisal yarigrubunun Frobenyus sayisindan baska S6zde frobenyus
sayist olmadigim gostermeliyiz. Kabul edelim ki; F(S)#xePF(S) olsun.
xeG(S)veS simetrik sayisal yarigrup oldugundan F(S)—xeS olmahdir.
X e PF (S) ise S nin sifirdan farkli her elamaniyla toplam1 S sayisal yarigrubunun

elemani olmalidir. Oyleyse; S nin sifirdan farkli eleman1 olarak F ( S)— X elemanini
secelim.

x+(F(S)-x)=x+F(S)-x=F(S)eS
celiskisi elde edilir. Dolayisiyla S simetrik sayisal yarigrubunun Frobenyus

sayisindan baska sozde frobenyus sayisi olmadigindan, hemen hemen simetrik

sayisal yarigrup olma sart1 gosterilmis olur.

Ornek 4.17.
S =(6,14,17) = {0,6,12,14,17,18, 20,23, 24, 26, 28, 29, 30, 31,32, 34, 35, 36,37,38,40, >}

sayisal yarigrubu i¢in

G(S)= {1, 2,3,4,5,7,8,9,10,11,13,15,16,19, 21,22, 25,27,33,39}

PF (S)=1{39},
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S simetrik sayisal yarigrup L(S)=@ ve F(S)={39} oldugundan
PF(S)= L(S)U{F (S)} sart1 saglanir.

Yani, S hemen hemen simetrik sayisal yarigruptur.

Onerme 4.18. S sozde simetrik sayisal yarigrup ise ayn1 zamanda hemen hemen

simetrik sayisal yarigruptur.

Ispat. S sdzde simetrik sayisal yarigrup ise F (S) cift say1 ve

F
PF (S) = {@, F (S )} oldugunu oOnceki tanim ve teoremlerden biliyoruz.

Dolayisiyla; L ( S ) = {@} oldugundan; PF (S ) =L (S ) v/ { F (S )} sarti

sagladigindan S sayisal yarigrubu ayni zamanda hemen hemen simetrik sayisal

yarigruptur.

Ornek 4.19. S =(3,7,11)={0,3,6,7,9, >} sayisal yarigrubu igin
G(S)={12,4,58}, PF(S)={4,8}, F(S)=8 dir.

S sozde simetrik sayisal yarigrup oldugundan x € G(S) i¢in F(S)-xe$ sarti
sadece X =4 i¢in saglandigindan dolay1 L(S)={4} tiir.

Yani PF(S)=L(S)U{F(S)} sarti saglanir.

Yani S hemen hemen simetrik sayisal yarigruptur.

Ornek 4.20.
S =<8,10,17>2{0,8,10,16,17,18, 20, 24, 25, 26, 27, 28,30,32,33,34,35,36,37,38,40, >}

sayisal yarigrubu igin, F(S)=39 olup ¥xeZ\S i¢in 39—-xeS olur. Yani, S

simetrik sayisal yarigruptur.

Ancak S :<5,6,13>= {0,5,6,10,11,12,13,15, —)} sayisal yarigrubunda

F(S)=14 olup x=5i¢in 14-5=9¢S ¢ikar, yani S simetrik olmaz.

Ornek 4.21. S = <5,6,13> = {0,5, 6,10,11,12,13,15, —>} sayisal yarigrubunun
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Frobenyus sayis1 F ( S) =14 tiir. Bununla birlikte Xx=7 € Z \S olmak iizere,

14—-7=7€eS ve x=14/2=7 oldugundan S Sozde simetrik bir sayisal yarigruptur.

Ornek 4.22.
S :<7,8,33>:{0,7,8,14,15,16, 21, 22, 23, 24, 28, 29,30, 29,30,31,32,33,35,—)}

sayisal yarigrubunda F (S)=34

ve L(S)={ xeZ\S:(34-x)eS}={ 2517,9 }#Q oldugundan

S sayisal yarigrubu simetrik degildir. Ancak S = <4, 6,9> = {O, 4,6,8,9,10,12, —>}
saysal yarigrubunda F(S)=11ve S nin kutup noktalarinin kiimesi,

L(S)={xeZ\S:(11-x)¢ S} = olup S simetriktir.
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BOLUM V
IDEALLER

Tamim 5.1. S bir sayisal yarigrup ve E, Z nin bir alt kiimesi olsun. E+S c E ve

baz1 se€S i¢in E+S< S oluyorsa E ye S nin relative (goreceli) ideali denir. [13]

S nin asikar ideallerinden birisi de maksimal ideal olan M (S)=S\{0} dir. S nin

dzel bir goreceli ideali olan kanonik ideal K(S) dir.

K(S)={xeN:F(S)-xgS}={F(S)-x:xe(Z\S)} [13]
daha da genellestirecek olursak, kanonik ideale z+ K (S) formundaki biitiin goreceli

idealler diyebiliriz.

Ornek 5.2. S =(4,7,13) = {0,4,7,8,11,12, >} icin F (S) =10
Z\S ={10,9,6,5,3,2,1,-1,-2,...}
K(S)z{F(S)—X:XeZ\S}z{x: F(S)—XeES}

={0,1,4,5,7,8,9,11, -}

Tamm 5.3. E ve F, S nin iki goreceli ideali olmak tizere
E+F={e+ f:ecE,f eF}

E-F={xeZ:x+F c E}dir.

Tanim 5.4. Yalniz bir eleman tarafindan iretilen ideale temel ideal denir.

Eger zeZ ise z+S={z+s:seS}idealiz eleman: ile iiretilen temel goreceli

idealdir.

Tamm 5.5. Biridealin E=(e,,e,,...e,) ile iiretilmesi

E=(e.e,..e)=(e+S)u(e,+S)u..u(e,+S) anlamina gelir

22



Ornek 5.6. S = <8,10,11,13> = {0,8,10,11,13,16,18,19, 20,21,22,23,24, 26, —)}
sayisal yanigrubu igin E =(2,4) ve | =(1,5) ideallerini olusturalim.
E=(2+S)u(4+9)

2+S= {2,10,12,13,15, 18,20,21,22,23,24, 25,26, 28, —)}

4+4S = {4,12,14,15,17, 20,22,23,24,25,26,27,28, 30, —>}
E=(2+S)U(4+5)={2,4,10,12,13,14,15,17,18,20, -}

F ( E) =19

m(E)=2

| =(1,5)=(1+S)U(5+8S)

1RS= {1, 9,11,12,14,17,19, 20, 21,22, 23,24, 25, 27, —)}

5+S= {5, 13,15,16,18, 21, 23,24, 25, 26, 27, 28, 29, 31, —)}

| =(15)=(1+S)u(5+S)={15911—}

F ( I ) =10

m(1)=1

Ornek 5.7. S bir sayisal yarigrup olsun. G(E) =S\E= {X eSiXe E} kiimesi E

nin bosluklari olarak adlandirilir.

Not: E,S nin bir ideali ise G(E)=S\E={xeS:x¢E}

m(E) =min {e ekE:e# O} , E nin en kii¢iik elemani olarak tanimlanur.

Lemma 5.8.
1) K(S);xePF(S)iken F(S)—x eclemanlan tarafindan ideal olusturularak elde

edilir. [13]

Ornek 5.9. S =(4,7,13)={0,4,7,8,11,12, >} icin F(S) =10
PF(S)={9,10}

K(S)={F(S)-x:xeZ\S}
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Burada {10-9,10-10} ={0,1} elemanlari ile K(S) elde edilir.
K(S)=(0,1)=(0+S)u(1+S)={0,1,4,5,7,8,9,11, -}

2) Herhangi bir E géreceli ideali igin K (S)—E ={F(S)-x:xeZ\E/ dir.
3) ECF<K(S)-Fc K(S) EveE=Fise K(S)-E=K(S)-F dir.
4) EcF:>|F\E| (K(S)-E)\(K(S)-F) dir.

5) K(S)-(K(S)-E)=E

6) K(S)—K(S)zS

Ispat2. xe E=F(S)-xeK(S)-Eveyax¢E=F(S)-xeK(S)-E
oldugunu gosterelim.

x € Eolsun. Eger F(S)—xeK(S)-E ise o zaman F(S)-x+EcK(S) dr.
[K(S)-E={xeZ:x+EcK(S)}]
Ozel olarak F(S) X+X= F( ) ( )olur ki bu durum c¢eligskidir. Demek ki

x e Eiken F(S)—xeK(S)—E dir. O halde ispat tamamlanur.

ispat 3. EcF<K(S)-FcK(S)-EveE=F < K(S)-F =K(S)-Edir.
(=)EcF=Z\FcZ\Edir. Bu durumda VxeZ\Figin xeZ\Eolur.
Dolaysiyla F(S)-xeK(S)—Fi¢in F(S)-xeK(S)-E olur.
K(S)-F={F(S)-x:xeZ\F} = K(S)-E={F(S)-x:xeZ\E}olur.
(<)K(S)-F<=K(S)-E ise (yeK(S)-F = yeK(S)-E) dir.
Vy=F(S)-xeK(S)-F = xeZ\Fdir.

Ayni zamanda Vy=F(S)-xeK(S)-E dir. Dolayisiyla WxeZ\E olur ki bu

durumda Z\F < Z \E olur. E < F dir.

Ispat4. Ec F iseozaman K(S)—F c K(S)-E oldugundan

[F\E|=|(K(S)—E)\(K(S)-F)| elde edilir.
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z € 7 olsun. (2) den dolay1 z € (F \E) ancak ve ancak
F(S)-Ze(K(S)-E)\(K(S)-F) olur, bu nedenle bu iki kiime arasinda birebir
esleme vardir ve bu iki kiime ayni kardinaliteye sahiptir.

Dolayistyla |F \ E| =‘(K(S)—E)\(K(S)— F)‘ dir. Bu durumda E = F ise birebir

eslemeden dolay1 K(S)—F =K(S)-Eolur.
Ispat 5. [13]

Ispat 6. K(S)—K(S)=S dir. Dahast K(S); S nin goreceli ideali olarak PF(S)
nin elemanlar: tarafindan iiretilir ve bu iireticiler tam olarak F(S)—x formundadur.

yeK(S)-K(S)={F(S)-x:xeZ\K(S)} ise y=F(S)-x formundadir. Bu
durumda x e Z\K(S) olur. Ayrica K(S)={F(S)-x:xeZ\S} dir. xeZ\K(S)
ise X K(S) dolaysiyla Xe S olur. Ciinkii K(S) nin elemanlart Z\S den olusur.

x¢ K(S) ile xeS elde edilir.

Onerme 5.10. Bir S sayisal yarigrubu igin asagidakiler mevcuttur.
1) S simetrikise F(S)tektir, tipi 1 dir.
2) S Sozde simetrik ise F(S) cifttir, tipi 2 dir.

3) S simetrik ise hemen hemen simetriktir.

4) S simetriktir < S =K(S) dir.
5) S simetriktir < F(S)+1=2g(S) dir.
6) 29(S)=F(S)+t(S) sarti saglanir ise S hemen hemen simetriktir. Bu durum

M(S)+K(S)=M(S) ile es degerdir. [12]

Ornek 5.11. S = <3, 8> {O, 3,6,8,9,11,12,14, —>} sayisal yarigrubunu alalim.

G(S)=1{12,4,5,7,10,13}

F(S)=13 Frobenyus sayisi tek ve her XxeZ\S i¢in F(S)—xeS oldugundan S

sayisal yarigrubu simetriktir.
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Ornek 5.12. S = <7,8,12> = {O, 7,8,12,14,15,16,19, 20, 21,22, 23, 24, 26 —>}

sayisal yarigrubunu alalim.

G(S)= {1, 2,3,4,5,6,9,10,11,13,17,18, 25}

g(S)=13
F(S)=25
S simetriktir < g(S)= 252+1 =13

Lemma 5.13. S sayisal yarigrubu Vs e Z\ {O} icin

seS<F (S)—S ¢S UPF (S) (1.1) sartin1 saglarsa hemen hemen simetriktir.

Ispat. se€S ve F(S)-seSUPF(S) ise 0 zaman F(S)=s+(F(S)-S)eS
olacaktir.

Yani bu bir geliskidir. Sonug olarak; (1.1) Vse$S icin F(S)-seSUPF(S) ye
denktir. Acik¢a bazi S¢S ig¢in F(S)—SQS olacak sekildeki elemanlar kiimesi
L(S) dirve (1.1); L(S)= PF(S) ye denktir. Yani S hemen hemen simetriktir.

E, S nin goreceli bir ideali olsun.

m(E)=minE

F(E)=max(Z\E)

9(E)=[(Z\E)(e(E).e(E)+Le(E)+2... f (E))

Bazen F(S)=F (E) yi elde etmek igin E goreceli idealini degistirmek gerekir. Bu

nedenle E=E+F (S)— F (E) tanimlayalim.

Lemma5.14. E, S nin goreceli ideali olsun. O zaman

1) F(E)=F(S)

2) ECK(S)

3) F(S)+1-9(S)<g(E)+e(E) esitlik ancak ve ancak E =K (S) kanonik ideal

ise saglanir.
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Ispat. ik 6zellik zaten agiktir, ikincisi ise K (S) nin goreceli ideal tanimindan
kolayca saglanir. xeE\K(S) ise 0 zaman F(S)-xeS olur ve sonug olarak
(F (S)- X)+ x=F(S)=F (E) e E celiskisi ortaya ¢ikar.

Son iddia icin ilk 6nce ¢ (E)+e(|§) tamsayisinin N\(E) deki eleman sayisi
oldugunu not edelim. Ote yandan F(S)+1-g(S) ise S de ki F(S)+1 den kiigiik
olan elemanlarin sayisidir. se S ifadesi F(S)-S ¢ K(S)2E oldugunu ifade ettigi

icin hipotez K (S) nin tanimi sayesinde saglanir.

Lemma 5.15. K(S)-(M(S)-M (S)) goreceli idealinin Frobenyus sayisi F(S)

ye esittir. Dahasi K (S)+M (S)c K (S)=(M(S)-M(S))<=K(S) dir.

Ispat. E=K(S)—(M(S)-M(S)) olsun.

Lemma 5.8. de 2 ye gore E nin frobenyus sayisi F(S)—e(E) ye esittir. Ama
0eM(S)-M(S)=SUPF(S)cN oldugu i¢in F(S)=F(E) olur dahasi
ScM(S)-M(S) oldugu igin  K(S)-(M(S)-M(S))<=K(S)-S=K(S)
ifadesine ulasiriz.

Son olarak y € K(S)olsun,SeM (S)ve

ZeM(S)-M(S)=SUPF(S), y+(s+2)eK(S)+M(S)cK(S)dir.

Tamm 5.16. C(S)={F (S)+1+x:xeN} kiimesine S nin kondiiktorii denir.

M (S)=S\{0} ve M(S)-M(S)={zeZ:z+s5eM(S),VseM(S)} olsun. Su da
agiktir ki M (S)—M (S)=S—M(S) kiimesi S ve F(S) nin ikisini de igeren bir
yarigruptur. Yani M (S)—M (S)=S UPF(S) dir.

(M(S)-M(S))\S nin elemanlarmi S nin sézde frobenyus sayilari denir ve
PF(S)=(M(S)—-M(S))\S dir ve bu kiimenin eleman sayisina S nin tipi denir ve

t(S) ile gosterilir. t(S)=|M (S)-M(S)\$] dir.
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Onerme 5.17.

1) L(S)UF(S)=2(M(S)-M(S))\S =PF(S) dir.

2) Simetrik yarigruplar icin M (S)-M(S)=SUPF(S) ye ait olmayan biitiin
negatif olmayan tamsayilar bir tipinde ki sayisal yarigrubunun bosluklari olarak
gosterilir. Bu ozellik L(S)U{F(S)}=(M(S)-M(S)\S)=PF(S) olarak da
belirlenebilir.

Bu bahsedilen son 6zellik yeni bir yarigrup sinifini tanimlamak igin kullanilabilir.
3) Eger L(S)U{F(S)}=(M(S)-M(S))\S=PF(S) ise S hemen hemen
simetriktir.

S,M(S)=5\{0},C(S)veM(S)-M(S)=SUPF(S);S nin asikar idealleridir.
M (S) ye S nin maksimal ideali denir.

Goreceli ideallerden tekrar goreceli ideal elde etmek i¢in bazi islemler yapilabilir.

E ve F;S nin goreceli idealleri olsun.
E+F={t+u:teE,ueF}
E-F= {Z eZ:z+uekE,Yue F} kiimelerinin ikiside S nin goreceli idealleridir.

NE =E+E+...+ E demektir. n.E #nE
R —

n defa

Bir E goreceli idealine her zaman bir x tamsayisi eklenerek degistirilebilir.

X+E= {x+e ‘ee E} aciktir ki bu iliski E~E =x+ E(ba21 Xe Z) i¢in bir denklik
bagintisidir. Herhangi bir denklik sinifinda F (E) =F(S) olacak sekilde bir E
temsilcisi vardir. E herhangi bir E idealinden su sekilde elde edilir.

E=E+F(S)-F(E)

Biitin E idealleri i¢in (C(S)cE<N) dir. Ikinci ierme m(E)+C(S)cE
esitligini saglar ve bu da belirtir ki F(S)=F(E)cm(E)+F(S)=0<m(E) dir.

S nin goreceli ideallerinin ayr1 bir sinifi vardir. Her K’ goreceli ideali S de ki her
E goreceli ideali i¢in K'—(K'—E)=E esitligini saglarsa K' goreceli idealine

kanonik ideal denir.
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Ozel olarak K(S)={xez:F(S)-xgS}={F(S)-x:xeZ\S} bir kanonik
idealdir. Bu ideale standart kanonik ideal denir. Ayrica, herhangi bir K' kanonik
ideali igin K'~ K (S) olacak sekilde K (S) vardir. F(K(S))=F(S) dir.
ScK(S)cN dir.

S simetriktir. < K(S)=S dir.

S hemen hemen simetriktir < K(S)+M (S)=M(S)

Ornek 5.18. S = <4, 7,13> = {O, 4,7,8,11,12, —)} sayisal yarigrubu i¢in
F(S)=10

Z\S ={10,9,6,5,3,2,1,-1,-2,...}
K(S)={F(S)-x:xeZ\S}={0,1,4,57,8,9,11, -}

K(S)#S oldugundan S simetrik degildir

Ornek 5.19. S = <6,8,11> = {0, 6,8,11,12,14,16,17,18,19, 20, 22, —)}
sayisal yarigrubunun simetrik olup olmadigini kanonik idealle belirleyelim.

K(S)=S ise S simetriktir.

F(s)=21

G(S)=1{1,2,34,5,7,9,10,13,15,21}

7\S =1{21,15,1310,9,7,5,4,3,2,1,-1,-2,...}
K(S)={F(S)-x:xeZ\S}={0,6,81112,14,16,17,18,19,20,22, -}
K(S)=S oldugundan S simetriktir.

Burada ayrica L(S)= {X ¢S F(S)-xeg S} = olduguda goriilmiis olur.

Not 5.20. S simetrikise L(S)=@ PF(S)=21 t(S)=1
Not 5.21. S simetriktir. VXxeZ\S ise F(S)—XES dir. Bundan dolay1 K(S):S

olursa K(S) simetriktir.
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Ornek 5.22. S = <5,8,19> = {O, 5,8,10,13,15,16,18,19, 20, 21, 23, —>}

sayisal yarigrubunun hemen hemen simetrik oldugunu kanonik ideal yardimiyla

belirleyelim.

F(S)=22, 7\S={2217,14,12,11,9,7,6,4,3,2,1,-1,-2,...—»} ncelikle hemen
hemen simetrik olup olmadigmnt belirleyelim.

L(S)={xeS:F(S)-xeS}={11} ve PF(S)={11,22} dir.

Su durumda PF(S)=L(S)U{F(S)} oldugundan S hemen hemen simetriktir.

Simdi bunu kanonik idealleri kullanarak gosterelim.

K(S)+M(S)c=M(S) ise S hemen hemen simetriktir

M (S)=S\{0} ={5,8,10,13,15,16,18,19, 20, 21,23, !
K(S)={F(S)-x:xeZ\S}={0,5,8,10,11,13,15,16,18,19,20,21,23,—}
K(S)+M(S)={5,810,13,15,16,18,19,20,21,23,—} = M (S)

K(S)+M(S)=M(S) oldugundan S hemen hemen simetriktir.

Ornek 5.23. S =(7,12,13)={0,7,12,13,14,19,20, 21,24, 25,26,27,28,31,—} hemen
hemen simetrik olup olmadigini kanonik idealle gosterelim.
F(S)=30, PF(S)={29,30},
L(S)=1{18,15,22,39}
G(S)={12,3,4,5,6,8,9,10,11,15,16,17,18, 22, 23, 29,30}
Z\S ={30,29,23,22,18,17,16,15,11,10,9,8,6,5,4,3,2,1, -1,-2,...— 0}
Simdi K(S)+M (S)< M (S) midir sorusunu cevaplayalim.
M (S)=5\{0} ={7,12,13,14,19, 20, 21, 24, 25, 26, 27, 28,31, -
K(S)={F(S)-x:xeZz\S}

= {O,l, 7,8,12,13,14,15,19, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 31, —)}
K(S)+M(S)={7,812,1314,1519,20,21,22,...}, 8 K(S)+M(S) fakat

8¢ M (S) oldugundan K(S)+M (S) & M(S) dir. Dolayisiyla S hemen hemen
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simetrik degildir. Ayrica PF (S) = L(S) UF (S) sart1 saglanmadigindan dolay1 S

nin hemen hemen simetrik olmadig: goriilebilir.

Ornek 5.24. S=(4,7,13)={0,4,7,81112,—} kanonik idealini PF(S) nin
elemanlartyla olusturalim.
F(S)=10, PF(S)={9.10}
K(S)={F(S)-x:xeZ\S} dir. K(S) nin ireticileri F(S)-x formunda olur ki
burada {10-9,10-10,} ={0,1} elemanlar ile K(S) iiretelim.
K(S)=(0,1)=(0+S)U(1+S)olur
0+S=5={0,4,7,81112,—!
1+5={158,9,12,13, -}
(0+S)U(1+5)={0,1,4,5,7,8,9,11, >}, F(K(S))=10=F(S)
Ayrica K(S)—-K(S)=$ oldugunu gosterelim.
K(S)-K(S)={xeZ:x+K(S)=K(S)}={F(S)-x:xeZ\(K(S))}
Z\K(S)={10,6,3,2,-1,-2,..,~»0}, F(S)=10
K(S)-K(S)={0,4,7,81112,—} =S olur.
ScK(S)=M(S)cK(S) dur.
(E<F)=[(K(S)-EN(K(S)-F)=F\E
Simdi [K (S)\M (S)|=|(K(S)—M (8))\(K(S)-K(S))| ispatlayali.

K

K(S)-M(S)={xeZ:x+M(S)c=K(S)}={F(S)-x:xeZ\M(S)}, F(S)=10

M(S)=S\{0}={4,7,81112,—},
Z\M(S)=1{10,9,6,5,3,2,1,0,~1,-2,...— 0}
K(S)-M(S)={0,1,4,57,8,9,10,11, —}
K(S)-K(S)={0,4,7,81112,—}
(K(S)-M (S))\(K(S)-K(S))={15.9.10}

[K(S)\M(S) =]{15,9,10}| =4
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Onerme 5.25. S hemen hemen simetriktir. < K(S)+M (S)=M(S)

Burada ozellikle goz 6niinde bulundurulmasi gereken kisim

K(S)~(M(S)=M(S))={F(s)-x:xeZ\(M(S)-M(S))}
={X:F(S)-xeM(S)-M(S)}

ScM(S)-M(S)=SUPF(S)cN oldugundan dolay:

C(S)=K(5)-NcK(8)~(M($)-M(8)) =K (S)-S =K(S)

(EcF=K(S)-F = K(S)—E kullanld)

C(S)=K(S)-N={F(S)-x:xeZ\N=Z | x ler negatif tamsayilarin elemanlari

olur. yeZ" ise C(S)={F(S)+y:yeZ | olur (kondiiktor tanimina uyar),

Ayrica dikkat edilmelidir ki K(S)+M (S)cK(S)-(M(S)-M(S))

eger x=y+s(yeK(S) ve SeM(S)) ve zeM(S)-M(S)=SUPF(S) olmak

iizere X+2=Yy+(S+Z)eK(S)+M(S)c=K(S) elde edilir.

Lemma 5.26. E;S nin bir goreceli ideali olsun; E=E+F(S)-F(E) olursa

C(S)=EcK(S) olur.

Ispat. 11k kapsama agik bir sekilde bellidir. Ikinci icerme géreceli ideal ve kanonik

ideal K (S) tamimindan gelmektedir. Eger X € E\K (S) ise

x¢K(S)ve F(S)-xeS$ olur. Bu sunu belirtir (F(S)-x)+x=F(S)=F(E)<E.

Bu bir ¢eligkidir.

Ornek 5.27. S={0,5—} ve E={5810—} olsun. Asagidakilerin saglandigini
gosterelim.

1) F(E)=F(s)

2) EcK(S)

3) F(S)+1-g(S)< g(E)+m(I§)

32



Coziim 1. E=E+F(S)-F(E)dir.

F(S)=4 F(E)=9

E=E+4-9=E-5={0,3,5—}

F(E):4: F(S) olur. Aradaki fark kadar E nin en biiyiik elemanimni kiigiiltmiis

olduk. Dolayisiyla F(S)= F(E) olur.

Coziim 2. K(S)={F(S)-x:xeZ\$}={0,1,2,35—}
Z\S={4,321-1-2,.}

E < K(S) elde edilir.

Coziim 3. F(S)+1-g(S)<m(E)+g(E)

G(S)={L234}=g(S)=4

E={0,35,-}

G(E)=(2\E)n{m(E) m(E)+1....F (E)
={4,21,-1,-2,.}n{0,1,2,3,4} ={1,2,4} = g(E) =3 m(E) =0

F(S)+1-9(s)<m(E)+g(E)

4+1-4<0+3=1<3 saglanmis olur.

Ornek 5.28. S =(4,7,9)={0,4,7,8,9,11, -}

E ={10,14, >} olsun. Asagidakilerin saglandigini gosterelim.
1) F(E)=F(s)

2) EcK(S)

3) F(S)+1-g(S)<m(E)+g(E) [15]

Z\S ={10,6,53,2,1,-1,-2,...)

G(S)={10,6,53,2,1}, F(S)=10, F(E)=13, g(S)=6
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Céziim 1.
E=E+F(S)-F(E)=E+10-13=E-3={7,11—}

F(E)lezF(S)

EcK(S)

Coziim 3. F(S)+1-g(S)<g(E)+m(E)
G(E)={8,9,10}=g(E)=3, m(E)=7

10+1-6<3+7
5<10
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BOLUM VI

SAYISAL YARIGRUPLARIN SAYISAL COGALTMASI

S bir sayisal yarigrup M,C, K sirasiyla S nin maksimal ideali, kondiiktorii ve

standart kanonik ideali olsun.

F=F(S)

g=9(S)

E < S; S nin bir ideali olsun.

e=F(E)-F ve E=E-e
=E+F(S)-F(E)

Dolayisiyla F(E): F(K)=F dir.

25={2S:seS}

2E={2t:teE}

2S5 #2S5=S+S
2E#2E=E+E

beS tek tamsay1 olsun. S nin sayisal gogaltmasi

S’E =25 U(2E+b) dir.

Sw"E bir sayisal yangruptur.

1) 0=2.0e Sx"E

2) F(E)>F(S) oldugu i¢in 2F (E)+b den biiyiik tiim sayilar sayisal gogaltmada

yer alir. Dolayisiyla N\(SoobE) sonlu olur.

3) Son olarak beS ve E nin S nin bir ideali olma kosullar1 altinda sayisal

cogaltma kapali olur.
Sayisal ¢ogaltma E; S nin goreceli ideali, b e S tek tamsay1 ve

b+E+E=2E+bc S olan durumlarda elde edilir. (b yeterince biiyiik olmali.)
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Onerme 6.1. So°E asagidaki 6zelliklere sahiptir.
1) F(S’E)=2F(E)+b

2) g(SoobE)zg+g(E)+m(E)+bT_1

3) S"E simetriktir < E; S nin kanonik idealidir.

Ispat 1. 2F (S) en biiyiik c¢ift bosluktur, 2F(E)+b ise en biiylik tek bosluktur.
Hangisi daha biiyiikse sayisal ¢ogaltmanin frobenyus sayisi olur. Burada E; S nin alt
ideali oldugundan Ec S ve S+E c E dir.

Dolaysiyla F(E)>F(S) olur. Bu durumda 2F(E)+b>2F(S) olur ve

F(S="E)=2F (E)+b dir.

Ispat 2.
1) S«’E nin ¢ift bosluklart S nin bosluklari ile birebir olarak eslenir, tek

bosluklarda 2.E +b den dolay: olusur.

S’E = 2.8 U(2.E+b) cift bosluk sayisi= g(S) dir.

ciftler tekler

2) 2m ( E) +b den kiigiik higbir tek tamsay1 ¢ogaltmada yer almaz. Bunlarin sayisi

{13,5,7,..,2m(E)+b—2} nin eleman saysi kadardur.

2m(E)+b-2-1

1:m(E)+bT_1 olur.

3) Son bosluklar 2m ( E) +b<x<2F (E) +b olan yani E nin bosluklari ile birebir

eslenen sayilardir. Ispat tamamlanmis olur.

ispat 3. S°E ancak ve ancak E; S nin kanonik ideali ise simetriktir.

Sayisal ¢ogaltma sayisal yarigrup oldugundan simetrik olma sartin1 saglar.
S simetriktir < F(S)+1=29(S)...(1)
E; S nin kanonik ideali ise F(S)+1-g(S)=m(E)+g(E) .... (2

S simetrik ise F(S) tektir. Dolayisiyla F(SoobE)=2F(E)+b dir.
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(1) den dolayr F(S"E)+1=2g(Sc’E) olur.
zF(E)+b+1:z[g(s)+g(E)+m(E)+bT‘1]
2F(E)+b+1=29(S)+29(E)+2m(E)+b-1
F(E)+1-9(S)=9(E)+m(E) olur.

(2) den dolay: E kanonik ideal olur.

Sonug 6.2. Her sayisal yarigrup, bagka bir simetrik sayisal yarigrubun yarisidir.

Onerme 6.3. S bir sayisal yarigrup, M;S nin maximal ideali Ec<'S,S nin bir
ideali olsun ve beS tek tamsay1 olsun.

Seo’E nin tipi t(Sec’E ) =|((M =M )(E—E))\S|+|(E~M)\E] dir.

Ozel olarak t(Se"E), b ye bagh degildir.

Ispat. T =Sx"E olsun. x=2h ¢ift tamsay1 ve XeT ise yani hg$S ise (gift
bosluklar S den gelir.) xe M (T)—-M (T)=T U(PF(T))<> 2h+2seM(T) dir.

(VseM (S) ve 2h+2t+beM (T), Vte E i¢in). Bu iki kosul he M (S)—M (S)
ve he E(S)— E (S) ye strastyla denktir. Bunun ig¢in ilk toplami elde etmis oluruz.

Simdi X=2h+Db tek bir say1 olsun ve x¢T olsun. Yani hgE tek bosluktur. Tek
bosluklar E den gelir. Bu durumda xeM (T)-M(T)<2h+b+25eM(T)

(PF(T)tammundan x¢T vet eT igin X+t eT)
VseM(S) ve 2h+b+2t+beM(T) (VteE). Bu durumda ikinci kosul sirasiyla
heE-M(S) ve heM(S)—(b+E) ye denktir. ECM oldugunu diisiinelim.

beM oldugu i¢in heE-M = h+b+E c E+E oldugunu belirtir ama Ec M
oldugu i¢in E+E M dir. Béylelikle he M —(b+E) olur.

Boylece E-M M —(b+ E) ye ulagmis oluruz. Bu da bize ikinci toplamu verir.

Geriye 0 € E durumunu ispatlamak kalir.
E =S oldugunda ilk durum he S—M =M —M haline gelir.
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Boylece h+b+scM+S=M ve tekrardan S—M =M —(b+S) elde edilmis olur.

Bu da bize teoremi ispatlamis olur.

Ornek 6.4. S ={0,5,—} ve E ={5,8,10,—} olsun. b=5 olsun.
F(E)=9

F(S)=4

G(S)={1234}

G(E)=1{6,7,9}

Sx’E=2SU(2.E+b)

2.5={0,10,12,14,..)

2.E ={10,16,20,22,24,..}
2.E+b={1521,2527,29,31,...

SocPE = {0,10,12,14,15,16,18, 20, 21, 22,24, >}
G(SoobE) ~{1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,13,17,19, 23}

g(S=’E)=14

F(Sx"E)=23
1) F(S«’E)=2F(E)+b=29+5=23

2) g(SoobE):g+g(E)+m(E)+bT_1

14:4+3+5+%saglanlr.

3) t(S="E)=|((M ~M)(E—E))\S|+|(E-M)\E]
M-M=MUPF(S)={xeZ:x+M cM}={012,3->}=N
E-E=EUPF(E)={xeZ:x+EcE}={0,35-}
Nn{0,35,—}={0,35-},

Ik toplam igin
[(M=M)~(E-E)]\S={0,35—}\{0,5—}={3} dolayistyla ilk toplam 1 olur.

Simdi ikinci toplami bulalim.

E-M={xeZ:x+M c E}={5,6,—}={5—}
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(E-M)\E={6,7,9)
Ikinci toplamda |(E -M)\ E| =3 olur.

Su durumda t(Se"E)=1+3=4
Ornek 6.5. S =(2,5)={0,2,4,5,6,7,—} olsun. b=5 olsun.

E={5,7,9,—>}, secelim EcS ve E+ScE dir. Yani ideal olma kosullarini

sagladigina dikkat ediyoruz.

1) F(S"E)

2) g(S="E)

3) t(S0"E ) bulalim.

Seo’E =2.5U(2.E+b)

2S = {0, 4,8,10,12,14,16,18, }

2E= {10,14,18, 20,22, }

2.E+b={1519,23,25,27,...)

Soo’E ={0,4,8,10,12,14,15,16,18,19,20,22, >}, F(S»"E)=21

1) F(S«"E)=2.F(E)+b=28+5=21

2) g(S=E) = g(S)+g(E)+m(E)+% =2+2+5+2=11

G(Sec"E)| =11
3)t(So’E) = (M =M ) N(E—E) ]\S|+|(E-M)\E]|
M =M (S)=S\{0}={2,4,56,7,-]

M(S)-M(S)={xeZ:x+M(S)=M(S)}={0,2,34,—}={0,2,>}
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E-E={xeZ:x+EcE}={0,2,4,—}
(M(S)-M(S))n(E-E)={0,2,4,—}
(M=M)N(E-E))\S={0,24,->}\{0,2,4,>} =0
I1k toplam

[(M-M)~(E-E)]\S|=|2|=0 du.

Simdi ikinci toplama bakalim.

E-M={xeZ:x+M(S)cE}={57,-}

(E-M)\E={57,-}\{57,9,—}={8}
(E-M)\E|=1

t(Se’E)=1,

F(S’E)=21

Frobenyus sayis1 tek ve tipi 1 oldugundan sayisal ¢ogaltma ayni1 zamanda simetriktir.

Ornek 6.6. S =(3,7,11)={0,3,6,7,9, >}
M(S)=5\{0}={3,6,7,9, ]
G(S)={12,4,5,8!

9(S)=5
F(S)=8

1+S={14,7,810,—}
2+5={2,58911 -}
E=(+S)u(2+S)=1{12,4,57,—}
m(E) =1

G(E)={3.6}

g(E)=2

F(E)=6

2E =1{2,4,8,10,14,16,18, -}

b=9¢eS olsun
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2E+b=1{11,13,17,19, 23,25,27, -}

25 =10,6,12,14,18,20,22, )

Sw’E =28 U(2E +b)=10,6,11,12,13,14,17,18,19, 20, 22, 23,24 —}
G(S"E)={1,2,3,4,5,7,8,9,10,15,16, 21}

PF (S=’E ) ={19,21}

t(S=’E)=2

g(S=’E)=12

F(So’E) =21

1) F(S’E)=2F (E)+b=2.6+9=21

2) g(SoobE):g+g(E)+m(E)+bT_1

12=5+2+1+%

3) t(So’E) =[[ (M =M ) N(E—E)\S|+|(E-M)\E]
M=M(S)=S\{0}={36,7,9 >}
M(S)-M(S)={xeZ:x+M(S)=M(S)}={0,3,4,6,—}
E-E={xeZ:x+EcE}={0,36,-}
(M(3)-M(8))n(E-E)={03,6,-}
(M=M)N(E-E))\S={0,36,—}1{0,36,7,9, >} =0
lk toplam

[(M-M)~(E-E)]\S|=|2|=0 dur.

Simdi ikinci toplama bakalim

E-M={xeZ:x+M(S)cE}={-2124,5->}

E-M={xeZ:x+M(S)cE}={-2124,5->}
(E-M)\E|=2
Ikinci toplamda

(E-M)\E|=2 olur.
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Su durumda t(SoobE)=O+2=2 olur ve Ozellikler saglanmis olur, burada b nin

yeterince biiyiik secilmesi gerektigine dikkat edilmedilir.

Lemma 6.7. E;S sayisal yarigrubunun bir ideali olsun. €= F(E)— F (S) olacak
sekildle E=E—e=E+F(S)-F(E) olsun.

K —(M —M)cE oldugunu varsayalim. O halde x ¢ E i¢in F(E)—xeM —M dir.

Ispat. x ¢ E oldugu igin x—e ¢ E;)K—(M —M) dir. Bundan dolay1 x—e+y ¢ K,
olacak sekilde bir y e M —M vardir, bagka bir deyisle ,
F+e-x—y=F(E)-x-yeS olur. ECS oldugundan {s¢S=F(S)-seS}

dir. S nin goreceli ideali olan y e M —M oldugu i¢in

F(E)-x=(F(E)-x-y)+yeS+(M-M)=M-M dir.
K(S)={F(S)-x:xeZ\S}
F(S)-xeK(S)=xeZ\S
F(S)-xeK(S)= xeSdir

x—e+ygK=F(S)-x+e—y=F(E)-x-yeS olur.

yeM-M ve F(E)—X—yeS oldugundan F(E)—X—y+ye(3+(M —M)) ve
€S eY MM

F(E)-xeM—-M olur.

Ornek 6.8. S={0,5—} olsun ve E={5810,—} olsun. E=E+F(S)-F(E)
olsun. K—(M —M)cE oldugunu gosterelim ve VxgE igin F(E)-xeM -M
oldugunu gérmeye galisalim.

F(S)=4

F(E)=9

E=E+F(S)-F(E)=E+4-9=E-5={0,35,—}

M-M={xeZ:x+M cM}={0,12,..}=N

K(S)={F(S)-x:xeZ\S$}={0,1,235—}
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Z\S=1{4,321-1-2,.}
K(S)—=(M-M)={x:x+(M-M)cK}={5-}
K(S)-(M-M)cE = {5} c{0,35-}

Simdi x ¢ E lerin kiimesi ={9,7,6,4,3,2,1,0,-1,-2,...}

F(E)—x lerin kiimesi ={0,2,3,5,6,7,8,—~} ={0,2,3,5,6, >} = N dir.

Dolayisiyla istenilenler saglanmis olur.

Lemma 6.9. E bir S sayisal yarigrubunun ideali olsun. (E =E-e 0Isun)
K-(M-M)cE olsun ve K-E bir sayisal yarigrup olsun. O halde herhangi

x¢E i¢in F(E)-xeE—E dir.

Ispat. Bir 6nceki lemmanin ispatinda oldugu gibi yeM —M ve F (E)— X—yeS
dir. Eger F(E)—x—yeM iseozaman F(E)-xeM olur.

Boylece F(E)—x+teE saglamir. (Vt € Eigin, E; S nin ideali oldugundan) Geriye
kalan durumda F(E)—-x—y=0 durumunu gdstermektedir. F(E)=F +e oldugu
icin, F-y=x-e¢ E boylece lemma 5.8. uygulanarak y e K — E sonucuna varirz.
Biitin teE i¢in ve y+teE dir. Baska bir deyisle y+t—-ee E, su celiskinin

oldugunu varsayalim.

y+t—ee|§ tekrardan lemma 5.8 e gore F—(y+t+e)eK—E oldugunu elde

ederiz. Ayn1 zamanda YyeK - E dir. Bu da bir yarigruptur. Boylelikle
F-t+e=[F—(y+t—e)|+yeK-E olur ve t-ecE dir bdylece FeK

sonucuna varilir.

Teorem 6.10. E; bir S sayisal yarigrubunun ideali olsun.
Swo’E hemen hemen simetriktir < K —(M - I\/I)g EcK ve K—E bir say1sal

yarigruptur.
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Ispat . T =Sw’E olsun, M (T) onun maksimal ideali ve K(T) standart kanonik

ideali olsun. T nin hemen hemen simetrik oldugunu varsayallm. O zaman

K(T)+M(T)=M(T) dir. Lemmab5.24. ten dolay: biliyoruz ki EcK dir. Simdi
de yeK —(M -M ) esitligini ele alalm. (y ¢ E, baska bir deyisle y+egE).
F-y=F (E) —(y + e) oldugunu biliyoruz, boylece K (T) nin tanimin1 hatirlayarak
ve 2(y+e)+b nin tek say1 oldugunu bilerek (y+egE);

2(F-y)=2F (E)+b—(2(y+e)+b) € K(T) oldugu sonucuna ulasiriz. T hemen
hemen simetrik oldugu i¢in Vse M igin 2(F—y)+2seM(T) olur, yani Vse M
icin F—y+seM olur, bagka bir deyisle F—yeM —M ama yeK —(M —M) dir.
Boylece, F € K olur, o zaman K—(M —M)g E oldugu anlasiimis olur. Geriye
K —E nin bir sayisal yarigrup oldugunu gostermek kaliyor. E — K oldugu igin su
aciktir ki 0e K—E dir. K—E:{F(S)—X:XEZ\E}. K-(M-M)c EcK

olmasina ve duallik 6zelliklerini dikkate alarak:

Z\K 2 Z\E = Z\(K —(M =M )) kanonik ideal tanimindan,
K(S)-K(S)cK-EcK—-(K-(M-M))ve SCK-EcM-M olur.
Buradan ‘N\(K - E)‘ <o yani N\(K-E) nin sonlu oldugunu anlarz. Son olarak
kapalilik gosterilmeli. y ve z, K—E nin iki eleman: olsun. Varsayalim ki
y+z¢K—E olsun. Lemma 5.8. ¢ gore F—(y+z)eE olur, buna denk bir
gosterimle F(E)—(y+z)eE olur. 2F(E)—2(y+z)+beM (T) sonucuna variriz.
Dahast Y€ K—E oldugu i¢in tekrar lemma 5.8. i uygulayarak F —y ¢ E sonucuna
ulagiriz, yani F(E)-y¢E; boylece 2F (E)+b—[2(F(E)-y)+b|=2yeK(T);
benzer sekilde 2zeK(T) olur. Simdi K(T)+M(T)cM(T) oldugu igin
F(T)=2F(E)+b=2y+|2z+(2F (E)-2(y+2)+b)| celiskisini elde ederiz. O
zaman anlagilir ki y+2 € K—E dir ve bu bir sayisal yarigruptur. Tersine varsayalim

ki K —(M -M ) cEcK ve K—E bir sayisal yarigrup olsun, kanitlamamiz
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gereken sey K (T ) +M (T) M (T) oldugudur. T ve K (T ) elemanlarinin

tanimlarini kullanarak 4 adet farkli durumu g6z 6niinde bulundurmaliy1z.

1) se M, a gift ve %eS iken, 2s e M (T) ve 2F(E)+b—ae K(T) saglanir;
(a-b) _ . v
2) se M, a tek ve Te E iken, 2se M (T)ve 2F (E)+b—ae K(T) saglanur,

3) teE,a dift, %558 iken 2t+beM (T)ve 2F (E)+b—aeK(T) saglanir,

-b
4) teE,a tek, (a2 )§EE iken 2t+beM(T)V€2F+b—ae K(T) saglanir,

Bu ozellikler lemma 6.7. ve lemma 6.10. yardimiyla elde edilir ve boylece ispat

tamamlanmis olur.

Ornek 6.11 . S ={0,4,8,—} olsun.

F(S)=7

K(S)={F(S)-x:xeZ\S}={0,1,2,4,56,8 -}

M-M ={xeZ:x+M(S)=M(S)}={0,4,—>}
K-(M-M)={xeZ:x+(M-M)cK}={F(S)-x:xeZ\(M-M)}

= {4,5,6,8,—} dir.

K- (M M) ve K arasindaki biitlin miimkiin goreceli ideal E lere kargilik gelen
K-E goreceli idealleri asagida listelenmistir.
El K- M)={4,5,6,8,—} K—E1={O,4,—>}
E2={2,4,5,6,8,—>} K-E,={0,4,6,—}
E;={14,56.8 -] K-E;={0,4578 -}
E, =10,4,56,8—} K-E, =1{0,4,56,8—]
E.={1.24568—} K-E,={04,7,8—]

={0,2,4,5,6,8,—} K -Eg=1{0,4,6,8—]
E,=1{014568—} K-E,={0,4,58 -}
Eg=K={01,245638—] K-Eg=5={0,4,8-]
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K-K=S

E,

ler olustururken K—(M-M) ye K da olup K—(M—-M) de olmayan
elemanlar ekleniyor. K—(M-M)cEcK olacak sekilde E, alt kiimelerini
buluyoruz {0,1, 2} nin alt kiime say1s1: 2° =8 tane Ei olusur. i=1,...,8 i¢in K—Ei

ler birer yarigruptur. Boylece So«oE (E <S,Snin ideali iken) hemen hemen
simetriktir.

Soo°E hemen hemen simetriktir <> E ~E; (baz1 i =1,..,8) yani E=x+E, olacak

sekilde x e N vardir.

Ornek 6.12. Bir onceki 6rnekte K—(M —M) ve K arasindaki E idealleri igin

K —E bir sayisal yarigruptur dedik ama genelde boyle degildir.

S= {0, S5, —>} sayisal yarigrubunu ele alalim

K ={0,12,35—}

F(S)=4

K—(M-M)={5-}

E ={5,8,10, >}

K —(M -M ) C E < K olacak sekilde {0,1, 2,3} kiimesinin elemanlar1 ile 2* =16
tane E olusturulabilir. Bunlardan biri E ={0,3,5,—} tir.
K-E={F(S)-x:xeZ\E}={0,2,35—} bir sayisal yangrup degildir. Ciinkii
2cK-E,2+2cK—E oldugundan kapali degildir. Teorem 6.9 dan dolay:
S’E ={0,10,12,14,15,16,18,20,21,22,24,—} ifadesi hemen hemen simetrik
degildir. Aslinda 4 € K (Soo’E) ve 15 M (So’E ) ama 4+15=19 ¢ M (S«"E) dir.
(Burada kullanilan su K-M :{X:X+I\/I c M} , 4+M & M olur.) K —(M —M)

ve K arasindaki herhangi bir E ideali icin K— E yarigruplarint Apery kiimesini

kullanarak 0= ne S elemanina gore karakterize etmek miimkiindjir.

Ap(S,n) = {Wo, W,.., W, ,} , (W =min{seS:s=i(modn)}).
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Apery kiimesinde kismi siralama bagintis1 < ; Ap(S, n) = {V\/i <o W tW, —W e S},
Apery kiimesindeki maksimal elemanlar PF (S) nin elemanlarin1  verir.

PF(S):{W—I’]ZWE max Ap(S,n)} [7]

Onerme 6.13. S bir sayisal yarigrup ve X tek tamsay1 ve 1< x<2t(S)+1 olsun.O

halde her be$S tek tamsayst igin Seo”E hemen hemen simetrik ve t(Seo’E)=x

olacak sekilde sonsuz ¢oklukta E =S idealleri vardir. Ozel olarak S, x tipinde

sonsuz ¢oklukta hemen hemen simetrik sayisal yarigruplarin yarisidir.

Ispat: x=2n+1,1<n<t(S) olsun. I'; S ye (M =M )\S nin en biiyiik elemanin
ekleyerek elde edilen goreceli ideal olsun. E=K-1 alahm. |nm bir sayisal
yarigrup oldugunu kontrol edebiliririz. E< S olacak sekilde bazi zeN igin
E = E + 7 idealini goz oniine alirsak Sco®E hemen hemen simetrik olur. O halde
t(Soc’E) =2|(K-E)\s|+1
=2[1\S|+1
=2n+1

Ciimlenin son kismi agiktir.bdylece ispat tamamlanmis olur
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BOLUM VII

SONUC

Bu calismada sayisal bir yarigrup ve goreceli idealler yardimiyla sayisal ¢ogaltma
kavrami karakterize edilmistir. Sayisal yarigrup ile sayisal ¢ogaltmanin ozellikleri
arasinda gecisler gosterilmis ve sayisal ¢ogaltmanin tipi ile ilgili formiiller elde

edilmistir. Ayrica 1 ve 2t(S)+1larasindaki herhangi bir x tek tamsayisi igin tipi X
olan sonsuz ¢oklukta hemen hemen simetrik ¢ogaltmalar elde edilmistir. beS tek
tamsay1 ve E; S nin goreceli ideali iken SPE sayisal ¢cogaltmasinin tipinin b den

bagimsiz oldugu gosterilmistir.
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