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matrix by using the row factori zation matrices will be seen. It is shown that the type
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46 sayfa
Bu ¢aligmada hemen hemen simetrik sayisal yarigruplar1 ve doguray kiimelerini
kullanilarak yarigrubun tipi verilmistir. Satir garpanlara ayirma matrislerini kullanarak
RF- matrisinin olusumundaki katkilar1 goriilecektir. Bu ¢alismanin amaci, 4 dogurayh
hemen hemen simetrik sayisal yarigrubun tipinin en ¢ok 3 olmas1 gerektigini RF-

matrisleri yardimiyla gosterilmektedir. Temel fikir ise RF-matrislerinde ki sifirlarin

yer degistirmesi ve sifirlarin sayisina dayanmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Sayisal Yarigrup, Frobenius, S6zde-Frobenius, RF-Matris,

Hemen Hemen Simetrik Sayisal Yarigrup.
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SEMBOLLER LiSTESI

N Dogal sayilar kiimesi

Z Tam sayilar kiimesi

(%) Bos kiime

K Sayisal yarigrup kiimesi

N/K Bosluk kiimesi

e Birim eleman

o} A iizerinde bir ikili islem

€ Elemanidir

3 Elemani degildir.

G(K) K nim bosluk kiimesi

L(K) K nin kutup noktalarn kiimesi
m(K) K nin kathilig

e(K) K nin gdmme boyutu

F(K) Frobenius sayilar kiimesi

PF(K) S6zde-Frobenious sayilar kiimesi
T(K) K sayisal yarigrup tipi

RF Aref(Satirca indergenmis) matris
\Y, Frobenius ¢oklu kiimesi

r S6zde- Frobenius ¢oklu kiimesi
- [saretin oniindeki sayidan sonraki sayilar kiimenin elemanidir
Sk K nin kismi siralama bagintisi



BOLUM I

GIRIS

Son yillarda giderek daha fazla 6nem kazanmis olan sayisal yarigruplar, 6zellikle
cebirsel bilgisayar ve geometri gibi alanlarda kendine uygulama alani bulmus bir
konudur. En genel anlamiyla sayisal yarigrup; negatif olmayan ve sifir1 da kapsayan
tamsayilarm, tiimleyeni sonlu olan toplamsal kapali bir alt kiimesidir. Sayisal
yarigruplar, degismeli monoidler smnifinda oldugu i¢in sayisal monoidler olarak da

tanimlanmaktadirlar.

Sayisal yarigruplar, 19. Yiizyilda ilk olarak James Josep Sylvester ve Ferdinand
Frobenius tarafindan Frobenius sayilar kiimesi olarak ele almmustir. Frobenius
problemi, “ a ve b negatif olmayan tamsayilar, p ve g sayilar1 1 den biiyiik, aralarinda

asal sayilar olmak iizere; ap +bg lineer kombinasyonu olarak ifade edilemeyen en

biiytik F (K ) sayist nedir?” sorusu seklinde bilinmektedir. Bu problemin ¢6ziimii, p
ve g gibi iki adet say1 igin F(K)= pg— p—gq olarak belirlidir. Sylvester, bu sekildeki

iki say1 i¢in [0,F(K)] araligindaki sayilardan p ve ¢ sayilarinin lineer kombinasyonu

F(K)+1

olarak yazilamayan ve yazilabilen sayilarin esit miktarda ve tam olarak adet

oldugu seklindeki teoremin ispatini, 1884 yilinda yapmustir.

Diyafont denklemleri, sayisal yarigruplarin olusumunun temelinde yer almaktadir.
Diyafont denklemi, "ax+by=c" bicimindeki denklem sistemleri seklinde
adlandirilmaktadir. Diyafont denklemleri ile sayisal yarigruplar arasindaki temel fark,
sayisal yarigruplar denkleminin negatif olmayan ¢oziimlerinin dikkate alinmasidir. Bu

baglamda, bu denklemden yola ¢ikarak genellemeye varilacak olursa,n,...,n,

aralarinda asal pozitif tamsayilar olmak iizere, herhangi bir sayisal yarigrubun

elemanlarini, 0,n +0,n,...+0,n, (n;20i=1,2,..., f) denkleminin negatif olmayan

coziimleriyle olusturulan dogal sayilarinin kiimesi belirtmektedir. Buradan hareketle,



bu sayilarm lineer kombinasyonu olarak yazilamayan dogal sayilarin [0,F(K)]
araliginda oldugu ve yazilabilen sayilarinin ise sonsuz tane oldugu tespit edilmistir.
Bu konu hakkinda aragtirilan bir diger soru ise bir sayisal yarigrubun minimal {irete¢
kiimesini belirleme ve bunlarin ne olacagi sorusudur. Sayisal yarigruplar iizerine
yapilan ¢esitli ¢aligmalar, bu konuda yeni tanimlarin ortaya ¢ikmasini saglamistir.
Sayisal yarigruplarda olusan temel bosluklardan yola ¢ikarak sonradan tanimlanmis
olan o6zellikle Frobenius Sayisi, S6zde- Frobenius ve Hemen hemen simetrik sayisal
yarigrup kiime cesitlerinde, sayisal yarigruba yeni bir eleman eklendiginde ya da
sayisal yarigruptan bir eleman c¢ikarildiginda elde edilen yeni kiimelerde, sayisal
yarigrup sartlarini saglama kosullarinin nelere bagh oldugu gibi konular, genis bir

uygulama alani bulmustur.

Sayisal yarigruplar iizerine yapilan caligmalar burada s6z edilenlerle smirh
kalmamaktadir. Birgok alanda bu konuyla ilgili calismalar hala devam etmektedir. Bu
calismada ise sayisal yarigruplarin RF —matrisinin olusmasindaki durumlar1 ortaya
koyulmustur. RF —matrisleri, Alessio Moscariello tarafindan ilk olarak 2016 yilinda
calisilmistir. T. Numata hemen hemen simetrik sayisal yarigrubu ¢alismistir. J. C

Rosales ve P. A. Garcia Sanchez ise 3 dogurayli sayisal yarigruplarin tipinin en ¢ok 2

olmasi gerektigini ispatlamislardir [11],[13],[10].

Tezin ikinci bolimiinde ihtiya¢ duyulan temel kavram ve tanimlardan s6z edilmistir.
Ucgiincii béliimiinde sayisal hemen hemen simetrik sayisal yarigruplarla ilgili bilgiler
verilmistir. Dordiincii boliimiinde RF —matrisleriyle ilgili bilgiler verilmistir. Besinci
bolimde RF —matrisleri yardimiyla sayisal yarigrup tipini bulma ilgili elde edilen
teorem ve 6nermeler verilmistir. Tezin altinci boliimiinde ise elde edilen sonuglardan

bahsedilmis ve birtakim Onerilere yer verilmistir.



BOLUM II

TEMEL TANIMLAR

Tanim 2.1.

A#J bir kiime ve o, A izerinde bir ikili igslem olsun. Eger o 'nin A {izerinde
birlesme 6zelligi varsa yani, Vx,y,z € A i¢in

xo(yoz)=(xoy)oz
oluyorsa (A,o) ikilisine yarigrup denir.
Tanmim 2.2.
(A, 0') ikilisi bir yarigrup olmak iizere, 0 'nin A iizerinde etkisiz eleman 6zelligi varsa
yani,

Xoce=eocx=x

olacak bicimde bir e € A varsa bu durumda (A, 0') yarigrubuna monoid denir.
Ornek 2.3.
Z —{0} kiimesi ¢arpma islemine gore bir yarigruptur.1 elemani carpmaya gore birim
eleman oldugundan Z — {0} kiimesi ¢carpma islemine gore bir monoiddir.

Ornek 2.4.
Z tamsayilar kiimesi toplama islemine gore bir yarigruptur.
Tanim 2.5.

N negatif olmayan tam sayilar kiimesi ve K < N verilsin. K kiimesi N kiimesindeki

toplama iglemine gore kapali 0 K ve N/K kiimesi sonlu ise K ye bir sayisal

yarigrup denir.

Ikinci bir tanim olarak eger n, s 71, pOZitif tamsayi ve obeb(nl,..., n, ) =1 ise
(mysecny ) = {0 +...40,1,]0,.....0, €N}

kiimesi bir sayisal yarigruptur ve her sayisal yarigrup bu formda yazilabilir [13] .

Ornek 2.6. K =(5.6.13) = {5k, + 6k, +13k;; k;,k,,ky € N}



={0,5,6,10,11,12,13,15,—}

seklinde yazilir. Burada "—" 15 ten sonraki biitiin tamsayilarin K kiimesinde oldugu
anlamindadir.

Tamm 2.7.
K bir sayisal yarigrup ve A < K olsun. Eger A = <K > sayisal yarigrubu, A kiimesinin

hi¢cbir 6z alt kiimesi tarafindan olusturulamiyorsa A kiimesine, K sayisal yarigrubunun
minimal iirete¢ sistemi denir.

Ornek 2.8.

K =<3,5>={3x +5x, : x,,x, e N} ={0,3,5,6,8,9,10, >} agik¢a gosterecek olursak
H0ekK

ii) V x,y € Kicin x =3x, +5x, ve y =3y, +5y,

olacak sekilde ,

X,%,Y,Y, €N vardirve x+y=3(x,+y)+5x, +y,) €K dr.

iii) N\ K ={1,2,4,7} kosullarin1 sagladig1 i¢in K bir sayisal yarigruptur. O halde,
f

AN ve A= {nl,...,nf} kiimesi i¢in K = <nl,...,nf> = {Znixi X, € N} nin
i=1

bir yarigrup olmasi igin gerek yeter kosul obeb(n,,...,n,) =1 olmasidir[3].
Ornek 2.9.
K =(4,7,9)={0,4,7,8,9,11,—} buradan obeb(4,7,9) =1 ve N\K ={1,2,3,5,6,10}
oldugundan K sayisal yarigruptur.
Ornek 2.10.
K =(3,5,7)={0,3,5,—} olup N\ K ={1,2,4} sonludur < (3,5,7) =1dir.
Tamm 2.11.
K sayisal yarigrubunun minimal {irete¢ kiimesi {no <n <..< np} olsun ve n,
sayisina K nin katliligi; p +1sayisina ise K nin gdmme boyutu denir. Swrasiyla m(K)
ve e(K) ile gosterilir.
Tamm 2.12.
K= <n1,...,nf > sayisal yarigrubunda olmayan en biiyiik tamsayiy1 bulma problemine
esdegerdir.

F(K)=max(Z/K)



sayist K ’nin Frobenius sayisi olarak bilinir ve F(K) olarak gosterir. N/K kiimesine,

K nin bosluklar1 ve bu kiimenin eleman sayisina K nin cinsi denir. Sirastyla G(K)
ve g(K) ile g(’)sterilir[Z].

Teorem 2.13.
h,,h, € Z ve obeb{hy, h,} = 1kosulu altinda F(K) =< hq, h, > olsun.
Bu durumda;

(1) F(K) = hih; —hy — hy
F(k)+1 hi1-1)(hy—-1
PG L e
seklinde ifade edilir [1] .

Ornek 2.14.
K =(4,5) = {0,4,5,8,9,10,12,13, -} sayisal yarigrubunda
h, =4 ve h, = 5 oldugundan

(1) F(K)=45-4-5=11
11+1

i) gK) = 5 =6

Dolayisiyla Teorem 2.13. gomme boyutu 2 olan sayisal yarigruplarin Frobenius

sayilarmni ve cinsini bulmada kolaylik saglamaktadir.
Tanim 2.15.

K bir sayisal yarigrup ve F(K), K ’nin Frobenius sayis1 olmak iizere; h € Z \ K i¢in
F(K) —h ¢ K kosulunu saglayan elemanlarm olusturdugu kiimeye K ’nin kutup
noktalar1 denir. L(K) ile gosterilir. Dolayisiyla,

LKK)=theZ|h¢K F(K)—h¢K}
seklinde ifade edilir.
Ornek 2.16.
K =(8,13,15,19) = {0,8,13,15,16,19,21,23,24,26,27,28,29,30,31,32,34, -}
G(K)=1{1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,12,14,17,18,20,22,25,33} bosluklarin kiimesi

F(K)=33 K de olmayan en biiyiikk tamsay1



m(K)=8 Katlilik

e(K)=4 Go6mme boyutu

g(K)=18 Bosluklarin eleman sayisi
bulunmus olur.

Ornek 2.17.

K =(5,9,13)=1{0,5,9,10,13,14,15,18,19,20,22, -} say1sal yarigrubu igin
G(K)={1,2,3,4,6,7,8,11,12,16,17,21}
F(K)=21 K de olmayan en biiyiik tamsay1
m(K)=5 Katlilik

e(K)=3 Gomme boyutu

g(K)=12 Bosluklarin eleman sayisi

bulunmus olur.

Tamm 2.18.

K bir sayisal yarigrup ve x¢ K olsun.Her k € K/{0} i¢in x+k €K oluyorsa x’ e
K nm S6zde-Frobenius sayisi denir ve K nin tiim S6zde-Frobenius sayilarinim kiimesi
PF(K) 1ile gosterilir. PF(K)kiimesinin eleman sayisina K nin tipi denir ve 7(K)
ile gosterir[9].

Ornek 2.19.

K =(5,13,21) ={0,5,10,13,15,18,20,21,23,25,26,28,30,31,33,34,35,36,38, >}

G(K) = {1, 2,3,4,6,7,8,9,11,12,14,16,17,19, 22,24, 27,29,32,37}

F(K)=37

e(K)=3

m(K)=5

g(K)=20

PF(K)=1{29,37}

T(K)5 PF(K)|=2

Ornek 2.20.

K =(8,11,12,15) ={0,8,11,12,15,16,19,20,22,23,24,26,27,28,30,—} olsun.

O zaman,

7/K = {, -2,-1,1,2,3,4,5,6,7,9,10,13,14,17,18,21, 25, 29}



F(K)=29
K/{0} ={0,8,11,12,15,16,19,20,22,23,24,26,27,28,30, >}

olup x negatif ve tamsayilar1 i¢in x+k ¢ K ¢ikar. Dolasiyla x+k € K kosulunu
saglayan x elemanlar1 4,25,29 olur. Bdylece PF(K) ={4, 25, 29} kiimesini baz
alimirak K sayisal yarigrup 7(K) =3 olup tipi de 3 tiir.

Ornek 2.21.

K =(3,10)={0,3,6,9,10,12,13,15,16,18 —}

K nin minimal iirete¢ kiimesi: {3,10}

Il
e —~—
—_
»
>
N
=~
&0
—
—
[
R
—
)
——

PF(K)={17} veT(K)=1
Ornek 2.22.
K =(9,11,15,17) = {0,9,11,15,17,18,20,22,24,26,27,28, >}

kiimesi incelenirse:

e K ’nin kutup noktalarini bulalim:

G(K) = {1,2,3,4,5,6,7,8,10,12,13,14,16,19,21,23,25}
F(K) =25
LK)={heZ|heK FK)—heK}
25-2¢ K = 2€L(K)
25-4¢ K= 4€L(K)
25-6¢ K = 6€ L(K)

25— 12 ¢ K = 12 € L(K)

25— 13 ¢ K = 13 € L(K)



25-19 ¢ K = 19 € L(K)
25-21¢K = 21 € L(K)
25—-23 ¢ K = 23 € L(K)

Negatif tamsayilardan segilecek herhangi bir saymin Froubenius sayisi ile farkinin

sayisal yarigrubun elemani olacagi asikardir. Dolayisiyla L(K) kiimesine ait olamaz.
O halde,

L(K) = {2,4,6,12,13,19,21,23}
seklinde bulunur.

e K ’nin S6zde- Frobenius kiimesini bulalim:

PF(K)=the€Z|h¢ K,Vke K—{0},h+k €K}
tanimi kullanilirsa
PF(K) = {13,19,21,23,25}
kiimesi elde edilir,
T(K) =|PF(K)| =5
seklinde bulunur.

Ornek 2.23.
K =(4,9,14) ={0,4,8,9,12,13,14,16,17,18,20, -}

K nin minimal iirete¢ kiimesi: {4,9,14}

e(K)=3

4

m(K

19

~
N—" N—" N—"
[

1,2,3,5,6,7,10,11,15,19}
g (K) =10



Tamm 2.24.
h € Z ve K sayisal yarigrup olsun.

heKoF(K)—h¢K

ve

h¢ Ko F(K)—hekK
kosulunu saglayan K sayisal yarigrubuna simetrik sayisal yarigrup denir.
Ornek 2.25.

K = (4,5) ={0,4,5,8,9,10,12,13, -}

kiimesini inceleyelim:
K sayisal yarigrubu i¢in G (K) = {1,2,3,6,7,11} ve F(K) = 11 olarak bulunur.

e VheKicinF(K)— h¢ K kosulunu inceleyelim:
h=0eK=>11-0¢K

h=4€eK=>11-4¢K
h=5€K=>11-5¢K
h=8€eK=>11-8¢K
h=9€eK=11-9¢K
h=10€eK=>11-10¢K

h > 10 i¢in daima negatif geleceginden verilen kosul saglanir.

e VheG(K)icin F(K) — h € K kosulunu inceleyelim:
h=1€eG(K)=11—-1€K

h=2€G(K)=11-2€K
h=3€G(K)=11-3 €K

h=6€G(K)=11-6€K



h=7€eG(K)=11-7€K
h=11e€G(K)=11-11€K
G (K) ’nin her elemani i¢in verilen kosul saglandi.

Son olarak negatif tamsayilarin her elemani ile Froubenius sayisinin farkinin

K sayisal yarigrubun elemani olacagi agikardir.

Dolayisiyla K kiimesi simetrik sayisal yarigruptur.

Tamm 2.26.

VxeZ/K igin, F(K)-x¢K olacak sekilde ise {x,F(K)—x}cPF(K) K ya
hemen hemen simetrik sayisal yarigrup deriz [10] . Baska bir tanim ise kisaca
PF(K)=L(K)uU {|_F (K )J} sartin1 saglamasidir.

Ornek 2.27.

K = <7,12,13> S {0,7,12,13,14,19, 20,21,24,25,26,27,28,31, —)}

sayisal yarigrubu igin,

F(K)=30

PF(K)={29,30}

L(K) = {1,8,15, 22, 29}

PF(K) = L(K)w{F (K)}

sart1 saglanmadigindan K hemen hemen simetrik sayisal yarigrup degildir.
Ornek 2.28.

K =(8,11,12,15) ={0,8,11,12,15,16,19,20,22,23,24,26,27,28,30, -} say1sal
yarigrubu i¢in,

F(K)=29

PF(K)={4,25,29}

PF(K) = L(K)U{F(K)}

PF(K)={4,25,29}

L(K)={4,25}

PF(K) = L(K)U{F (K))

sart1 saglandigindan K hemen hemen simetrik bir sayisal yarigruptur.

Tanim 2.29.

10



K= <nl,n2,...,nf> bir sayisal yarigrup olsun ve g € PF (K ) olsun. Eger Vi=1,2,..., f

ve a; eN i¢in a; =-1 ise ve Vi=1,2,..., f i¢in
f

g =2 am,
j=1

ise A= (%) €M, (Z) bir RF —matris ( satirca- indirgenmis matris) denir. Boylelikle

temel tanim,teorem,dnermeler ve 6rnekleri gormiis oluyoruz.

11



BOLUM III

HEMEN HEMEN SIMETRIK YARIGRUP

Onerme 3.1.

Tim zeZ i¢in; (e K © F(K)-z¢K) veya (7¢ K < F(K)-z€K) sartin1 saglayan K
sayisal yarigrubuna simetrik sayisal yarigruplar denir. Bir sayisal yarigrubun simetrik

olmasi i¢in asagidakiler birbirine denktir[11].

DL(K)=D

2)F(K)+1=2g(K)

I)T(K) =1

Ispat 1

(=):K simetrik ise z¢ K < F(K)-zeK veyazeK < F(K)-z¢K
sartlarmdan herhangi biri saglanir. L(K)={z€Z:z¢ K,F(K)—z¢ K} # olsun.
Oyleyse; z¢ K icin F(K)—z ¢ K sart1 saglanir. Bu durum K nin simetrik sayisal
yarigrup olmasiyla celigir. Yani L(K) = < dir.

(<) :L(K) =D oldugundanVz e Z\ K << F(K)—z € K ,z ¢ K sayilarindan olusan

elemanlar simetriklik sart1 saglanir. z € K oldugunda ise F(K) - z € K olsun. Oyleyse

(F(K)-2)+ z = F(K)
ez, €2 gK

olur ki bu da simetrik sayisal yarigrup tanimiyla ¢elisir.

Ispat 2

(=) : K saysal yarigrubu simetrik olsun. F(K) nin ¢ift say1 oldugunu kabul edelim.
F(K

)e K ise K sayisal yarigrubu simetrik oldugundan sunlar sdylenir,

F(K)
2

Eger

Fx) -8 @ ¢ K celiskisi elde edilir. Aksi durumda

5 ¢ K oldugunda

ise K simetrik sayisal yarigrup oldugundan F(K) - @ = @ € K c¢eliskisi elde

edilir.
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(<): F(K) tek say1 ve g(K) =

@ olsun. Oyleyse; {0,1,..., F (K )} kiimesinin

ayrigimini diislindiigiimiizde, hepsinin K ile ortak bir elemani vardir.

Yani;z € K < F(K)—k ¢ K dir. Eger z<0 ise tammdan, z¢ Kve F(K)-zeK
olur.z > F (K ) = z € K dir. (F(K) den biiyiik biitiin tamsayilar K nin elemanidir.)

ve F (K ) — 72 <0 oldugundan F(K) -z ¢ K sart1saglanir. Bdylece sayisal yarigrubun

simetrik oldugu sonucuna varilir.
Ispat 3
F (K ) € PF (K ) oldugunu biliyoruz. PF (K ) nin F (K ) elemanindan baska elemani

olmadigini gdstermemiz gerekir. Bagka bir eleman daha varsa, o da PF (K )kiimesinin
ikinci en biiyiik elemamdir. PF (K ) kiimesinin ikinci en biiylik elemam L(K )

kiimesinin en biyiik elemani olacagindan L(K ) # Jolur ki; bu da K saysal
yarigrubunun simetrik olmastyla ¢elisir.

Tersine; PF (K ) ={F (K )} ise PF (K ) kiimesinin ikinci en biiyiik elemani L(K )
kiimesinin en biiyiik eleman1 olacagindan L(K ) = Jolur ve buradan da K sayisal

yarigrubunun simetrik oldugu sonucuna varilir.

Ornek 3.2
K= <3,1 1, 17> ={0,3,6,9,11,12,14,15,17,18,20, —} say1sal yarigrubu i¢in,
G(K) = {1, 2, 4,5,7,8,10,13,16,19} olarak bulunur.
VzeG(K) (z¢ K)igin F(K)—z € K sart1 saglanir. G(K) kiimesi disinda K ye ait
olmayan elemanlar negatif tamsayilara ait elemanlar oldugundan F (K ) —z € Ksart1

saglanir. Bu nedenle K sayisal yarigrubu bir simetrik sayisal yarigruptur.
Ornek 3.3
K =(3,10) ={0,3,6,9,10,12,13,15,16,18, >}

F(K)=17
G(K)={1,2,4,5,7,8,11,14,17}
g(K)=9
LK)=0

PF(K)=17

T(K)=1
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K sayisal yarigrubu simetriktir.

Ornek 3.4
K =<5,13,21>={0,5,10,13,15,18,20,21,23,25,26,28,30,31,33,34,35,36,38, -}

K nin minimal iirete¢ kiimesi : {5, 13, 21}

e(K)=3

m(K)=5

F(K)=37
G(K)={1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,14,16,17,19,22,24,27,29,32,37)
g(K)=20

)
L(K)=1{8,29}
PF(K)={29,37}

T(K ) =2 dir

K sayisal yarigrubu, tipi 2 ve L(K)#@ oldugundan simetrik degildir.

Ornek 3.5.

K =(5,6,7) ={0,5,6,7,10,—} sayisal yarigrubu i¢in incelenirse F (K) =9,
g(K)=4ve m(K)=5.Fakat8 ¢ K i¢in F(K)—-8=9—-8=1¢ K oldugundan K
simetrik sayisal yarigrup degildir. Kutup noktalar1 kiimesini olusturarak K sayisal
yarigrubunun simetriklik durumu incelenirse; L(K ) ={1,8} elemanlarindan olusur
L(K)# QD oldugundan K simetrik degildir.

Tanim 3.6.

K sayisal yarigrup ve F(K) ¢ift olmak iizere Vx ¢ K icin F(K)—x e K veya

Vxe K icin F(K)—-x¢ K sartin1 saglayan sayisal yarigruplara sodzde-simetrik

sayisal yarigruplar denir([6]).

Not:Simetrik ve sdzde simetrik sayisal yarigruplar arasinda gegis yoktur. Ciinkii

simetrik sayisal yarigruplarm Frobenius sayisi tek say1 iken sozde-simetrik sayisal

yarigruplarin Frobenius sayisi ¢ift sayidir.
Onerme 3.7.
K, S6zde-Simetrik sayisal yarigrup ise

T(K)=2 dir[7].
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Ornek 3.8.
K =(5.8,19) = {0,5.8,10,13,15,16,18,19,20, 21,23, -} sayisal yarigrubu igin;

G(K)=1{1,2,3,4,6,7,9,11,12,14,17,22} F(K)=22 ve @:11@( sartlari

saglanmaktadir. Bu sayisal yarigrubunun S6zde-Simetrik sayisal yarigrup olabilmesi
i¢in Vx ¢ K tam sayist igin F (K )—x € K sartin1 sagladigmi gosterelim.
22-22=0€eK

22-17=5€K

22-14=8€¢K

22-12=10e K

22-9=13€eK
22-7=1522-6=16,22-4=18,22-3=19,22-2=20,22-1=21e K

F(K) - Y
Dolayisiyla x # G =11 disindaki tiim sayilar i¢cin F ( K ) —x € K sart1

saglandigindan bu sayisal yarigrup ayn1 zamanda bir S6zde-Simetrik sayisal
yarigruptur.

Ayrica, PF(K)={11,22} oldugundan bu sayisal yarigrup i¢in 7' (K) = 2dir.
Not 3.9.

Tipi 2 olan sayisal yarigruplar S6zde-Simetrik sayisal yarigrup olmayabilir.

Ornek3.10.
K =(5,13,21) ={0,5,10,13,15,18,20,21,23,25,26,28,30,31,33,34,35,36,38, >}

sayisal yarigrubu PF (K ) = {29, 37} oldugundan tipi 2 olan bir sayisal yarigruptur.

Ancak, F (K ) =37 oldugundan, K sayisal yarigrubu S6zde-Simetrik bir sayisal

yarigrup degildir.
Sonug 3.11.

Sayisal yarigrubunun sézde simetrik olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul ‘L(K )‘ =1

olmasidir.
Simdi ise temel tanimlar1 yeniden hatirlayalim.

Tanim 3.12.

Z ve N tam sayilar ve negatif olmayan tam sayilar1 gostersin. obeb(nl,nz,...,nf ) =1

olacak sekilde f>2 ve MMy iy eN Verilsin.{nl,nz,...,nf}kﬁmesi tarafindan
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dogurulan sayisal yarigrup, N/K sonlu olacak sekilde (N,+) nmn bir altmonoid olan

K= <n1,n2,...,nf> = {aln1 +an, +..+a,n|a; € N} kiimesidir.

K=<nl,n2,...,nf>g6sterimi ile {nl,nz,...,nf}kiimesinin K i¢cin minimal doguray

sistemi oldugunu varsayalim, f e Knin gomme boyutu diyelim ve e(K) ile

gosterecegiz. F(K) ise K nin Frobenius sayis1 gosterelim. Yani, F(K) = max(Z/ K)

PF(K) ise K nin S6zde- Frobenius sayilarinin kiimesidir [1 1] .
PF(K)={xeK|x+keK VkeK/{0}}

={xgK|x+n eK Vi=12,.f}
kiimesinin kardinalitesi K nin tipi olarak adlandirilir ve 7(K) ile gosterilir.

Egery—xeK ise,<, bagmtisi x<y ile tanimlanir. (Z,S k) nin kismi smralt
kiimedir. K min  S6zde-Frobenius  sayilart  (Z/K,<,)posetinin  maksimal
elemanlaridir.K sayisal yarigrup i¢in VxeZ/K icin, F (K ) —xgK ise
{x, F(K) —x} c PF(K)olacak sekilde K ya hemen hemen simetrik yarigrup
denir[3].

Onerme 3.13. K simetrik bir sayisal yarigrup ise hemen hemen simetriktir[12].

Ispat

K simetrik sayisal yarigrup ise onceki Onermelerden dolay1 L(K )=@oldugunu

biliyoruz. Bu sebepten dolayr PF (K ) = {F (K )} oldugunu gostermeliyiz. Yani, K
simetrik sayisal yarigrubunun Frobenius sayisindan bagka S6zde-Frobenius sayisi
olmadigini gostermeliyiz,kabul edelim ki; F (K ) #xePF (K ) olsun. xe G (K ) ve K
simetrik sayisal yarigrup oldugundan F (K ) —x € K olmalidir. x e PF (K ) ise K nin

sifirdan farkli her elemaniyla toplami K sayisal yarigrubunun elemani olmalidir.

Oyleyse Knin sifirdan farkli elemam olarak F (K )—xelemamm secelim.

x+(F(K)-x)=x+F(K)-x=F(K)ek
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celiskisi elde edilir. Dolayisiyla K simetrik sayisal yarigrubunun Frobenius sayisindan
baska S6zde-Frobenius sayisi olmadigindan hemen hemen simetrik sayisal yarigrup
olma sart1 gosterilmis olur.

Ornek 3.14

K =(6,14,17)={0,6,12,14,17,18,20,23,24,26,28,29,30,31,32,34,35,36,37,38,40, >}
sayisal yarigrubu i¢in,

G(K)=1{1,2,3,4,5,7,8,9,10,11,13,15,16,19,21,22,25,27,33,39}

PF(K) = {39} K simetrik sayisal yarigrup oldugundan L(K )= ve F(K)={39}

olur. PF(K) = L(K)U{F (K )}sart: saglanir. Yani, K hemen hemen simetrik saysal

yarigruptur.
Onerme 3.15

K So6zde-Simetrik sayisal yarigrup ise ayni zamanda hemen hemen simetrik sayisal

yarigruptur[12].
Ispat
) A . ; F(K)
K Sozde-Simetrik sayisal yarigrup ise F (K )gift say1 ve PF(K)= T,F (K)

F(K
oldugunu dnceki tamim ve teoremlerden biliyoruz ki dolayisiyla; L(K)= {%}

oldugundan; PF (K ) = L(K ) U {F (K )} sart1 saglandigindan K sayisal yarigrubu ayni

zamanda hemen hemen simetrik sayisal yarigruptur.

Ornek 3.16

K =(3,7,11) ={0,3,6,7,9,—} sayisal yarigrubu,

G(K)={1,2,4,5,8},

F(K)=8

PF(K)={4,8} dir.

K Sbzde-Simetrik sayisal yarigrup oldugundan,

xeG(K) i¢in F(K)—x ¢ K sart1 sadece x=4 i¢in saglandigindan dolay1,
L(K) = {4} tir.

Yani,

PF(K) = L(K) U{F(K)} sart1 saglanir.
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Yani,

K , hemen hemen simetrik sayisal yarigruptur.
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BOLUM IV

RF-MATRISLERI

Bu bolimde Diyafont denklemleri yardimi ile RF —matris olusturacagiz. RF —
matrisleri olusmasimnin en kolay1 S6zde- Frobenius kiimesi bilinen sayisal yarigrubun
elemanlarindan birisi alinip,temel sayma islemi kullanarak basta matrisin asal kdsegen
elemanlarinin satirlara (—1) sayis1 verilir sonra diger satir elemanlari ise temel sayma

islemleriyle dogal say1 degerler verilerek bulunur.

S6zde- Frobenius sayilarla ilgili yeni bazi1 nesnelerle gorecegiz buda bize RF-matrisi

bulmada kolay sagliyacaktir. Vi=1,2,..., fi¢in g € PF(K) ise g+n, € K elemanlari

/
icin dolasiyla, g +n, = Z%”f olacak sekilde a,,...,a, € N vardir. Bununla beraber,
j=1

f
a,; >0= g € K olacak sekilde sunlar olusur, g = Z%”j ve a, =-1 ifadeleri i¢in

Jj=1

a

il

s @, € N vardur. Ozellikleri gdmme boyutu 4 olan hemen hemen simetrik sayisal
yarigruplar i¢in aydinlatici bir bilgidir.

Tanim 4.1.

K= <nl,n2,...,nf> bir sayisal yarigrup olsun ve g € PF(K) olsun. Eger,Vi=12,..., f

ve a; eN igin q; =-1 ise ve Vi=12,..., f igin

ise A:(aij) €M ,(Z) bir RF —matris( satirca- indirgenmis matris) denir. Eger, K

hemen hemen simetrik ve g € PF(K)/{F(K)} ise, hem g hem de F(K)—g icin

RF-matris vardir.Bununla beraber, genelde bu matris tek degildir. Simdi bu kurallar:
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asagidaki drneklerde gorelim.

Ornek 4.2.

K =(6,7,9,10) ={0,6,7,9,,10,12 —} saysal yarigrubunu ele alalim.

e(K)=4

G(K) = {1,2,3/4,5,8,11}

F(K) =11

L(K) = {3,8}
PF(K) = {3,8,11}
T(K)=3
m(K)=6

PF(K) = l(K) U {F(K)} = {38} u {11} = {3811}
oldugundan K hemen hemen simetrik sayisal yarigruptur.
Uretegler igin n; = 6,n, =7, ng =9, n, = 10 olacak sekilde yazilabilir. f €

g

4
PF (K) olacagindan 8 € PF(K) igin, a; = =1 ve D a;n, =8
=

allnl + a12n2+a13n3 + a14n4 = 8
a21n1 + a22n2+a23n3 + a24n4 = 8
a31n1 + a32n2+a33n3 + a34n4 = 8

a41n1 + a42n2+a43n3 + a44n4 = 8

_6 + 7“12"‘9“13 + 10“14 = 8
6“21 - 7+9(X23 + 10“24 = 8
6“31 + 7“32 - 9 + 10“34 = 8

6“41 + 7“42"‘9“43 - 10 = 8
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-6+ 7a4,+9a43 + 10a,, = 8
(-1)6+(2)7+(0)9+ (0)10=8
6a,; — 7+9a,; + 10a,, = 8
(D6ay, + (—1)7+(1)9+ (0)10 =8
6as, +7a3, — 9+ 10az, = 8
06+ (1)7+(-1)9+(1)10=38
6y, + 74,+9%43 — 10 =8

(3)6 4 (0)7 + (0)9 + (—1)10 =8

-6+ 7a,+9a43 + 10,4, = 8
(-1D6+(2)7+ (0)9+ (0)10=18
6a,; — 7+9a,; + 10a,, = 8
(D6a,, + (—1)7+(1)9+ (0)10 =18
6az, +7a3, — 9+ 10az, =8
06+ (1)7+(-1)9+(1)10=8
6ay + 74,1943 — 10 =8

(064 (0)7 + (2)9+ (—1)10 =8

-1 2 0 O -1 2 0 O
I -1 1 O I -1 1 O
B = , B =
I -1 1 0O 1 -1 1
30 0 -1 0 0 2 -1

RF-matrisleri elde edilir. Ornekte , B, ve B, in dérdiincii satirda farklilik gosterdigini

gozlemleyelim ve bu satirlar (3,0,0,-1),(0,0,2,—1)8+10 nun 3.6 ve 2.9 carpanlara
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ayrilmasindan elde edilir. Dolayisiyla f € PF(K) i¢in tek tiirlii RF-matris yazimi

olma zorunlulugu yoktur.

4
3 € PF(K) igin, a;; = =1 ve Y a,n, =3 esitligini yazalm:
J=1

g

ai1nq + a12n2+0(13n3 + A14Ny = 3
a1 Ny + a22n2+a23n3 + AoqNy = 3
(31N + A3Np+aA33N3 + A34My = 3

a1 Ny + a’42n2+a’437’l3 + AggqMNy = 3

—6 + 7a12+9a13 + 10(114 =3
60.’21 a 7+9a23 + 10“24 =3
60.’31 + 7af32 -9 + 100(34 =3

60.’4_1 + 7a42+9a43 —10=3

—6+ 7a1,+9%3 + 10, = 3
(-1)6+(0)7+(1)9+(0)10=13
6ay,; — 7+9a,3 + 10a,, = 3
(0)6ay; + (—1)7+(0)9+ (1)10=3
6az, +7a3, — 9+ 10az, = 3
(2)6+(0)7+(—1)9+(0)10=3
64 + 7a4,+90y3 — 10 =3

(1)6+ (1)7 + (0)9 + (—1)10 = 3
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-1 0 1 O

0 -1 0 1
Cc=|,

2 0 -1 0

1 1 0 -1

RF-matrisi elde edilir.

Ornek 4.3.

K =(8,11,12,15) = {0,8,11,12,15,16,19,20,22,23,24,26,27,28,30 >} sayisal

yarigrubunu ele alalim.
e(K) =4

G(K) ={1,2,3,4,5,6,7,9,10,13,14,17,18,21,25,29}
F(K) =29
L(K) = {4,25}
PF(K) = {4,25,29}
T(K)=3
m(K) =8
PF(K) = HIK) U{F(K)} = {4,25} U {29} = {4,25,29}
oldugundan K hemen hemen simetrik sayisal yarigruptur.
Uretegler igin n; = 8,n, = 11, ny = 12, n, = 15 olacak sekilde yazilabilir. f €

g

4
PF(K) olacagindan 4 € PF(K) i¢in, a;; = —1 ve Za..n =4 esitligini yazalim:
J=1

ANy + AN+ A3 + aany = 4
ANy + ANy +Ay3N3 + ANy = 4
A31Nq + A3oNy+A33N3 + A3y = 4
Ap1Nq + Ay N+ Ay3N3 + Agany = 4

_8 + 11“12"‘12“13 + 15“14 = 4’
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86(21 - 11+12a23 + 15“24 == 4‘
86(31 + 11(132 - 12 + 15“34 == 4‘

8“41 + 11(142"‘12(143 - 15 - 4‘

-8+ 11la;,+12a,5 + 15a4, = 4
(—1)8+4 (0)11 + (1)12 + (0)15 = 4
8ay1 — 11+12a5; + 1505, = 4
(0)8ay; + (—1)11 + (0)12 + (1)15 = 4
8azy + 11lag, — 12+ 1503, = 4
(2)8+ (0)11+ (—1)12 + (0)15 = 4
8y, + 1la,,+12a,; — 15 = 4

(D84 (1)11+ (0)12+ (-1)15 =4

-1 0 1 0
10 -1 0 1
4=12 0 -1 o
1 1 0 -1
elde edilir.
4
25 € PF(K) i¢in, a;; = —1 ve Zal.jnj =25 esitligini yazalim:
J=1

allnl + a12n2+0{13n3 + 0!14714 = 25
a21n1 + a22n2+0{23n3 + 0!24714 = 25

0!3171.1 + a327’l2+a33n3 + a34n4 = 25
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aypNnq + (142n2+6¥43n3 + AypgNy = 25

_8 + 11“12"‘12(113 + 15“14 - 25
8“21 - 11+120(23 + 15“24 - 25
8“31 + 11(132 —12 + 15“34 - 25

8a41 + 11“42"‘126(43 - 15 = 25

-8+ 1lay,+12a45 + 15a4, = 25
(-1)8+ (3)11+ (0)12 + (0)15 =25
8ay; — 11+12a,3 + 155, = 25
(0)8ay; + (—1)11 + (3)12 + (0)15 =25
(3)8a,; + (—1)11+ (1)12 + (0)15 =25
8azy + 1laz, — 12 + 15a34 = 25
(0)8+ (2)11+ (—1)12+ (1)15=25
8ay + 1lay,+12a43 — 15 = 25
(2)8+ (0)11+ (2)12+ (—1)15=25

(5)8 + (0)11 + (0)12 + (—=1)15 = 25

3 0 0] -1 3
-1 3 0 c=|3 -1
2 -1 1 0 2
0o 2 -1 2 0
3 0 0] -1 3
-1 3 0 13 -1
2 -1 1 E= 0 2
0 0 -1 |5 0
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matrisleri elde edilir.

4
29 € PF(K) igin, a;; = =1 ve » a,n; =29 esitligini yazalim:
J=1

ai1nq + a12n2+0(13n3 + A14Ny = 29
a1 Ny + a22n2+a23n3 + AoqNy = 29
a3z ng + a32n2+a33n3 + a347’l4 =29

a1 Ny + a42n2+a43n3 + ApqNy = 29

—8 + 11“12"‘12“13 + 15“14 =29
80.’21 - 11+12a23 + 15(124 =29
80.’31 + 11“32 —12 + 150(34_ =29

8ay, + 1la,,+12a,; — 15 = 29

—8 + 11a;,+12ay5 + 15a;, = 29
(—1)8 + (2)11 4 (0)12 + (1)15 = 29
8ay, — 11+12a,; + 15a,, = 29
(2)8ay, + (—1)11 + (2)12 + (0)15 = 29
(5)8ay; + (—1)11 + (0)12 + (0)15 = 29
8as; + 11as, — 12 + 15a3, = 29
(0)8+ (1)11 + (—1)12 + (2)15 = 29
8ay; + 1la,,+12a,; — 15 = 29
(0)8 4 (4)11 + (0)12 + (—1)15 = 29
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(1)8 + (0)11 + (3)12 4 (—1)15 = 29

-1 2 0 1 -1 2 0 1
12 -1 2 o |5 -1 0 o0
F= o 1 -1 2 G= 0o 1 -1 2
0 4 0 -1 0 4 0 -1

-1 2 0 1 -1 2 0 1
12 -1 2 o |5 -1 0 o0
H= o 1 -1 2 I'= 0o 1 -1 2
1 0 3 -1 1 0 3 -1

seklinde ifade edilebilir. Dolayisiyla f € PF(K) i¢in tek tiirli RF-matris yazimi olma

zorunlulugu yoktur.

Simdi ise RF-matrislerini daha pratik ¢oziimii i¢in asagidaki sorulara bakalim.

Ornek 4.4.
K =(4,7,13)={0,4,7,8,11,12 >} PF(K)={9,10}
K )2 tipinde RF —matrisi

9 e PF(K) RF —matrisini yazalim.

4x+7y+13z=9 denkleminin her satir i¢gin x,y ve z ayr1ayr1 -1 degerleri verilir

digerlerine ise temel sayma islemine gore degerler verilerek esitlik saglanir. RF —

matrisi olrusur.

-1 0 1
A=|4 -1 0
2 2 -1

elde edilir. Ayni sekilde de 10 € PF (K ) RF —matrisini yazalim,

elde edilir.
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Ornek 4.5.

K =(5,8,19)={0,5,8,10,13,15,16,18,19,20,21,23 -} PF(K)={11,22}
11e PF (K ) RF —matrisini yazalim,

5x+8y+19z=11 denkleminin her satir i¢gin x,y ve z ayriayri-1 degerleri verilir

digerlerine ise temel sayma islemine gore degerler verilerek esitlik saglanir. RF —

matrisi olrusur.

-1 2 0
B=l0 -1 1
6 0 -1

-1 1 1
B,=| 6 -1 0
5 2 -1
elde edilir.
Ornek 4.6.

K =(7,12,13) ={0,7,12,13,14,19,20,21,24,25,26,27,28,31 —}
PF(K)={29,30}

29 € PF (K ) RF -matrisini yazalim,

-1 1 2
=14 -1 1

6 0 -1
elde edilir.

30e PF (K ) RF -matrisini yazalim,
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Genel durumda ise K = <n1,n2,...,nf> g icin RF —matris in i -inci satiridir ve bu satir

K da g+n, nin ayrisimina karsilik gelir. Bunun i¢in, Z (k) k € K nin ¢arpanlarmin

kiimesini, K nin minimal doguraylarmin bir lineer birlesimi olarak gdsterelim. Fakat

g i¢in bir RF' — matrisinini -inci satirini,
‘Z (g+n, )‘ yolla segilir.

Bunun i¢in g € PF (K ) icin RF —matrislerinin sayisi,

f[\z (g+n) ye esittir.
i=1

Eger PF (K ) nin iki elemani simetrik ise yani toplamlar1 F(K) ise RF — matrislerinin

bir 6zelligi vardir.

Onerme 4.7.

K =(n.n,,...n;) bir sayisal yarigrup olsun. F(K)—ge PF(K) olacak sekilde
g € PF(K)/{F(K)} olsun. A=(ay), g igin bir RF —matris ve 5 = (5,) . F(K)-g
bir RF —matris olsun. O halde, her i # j icin

ab.=0 dr.

y-J
Ispat

i,J e{l, 2,...,f}, [ # j olsun. A nin {—ninci satirinin ve B nin j -ninci satirmi

gdzOniine alalim. Onlar1 ekleyerek,

F(K)=g+(F(K)-g)

f !
= Z aipnp +Z;qunq
q=

p=l1
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f
(am +by )”h
h=

1
elde edilir.

Eger h=i ise, a,,b, €Noldugu agiktir ve dolayisiyla a, +b, e Nolur.n, ve n, nin

katsayilar1 sirasiyla b, -1 ve a;, —1 dir. F (K ) ¢ K oldugundan, bu katsayilarin her
ikiside negatif degildir. @,,,b,, € N oldugundan b, =0 yada a;, =0 olmahdir. Yani,
a,b; =0 dir ve ispat biter.

Yardimei Teorem 4.8.

g,8 €PF(K)ve g+g" K olsun. RF(g) = A= (ay) veRF (¢") = B = (by)

alalm. Vi # j i¢cin a;; = 0 veya b;; = 0 ’dwr. Eger RF (@) = (a;j) ise Vi # j i¢in
a;;j = 0 veyaa; = 0 ’dur.
Ispat

g € PF(K) i¢in g nin RF-matrisiA = (a;;)isei =1,.. ,eve g=a;n; +apn, +

A a;n; + -+ (VSPUP ’dir.
Her i i¢in a;; = —1 oldugundan

g=auny + apny + -+ (=n; + - + apene

g tny =aung + apny +-+ Q- N-1) T A+ N+ T+ Aee

gtn; = Zaipnp

p#i

yazilir. Benzer yolla g* € PF(K) ve g"’nin RF-matrisi olan B = (b; ;) de yazalim

g* -|—n] = Zajrnr
j#r
elde edilir. a;; = 1 ve bj; = 1 ise

g =ayn; + -+ (=Dn; + -+ ayn + -+ aen,
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g =bjng + -+ +byn; + -+ (=Dn; + - + bjen,
esitlikleri toplandiginda
g* + g = (al-l + bjl)nl + -+ (b]l - 1)Tll + -+ (al-]- - 1)711 + - (aie + bje)ne

S#L, j
elde edilir. Bu esitlik K ’nin bir elemani olacagindan g + g* ¢ K ile ¢elisir.

Dolayisiyla a;; = 1 ve b;; = 1 kabulii yanhstir.

O halde,
Vi # jicina;; = 0 veya b;j = 0 ’dir.
Eger;
F(K
% € PF(K) ve RF (@) = (ay;) ise yukaridaki gibi g = @ ve g = @

. F(K)
icin RF(g) = RF (T) = (a;;)
ve
x F(K)

RF (") = RF (5572) = (by) = (ay)
yazilabileceginden Vi # j igin a;; = 0 veya b;; = 0 elde edilir.
Simdide farkli ¢oklu kiimeleri tanimlayalim o halde,
i,je{l,...e(K)}.i# j olsun.

0; =max{L eN/Ln; —n, ¢ K} veM, =0,n,—n ¢ K dir.
vile v = {M i / i # j} coklu kiimesini gosterelim,

Eger, L<0, ve Ln;, —n, ¢ Kve L>0, ise, Ln;, —n, € K oldugu kolaylikla goriilir

ve g € PF (K ) / {F (K )} elemanlarindan olusan gamma kiimesini olusturulur. O halde
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E :{Mij EN/MU. = g} coklu kiimeyi tanimlanir ve Vge PF(K)/{F(K)} icin
[, [¢ nin birlesimi olur.

Onerme 4.9.

K bir sayisal yarigrup olsun ve g =an; —n,, j #i olacak sekilde g € PF(K) olsun.
Ohalde a =0, dir. Ayrica, eger g,g" € PF(K)/{F(K)},g #zg ise I, NI . =0

dir.
Ispat
g € PF(K)oldugunda, g = an; —n, ¢ K olur.Dolaysiyla,
a<0, veg< g+(0;—a)yn, =M, olur,
bununla birlikte Ml.j ¢K den ge PK(K) ve g = Mij dir.Yani a = 0, dir.

Bu boliimiin geri kalan kisminda gomme boyutu e(K)=4 olan hemen hemen

simetrik sayisal yarigruplarmm K durumunu ele alacagiz. Temel fikir, say1 iizerinde

sayma iglemidir ve RF — matrislerinde sifirlarin yer degismesidir. Gelecek bdliimde
ise PF (K )/ {F (K )} ve v kiimelerini iliskilendirmede kullanacagiz (|[v|=12 ve

I" = v oldugunu biliyoruz.Ornek 4.2). Dolasiyla T (K)yi smirliyoruz.
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BOLUM V

SAYISAL YARIGRUBUN TIiPiNiN BELIRLENMESI

Bu boliimde ise daha dnceki onermeler ve RF -matrislerinin sifir degisimleri yardimi

ile sayisal yarigrubun tipini belirlemis olacagiz. Bu bolimdeki lemmalar ise
PF (K ) / {F (K )} ile v kiimelerini iliskilendirerek (|v| =12 ve I < v)oldugunu
biliyoruz. Dolasiyla sayisal yarigrubun tipi i¢cin smir bulmakta kolaylik saglayacaktir.

Gergekte, g € PF (K ) / {F (K )} icin A bir RF -matris ise A nin tam iki sifirlt herbir
satir, v mn g ye esit olan elemanmn verir. Bununla birlikte I, , A nm béyle
satirlarindan daha fazla eleman igerebilir; Ornegin, Ornek 4.2 teki K =(6,7,9,10)
sayisal yarigrubunda, 8 i¢in iki RF - matrisleri B, ve B, tam iki sifirl iki satir igeriyor.

Fakat agikca Gammay ikiden fazla eleman igeriyor. Gelecek lemmalarin ispatinda ¢ok

iyl bilinen bir ger¢egi kullanalim ([11], Corollary 10.22). O da sudur 3-dogurayli
herhangi bir sayisal yarigrubun tipi en ¢ok 2 dir.

Lemma 5.1.

K= <nl,n2, e > hemen hemen simetrik sayisal yarigrup olsun. g € PF (K)/{F (K)}

ve M g i¢in RF - matris olsun, dyle ki M nin slitununda pozitif eleman olmasin. O

halde , g = @ dir.

Ispat

Genelligi bozmaksizin,

Iy 0 -1 my,; m,
1o my, -1 m, olsun
0 m, my; -1
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O halde,

d= gcd(nz,n3,n4)olsun. M nin ilk iki satirini yaparak,

& =N +my,n, +myn, +nmyn,

_ elde edilir. Dolasiyla
=—n, + MmN, +my,n, yla,

d |gve a’|n1 olur.Buradan d|gcd(n1,n2,n3,n4) =1 ve d=1 elde edilir. Bunun icin
A=(n,,ny,n,) de bir sayisal yarigruptur ve RF —matris M yi kontrol ederek g ¢ A
oldugunu ¢ikarilir ve su sekilde elemanlar olusur g +n,,g +n,,g +n, € A dir. Yani,
gePF(A),Ac K= F(A)>F(K) oldugu i¢cin g # F(A) olur. O halde ,T(A)=2
dir ve {g.F(A)}=PF(A) dir. $Simdi , F(A)—g yi ele alahm. g € PF (A)/{F(A)}

oldugundan, F(A)—g ¢ A elde edilir.

Sozde-Frobenius sayist tammu ile ya F(A)—g< F(A) yada F(A)—g<, gd.
F(A)—g<,F(A) oldugundan g € A celiskisi elde edilir. F(A)— 8<,8 olur. Diger
taraftan ise F(K)g A yi gdz Oniine alarak, g e PF(K) / {F (K )} oldugundan,
F(K)>g gosterir ki F(K)< F(A) ve bunun i¢in F(A)-F(K)eA dir. Fakat,
F(K)-g ¢ K oldugundan F(K)-g ¢ A ve F(K)—g< F(K)—g +[F(A)-F(K)]
= F(A)—-g<, g vyani, F(K)-g <, g dir.Acikca, F(K)—g <; g olur. Son olarak,

F(K)—g e PF(K) oldugundan, F(K)—g =g olur ve ispat tamamlanur.

Lemma 5.2.

K=<nl,n2,...,nf> hemen hemen simetrik yarigrup, g e PF(K)/{F(K)} ve A,B

sirastyla ¢ ve F(K)—g nin RF —matrisleri olsun. O halde,

AU B de encok ‘Fg‘ +‘FF(K)—g‘ +8 tane sifir vardur.

Ispat g € N oldugundan, 3 sifiri A yada B nin bir satir1 olamaz. Bunun igin S, bir
sifirh AU B nin satir sayis1 S, iki sifirli AU B nin satir sayisini gostersin.

S, +8, <8 olsun. Ayni zamanda AU B de tam olarak S, +2S, tane sifir vardir.
Eger,A yada
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B nin satiriin tam olarak iki sifir1 varsa 6nerme 4.9 ile bu satir g yada F(K)—gye

esit olan v nmn bir elemanina karsilik gelir. O halde, S, < ‘Fg ‘ + ‘FF(K)_g ‘ , 5, <8-S,

dir. Bu smirlamalar altinda S; + 25, nin olas1 maksimum degeri ‘Fg ‘ +‘F F(K)-g ‘ +8 dir.

Bu da bizim aradigimiz sonugtur.

Lemma 5.3.

K= <n1,n2,...,nf> hemen hemen simetrik yarigrup, g € PF(K)/{F(K)} olsun.

O halde,

‘Fg‘-i-‘rF(K)_g‘ >4 tir.Ayrica,
IT|= 2| PF(K)/{F(K)}|=2(T(K)-1) dir.

Ispat

A=(a;) g ninbir RF -matrisi ve B=(b,) de F(K)-ge PF(K)/{F(K)} icin bir
RF -matris olsun. Bu matrislerde a;,b,; formunda elemanlarin 12 ¢ifti vardir. O halde

Onerme 4.7 ile A ve B elemanlar1 arasinda en az 12 sifir vardir. Bunun i¢in lemma

5.2.ile 12<|T, |+[C )| +8 olur.Yani,

Fg‘+‘FF(K)_g‘Z4 tir. Cesitli I', ler ayrik
oldugundan, g = @ dir. ‘Fg‘ > 2 olur.Cesitli ‘Fg‘ ler ekleyerek ve ‘Fg‘ leri ‘FF(K)—g‘

ler ile esleyerek |F| > Z‘PF(K)/{F(K)}‘ = 2(T(K) —1) elde edilir ve ispat biter.

Daha 0nceki lemmada I' elemanli RF -matrislerinin bir ikisinin sifirlar1 verildi. Bu

sonu¢ 7' (K)icin bir ilk simir verir.

Gergekte I' = v oldugundan, Ornek 4.2 den|v| =122> 2(T(K )—1) dir. Bunun i¢in,
T(K)<7 elde edilebilir. Onerme 4.7 ,AUBde en az 12 sifirin varligmi soyler.

[leride,bu smirin ' nin elemanlarma bagl olarak gelistirilebilir oldugu gériilebilir.

Lemma 5.4.

K=<nl,n2,...,nf> ve g,¢" € PF(K)/{F(K)} igin
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g=M, =0,n —n,
o ! 0,20, .1, j.kef{l,2,3,4}

ji = Y%

*
g =M, =0,n —n,

farkli indisler i¢in A = (apq) ,F(K)-g i¢in RF -matris olsun. O halde a,; =0 dir.
Ispat

a,; #0 olsun. A nin k -ninci satiri olarak,

F(K)=g+(F(K)—g) :aﬁ —nn +agn +an, —n +a,n, =

= (8/7 +a,a.)ni +(akj —l)nj —n, +a,n,
0, +a,; >0, >0, oldugundan, a,—1>0 olur. Buradan g" =0,,n, —n, <, F(K)
olur. Bu bir ¢eliskidir ve ispat biter.

Lemma 5.4 tin anlamy, herbir M ;, M, €T" i¢in a;, =b, =0 olacak sekilde a,,b,

ikilileri bulunabilir.

Dolasiyla, Onerme 4.7 ile alt sinira bir daha sifir eklenebilir.Bir sonraki asama, I nin

elemanlarinin olas1 konfigiirasyonlari ile ilgilidir.
Onerme 5.5.
K =(n,,n,,n,;,n,)hemen hemen simetrik sayisal yarigrup olsun. O halde,

{i, j.k,h} ={1,2,3,4},

g=M,=0,n—n,
*

g =M, =0,n—n
sk

g =M, =0,n—n,

olacak sekilde farkli olmayan g,g",¢™ € PF(K)/{F(K)} vardur.
Ispat
Genelligi bozmaksizin,

g=M, =0,n —n,
g =M, =0,n —n,
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Aok

8§ =M, =0,n—n,
ve 0y 20,20, olsun.w=F(K)—g € PF(K) alalim.

g vew icin sirasiyla RF —matrislerini,

-1 g, 85 8u
0 -1 0 0
G=|%
8y 8 1 8y
84 8un 8u I
-1 ow, ws owy,
0 -1 w, w
w=| % 23 24
wy Wy, 1wy,
Wy Wy, W, -l

ele alalim. 0,, > 0 oldugundan, w;, =0 dir. Lemma 5.4 { g, g*} ve { g, g**} ikililerine

uygulayarak ,w,, =w,, =0edilir. Bunun i¢in W lemma 5.1.in hipotezini saglar.

D01a51yla,w:F(TK) ve g :¥ dir.g=w= W nin hem w hemde g icin bir

RF —matris oldugunu verir.Bunun i¢in Onerme 4.6 yi W ye uygulayarak w ve g i¢in

RF —matrislerin gozoniine alarak w; =0 elde edilebilir. Buradan w;; = 0 elde edilir.

Son olarak , § =W =0,/ —N, oldugundan genelligi bozmaksizin,

0 -1 w, w
21 3 Wy
W =
wy owy, o —1owy,
Wy Wi Wy

kabul edelim (G ve W matrilerinin ikinci satirlar1 kadar dir). Bununla beraber,

Wy, W,; arasinda en az bir sifir vardir. Bu nedenden dolayr w,; =0 kabul edilirse

g =w=20,n—n,=w,n —n, elde edilir.

Ciinkii, g = wym — 1, oldugundan dnerme 4.9 Wi = Oy olur. Dolastyla, 0, 20, = w,

dir ve n, =(0,, —w,)n, +n, tiir. Bu da imkansizdir, Wi = 0 oldugunu kabul edilirse,
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farkli bir celiski elde edilir. Bu sonuglar1 g6zoniine alarak, 7(K) igin smir

gelistirilebilir.
Onerme 5.6.

K =(n,,n,,n,,n,) hemen hemen simetrik say1sal yarigrup olsun. O halde,
T(K)<4 tir[4].
Ispat

Lemma 5.3 kullanirsak |F|ZZ‘PF(K)/{F(K)}‘=2(T(K)—1)d1r. Bununla birlikte

IC| =9 gosterir ki {i, j,k,h} ={1,2,3,4} PF(K)/{F(K)}de M ,,M,,M, formunda3

jio
eleman vardir. Bu 6nerme 5.5 ile ¢elisir.

Bunun i¢in |F| <8 ve 2(T(K)—-1)<8 ,yani T(K)<5 tir. T(K)=5 oldugunu kabul
edelim. Buradan |F| =8 olur. O halde, 6nerme 5.5 ile i=1,2,3,4 igin Mﬁ,Mkl. el
olacak sekilde tamamiyla iki index j,k vardir. Bunun i¢in genelligi bozmaksiz,
g=0y,m —n,, g =0,m —n,, 0, 20, olacak sekilde g,g" e PF(K)/{F(K)}
vardir. A = (aij) g i¢in bir RF — matris ve B=(b,) F(K)-g i¢in bir RF —matris

olsun. Lemma 5.3 ile her g € PF(K)/{F(K)}
I =8=|C,|+|T x| = 4 tir.

Bunun i¢in lemma 5.3 ve 6nerme 4.6 ile AU B nin tamamiyla 12 sifir icerdigini

sOyleriz ve dolayisiyla 6nerme 4.6 ile her 7, j indisii¢in,i# j ,a,,b, arasindakesin

biri sifirdir. Bununla beraber lemma 5.4 ile dir. Dolasiyla, a,, =b;, =0 elemanlarinin

ikilisini alarak celiski elde edilir. Bununla birlikte tipi 5 alindiginda tam 12 sifir olmasi

gerekirken 13 sifir oluyor bundan dolay1 7'(K) < 4 elde edilir.

Lemma 5.7.

K= <n1,n2,n3,n4> hemen hemen simetrik olsun. C, F(TK) IS PF(K)/{F(K)} icin bir

RF — matris olsun. O halde ,
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|F| =8, =4 tiir. C nin her bir satir1 kesin iki sifir igerir.

[rwo
2

Ispat
Lemma 5.3 ve 6nerme 5.6 kullanilirsa , 6 <|T|<8 elde edilir.

PF(K)={g,@,F(K)—g,F(K)}Olsun. A,B,g ve F(K)—g i¢cin RF — matrisler

olsun. A, B ve C, C matris ¢iftlerini ele alalim. I" ,,I',,I' - swrasiyla A, B,C matrislerinde

yer alan I" nin elemanlarini iceren ayrik kiimeler olsun. Bu ii¢ kiime arasinda ve kesin
iki sifir iceren A, B,C nin satirlar1 arasinda bijeksiyon (1-1, ortenlik) vardir. Ayrica,
bir sifirlt A min satir says1 engok 4—|T", | tiir ve A nmnengok 4—|T",|+2|T,|=4+|T,|
sifirt vardir. Bu degerleri toplayarak A,B ve C,C matris ikililerinde en ¢ok
16+|T,|+|T|+2|T| tane sifir vardir. Bununla beraber dnerme 4.7 ten bu sifirlar:
sayarak, her bir matris ¢ift¢inde en az 12 sifir vardir. Onerme 5.6 ile her bir i i¢in

g=M, , g =M, olacak sekilde en c¢ok iki indis j,kve iki eleman

8.8 € PF(K)/{F(K)} vardr.

Ayrica, boyle her bir ikili i¢in lemma 5.4 ile her ikiside sifir olana,, ,b, yada c;,c;
formunda bir eleman ¢if¢i vardir. Boyle ikililerin sayisi en az|[,|+|T,|+[T.|—4

oldugundan A,Bve C,C Kkililerinde en az12+12+|T, | +|T | +|[ |4 sifir vardur.

Her iki siirlar birlestirerek 20+|T,|+|T,|+[Tc| <16+|C,|+|T,|+2[T¢| elde edilir.

Dolastyla,

FC| >4 elde edilir. C nin herbir satirmm I'. nin bir elemanini gésterdigini

verir.Bunun i¢in, kesin iki sifir igerir ve I'. =T’ F| <8 ve ‘Fg‘Jr‘FF(K)_g‘ >4

F(K) »

2

smirlamalarindan |F| =8, =4 elde edilir.

F(K)

2

Bu lemma ile 7(K) <3 oldugunu ispatlanir. Burada 7'(K) =4 oldugunu ispatlayalim.
F(K)
2

Sonra bir 6nceki lemma ile € PF(K )/ {F (K )} icin RF — matrisi olmadigini

sOyleriz ve ispat tamamlanir.
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Teoremin[5] ispatindan, T(K) =4 olsun yani ‘PF (K)/{F(K )}‘ =3olsun. Lemma 5.7

de |F| =8 oldugundan 6nerme 5.6 bakilirsa

M, .M, € PF(K)/{F(K)}olsun,

Jirt?

M, ,=0,,n—n,

Ji»

M, = Gki’inl. -, 0,,20,

Jiot iol

olacak sekilde iki eleman M, .M, ; vardir. g ve F(K)—g i¢in RF — matrisleri A
ve B olsun lemma 5.2 ve dnerme 4.7 ile A, B matris ikilisinde kesin 12 sifir vardir.

F(K)
2

Bununla birlikte M i gosterir ki lemma 5.4 ile A, B matris ikilisinde en az

13 sifir vardir.

Dolasiyla, herbir i=1,2,3,4 M‘i,v.i:@ ve O..20,. dir.C,

Jist T Tkt

icin bir

F(K)
2

RF —matris olsun. Lemma 5.7 ile C nm herbir satir1 iki sifir igerir ve I’ nin

F(K)

2

elemanlar1 C de yer alir.

Simdi boyle bir matris olamayacagini ispatlayalim. Indeksleri yeniden diizenleyerek,
Ji =2,k =3 igin,

F(K)
0y >0y Ve My =0, —n,=——

O halde ,
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Bazi p#2 i¢in ¢, #0 ise C nin her bir satir1 iki sifira sahip oldugu i¢in 6nerme

4.9 den c, =0, olur. Bu durumda 0,n —n,=0,n —n, olur. Bu ifadeden sonra
n, e<n1,np> yada n, e<nl,n2> ye neden olur. Bununla birlikte her iki sonug

imkansizdir. Bunun i¢in ¢,; =¢;; =0 dir.

Benzer nedenle, C nin her bir siitununda en ¢ok bir pozitif eleman olabilir ve C nin
her bir satirinda en az iki sifir vardir. (Dolastyla,biitiin C de en ¢ok 4 pozitif eleman

vardir.) Buradan C nin her bir siitununda tam olarak en az bir pozitif eleman vardir.

Ayrica dnerme 4.7 ile ¢, =0 ve ¢;, =0 dir. Bunun igin ¢,, >0 olmalidir.Onerme
49 ile ¢, =0, ve ¢, =c,; =0 elde edilir. Ayrica, ¢;, =c;, =00ldugundan , C nin
tiglinci satir1 goziiniine alarak, ¢;, >0 olmahdwr. Yani, ¢, =0,, dir. Son olarak,
¢, >0=¢, =0dr. Bunun i¢in C nin ilk satirmi gézoniine alarak, ¢, =0,, elde

edilir. Bunun i¢in C tam olarak belirlenir,

-1 0 o0, O
J, -1 0 O
C= olur.
0 0 -1 0,
0 o0, 0 -1
Yani M, =M., =M, =M, _E&) olur.

K .
) lizerinde,

Simdi geriye M ki clemanlari bulmak kalir. Lemma 5.1 kullanarak

¢ =c_ =0olacak sekilde M ;; clemanlari ve C de ¢, € eleman

Ji ki kis j; Jisk; i ji

ciftlerine arasinda iligki vardir.

C yi kontrol ederek, boyle tek ciftler, ¢,; =c;, =0 ve ¢, =¢,, =0dir. Bunun i¢in ,

Jh=2,j,=4,j,=1j,=3=k =3k, =1k, =4,k, =2 elde edilir. Simdi takip eden 4

F(K)

elemani gozoniine alalm. M, =M., = M, M, el’, LT J: ve k;

F(K)-g

tammu ile 0,, >0,, ve 0,, >0,, tir.
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Simdi ise M;, ve M, Un aym kimede I', ye ait olmama varsayimini alirsak

My +My =F(K)=M, +M, = 0;m —n,—n;+0,n, =0y,n —n, —ny+0yn,

elde edilir ve bu bir ¢eligkidir. Ciinkii 0,, > 0,, ve 05, > 0,, dir. Bunun igin ,

F(K
M, =M, veM ,=M,, = (2 ) oldugundan,

F(K) F(K)
My + My =My, =My = ———=> 03 W, =W3+03 W, = W3=0p, W, + W, = 03w, —w, = T
dir. O halde ,

F(K)=0,w, =W,4+0,W, =W ,=0,,W, + W, = 03w, —w =

F(K)=(05, =04 )W, +(0,; =2) wy +w, + (05, = 1) w,
dir. Her i=1,2,3,4 i¢in _j, = 3.k, =2 e 0,:>0, oldugundan Ox > 0y olur.
Bunun i¢in F(K) ¢ K = 0,, =1dur. Diger taraftan j, =1ve k; =4 oldugunu biliyoruz.
Bundan dolay1 1=0,; >0,, >0 olur ve bu bir ¢eliskidir. Bunun i¢in, icin  bir

RF —matris C olamaz ve @ € PF(K) oldugundan buda bir ¢eliskidir. O halde

T(K)<3tir. Bu biiliimiin sonuglaridan yiiksek gomme boyutlarindan 7 (K)icin

smirlar aragtirmak dogaldir.

Eger hemen hemen simetrik sayisal yarigruplarin, K = <n1,n2,...,nf>, f=4,
g € PF(K)/{F(K)} i¢in g ve F(K)- g ifadelerinde sirasiyla A, B RF —matrislerini

o oo e 2 . . ..
gozoniine alirsak, a;,b; formunda f° = f elemanlarmin ¢iftleri vardir. Bunun igin

ij’
Onerme 4.7 ile AUB deenaz f° - f tane sifir vardir. Eger r, yienaz i sifirh

AUB nm satir sayisi olarak gosterilerse, g yada F(K)—g yi on, —n; fornumda

elemanlar ile iliskilerdirmek i¢in, r,, igin bazi smirlar bulmaya gerek var

-2

~

r.> f?—f oldugundan her bir r, en ¢ok 2f oldugundan d :{gJ olarak,

1

l

-2

~
Y

-1 f=2 I=2 [=2
r=Yr 4> n<2f(d-D+ Y r < fP-2f+ Y r elde edilir.
i=l1

i=d i=d

i
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-2
Bunun i¢in bu esitlikleri birlestirerek, » r > f elde edilir. Bununla birlikte, f =4

1~

1
QU

iken f—2=d elde edilir ve bundan sonra f 25 i¢in r, , >4 elde edilir.

Bu sonug basarisizdir. Ayrica p< f—2 ile r, i¢in sirrlar yararh degildir. Clinkd
ayn: indeks kiimeleri igin (Zaini)—nj formunda birden fazla S6zde - Frobenius

sayilar1 olabilir [4].

Ornek 5.8

K =(14,15,17,19,20)s ayisal yarigrubu ele alahm. PF(K) = {16,18,23,25,41} dur.

41=25+16=23+18 oldugundan T(K)=e(K)=5 olacak sekilde K hemen hemen
simetrik sayisal yarigruptur. Genelde, 7(K) < e(K) saglanmaz gomme boyutunun her
bir degeri i¢in tipi simirhidir. Bu herhangi bir sayisal yarigrup i¢in dogru degildir.

([1 1], ornek 2.24) . Bundan baska 6rneklerde tip daima e(K)+1 ile smirhdr.
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BOLUM VI

SONUCLAR

Bu calismada , 4 dogurayli hemen hemen simetrik sayisal yarigrup tipinin en ¢ok 3
olmas1 gerektigi RF —matrislerin sifir sayma islemlerini kullanarak ispatlanmistir.

Bunlar i¢in S6zde-Frobenius sayilarmin ¢arpanlarini on, —n, bularak K sayisal

yarigrubu i¢in 7'(K)min smirlarini ispatlandi. Onerme 4.7 ile { g, F(K)- g} c PF(K)

icin RF — matrislerinde sifirlar1 sayarak yapildi.

Genel olarak bakilirsa 7(K) < e(K) saglanmaz goémme boyutunun herbir degeri i¢in
tipi smirlidir. Bu herhangi bir sayisal yarigrup icin dogru degildir. ([1 1], ornek 2.24)
den|N /K | <32(10°sayisal yarigrup etrafinda),olacak sekilde, hemen hemen simetrik

sayisal yarigruplar i¢in 7'(K) ve e(K)yi hesaplariz[4].

Francesco Stranzzanti [1] bakilirsa sonucumuz 7(K) < e(K) yi ispatlar eger gdomme
boyutu 4 ise bununla birlikte eger e(K)=5 ise, bu esitsizlik saglanmaz. Eger,
T(K)—e(K)>0 olacak sekilde K* bir hemen hemen simetrik sayisal yarigrup ise
sayisal ikiye katlama ile T(K")—e(K") > T(K)—e(K) olacak sekilde hemen hemen
bir simetrik sayisal yarigrup insa etmek ml'imkiindiir[6] . K nin tipi ve gdmme boyutu
icin beZ igin T(K)<e(K)+b esitsizligi biitiin hemen hemen simetrik sayisal

yarigrup i¢in saglanmaz.
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