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Bu tezde Hepatit B viriis modeli (Ullah ve dig., 2019) Atangana-Baleanu kesirli
tiirevine (Atangana ve Baleanu, 2016) uygulanarak genisletilmis modelin ¢6ziimii incelen-
migtir. Sonrasinda Atangana-Baleanu kesirli tiirev operatoriine (Atangana ve Baleanu, 2016)
uygulanan bu modelin varlik ¢oziimii yapilmistir. Varlik ¢coziimii gergeklestirildikten sonra
teklik ¢oziimlerinin hangi durumlarda saglandig1 Picard’in teklik teoremleri yardimiyla ince-
lenmistir. Teorik ¢oziimler tamamladiktan sonra Atangana ve Owolabi (Atangana ve Owolabi,
2018) tarafindan Caputo ve Atangana-Baleanu operatorleri i¢in iiretilmis olan niimerik ¢6ziim-
ler modele uygulanmistir. Sayisal ¢oziimler yapilmis ve bu ¢oziimler simiilasyonlarla gos-

terilip, karsilastirilarak sonuglar yazilmis ve ¢alisma sonlandirilmasgtir.

2022, 82 sayfa

Anahtar Kelimeler: Atangana-Baleanu operatorii, sabit nokta teoremi, Picard-Lindelof

yaklagimui, iki asamali Adams-Bashforth semasi.
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In this thesis, the solution of the extended model was investigated by applying the
hepatitis B virus model (Ullah ve dig., 2019) to the Atangana-Baleanu fractional derivative
(Atangana ve Baleanu, 2016). Afterwards, the entity solution of this model applied to the
Atangana-Baleanu fractional derivative operator is done. After the existence solution is re-
alized, the situations in which uniqueness solutions are provided are examined with the help
of Picard’s uniqueness theorems. After completing the theoretical solutions, numerical so-
lutions produced by Atangana and Owolabi (Atangana ve Owolabi, 2018) for Caputo and
Atangana-Baleanu operators were applied to the model. Numerical solutions were made and
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1. GIRIS

Tiirev matematik, fizik, kimya, miihendislik, ekonomi gibi pek ¢ok bilim dalinda kul-
lanilmaktadir. Ozellikle 1s1 transferi, viskoelastik, elektrik-devre, elektro-kimya, dinamik,
ekonomi, polimer fizik ve kontrolii gibi calisma alanlarinda karsilasilan problemlerin sayisal
coziimlemelerinin somut ¢ikarimlarinda bulunabilmek i¢in kullanilir. Tiirev genellikle tam
sayili tiirev olarak ele alinmaktayken tam sayili tiirevin genisletilmesiyle kesirli mertebe-
den tiirevler de matematik diinyasina girmistir. Kesirli mertebeden tiirevin eski bir ge¢cmisi
olmakla beraber giintimiizde daha yaygin olarak kullanilmaya baslanmistir (Arslan, 2013).
Yakin zamanlarda yapilan ¢aligmalar neticesinde yayginlasan kesirli mertebeden tiirevler tam
sayil1 tiirevlerin cevap vermekte zorlandig1 durumlarda aragtirmalara kolaylik saglamaktadir.
Kesirli mertebeden tiirev kavramina ilk defa L’Hospital ve Leibniz arasindaki yazigmalarda
rastlanmistir. Bu yazigsmalarda L’Hospital, Leibniz’e tam sayili tiirevi nasil kesirli mer-
tebeden tiireve genigletilecegini sormasiyla kesirli ortaya ¢ikmistir ve Leibniz’in 30 eyliil
1695 tarihinde bu mektuba cevap vermesiyle kesirli mertebeden tiirevler hayatimiza girm-
eye baglamistir (Miller ve Ross, 1993). Bu durum pek ¢ok matematik¢inin ilgisini cekmistir
ve kesirli mertebeden tiirev ile ilgili calismalar yapmaya baglamistir. Ornegin; Riemann,
Liouville, Griinwald, Letnikov, Caputo, Euler, Abel, Fourier, Riesz ve Laplace gibi matem-
atikciler bu alanla ilgi pek cok calisma yaparak pek cok tanima ulagsmiglardir. Yapilan bu
calismalar adim adim incelenecek olursa: 1730 yilinda kesirli basamaktan tiirev kavrami
ile ilgili Euler’ in ¢alismalar ortaya koymasinin ardindan P. S. Laplace, integraller yoluyla
kesirli tiirevi 1812 yilinda tanimlamig ve sonrasinda J. B. J. Fourier keyfi mertebeden tiirev
calismalarin1 1822 yilinda ortaya koymustur. Abel’in Tautochurane probleminin genellestir-
ilmesiyle ilgili yazdig1 makalesinde ifade ettigi ¢dziimlerde giiniimiizde kullanilan Riemann-
Lioville kesirli integrali ve Caputo kesirli tiirevi olarak isimlendirilen operatorleri vermistir.
Bu 1823’de yapilan kesirli tiirevin ilk uygulamasidir (Podlubny ve dig., 2017).

Caputo (1967) tarafinda tamimlanan kesirli tiirevde ¢ekirdegin yerel ve tekil olmasiyla
ilgili pek ¢ok ¢alismalar yapilmigstir. Caputo ve Fabrizio (2015) ise tanimladigi kesirli tiirevde
yerellik sorununu ortadan kaldirmiglardir. Sonrasinda Atangana ve Baleanu (2016) bu tanimi
daha da genellestirerek tekillik sorununu da ortadan kaldirmiglardir. Boylece oldukg¢a kul-

lanish olan yerel ve tekil olmayan bir ¢ekirdek elde etmiglerdir.
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Yapilan bu calismada Atangana ve Baleanu’nun birlikte bulmus oldugu yerel ve tekil
olmamasiyla olduk¢a kullanigli olan Atangana-Baleanu kesirli tiirev operatorii (Atangana ve

Baleanu, 2016) ilgili modele uygulanacaktir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Temel Kavramlar

Leonhard Euler (1730): Asagidaki 6zellik verilsin:

dP

dxP

=k(k—1).(k—2).(k = 3)...(k —p + 1)a"P.

Bu 6zellik uygulanarak ve Gama fonksiyonu yardimiyla:

dPak L(k+1)

= (L’k—p

der T'(k—p+1) ’

tanimina ulagir.

Jean Baptiste Joseph Fourier (1820-1822): Asagida yer alan integral esitligi verilsin:
1 o0 oo
fle)=5- | flz)dz [ cos(pz —pz)dp,

esitligini kullanarak:

d*f(z) 1 /OO f(z)dz /Oo cos(px — pz + ng)dl%

dx™ 2m J_ o

ifadesine ulagir.

Nielh Henrik Abel (1823-1826): [ herhangi bir deger olmak iizere:

@ §'(B)d
| 05 = ot

integralini kullanarak:



1 d?¢(a)
S(CL)—F(l—/\) da—>

tanimina ulasir.
Joseph Liouville (1832-1855): Seri a¢ilim1 yardimuyla bir tiirev tanimina ulagir. Seri agilimi

f(z) =32, crae™ olmak iizere:

A oo
d f(flj) — tha)\eatw’

dx?
=0

tanimina ulagir.

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1847-1876): Integral tanimin:

D*fuwzf%ylﬂx—w*vﬁMr+wm

seklinde tanimlar.

G.F.B Riemann , J.Liouville: Integralinde m < XA <m + 1 olmak uizere:

D50 = iy () ap

tiireviyle tanimlar.
Anton Carl Griinwald, Aleksey Vasilievich Letnikov: Kesirli mertebeden tiirevin temel

bir uzantisi olan:

tfa}
h

|
DM = tim kS 0 (] e =k,
k=0 k

tirevini elde ederler.

Michele Caputo (1967): m < A < m + 1 sart1 altinda tiirev operatoriinii:

S DMf(t) =

1 /t FH (V) d

Tm+1-N) ), (t—pp-m

seklinde tanimlar.

Michele Caputo , Mauro Fabrizio (2015): A € [0,1] ve f € H'(a,b)’de b > a sartiyla:

4



DM ()

exp{ t_”)}dy,

kesirli tiirevi tanimlamiglardir. Burada /N (\) normallestirme sabiti olup,
N(0) = N(1) = Idir.
Jorge Losada, Juan J. Nieto (2015): \ € (0, 1) olmak iizere, A. dereceden Caputo-Fabrizio

kesirli tiirevini:
CEDN x £(t) /f exp{ (t—l/):|dl/, t>0

seklinde olusturmuslardir.
Abdon Atangana, Dumitru Baleanu (2015): Bu tiirevde A\ € [0,1] ve f € H'(a,b)’de

b > a sartiyla:

ABCD £(p) g8 / I [ (t —)\V))\] "

yukaridaki denklemde oldugu gibi tanimlanmistir. S6z konusu denklemde B(\) normallestirme
sabiti olmak iizere, buradaki A = 0 ve A = 1 degerleri i¢in normallestirme sabitinin degeri
sifir olmaktadir.

Abdon Atangana, Dumitru Baleanu (2015): 0 < )\ < 1 sart1 altinda kesirli tiirev oper-

atori,
BRI} = = p() + / )t — y)*dy,

ile ifade ederler.

2.1.1. Gama Fonksiyonu

Kesirli mertebeden tiirev analizinin temelini olusturan fonksiyonlardandir (Altin, 2011).

Tanim 2.1 Kesirli mertebeden tiirev analizinde kullanilan ana fonksiyonlardan biridir. Fak-

toriyel fonksiyonun genel ifadesidir. T'(n) ile sembolize edilir. Asagidaki

5



denklemi ile ifade edilir ve n > 0 icin yakinsaktir.

Gama fonksiyonunun bazi 6zellikleri su sekilde ifade edilebilir. I'(n) nin tanim bol-
gesi n > 0 araligidir. Gama fonksiyonu n > 0 degeri i¢in siireklidir. Gama fonksiyonu igin
verilen integralde , her sonlu pozitif reel sayilar kiimesinde ki [a, b] kapali araliginda diizgiin
yakinsak oldugunda Gama fonksiyonunun tiirevi elde edilebilir.

Gama fonksiyonunda, I'(n + 1) = n! = n(n —1)! = nI'(n)’dir. Buradan I'(n+ 1) =
nl'(n) esitligine ulagilir ve ayrica Gama fonksiyonunda I" (%) = /7 seklindedir (Podlubny,
1998).

2.1.2. Beta Fonksiyonu

Beta fonksiyonu, Euler integralinin ilk tiiriidiir. Baz1 sartlarda bu fonksiyonun kul-

lanilmas1 daha kullaniglidir. Beta fonksiyonunun tanimi:

1
B(p, \) :/ =11 — )2, Re(p) > 0, Re(\) >0
0

bicimindedir ve bazi 6zelliklerini:

D B(p) = 155

~ I(2p)°

2) B(p,\) = B(A,p),

3) Bp,\) = 125G

4) B(p,)) = qhmedt Re(p) > 0, Re(\) > 0,

(14+t)p+A ="

5 B()=n

biciminde 6zetleyebiliriz.



2.1.3. Mittag-Leffler Fonksiyonu

Mittag-Leffler fonksiyonlar1 kesirli diferansiyel denklemlerle yapilan ¢oziimlerde ¢cok
yaygin kullanim alan1 olan &nemli bir fonksiyondur. Ustel fonksiyonun bir genellemesidir.
Birinci derecedenden tam sayili diferansiyel denklemlerin iistel fonksiyonda dogal ¢6ziim-
leri olmas1 gibi Mittag-Leffler fonksiyonlarida kesirli dereceden diferansiyel denklemlerin
cOziimleridir. Bununla beraber bir diferansiyel denklemin derecesi bire yaklastikca, Mittag-

Leffler fonksiyonu iistel ¢oziime yakinsar.

Tanim 2.2 Mittag-Leffler fonksiyonunun bir parametreli genellestirilmis sekli:

e k
P
E\p) =) =
() ~ D(vk+1) 7>9,

olarak ifade edilir.

Bu fonksiyonu ilk olarak Agarwal (1953) ve Humbert Laplace doniisiim yaparak iki para-
metreli fonksiyona genellestirmistir. ki parametreli Mittag-Leffler kesirli dereceden dife-

ransiyel hesaplamalarinda kolaylik saglamaktadir.

Tamm 2.3 [ki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu :

00 k
p
E = _ >0,0>0
(%9)(])) kZ:(]F(’}/k—Fe)’ Y ’ 9
seklinde gosterilir.

v =1,0 = 1,2 degerleri olsun:

Eay(p) = Z T(k+1) ZF =¢
k=0 k=0
. i o & 00 (k+1) p_
. » 1S p -1
Eua(p) = = p S
(1,2)(p) 2Tk +2) ; (k+1!  pe=(k+1) p

olarak yazabiliriz (Kilbas ve dig., 2006, Hristov, 2015a).

2.1.4. Tiirev ve Integral Operatorii

y = f(t) siirekli bir fonksiyondur. Buna gére y = f(¢)’nin birinci mertebeden tiirevi:

7



f'(t) = = = lim , 2.1)

olarak tanimlanir. y = f(¢)’nin ikinci mertebeden tiirevi:

I R )

f”(t) n dt2 a h—0 h
o L[f) = f(t=h)  ft—h) = f(t—2h)
T &
o FO 26— 1) 4 1t 20)
h—0 h?

gibi elde edilir. Bunun gibi iiclincii mertebeden tiirev ise:

3 — — — r _
Py = BF g SO BRSO —fe )

h—0

olarak elde edilir. Bu denklemler genellestirilirse:

n

ngpy 4 1 e [P _
f@—arﬂgm;<w | S (2.4)

seklinde ifade edilir.

n\ _nn-1)n-2)...(n-r+1) (2.5)

rl

(2.2) - (2.5) denklem sistemleriyle bu iki denklemi genellestiren bir denklem ifade edilirse:

- A
00 =S () g ), .6)
r=0 r

denklemine ulagilir.
A herhangi bir tam say1 ve n’de bir tam say1 olmak iizere, A < n i¢in:
_d

lim £iV(t) = fO(1) = =5 2.7)



A
ifade edilebilir. Ciinkii bu ifadede (2.5) denkleminde dan sonra paydaki tiim katsayilar
A

0 (sifir)’dir.

A AMA+1) ... +r—1)

- , , 2.8)
r T
A negatif degerlerde kolaylik saglamasi icin:
—A “A=A+1)...(—A+r—1 LA
= ( ) ‘( ) = (—1) , (2.9)
r r r
ifade edilebilir. (2.6) denkleminde A ifadesine, —\ getirilirse:
(- IR
H0 =552 | | fE=rh) (2.10)
r=0

ulagilir. A pozitif bir tamsay1 olmak tizere: Eger n sabitse, h — 0 giderken, f,(l_’\) (t) limit
0’a yakinsar. O (sifir) olmayan bir sinir olmasi i¢in n — oo ve h — 0 oldugu diisiiniiliirse;
h = t’Ta olarak ifade edilebilir. Burada degeri a sabit ve f,(l_’\) (t) smir degeri sonlu veya

sonsuz diisliniiliirse:

i V) = Y
,’}I_LE fo 7 (8) = oDy (1)

olarak ifade edilebilir. a ve ¢ simir olmakla beraber aDg_A) (t) ifadesi, t fonksiyonu iizerindeki

integral islemini ifade eder (Podlubny, 1999).
2.2. Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklemlerin Tiirevi ve Integrali

Gergek hayat problemlerinin matematiksel ¢oziimii yapilirken diferansiyel denklem-
leri cokc¢a kullanilir. Zaman igerisinde tam sayili mertebeden diferansiyel denklemlerinin
yetemedigi yerlerde ¢oziimii kolaylastiracak kesirli mertebeden diferansiyel denklemler iire-
tilmigtir. Kesirli mertebeden diferansiyel denklemler, tam sayili mertebeden diferansiyel

denklemlerin ¢c6zmekte zorlandig1 pek cok durumda kolaylik saglamaktadir.



2.2.1. Griinwald-Letnikov Kesirli Tiirev ve Integral Operatorii

- A
JDM(t) = lim h*AE (1) f(t—rh), (2.11)
h—0
nh=t—a r=0 r
(2.11) denkleminde A = a ise a. dereceden tiirevi ve A = —a ise a-kath integrali ifade eder

(Podlubny, 1999). A < 0 incelensin, (2.11) denkleminde A yerine —\ yazilirsa:

DR = im0y || pe— ), 1)
nh=t—a r=0 r

seklinde ifade edilebilir. Asagdaki teorem (2.12) denkleminin varligini ispatlayip, sinirini

incelemek i¢in ifade edilir (Letnikov, 1868).

Teorem 2.1 «y, olsun ve k degerleriicin (k =1,2,...):

lim a =1, (2.13)

k—o0
varsayilsin.
Biitiin k degerleri icin nh_g)lo Aok =0,
Biitiin k degerleri icin nlgg) Y A=A,
Biitiin n degerleriigin >, _, | \oi| < K,
olur. Buradan:

lim > Ao = 4, (2.14)
n—oo
k=1

dir.

Griinwald-Letnikov keyfi mertebeden integrali inceledikten sonra simdi de tiirevi in-

celensin. A > 0 kabul edilsin. Limit de g6z 6niinde bulundurularak:

10



i A
DMf(t) = lim h-AZOHV () fle=rh) = lm fV@), (@19

nh=t—a nh=t—a

ifade edilebilir (Podlubny, 1999).

Ny = p2 Zn:(—w (A> Flt—rh), (2.16)

R

(2.16) denkleminde:

= 1 ' (2.18)
S (- (A - ) £t — (r+ 1)h)
r=—1 r

bulunur. Bu ifadede,

Af(t —rh) = f(t —rh) — f(t — (r + 1)h)

dir. Af(t —rh) ifadesi v =t — rhigin f(v) ya esittir. (2.17) denklemindeki kombinasyon

ozelligi (2.18) deki denkleme m kez uygulanirsa:

11



+h HZ_QH)T (A - 2) A2f(t —rh)

A—1 A—2
= (=" ( ) W= f(a) + (=1)" ( - 1) h=*Af(a+ h)

-2 ()‘3) “AA2
+ (=" h=*A®f(a + 2h)

n—2 (2.19)

+h nz_:(—l)T (A N 3) AP f(t —rh)

r

- i(_m—k (A r 4 1) W AAF f(a+ kh)

n—m-—1 il .
ch ST (—1y (A " 1) A™HLE(E — rh),

bulunur. (2.19) denkleminde ilk k. terim incelenirse:

lim (—1)"* (A —he 1) h AR f(a + kh)

h—0
nh=t—a n—k

A—k—1
= lim (=1)"" (n — k)"
n}lz,;;ga n—k

_ unAFfla+kh

= (t — )~ lim (—1)"* (A ok 1) (n— k)"

k
)A—k « Tim A*f(a+ kh)

h—o0 hk

th—{go(n—k

_ fMa)(t - )
T(—A+k+1)

olur. Gama fonksiyon 6zelligi yardimiyla:
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A—k—1

lim (—1)"*% (n — k)Ak

n—oo n _ k

 lim (A+Ek+1D)(A+E+2)...(=A+n) 1

" noroo (n —k)=Mk(n — k)! S T(=A+Ek+1)

ve

. no\A—k
nlglgo (n—k‘) =1

I Ak f(a+ kh)
a0 h¥

= f*(a)

elde edilir. (2.20) denklemindeki limit bilinirse (2.19) esitligindeki limit yazilabilir. (2.19)

denkleminde ikinci limit alinirsa:

1

1 i A—m—1
> (-I)T(=A+m+1) A
L(=A+m+1) — ” 2.21)
m NATTLE(E —rh)
X h(rh)" A=
yazilabilir. Gama fonksiyonunun 6zelligi ile:
) A—m—1 \
lim (=)' T(=A+m+1) ot =1, (2.22)
r—00 r
elde edilir.
m— A\ > —1,ise:
y n—zm—l \ o n—m—1 h( h)mf)\ Am+1f<t _ T’h)
n1—>nolo - mre hli% " hm+1

nh=t—a =0 (2.23)
¢
:/ (t — )" A D ().

yazilir. (2.19) ve (2.20) denklemleri ele alinarak teorem (2.1) teoremine uygulanirsa:

A—m—1
: A r m+1
ilzlgcl) h g (—1) AT f(t—1h)
nh=t—a r=0 r (224)
1 t
_ t — m—X g(m+1) d
F(—)\+m+1)/a( vl (v)dv

13



olur. (2.19) ve (2.24) denklemleriyle (2.15)’in limiti elde edilir. Buradan:

DY = lim V(1)
_)

S B (@) a) M
- Z L(=A+k+1) (2:25)

1

' _me)\ (m 1)1/ v
+F(—/\+m+1)/a<t )

yazilir. (2.25) ifadesi f*)(t), (k = 1,2,...,p + 1) tiirevleri oldugu varsayimyla [a, ] ara-
liginda siireklidir ve p, p > A — 1 kosulunu saglayan tamsayidir. p’ nin en kiigiik degeri
ise

p<A<p+1

esitsizligi ile belirlenir.
2.2.2. Riemann-Liouville Kesirli Tiirev ve Integral Operatorii

Bu tanim Cauchy formiiliinden yararlanilarak olusturulmustur. (2.25) denklemini
Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi olarak ifade etmek miimkiin degildir. Bu denklemi dife-

ransiyelin 6zel bir integrali olarak diistinebiliriz.

d

DM (t) = (-)mH /t(t — )" (v)dy (m<A<m+1) (2.26)
.D; p i : <A< : :

(2.26) ifadesi, kesirli tiirevin Riemann-Liouville tanimidir (Podlubny, 1999). Riemann-
Liouville tanim1 kesirli tiirevde yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Griinwald-Letnikov
kesirli tiirevini bulmak igin f(¢) fonksiyonunun farklilagabilmesi i¢cin m + 1 kez tiirevini
almak varsayimiyla olusturulan (2.25) ifadesine ¢ok kere tiirev ve integral alinarak (2.26)

elde edilebilir.

14



N @) —a)

_;; D(—=A+k+1) 2.27)
1 t _ 1 \m—A £(m+1)

T,

=D} f(t), (m<A<m+1).

(2.25) Griinwald-Letnikov ifadesi (2.26) Riemann-Liouville ifadesine denktir. Riemann-
Liouville ifadesinin nasil olustugu incelenecek olursa, tam sayili tiirev ve integral kavram-
larmin birlegmesiyle ulagilmaktadir (Podlubny, 1999). O zaman tam sayil tiirev ve integral-

lerin birlestirilmesi ayrintilariyla incelensin.

f(v) siirekli fonksiyondur ve her sonlu kapali aralik (a,t) degeri olsun, f(¢) fonksi-

yonunun 7 < 1 degerinde v = a ya bir tekilligi olabilir. Boylelikle:

lim(v —a)" f(t) = const(# 0) (2.28)

v—a

olarak ifade edilebilir. Ardindan integral
t
) = / fv)dv (2.29)

mevcuttur ve t — a degeri i¢in sifira esittir. O halde sonlu degeri mevcuttur. v = a+y(t—a)

ve ¢ = t — a kabul edilirse:

lim fCV(t) = lim /t f(v)dv

t—a

t—a

= lim(t — a) /0 fla+y(t—a))dy (2.30)

e—0

= lim elT/ (ey)" fla+ye)y "dy =0,
0
elde edilebilir. Ciinkii » < 1 dir. Bu nedenle iki kath integral yazilabilir.
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(2.31)

f_Q(t)z/atdul / f(y)du:/atf(y)dy/:dyl

_/a (t— ) f(v)dv.

Yukaridaki denklem f(v) fonksiyonunun iki kath integralini gosterir:

£ = / v, / " i, / " ) dvs

t V1
= dl/1/ (ry —v)f(v)dv (2.32)
t

_ l/ (t— )2 f(v)dv.

2Ja
Genel durumdaki tiimevarim metoduyla Cauchy formiilii:

1

e A @33)

vardir. O zaman n > 1 sabit olmak iizere £ > 0 tam sayi segilirse:
(—k—n) 1 w [ 1
() = ——=D~ t—uv)"" d 2.34
PO = oD [ (= ) .34
olur. Burada D~* ifadesi (k > 0) olmak sartiyla k tekrarlanan integralleri ifade eder.

Bagka bir ifade ile sabit bir n > 1 ve k > n olmak tizere f(¢)’nin (k —n). dereceden

tiirevini soyle ifade edebiliriz:

1

fE (1) = WDk /t(t — )" L (v)dv. (2.35)

Burada D* (k > 0), k tekrarl tiirevleri ifade eder (Podlubny, 1999).
Simdi Riemann-Liouville integrali incelensin. Herhangi katli integral kavramini kesirli deger-
lere genigletmek icin Cauchy integral formiilii (2.33) ile baslanirken ifadede ki n tamsayisi

gercek bir A > 0 sayisiyla degistirilsin:

D7 = ﬁ / t(t — V) (v)dv (2.36)



(2.33) denkleminde n tamsay1 olmak iizere n > 1 kosulu saglanmalidir; A i¢in karsilagilan

dezavantaj (2.36) denklemindeki integralin var olabilmesi i¢in A > 0 olmasidir. Ayrica:

lim DA f(t) = f(1), (2.37)
A—=0
dir. Burada A\ = 0 olarak yazilirsa:
DUf() = f(t) (2.38)

ulagilir. f(t) ¢ < 0’1n siirekli tiirevleri varsa, (2.37) esitligindeki iligkinin ispati i¢in pargalarla

coziim yapilmakla beraber Gama 6zelligi yardimiyla:

_ fla)(t —a)* 1 ¢ .
D f(t) = TOF 1) +F()\+1)/a(t—u)kf(v)dy,

ulagilir ve

tiw D = f(a) + [ F)dy = Fla) + (1) - (@) = 10

ifade edilir. f(¢) yalmzca ¢ > a igin siirekli ise, (2.37) ispat1 i¢in ifadeye aDIS*A) f(t)

yazilirsa:

D0 = s [ =02 () - f(0)a
+ % /:(t — v ldy
= ﬁ / H(t )N (f(v) = f())dv (2.39)
b oo | =0 ) - o)
e

olur. Yukaridaki integralin ikinci kismi incelenirse f(t) siirekli fonksiyon oldugundan, her

€ > 0icin bir § > 0 vardr.
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[fv) = f)] <e

O zaman (2.39)’daki integralin ikinci boliimii ile ilgili agagidaki ¢ikarimlarda bulunabiliriz:

|1|<L/t (t—y)A‘ldu<i
1T Jiss T(A+1)°

ve e — 0> ave d — 0’1 gdz oniinde bulundurularak tiim A > 0 i¢in

olur. € > 0 alinsin ve ¢ secilsin:

’]2| <€

tim A > 0 ve ¢ sabiti i¢in (2.39)’daki integralin ilk tahmini olan:

M

|| < —/_ (t —v)*tdrv < %(5’\ — (t—a)),

()

esitsizligine ulagilir. Sonrasinda sabit & > 0 i¢in:
A—=0
olur.

OIS — F0)] < IR+ 1]+ 170 x | =2

Yukaridaki limitler ve tahmin gz oniine alinarak:
lim su | DY —
PO V() — f(B)] < e
A—0 @

olabilir. Burada e istenildigi kadar kiiciik secilebilir. Bu sebeple:

18
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lim sup| D~ f(t) — f(t)| = 0,

ifade edilebilir ve (2.37) esitliginde t > a degeri i¢in f(t) olur. f(f) t > a igin siirekli

fonksiyonsa (2.36) ile tamimlanan rastgele integral asagidaki onemli 6zellige sahiptir:

DDy f(t) = DyAf(t). (2.45)

Gercekten de:

NENA .
1 ! Ag—1
Zm/a(t—f) f(&)d¢
=D, If(t).

dir. Acikgasi, A ve ¢ yer degistirebilir. Buradan:
DADTf() = D' (D f(1) = D (1). (2.47)

ifade edilebilir. Burada denklemin (2.47) nin tamsay1 sirali tiirevlerinin iyi bilinen :

dm o drf(t)y dr dTf(t),  d™T ()
e ) " T ) T 248)

dtm-i—n

ozelligine benzer oldugu goriilebilir. Simdi de Riemann-Liouville keyfi mertebeden tiirevi
incelensin. (2.35) denklemi, k£ — n kesirli mertebeden tiirev imkan1 verir. Yani k tamsayist
oldugu gibi birakilip n tamsayisi gercek bir A’yla degistirilebilir, bu durumda & — A > 0 olur.

Bu durum:

DFAf(t) = B /t (t =) f(w)dv, (0<A<1) (2.49)
a™t F()\) dtk (a) ’ - ' )
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sonucundadir.

Yukaridaki ifadenin yakinsamasi icin ihtiya¢ olan tek onemli kisitlama A > 0 ol-
masidir. Buradan hareketle bu kisitlama genellik kaybr olmadan saglanabilir, bu durum
(2.49)’daki integrallerin tanimi ve (2.47) ifadesiyle beraber kolaylikla gosterilebilir. (2.49)

esitliginde A = k — A alinirsa:

1 dk t
JDM(t) = ——/ (t— )" f(Wydy, (k—1<A<k) (2.50)
t T(k—X)dth |
olur ya da
A d* )
D) = 2 (D (#), (k=1 <A<k) (2.51)

bulunabilir. A = k£ — 1 ise, kK — 1 mertebesinin genel bir tamsay1 derecesinden tiirev bulunur.

D) = 2 (DD p ()
A - (2.52)
= LD ) = 1)

A=k>1vet>aicin

d" d"
D) = (D) = T - poogy 2.53)

dir. Yani ¢ > a olursa (2.51)’deki Riemann-Liouville kesirli tiirevi A = k& > 1 derecesin-
deki k£ mertebesinin tiirevi ile cakigir. Simdi Riemann Liouville tiirevinin baz1 6zellikleri

diisiiniiliirse Riemann Liouville kesirli tiirevinin ilk 6zelligi A > 0 ve ¢ > a olsun:
D (DI (1) = f(2) (2.54)

bulunmasidir.
Bu durum Riemann Liouville kesirli integralinin, kesirli tiirevinin tersi oldugu anlamindadr.

Yukaridaki 6zelligi ispatlamak icin A = n > 1 tamsay1 6rnegi incelensin:
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DD ) = S [ (60 o

= & [ s = 50,

(2.55)

olur.
O zaman k£ — 1 < A < k alinarak ve (2.47)’deki Riemann Liouville kesirli integralleri i¢in

kombinasyon kuralindan hareketle:
D f(t) =, D7 (D), (2.56)

olur. Buradan:

D}, D) = dtk{ D"V (D)}
=%ﬁJ¥W®}=ﬂﬂ

(2.57)

(2.56)’daki denklemin ispatin1 sonlandiran denklem bulunur. Tamsayi siral1 integral ve tiirevde
oldugu gibi, kesirli integral ve tiirevde hesaplanamaz. Eger kesirli tiirev , D} f(¢), (k — 1 <

A < k), f(t) fonksiyonunun tiireviyle biitiinlestirilebilirse:

k .
-\ A— ] (t_a))\ J
D} (D £ (1) ; R (2.58)
olur. O halde:
1 t
D (D} @»:=TTX5/“a-VV-%wD;ﬂw»dv

- s [e-renwan). -

dir.

O zaman (2.58) denklemindeki 6zellik uygulanirsa:
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1 t
e RN DI
- o | D @)

N ﬁ / (t = ) (D %N f(1))dv

[ n] ey

_ m—;/m) / (= )" HD; N f () 2.60)
- Z T =

DL D ()
- Z [QDSW} y %

le

bulunur. (2.60) *daki tiim terimlerin varlig1, , D; f(¢) nin biitiinliigiinden kaynaklanmaktadir.
Ciinkii bu kosul sebebiyle , D} f(¢), (j = 1,2, ... k) "m tamami ¢ = a ile simrhdr.
(2.60) ve (2.61) denklemleri birlikte diisiiniildiigiinde (2.60) denklemindeki iligkinin ispati

sonlanmaktadir. 0 < A < 1 ise:

(t _ a))\—l

aD;)\ (aDt)\f(t)) = f(t) - [aDt)\il] t=a F()\)

(2.61)

burada 6zel bir durum s6z konusu olmalidir. (2.54) denklemi daha genel (2.62) denkleminin

Ozel bir halidir.
D},D;f(t)) = D} f (), (2.62)

A > ¢ > Oise f(t) "nin siirekli fonksiyon oldugunu ve ,D; " f(t) tiirevinin varlig farzedilir.
Iki ihtimalde de ¢ > X\ > 0 ve A > ¢ > 0 goz oniine alinmahidir. (2.54) ve (2.62) 6zellik-
leriyle ¢ > A > 0O ise
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DM, Dy f (1)) = DM DDy V(1))
= DUV f(t) = D) ()

(2.63)

olur. Simdi A > ¢ > Ovem ,ntamsaylariyla0 <m -1 < A<mve0<n <A\

q < n ornegi ele alinirsa n < m. Ardindan tanim (2.50) ve (2.62) denklemi yardimiyla

DD 0) = Gl 0 (D)) |

d™ A—qg—m
dtm{ D} f(t)} (2.64)

_ d" A—q—n . A—q
S Al EN)

olur. Yukarida (2.58)’de gosterilen 6zellik daha 6zel bir haldir.

b . )i
DD = DO - L LD i 69

Jj=1

(2.65) ifadesini ispatlamak i¢in eger ¢ < A ise Once (2.62)’deki ozellik veya eger ¢ > A ise

(2.64) deki ozellik sonrada (2.58)’deki 6zellik kullanilir.

D0t 0) = oo (00|

k .
(t—a) I
=D A{ =2 D], m} (2.66)

Jj=1

k
_ Dq/\ qu
a—t Z f taF()\_j+1)

Jj=1

ifadesine ulasilir (Podlubny, 1998).

2.2.3. Atangana- Baleanu-Caputo Kesirli Tiirev ve Integral Operatorii

Riemann-Liouville kesirli tiirev ve integral tanimu kesirli tiirev ve integral teorisinde
onemli bir yere sahiptir (Podlubny, 1999). Bununla beraber uygulama problemleri, ¢ozii-
lebilmek icin baslangic kosullar fiziksel yorumlamaya uygun olan operatorlere ihtiya¢ du-

yar. Bu noktada Riemaan-Liouville kesirli tiirev operatorii yetersiz kalir. Ciinkii bu operator
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matematiksel olarak ¢oziilsede sonuglart kullanigh degildir (S6kmen, 2012). Kesirli dife-
ransiyel teorisinde fiziksel yorumlamaya en uygun olan1 Caputo kesirli tiirev operatoriidiir
(Kilbas ve dig., 2006). Cliinkii bu operatdrde sabit bir sayin tiirevi sifirdir. Sabit bir
say1inin tiirevinin sifir olmasi bu problemin fiziksel yorumunun yapilabilmesini saglar. Ayrica
Riemann-Liouville kesirli tiirevinin Laplace doniisiimiinde tiirevlerin limitleri bilinmez, bu
durum tiirevin fiziksel durumlara uygulanmasini sinirli kilar ancak Caputo tiirevinin Laplace
doniisiimiinde tiirevlerin degerleri olmasi sebebiyle durum tam tersi olmakla beraber fiziksel

problemlere kolaylikla uygulanabilir.

Tamm 2.4 Caputo tiirevi:

C A _ 1 ! [ (v)dv
ath(t)_ F(n—)\)/a (t_y)/\—n-i-l’

olarak ifade edilir. Eger Caputo anlaminda ki kesirli tiirev taniminda A degeri 0 < A < 1

arasinda bir deger olursa:

CDM(t) = F(ll—A)/a g;(_”)yd)i (2.67)

seklinde olup hem yerel (noktasal) hem de tekildir (belli bir noktada t=v igin ¢Oziim sonsuza
gider). Bu durumu yok etmek igin i¢in (t—v) > ¢ekirdegi yerine e 5 geklrdegl kullanilir.

Boylelikle Caputo-Fabrizio kesirli tiirevine ulagilir.

Tamm 2.5 Caputo-Fabrizio kesirli tiirev operatorii, A € [0,1] ve f € H'(a,b)’de b > a

sartiyla:

CF@)\f

exp{ (t _A”)} dv, (2.68)

olarak ifade edilir. Burada N (\) normallestirme sabiti olmak iizere, N(0) = N(1) = 1 dir.

Tamim 2.6 Caputo-Fabrizio kesirli integral operatorii, 0 < \ < 1 olmak iizere;

2(1— \) 2\

IO = G Ot N, e 120 o
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olarak ifade edilir.

Tanim 2.7 Caputo-Fabrizio operatoriiniin Laplace agilima:

L{DMf()} = ﬁ/o exp — st/o f(v)exp — )\(115_—)1\/) dvdt,

olup ters Laplace tanimindan;

My s = 1(0)
1—A s+ A1 —s)

S{DM ()} = 5SS ()} e -

SIOM (1)) = %s{ £ () e{exp — 1 A_tA} _ (s S{f(i>i;(if£02)_ f (0))’
bulunur. Genellestirilmis Laplace agilimi ise:
DI F(1) = o SO Slerp — 1) =
(s"HLEL F(£)} — s"F(0) — s"1£/(0)...f(0))
s+ A1—5s) ’

olarak gosterilir.

Tamm 2.8 Mittag-Leffler fonksiyonu:

k
z
Ey.0)(p) :Zm, v >0,6>0,

k=0

olarak ifade edilir.

Tamim 2.9 Mittag Leffler fonksiyonunun Laplace doniisiimii:

s7~? 1

L{OE, o(—it7)} = e R(s) > |u|7,

gosterilir.
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Tammm 2.10 Riemann-Liouville anlaninda Atangana- Baleanu kesirli tiirev operatorii:

A€ [0,1], f € H'(a,b),b > a sartu ile;

s = 248 [

kh
—~
S
S~—
S
I
>
— =
[ ] ]
> <
~—
>
—_
U
<

seklinde tanimlanir.

Tamim 2.11 Riemann -Liouville anlaminda Atangana-Baleanu kesirli tiirev icin Laplace do-

niisiimii: s > 0 olmak iizere,

3)\ S
S0 (0)(s) = £ SELOHE) 2.70)
1-X

ile tamimlidir ve burada 0 > \ > 1’dir

Tanmmm 2.12 Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli tiirev icin Laplace doniistimii:

s > 0 olmak iizere:

SO DA f(E)(5) = D) TETANG) Z o O @.71)

1—A S+ 25

olur ve burada 0 > X\ > 1’°dir

Teorem 2.2 : f€ H'(a,b),b > a, \ € [0,1] sartu ile:

57D ()} (s) = L{o " D ()} (s) + H(),

dir (Atangana ve Owolabi, 2018).

Ispat Verilen denkleme Laplace acilimi her iki tarafa uygulanirsa;

B()\) s*2{f(t)}(s)  s*7'f(0) BN 2.72)

A A ?
1—)\ S)‘—i—m S)‘—i-ml_)\

{7 D f(1)}(s) =

bulunur. Ardindan:

s*1f(0) B(A)
s+ ﬁ 1-X

LD (1)} (s) = £{gP D f (1)} (s) —
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s 1f(O) B( )
Jr

olur. Burada — yerine H (t) yazilirsa ispatlanir. Bununla beraber yukaridaki

esitlikte ters Laplace doniistimiinii her iki tarafa olmak iizere uygulanirsa:

_ BOY )
D) =5 D) - Tog FO8 (125

bulunur.

Teorem 2.3 f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli bir fonksiyon olmak iizere |a, b| araliginda

asagidaki bulunur.

127D )] < PXLK, - ((D]] = mazasislh(0)]. 273)
Ispat
A
147 DA £(1) H:\l_w/f ARG g
< i 1_ Hdt/ flo H (2.74)
< 2N,

K =||f(z)|| almirsa ispatlanr.

Teorem 2.4 Riemann ve Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli tiirevi, Lipschitz kosu-

luna sahiptir, yani belirli bir fonksiyon cifti icin ornegin f ve h icin asagidaki esitsizlikler

kurulabilir:

175D (1)) =427 DAR(1))]| < HIF (1) — h(o)] (2.75)
ve

145€ DA F () =42 DXn(e)|| < HIIF (1) — h()] (2.76)
yazilabilir
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Ispat

57 D2 £(#) =i"% Db (o)) | =
‘ 1—)\dt/ Ut EA{ ! ?A]dw 2.77)
1—/\dt/0 h(x)EA{_A%}dxH

dir. Bir pozitif sabit bulunur ki, birinci dereceden tiirevin Lipschitz kosulunu kullanarak:

|07 Dy f (8)) =5" Di'h ( |

t t (2.78)
< 2O EA{ } /0 f(x)da /0 h(x)dz
olup
0?7 D f (1)) =57 DRh(t))]
A
< fi(%)il& [ y Alt_—A} 1£(t) — h(t)]| (2.79)

< H||f(t) — h(t)]

Y

esitsizligi yazilabilir. Buradan Riemann anlaminda Atangana-Baleanu kesirli tiirevi Lips-
chitz kosulunu saglar. Tipki bunun gibi Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli tiirevi
de Lipschitz kosulunu saglar. Simdi k£ dogal sayis1 n zamani olsun.

f®0) =0, k=1,23,... nsartiile:

drf(t dr
A d’;ﬁ))zﬁ(g“BRD?ﬂt)), (2:80)

dir. Bu ters Laplace doniisiimii dikkate alinarak ve asagidaki kesirli zaman adi diferansiyel

denklemin konvoliisyon teoremi yardimiyla ifade edilebilir.

o PEDNf () = u(t), (2.81)

esitliginin tek ¢oziimii vardir, agiklanacak olursa:




dir.

Tamim 2.13 Kesirli integral, bolgesel olmayan yeni kesirli tiirev ile iliskilendirilir ve c¢ekir-
degi:

1—-A

I H0) = Ty + gy L 0=

olarak tammlamr. A = 0 oldugunda, baslangi¢c degeri bulunur ve bununla beraber \ = 1

olursa Atangana-Baleanu integrali bulunur.

2.3. Varlik ve Teklik

Baglangi¢ deger problemi olan diferansiyel denklemlerin ¢oziimiiniin mevcut ve tek
olmasi1 gereklidir. Bunlar sirasiyla varlik ve teklik konularidir. Tki konu arasindaki en temel
fark; teklik en fazla bir ¢6ziimiin olabilecegini gosterirken varlik en az bir ¢6ziimiin oldugunu
gosterir. Varlik ve teklik ¢oziimii icin Oncelikle ¢oziimiin varlifina bakilir, ¢coziimiin varligi

mevcut ise tekligine bakilir.

2.3.1. Coziimiin Varhgi

Tanim 2.14
u’ = g(t,u) u(te) = uo

baslangi¢ kosulu olsun. g fonksiyonu IxR’de tanimli ve siirekli bir fonksiyon, I C R olan
actk bir araliktir. I'da taniml ve asagidaki kosullart saglayan bir fonksiyonun ¢oziimii vardir

ve o(t) baslangi¢ deger probleminin ¢éziimiidiir denir.
o t € Licin o' (t) vardu,
o o(ty) = up,to €1
e t e licin(t,o(t)) € [zR

s telicino (t) = g(t,o(t))
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Tanim 2.15 Her (t,r), (t,r2) € R(a,b) igin:

‘g(tvrl) - g(t7r2)’ S K|T1 — T2

esitsizligi saglanacak pozitif K sabiti varsa bu fonksiyona R(a, b) bolgesinde Lipschitz kosu-

lunu saglvyor denir. Bu sabite de Lipschitz sabiti denir.

2.3.2. Coziimiin Tekligi

Baglangi¢ deger probleminin ¢ziimiiniin tekligi en fazla bir ¢6ziimii oldugunu gos-
terir. Baglangi¢ deger probleminin uygun aralikta varligimi ve tekligini gostermek i¢in kul-

lanilan yontemlerden biri Picard-Lindelof teoremidir.

Teorem 2.5 g(t,v) ve %fonksiyonlan, R(a,b) = {(t,v) : |t — to| < a,|v—vy| < b} kapali
ve stmirlt araliginda t ve v’ye gore siirekli ve ayni zamanda Lipschitz katsayist kosulunu
saglar. Bu durumda (1)-(2) sartlart altinda baglangi¢ deger probleminin |g(t,v)| < M ve

h = min(a, ¥7) olmak iizere |t — to| < h araliginda tammli tek bir v(t) ¢oziimii vardur:

1. t € I sartvile o' (t) vardur.
2. O'(to) = Vg, ty € 1.

Teorem 2.6 Picard-Lindelof teoremi: Baslangi¢c deger probleminde B C IR? ve f fonksi-
yonu B — IR tamumli olmast sartiyla bir B alani ve g—z = f(z,y) ve f(xg) = yo sartlartyla
f fonksiyonu vardwr. Eger f fonksiyonu B alaminda siirekli bir fonksiyon ve f(x,y) ve f Lip-
schitz sartiile B alaninda siirekli olmasi sartiyla € > 0 sabit sayist icin B alaninda benzersiz

bir ¢oziim vardr.

Ispat (79,%0) € B olmak iizere (2o, yo) noktalar1 B alaninda herhangi birer nokta ve a >
0, b > 0 sabit noktalar olsun.

D = {(z,y) : |v — x| < a |y—w| < b} C B sartiyla dikdortgensel alan olsun.
M = (%%ch(:c,y) ve h = min(a, £7) sartiyla: |z — x| < h arahginda baslangi¢ deger

problemi tek bir ¢oziime sahiptir. Boylece a < % oldugunda i = a olur. O zaman R; = R

bulunur. % < a oldugunda h = % bulunur o halde R; C R olur.
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R={(z,y) : |r — 20| < a,|ly —yo| < b}

By ={(z,y) : |2 — x| < hy [y — yo| < b}

R ve Ry yukaridaki gibi tanimlansin. Bdylelikle bu teoremin ispati ardisik yaklagimlarla
yapilir. O halde:

|z — xo| < h araliginda €2y, Q9, Q... fonksiyonlari yazilsin:

9 =yo+ /x f(tsyo)dt

Qs = yo + / f(t, Qa(t))dt (2.82)

Oncelikle baglangi¢ deger probleminin [z, 2o + h] arahginda varlig1 ispatlanir. Benzer se-
kilde [z¢ — h, 7o) arahginda da varlig1 ispatlanir. Ispat dort adimda gerceklestirilmektedir.
Varsayalim €2,,_; (x) fonksiyonu [z, o+ h] kapali arali§inda tiirevli olsun ve x € [z, zo+h)|
icin [©2,_1(x) — yo| < bolsun. O zaman (z,Q,_1(z)) € Ry olur. (z,Q,_1(z))’da tanimh
siirekli olan f(z, €2, _1(x)) fonksiyonu vardir. O zaman [z, zo+h| araliginda | f (z, Q,_1(z))| <

M bulunur. Q,(z) = yo + f;o f(t,Q,_1(x))dt oldugu diisiiniiliirse:

1. ©Q,, var olan bir fonksiyondur ve [z, 2o + k] araliginda siirekli olan tiirevi mevcuttur

ve de:

19.(2) — 9ol = ‘ / :m,nnl(x))dt'

S e

b

< [ Mdt= M(x— x) h:min(a,M)

(x,Q,(x)) R, arahiginda bulunan noktadir ve bu sebeble f(z,,(x)), [xo,zo + h]
kapal1 araliginda tanimli siirekli olan fonksiyondur. Farz edelim ki n = 1 olsun, o
zaman Q4 (x) = yo + f;o f(t,yo)dt bulunur. Bu durumda 2, fonksiyonu [z, z¢ + h]

kapali araliginda tanimlanabilen ve siirekli olan bir fonksiyondur. Bununla beraber:
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m&@—mﬂ§/|ﬂtmmﬁ

< M(x—x9) < Mh<b

dir.

O zaman n = 1 degerinde (x, €2 (7)) noktas1 R;’de tanimli bir nokta ve f((x)),
[0, o+ h] kapal1 aralifinda siirekli olan bir fonksiyondur ve bununla beraber [z, zo+
h] kapali arahiginda ¢oziimdiir.

Ayn1 yontemle yukaridaki denklemde tanimlanan (2,, fonksiyonu, tiimevarim yontemi
ile [z, xo + h| kapali araligindaki 6zellikleri gosterir. Bu durumda (2 fonksiyonu
[0, xo + h] kapal1 araliginda vardir ve denklemin ¢oziimuidiir. Boylelikle ispat tamam-

lanmais olur.
. (29,9 + h) araliginda {2, } ¢c6ziimii tektir ve asagidaki esitsizligi saglar.
[z0, xo + h] arali@inda |, (z) — Q,,_1 ()] < %%’dm

r € (xg,xg + h) araliginda [Q2,_1(x) — Q,_o(2)| < Mafn_? x — x0)" ! oldugu
g (n—1)! g

diistiniiliirse:

[0 (2) = Qo (2)] =

/z(f(ta Qn—1<t>> - f(t, Qn_2<t)))dt‘

o

x
S/‘
Zo

Ispatin ilk boliimiinden = € (x¢, zo + h) araliginda |Q,,(z) — 39| < b olur. Bu se-

fwanmm—fmﬂnxmkt

beple (z,Q,_1(z)) ve (z,Q,_2(x)) noktalart = € (xg,zo + h) arahginda R; de iki
nokta oldugu soylenebilir. Lipschitz katsayisi teoremi yardimiyla |2, () —Q,,_1(z)| <
a [ Q1 (t) — Qn_a(t)]dt olur.

19,(5) = Qs () < o [ (s (8) — Qus(t)|dt

o

Vi n—2
< a/ a—(t—xo)"_ldt
z (= 1)!

Mo [(t—x)" 1" Ma™! M o™
< = — n____ _jp"
~(n— 1)!{ n 20 n! (z = @) a n!

M (ah)"
§—<a ) (\x—xo\§h>

a nl
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seklinde gosterilir. Boylelikle ispat tamamlanir. O zaman ¢oziim tektir denir.

3. n — oo ), siirekli fonksiyonu [z, xy + h| kapali araliginda esit araliklarla 2 fonksi-

yonunu yakinsar.

4. Q) fonksiyonunda limit [z, z¢ + h] araliginda baslangi¢ deger problemine karsilik gelmek-

tedir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Atangana-Baleanu Kesirli Tiirev ve Integral Operatorii

Caputo ve Fabrizio (2015) iistel cekirdekli kesirli tiirev tantmi yapmislardir. Bunun
tizerine Losada ve Nieto (2015) bu tanimin kesirli integral tanimin1 yapmiglardir. Atangana
ve Baleanu ise bu tanima en uygun cekirdegi bulmak icin: Mittag-Leffler fonksiyonunun
kesirli adi diferansiyel denkleminden yola ciktilar. Asagidaki denklem Mittag-Leffler fonk-
siyonunun kesirli adi diferansiyel denklemidir (Kilbas ve dig., 2006, Hristov, 2015b, Hristov,
2015a).

d*y

X = 0< A<l (3.1)

Mittag-Leffler fonksiyonu yerel olmayan bir isleve sahiptir. Genellestirilmis Mittag-Leffler

fonksiyonu incelenirse:

Ex(—t") =) F(_ﬂ (3.2)

exp(—alt —y)) =) (3.3)

A

a =15

secilerek (3.3) denklemi Caputo-Fabrizio tiirevi ile degistirilirse:

D?(f(t))z(]lw_(AA))Z(_;!) /b dj;(yy)@—y)’“dy. (3.4)

k=0

Yerellik problemini ortadan kaldirmak icin agagidaki ifadede denklem (3.4)’da k! yerine
['(M\k + 1) ve (t — y)* yerine (t — y)** yazilirsa:
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— (=N [Mdfly)
DMNf(t) ZF Yy / 0y (t —y)*dy. (3.5)

k:O
bulunur. O halde, asagidaki kesirli tiirev tanimu yazilabilir.

Tamm 3.1 f € H'(a,b),b > a, X € [0,1] igin, yeni kesirli tiirevin tanum :

ABC DA(£(¢ 1_ /f { <_I)A]dw. (3.6)

olarak yazilir.

Bulunan bu tanim Laplace transformunu kullanan baglangi¢c deger problemlerinin ¢ozii-
miinde olduk¢a kullanigli olmakla beraber ¢coziimlerde kolaylik saglamaktadir. Ancak A =0
oldugunda ilk fonksiyonu kaybedilir. Bu problemi ortadan kaldirmak i¢in asagidaki tanim

olusturulmustur.

Tanmm 3.2 H'(a,b),b > a, [0, 1] icindeki \ "de f olsun, yeni kesirli tiirevin tanimi

—r A
SPEDNf(t)) 1_Adt/ flz [ ( ) }d:v. (3.7)

seklinde verilir.

(3.6) ve (3.7) denklemlerinin ¢ekirdegi yerel degildir. f fonksiyonu sabitse tiirevi sifirdir
(Atangana ve Baleanu, 2016). Bu bilgi dogrultusunda (3.6) denkleminde fonksiyon sabit
oldugunda tiirevi sifir bulunur. (3.6) ve (3.7)’de sirasiyla tiireviyle Laplace iligkisi ince-

lendiginde asagidaki esitlikler:

SPRDp(0)(s) = £ SESOHE) 68)

ve

E[OABCDi\f(t)](S) _ B()\) SAS{f(t)}(:S) — SA_lf(O) (39)

1—A 25

elde edilir (Atangana ve Baleanu, 2016). Buradan asagidaki teorem olusturulabilir.

Teorem 3.1 f € H'(a,b),b > a, A € [0,1] aliursa asagidaki denklem:

oPODYN(f(t) =3P DNf(t) + H(t) (3.10)
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bulunur.

ispat Tanim (3.2) ve Laplace doniisiimleri kullanilarak:

S0 D (1) () = 2L LN O BOY (3.11)

=X 42 AT\

bulunur. Teoremdeki denklemden:

S{PD F0](s) = S D))~ S LD P (.12

olur. Bu ifadenin her iki tarafina da ters Laplace agilimi yapilirsa:

B(\) d

0O D () =07 D) = T JOEA( = 7—1) (3.13)
bulunur ve ispat tamamlanr.
Teorem 3.2 F, [a,b] kapalr araliginda siirekli bir fonksiyon olsun.

12D rnl| < 20k, o) = mazozisolh(o) G.14)
esitsizligi bulunur (Atangana ve Baleanu, 2016).
Ispat

A
i prranl = | 2254 [ rom] - A= |
v [ sl
= EX s

K =|[f(x)]] olur.

Teorem 3.3 Riemann anlaminda Atangana-Baleanu ve Caputo anlaminda Atangana-Baleanu

kesirli tiirevleri Lipschitz sartini saglar ve

1277 D) £()) =457 DXR(t))|| < HIF(t) — h(1)] (3.15)
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125D F(8) —4B€ DAR()|| < HIF(E) — h(D)]] (3.16)

esitsizlikleri yazilabilir. Yukaridaki iki esitsizliginde ispati benzer oldugundan (3.15) esitsiz-

liginin ispati incelensin.

ispat
075D £ () =457 DXM(t))|| =

Y

[P [ som [ oo PG [ [

olarak gosterilir. Pozitif bir sabit bulunabilir bunun i¢in birinci mertebeden tiirevin Lipschitz

kosulu kullanilabilir:

A
13702~ pnie]| <5 | -2 E]

(3.17)
/f M—/ ()],
ardindan
ABR 1 _ABR ) B\ t*
o DM () D}h(t))]] < _)\EA{—/\l_)\}
< ||£(x) — hia)||t (3.13)

<H||f(z) — h(z)

B

(3.18) elde edilir. Boylelikle Lipshitz kosulunu saglar. Lipshitz kosulunu saglayan Atangana-
Baleanu anlaminda Riemann anlaminda kesirli diferansiyel denklemi f, n kez farklilasabilir

dogal say1 olsun ve f¥)(0) =0, k=1,2,3,...,n sartiyla:

d"f(t),  d" aBr
APCDN———= T ) = dtn( D} (1)) (3.19)

bulunur. Burada, ters Laplace doniisiimii uygulanarak ve asagidaki kesirli adi diferansiyel

denklemin Laplace doniisiimii kullanilarak denklem ispatlanabilir.
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0 PEDMNf(1) = u(t) (3.20)

O halde (3.20)’deki ¢oziime ulagilir. Bu ¢oziim:

olur.

Tanim 3.3 Yerel olmayan kesirli diferansiyel denklemin integral operatorii,

11— A ¢ .
= 0+ e L fo =0

olarak ifade edilir. Burada A\ = 0 degeri verilirse, baslangi¢ fonksiyonu bulunur ancak

A EIO)
A = 1 degeri verilirse standart integral elde edilir (Atangana ve Baleanu, 2016).

3.2. Caputo Anlaminda Atangana-Baleanu Kesirli Tiirevinin ki

Asamali Adams-Bashforth Semasi

Bu boliimde klasik mertebeden diferansiyel denklemleri ¢c6zme algaritmasi olan Adams-
Bashforth semasi (Bashforth ve Adams, 1883), Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli
tiirevi i¢in incelenecektir. Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli diferansiyel denk-

lemi olan:
07O DMy(t) = f(ty(t)) (3.21)

esitligi i¢in analizin temel teoremi dikkate alinarak:

1—-A

y(t) = y(0) =mf(t,y(t))

t (3.22)
. m / (t =0 fwy())d(w),

ulasilabilir. O zaman ¢, i¢in:
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1-A

Y(tni1) — y(0) :mf(tm Yn)
A

+ ABCOVTY /0 nﬂ(tnﬂ — )Mt y(1))dt,

ve t,, icin:

¥lt2) = 9(0) =gy /oot

N m / (b, — )t (b)),

bulunur. Yukaridaki ¢,,1 ve ¢,, denklemlerinin farki alinirsa:

y(tn-i—l) - y(tn) :AlB;()\)\){f(tm yn) - f(tn—hyn—l)}
Ty ev MR (O

_ m / (b — DN y(0))dt

ve bu ifade diizenlenirse:

Vltwss) = 9lt0) = gy et = Fltamsstn)} + At = A

ulagilir. Bu genelligi goz oniinde bulundurarak:

Ayy = m / s — 0N (L y ()t

Lagrange doniistimii yardimiyla:

t—1tho1 t—1t,

[ _
tn - tn—l tn—l - tnf( nt b 1)

p(t) =

bulunur. Bu sekilde:
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(3.26)
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(3.28)



A A /t"“(t !
MITABCNT(N) fy

X {t _}in_lf(tna yn) - ! _htnf<tn17 ynl)}

/\f(tn’ yn) ft1 A—1
:ABC(A)F(A)h{/O AU t’”)}dt

~ Af(tne1,Yna) /t"“(t ) b (3.29)
ABCOT(MA S, ™ o
— )‘f(tm yn) thg—&-l tgi% . Af(tnfb yn71>
ABC(MT(M)h A A+1 ABC(MT(Mh
N
A A1
olur. Ayn1 yontemle:
A A1
A)\ , = )\f(tna yn) % . tn _ f(tnfla ynfl) tj;_t,_l, (330)
ABC(MT' (MR | A A+1 ABC(MT(Mh
olur. Bu sekilde:
(ts) = (tn) = ) — S 1))
Y(ln+1 Y(ln _ABC<)\) ny Yn n—1, Yn—1
S (RN e
ABC(MLC(Mh A1
)\f n— layn 1) h n+1 ti\b——i’:} (331)
ABC’ AMh A A+1
)\f - yn )\ t)x—&-l
~ ABC(A h{ A+ 1}
+ f(tn 1>yn 1 t)\+1
ABC(MT' (MR ™
1—A A 2hth,, i
yn+1=yn+f(tmyn){ABC(/\) +ABC( )h|: A\ _)\+1:|
A ht) )t
~ ABC(MT(Mh {T A 1} } EEACY
N1 \ (3.32)
. {ABC(A) ~ ABCO)T(M)h
O L e
A A+1  ABCANI(M)h

bulunur. Bu denkleme Caputo anlaminda Atangana-Baleanu fraksiyonel tiirevi i¢in iki asa-

mali Adams-Bashforth semasi denir.
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Teorem 3.4 (Yakinsama Sonucu) Asagidaki denklem y(t)’nin bir ¢oziimii olmak iizere:
07 DYy(t) = f(t,y(t))

[ siirekli ve simirlidr. 'y (t)’nin sayisal ¢oziimii:

11— A 2ht) Al
n+1=9Yn tn n ntl - ntl
Ynt1=Yn + f(tn:y ){ABC(A) +ABC(A)h[ A A+
A ht}\ t)x—l—l
_ “n_ m Lo
ABO()\)F(A)h[ A A+1]}+f( n1:Yn-1)
N (333
A1 _ A htn _ tan
ABC(N)  ABCA\T(Mh[ A A+1
t)\Jrl
* ABC(A)F(A)h] } T f,
olarak gosterilir. Burada || R) || < M’dir.
Ispat
(ta1) = Y{tn) = { (b ) = (bt Yoot} +
Y(ln+1 Y\ln ABC( ) ny Yn n—1; Yn—1 ABC()\)F()\)
tn+1 tn
<[ =0 - / e —t)Hf(t,y(t))dt}
0
1—\ tnﬂ t—ty
T~ \\Jn T Jn— T, tn; n
t—1ty i t) - A1
+mf(tnlynl +),g z:| toyr — )" dy
it —t, t—t, ~
- -, tn; n -, tn— ) n—
/ Ln—tn_lf( )+ () [
X (tp — t)“dt}
tn+1 n+1 n
:L(t7 /\,n) + f ' H Z n+1 — t) _ldt
0 =0
t n
ol H (t —t;)(t, —t)*"'d,
=0
dir. Boylelikle (3.34) denklemi ifade edilebilir.
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1) 2htyy o }

Lit, A m) _f(t"’y"){ABO(A)+AB Ok [ D
)\ hi tM—l
~ ABC(\T(M)h {T a /\ + 1”
A
bty { T ABCONT (VA
_l’_

ht? Al t“l

A A+1  ABC(NT(Wh

veE

R e ) (SRR R Ry ) (AL

(n+ 18

Bunu gosterecek olursak:

/‘tn+1 fn—i—l (t) ﬁ(f B ti)(tn+1 y t))‘fldt

IR0l

tn+1 f""'l(t) w
< (t —t) (tner — )1,
/0 (n—l—l)'g s =) HOO
t n n—1
" t
v [0 <t—ti><tn—t>k—1dtH
0 (n) =0 e}
FSsONIRS thi
< t—t;
o || e 0] =5
n—1
/(@) .
t—t)|| =
+t€[0,tn+1} (TL)' y([< ) oo)\
n+1 t n(
< o { oo IOy L)
1€0,tns1] LtEOEn11] (1 4 1)! "te0tna] (n)!

hn+1 h
12 A I Y )
X (n 5 thy + (n—1)! 4)\75 )

olur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Hepatit B enfeksiyonu diinyada bir¢ok 6liime sebep olan ciddi bir saglik sorunudur.
Hepatit B viriisiiniin (HBV) neden oldugu, Hepatit B enfeksiyonu esas olarak karacigeri
etkileyen bulasici ve tedavi edilmediginde 6liimciil olabilen bir hastaliktir. Bu hastalik global
diizeyde karsimiza ¢ikmaktadir. Hepatit B viriisii kimi zaman akut hastaliklara, kimi zaman
da kronik hastaliklara yol agabildigi gibi tedavi edilmediginde oliimlere yol agmaktadir.

Hepatit B viriisii yiiksek oranda Asya, Giiney Avrupa, Afrika ve Latin Amerika’dan
rapor edilmektedir. Yayilim miktar: ise Cin niifusunda endemik diizeyde iken Asya ve Afrika
niifusunda durum salgin diizeyindedir. Ornegin, Pakistan’da 6 milyondan fazla kisi Hepatit B
viriisiinden muzdariptir. Hatta baz1 bolgelerde, Sindh ve Pencap’taki bazi kdylerde %20’den
fazla insan bu enfeksiyondan etkilenmektedir. Hepatit B ve komplikasyonlar1 nedeniyle her
yil binlerce Pakistanli bu hastalik yiiziinden hayatin1 kaybetmektedir. Pakistan kronik Hepa-
tit B ytikiiniin en yiiksek oldugu; karaciger yetmezligi ve diger komplikasyonlar nedeniyle
Oliim oraninin oldukg¢a yiiksek oldugu iilkelerden biridir. Bunlarla beraber kronik Hepatit B
enfeksiyonuna en ¢ok ¢cocuklarda rastlanmaktadir.

Hepatit B viriisiiniin insanlar arasinda bulagsma seklini yatay ve dikey bulagsma olarak
iki baglik altinda toplayabiliriz. Yatay bulagsma, enfeksiyona sahip veya tastyici bir kisinin
viicut sivilartyla bu enfeksiyonu bagkasina bulagtirmasidir. Dikey bulasma, enfeksiyona
sahip veya tasiyici bir anneden dogan bebege enfeksiyonun ge¢cmesidir.

Hepatit B viriisii ile enfekte kisilerin belirtilerini su sekilde 6zetleyebiliriz. Diger vi-
ral hastaliklarin semptomlarina benzer ancak bazi durumlarda biiyiik bir hasar olana kadar
mesela karaciger hasar1 olana kadar kendisini gostermeyebilir. HBV ile enfekte kisiler mi-
nimal semptom gosterse bile veya semptomlar olmasa bile yine de enfeksiyonu bagkalarina
bulagtirabilirler. Baz1 bireyler HBV’yi viicutlarinda tasir ve hayatlarinin geri kalani icin bu-
lagicidir.

Biyolojik olaylarin matematiksel modelleri, biyolojik olaylarin modellerini kesfet-
mek i¢in ve toplumda enfeksiyonun yayilimi kontrol altina alma Onerilerinde bulunmak icin
onemlidir. Bu tezde Hepatit B viriisiiniin yayiliminda gé¢menlerin etkisini aragtirmak igin
onerilen, erken asamada farkindalik, etkili agilama ve uygun tedavi olmak iizere ii¢ parametre

gelistirilmesini saglayan Hepatit B viriisii bulasma modeli olan SEACHR modelinin analizi
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yapilmistir (Ullah ve dig., 2019). Salgin yayilimim kontrol altina almak i¢in 6nerilen bu
modelin Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli tiirev operatoriine genisletilerek varlik

ve teklik ¢oziimii, niimerik ¢6ziimii ve sayisal simiilasyonlar1 verilmistir.

4.1. SEACHR Modeli

Hepatit B viriis modeli (Ullah ve dig., 2019) asagida verilmisgtir:

%ﬁt) = (1 —9C(t))b— B(uC(t) + At))S(t) — dS(t)
dg—it) = BS(£)(uC(t) + A(t)) = SE() + by C(1) — dE(t)
dA(t)

———L = 6B(t) — hyA(t) — daA(t) — dA(t) — yA(2)
dt 4.1)

%ﬁ” — JA() — dC(t) — deC(E) — haC(1)
%t(t) = hi A(t) + hoC(t) — (d+ ) H (1)
dR(t) _

—— = EH(t) - dR(1).

Altr adi diferansiyel denklemden olusan HBV iletiminin matematiksel modelinde;
S(t) t zamaninda siipheli bireylerin sayisini, F(t) t zamaninda maruz kalan sayisini yani
temasli birey sayisini, A(¢) t zamaninda akut sayisin1 yani kronik olmayan hasta sayisini,
C'(t) t zamaninda tagiyict Kisi sayisini, H (¢) t zamaninda hastaneye kaldirilan kisi sayisini
(Burada H(t) sinifina, tedavi amaciyla bir hastane ya da saglik kurulusuna bagvuran bireyler
dahil edilmektedir), R(¢) t zamaninda iyilesen kisi sayisin1 gosterir. Boylece toplam niifus;
N(t)=S(t)+ E(t) + A(t) + C(t) + H(t) + R(t) seklinde gosterilecektir. Burada N (t) =
S(t)+ E(t) + A(t) + C(t) + H(t) + R(t) sabittir.

Ayrica bu modelde; d katsayis1 dogal 6liim oranini, d 4 kaysayisi akut hastalik sebe-
biyle 6liim neticesinde azalma oranini, d katsayisi tastyici hastalik sebebiyle 6liim oranint,
b katsayis1 dogum oranini, p katsayist akut enfeksiyon araciligi ile tastyicilarin bulasicilig
oranini, [ katsayist hastalik temas oranini verir bagka bir deyisle iletim katsayisidir, v kat-
sayisi tastyici annelerden dogan asilanmamig ¢ocuk oranini, § katsayis1 Hepatit B viriisiiniin
tastyicidan maruz kalana akis hizi oranini, -y katsayisi akut bireylerin tasiyici bireylere doniisme
oranini, ¢ katsayisi iyilesme hizi oranini, h; katsayisi hastaneye yatirilan akut hasta oranini,

hs katsayis1 hastaneye yatirilan tasiyici oranin ifade etmektedir.
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Simdi Hepatit B viriis modeli Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli tiirev op-
eratoriine genisletilecek ve sirasiyla sabit nokta teoremi yardimiyla modelin varlik ve teklik

¢Ozlimii ispat edilecektir.

4.2. Hepatit B Viriis Modelinin Caputo Anlamindaki

Atangana-Baleanu Kesirli Tiirev Operatoriine Genisletilmesi

Hepatit B viriis modeli (Ullah ve dig., 2019) parantezlerin basindaki katsayilar dagitilarak

tekrar diizenlensin ve (4.2) denklem sistemine ulasilsin:

%ﬂ — b — bpC(t) — BuC(t)S(t) — BAR)S(L) — dS(1)

%f) = BuC(t)S(t) + BAR)S(t) + bC(t) — OE(t) — dE(t)

AW _ 5p(1) — hyA(t) — daA(t) — dA() — vA()

il 7
— = 7A(l) — dC(t) = deC(t) — haC (1)

_dZt(t) = hiA(t) + hoC(t) — dH(t) — SH(2)

aR(t)

S = EH () — dR(Y).

(4.2) denkleminde b katsayis1 dogum orani, d katsayist dogal 6liim orani, d 4 katsayisi
akut hastalik sebebiyle 6liim orani, d¢ katsayisi viriis tasiyicist olmasi sebebiyle 6liim orani

olmak iizere, dogum orani ve 6liim oranlar sifir alinirsa:

%f) — _BuC(t)S(t) — BA)S()

‘“3_9 = BuC(t)S(t) + BA(t)S(t) — 6 E(t)
A _ 5By — hAlt) — 2A®)

% — A(t) — haC(t)

%@ — W A(t) + hoC() — EH (1)

dR(1)

d—t = fH(t)

elde edilir. N(t) = S(t) + E(t) + A(t) + C(t) + H(t) + R(t) seklinde olup, N(t) toplam
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niifusu gostermektedir. O halde dogum orani ve 6liim oranlari sifir alinirsa; N (¢)=0 olacaktir.
Bu bilgiler dogrultusunda (4.3) denklem sistemi Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli

tiirev tantm1 yardimiyla:

15 DS (1)

—BuC()S(t) — BA()S(1)

MPODYE(t) = BuC () S(t) + BA()S(t) — SE(1)
{PEDYA(t) = E(t) — hiA(t) — yA(1) 44)
MPEDYC(t) = yA(t) — haC(t)

15¢ Dy H (1

hiA(t) + heC(t) — EH(2)
ITCDOR(t) = €H (1)

elde edilir. (4.4) denklem sistemi i¢in baglangic kosullari: S(0) = ¢o, F(0) = ¢1, A(0) = ¢,
C(0) = ¢3, H(0) = ¢4, R(0) = c¢5 olsun. Arastirmaya konu olan bu ¢calismada N =
S+ FE+ A+ C + H + R sabittir. Banach uzayinda F' : R — R seklinde tanimli ve
siirekli F' fonksiyonu 7" normu ile ||S|| = sup{|S(t)| : t € T}, ||E|| = sup{|E(t)| : t €
T} Al = sup{|AQ®)] : t € THIIC|| = sup{|C(t)| : t € TIH|| = sup{|H(®)| : t €
T} [|R[| = sup{|R(t)| - t € T} (5, E,A,C H, R)|| = [|S][+]|E]| + ||A]| +
||C|| + || H|| + || R]|| seklindedir. Ozellikle FF = C(T) x C(T) C(T) Banach uzaymda R’de

tanimlanmus siirekli bir fonksiyon olmak {izere 7" supremum norma sahiptir.

4.3. SEACHR Modelinin Varlk ve Teklik Coziimleri

Bu kisimda (4.4) sisteminin varli1 sabit nokta teoremi yardimiyla incelenecektir.
Aragtirilan modelin varli§ini incelemek i¢in (4.4) sistemi Atangana-Baleanu integral opera-

toril yardimiyla:

S(t) = 8(0) +7¢ Ip{—BuC(1)S(t) — BA(t)S()},

E(t) = E(0) +"P¢ I3{BpC(1)S(t) + BA(1)S(t) — S E(t)},
At) = A(0) +1PC ISE(t) — mA(t) — vA(D)}, ws)
C(t) = C(0) +{7° I3 {vA(t) = haC (1)},

H(t) = H(0) +{"° I} {hA(t) + hoC(t) — EH (1)},

R(t) = R(0) +'"“ I3 {¢H (1)},
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seklinde gosterilir. (4.5) sistemi Atangana-Baleanu integral operatorii ile diizenlenirse:

(1) = S(0) =355 {-BUCOS() - FAD)S(0)
el R Al SN
~ BAW)S0)}d()

B(t) = B0) =53 RC(S() + BADS() — 5E(0)

A t .
+ SN / (t — ) {BuC () S(v)

+ BA(v)S(v) — dE(v)}d(v)
1—A

A(t) — A(0) :m{w(t) — hA(t) —vA[®)}

+ t—v)AVISE()

)\ t
BT ¢
— hA(v) —~vA(v)}d(v) (4.6)
C(1) = C(0) =7 A = maC'(0)
A

+ W/o (t =)V {yAw)
— heC(v) }d(v)
H(t) — H(0) = %{hlA(t) + haC(t) — EH(8)}

A e A
haC(v) — €H () }d(v)
R(t) — R(0) = %{w(w}

S LNy
e AT GO

_|_

denklemlerine ulagilir. Islemlerin daha anlagilir olmas igin ¢ekirdekler asagidaki gibi alinirsa:
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k1(t, S(t)) = —BuC(t)S(t) — BA(1)S(t)

ra(t, E(t)) = BuC(t)S(t) + BA(E)S(t) — 0 E(t)

ks(t, A(t)) = B (t) — hiA(t) — vA(t) w
ka(t, C (1)) = YA(t) — haoO(t)

ks(t, H(t)) = i A(t) + haC(t) — EH (1)

re(t, R(t)) = EH(t)

cekirdekleri yazilabilir. Modelin Lipschitz sartin1 sagladigi ve her bir denklemin sirasiyla

Lipschitz katsayilarinin:

G = BuO; + 562,

CQ = 67
<3 = hy; + Y,
(4.8)
C4 = h27
C5 = ga
CG - 07

seklinde oldugunu gostermek igin; S1(t), So(t), E1(t), Eao(t), Ai(t), As(t), Ci(t), Ca(t),
Hi(t), Hy(t), Ri(t), Ro(t) € L]0, 1], H’de siirekli olmak iizere; ||S(¢)]| < O, ||E(t)|] <
Ou [[AD|] < O, [IC(#)]] < O, [[H(1)]] < Os, [[R(1)]] < O olsun.

Teorem 4.1 (4.7) sistemindeki k1, ko, K3, K4, K5, kg ¢ekirdeklerinin Lipchitz katsayilart (y,
Co, (3, C4, C5, (g Olmak tizere katsayilar asagidaki goriildiigii gibi pozitif ve birden kiiciikse
Lipschitz kosulunu saglar.

0<Bud;, + PO, <1

0<d<1

0<h +v<1

4.9)
0<hy<1
0<¢<l

0<0<«1
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Ispat Ik 6nce #, gekirdeginin varlig1 incelensin. Sy (t) ve Sy(t) iki fonksiyondur:

|51 (2, 51(2)) — wa (L, S2(0)]] =[| = BrC(£)S1(t) — BA()S:1(2)
+ BuC(t)Sx(t) + BA(E)S2(1)||

=[| = BpCO{5:(t) = Sa2(t)} = BAWD{S1(1) = S2(t)}]]
(4.10)

olur. (4.10) denklemine iicgen esitsizligi uygulanirsa:

k1, S1(2)) — ki (t, S2 ()] < || = BuC(O){S1() — S2(O) H| + || = BAD){S1() — S2(t) }H]
< {BullCOI + BIIAD[H]S1(2) — S2(2)]]
< A{BuO1 + BO:}[S1(t) — S2(t)]|

= GllS1(t) = S: (1)l
(4.11)

esitli§ine ulasilir. Yani, x; ¢ekirdegi biizilmeye sahiptir. O halde Lipschitz kosulunu

saglar.

Ikinci gekirdek olan k4 gekirdeginin varlig1 incelensin. E(t) ve Fy(t) iki fonksiyon-

dur:

|[R2(t, 1 (1)) — ra(t, Ea(t))|| =[|BuC(t)S(t) + BA(t)S(t) — 6 E1(t)
— BuC(t)S(t) — BA(t)S(t) + 0L (t)]| (4.12)
= || = 0E1(t) + 6 Ex(t)]]

olur. (4.12) denklemine ii¢gen esitsizligi uygulanirsa:

||ra(t, Ea (1)) = malt, Ex(t))]] <[] = 0{EL() = Ex(D)}]
< {O}H{ £ (t) — Ea(t)} ]
< S|{Ea(t) — Ex(D)}]
= G|[Ev(t) = Ex(1)]

(4.13)
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esitligine ulagilir. Yani, x- cekirdegi biiziilmeye sahiptir. O halde Lipschitz kosulunu saglar.

Ugiincii gekirdek olan k3 gekirdeginin varligi incelensin. A;(t) ve Ay(t) iki fonksiyon-

dur:

|lks(t, Ar (1)) — ks (t, Aa(2))]| = [[0E(t) — haAv(t) — yAL(t) = OE(t) + hiAz(t) + 0 As(t)]]

(4.14)
olur. (4.14) denklemine ii¢gen esitsizligi uygulanirsa:
|lka(t, Av(t)) — rs(t, A2(1))]] < [[{Ax(t) — A2()} — {Au(E) — Az(8) }]
< |[(=hy —v){A1(t) — As(t
< |[(=h1 — ){As(?) 2(t) H] 4.15)

< {ha + 73 AL(2) = A2(0)]
= Gsl|Ax(t) = As (D)l

esitligine ulasilir. Yani, k3 ¢ekirdegi biiziilmeye sahiptir. O halde Lipschitz kosulunu saglar.

Dordiincii gekirdek olan 4 ¢ekirdeginin varligr incelensin. C' (t) ve Cs(t) iki fonksiyon-

dur:

[Ra(t, C1 (1) = Ra(t, Co())[] =[[7A(E) = haCu(t) = YA(E) + haCa(t)]] (4.16)

olur. (4.14) denklemine iicgen esitsizligi uygulanirsa:

||Kka(t, C1L(t)) — Kalt, Co(8))]] < || = ha{CL(t) — C2(t)}]]
< |l = ha[[l|C1(2) — Ca(t)]]
< {h}|C1(E) = Ca(1)]]
= GllCi(t) = Co(1)]]

4.17)

esitligine ulagilir. Yani, x4 cekirdegi biiziilmeye sahiptir. O halde Lipschitz kosulunu saglar.
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Besinci ¢ekirdek olan k5 ¢ekirdeginin varligi incelensin. H(t) ve Hy(t) iki fonksiyon-

dur:

Ik (&, Hi(t)) = rs(E, Ha(1))|] = [ A(t) + hoC(t) — EHL(E) — haA(t) — haC) + EHa(t)]]
(4.18)

olur. (4.14) denklemine iicgen esitsizligi uygulanirsa:

[l (2, H(2)) = s (t, Ho(1))|] <[] = E{H1(t) — Ha(t)}]]
< {}H[H:1(t) — Ha(1)]] (4.19)

= Gl H1(t) — Ha(t)]]

esitligine ulagilir. Yani, x5 cekirdegi biiziilmeye sahiptir. O halde Lipschitz kosulunu saglar.

Son ve altinct gekirdek olan kg ¢ekirdeginin varligr incelensin. Ry (t) ve Ro(t) iki

fonksiyondur:

[r6(t, Ra(t)) — ra(t, Ro(t))|| = [IEH (1) — EH ()] (4.20)

olur. (4.14) denklemine iicgen esitsizligi uygulanirsa:

s, Ra(£)) — (. Ra(®)] < IECH (1) — H(}]
< o] (421)

= Go|[121(2) — Ra(1)]

esitligine ulagilir. Yani, kg ¢ekirdegi biiziilmeye sahiptir. O halde Lipschitz kosulunu saglar.
Her bir denklemin pozitif ve birden kiigiik Lipschitz katsayisinin var oldugu bulunmustur,

teoremdeki katsayilara ulagilmistir ve teorem ispatlanmugtir .

Atangana-Baleanu integral operatorii ile diizenlenen (4.6) denklem sisteminde baglangi¢

degerleri sifir kabul edilsin,
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S(t) = 113?—)\;\/@1(@ S) + A /0 (t — )2V (v, S)d(v)

BAT(\)

B(t) = %@(t, E)+ m /0 (= ) Vo0, B)d(v)
A(t) = %mg(u A) + m /0 t(t — )M Vg(v, A)d(v)

C(t) = %m(t, C) + #F(A) /Ot(t — ) A Vg, (v, C)d(v)

H(t) = %lﬁ,(t, H)+ m /Ot(t — )3 Vs (v, H)d(v)

R(t) = 1BZ/\§\K6(t’ R) + m/o (t — )P Vkg(v, R)d(v)

olur. Tiimevarim metodu yardimiyla:

Sa(t) = %m(t, Sut) + m /O (= )0 Vs (v, 80 )d()
E,(t) = %@(t, E, 1)+ m /Ot(t — )X Yy (v, Ep_y)d(v)
An(t) = %,@,(t, Apr) + m /0 (= )0 Dy (v, A1 )d(v)
C(t) = %/{4(15,0”_1) + m[(z& V) A Vs (v, Coy)d(v)

() = %Hf,(t,Hn_l)—i— B(A)AF(A) /Ot(t—l/)o‘ Yis(v, Hy_1)d(v)
Ra(t) = %@(t, Roi)+ m /0 (6 — )0 Vg, Ro)d(v)
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olur. (4.23) denklem grubunun ardigik terimlerinin farklar1 aliirsa:

Snt1(t) — Sn(t)

E,1(t) — E,(t)

At (t) = An(t)

Crpa(t) = Cu(t)

Hn-i-l (t) - Hn(t)

Rn+1 (t) - Rn(t)

1-A
B

(k1(t, Spn) — Ra(t, Sn—1)
A [ e
w0
X (k1(v, Sp) — Kk1(v, Sp—1))d(v)
1—A
B(A)

A

A [ e
B(A)rw/o“ )

X (ko(v, An) — Ka(v, Eyq))d(v)
1—A
B(})

A

B S APNewY
B<A>P<A>/o“ )

X (k3(v, BEn) — Kk3(v, Ap_1))d(v)
1—A
B(A)

A

A e
B<A>P<A>/o<t )

X (ka(v,Cp) — ky(v,Cp_1))d(v)
1—A
B(\)

A

A [ e
B<A>m>/o“ )

X (ks(v, Hy) — ks(v, Hp—1))d(v)
1—A
B(A)

A

A [ e
sy J, Y
X (ke(v, Ry) — ke(v, Rp—1))d(v)

_|_

(lig(t, En) — /ig(t, En—l))

+

(Iig(t, An) — Iig(t, An—l))

+

(4.24)

(54(75, Cn) - /i4(t, Cn,l))

_|_

(K5(t, Hn) — K5(t, Hn—l)

+

(Fdﬁ(f, Rn) - Hﬁ(t, Rn—l)

+

Ardigik terimlerin farki aldiginda (4.24) denklem sistemini elde edilir. Bu sistemdeki her bir

denklemin tek tek normu alinsin.

53



Spa1(t) — Sp(t) denkleminin normu alinsin:

\wmmw—&@m:Hl (1 (£, 50) = it So)

< - 4.25)

elde edilir. x, ¢ekirdegi Lipschitz kosulunu sagladig icin asagidaki denklem yazilabilir:

19011 (2) = Su(B)]] < ( )C1||5 Sn1l
t (4.26)
—__ 4 _ -1 .
+ o | =0l = S i)
denklemine ulasilir.
E,1(t) — E,(t) denkleminin normu alinsin:
1—X
[Eueat) = Ba)] =|| 553 (0. ) = . o)
A t O-1)
< J,
X (ko(v, E) — ko(v, Ey_q))d(v) ‘
1_ (4.27)
= B0 )H/iz(t En) = ka(t, Ena)|
—l— H/ (t — )X D (ko(v, Ey)

— Ka(v, Ey1))d(v)

elde edilir. x, ¢ekirdegi Lipschitz kosulunu sagladig: i¢in asagidaki denklem yazilabilir:

1Buis (8) = Bu(Ol] < —2GIE, — Eo

( )
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denklemine ulagilir.

Apn11(t) — A, (t) denkleminin normu alinsin:

X (k3(v, An) — Kk3(v, Ap_1))d(v)

1—A
< —
+

/Ot(t _ ,/)(A—l)

X (kg(v, An) — k3(v, Ap_1))d(v)

(4.29)

Fo)
BAT(A)

elde edilir. x5 ¢ekirdegi Lipschitz kosulunu sagladigi i¢in asagidaki denklem yazilabilir.

1—A
A1 (t) = An(@)]] < W@Hx‘ln — Anall
\ . (4.30)
A — \A-=D) _
o [ =0 lA, = A dw)
denklemine ulagilir.
Ch41(t) — C,(t) denkleminin normu alinsin:
1—A
Curalt) = a0l = || Gy et:Co) = (o)
A /t _
o [ (=)D
BT Jy
X (ka(v,Cp) — ka(v,Cpq))d(v)
11\ 4.31)
<

=B |[ka(t, Cn) — Ka(t, Ca )|
+

/Ot(t — )b

X (ka(v,Cp) — kg(v,Cp_q))d(v)

S|
BOVT(N)
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elde edilir. x4 ¢ekirdegi Lipschitz kosulunu sagladigi i¢in asagidaki denklem yazilabilir

G (8) = Cal®)]| < = ()C4||C Cr-1l]

\ . (4.32)
+ B / (t — )P V||C, — Cos]d(v)

denklemine ulagilir.

H,1(t) — H,(t) denkleminin normu alinsin:

(8 = H0)] = || 55 s ) -

A [ e
*B(A)rw/o =7

X (ks(v, Hy,) — k5(v, H,—1))d(v)

Hs(t, anl)

(4.33)
B0V

X‘|/€5(t —/€5t Hn 1)||

sl -+

X (ks(v, Hy,) — k5(v, Hy—1))d(v)

elde edilir. x5 ¢ekirdegi Lipschitz kosulunu sagladig icin asagidaki denklem yazilabilir.

Hoa(8) = HoOl] < 2l | — o

( )
A\

t (4.34)
A1
+WC5/O (t — YAV H, — H,_41||d(v)

denklemine ulagilir.
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R,.1(t) — R, (t) denkleminin normu alinsin:

1aia(6) = R0 = || 553 (e o) = i, o)
+ garey , ¢
% (v, Fo) — g0, R 1))
< % (4.35)
X ||/<;6(t — ke(t, Ry_1)|

H/ -1

X (ke(v, Ry) — ke(v, Rp—1))d(v)

elde edilir. k¢ ¢cekirdegi Lipschitz kosulunu sagladig icin asagidaki denklem yazilabilir.

Russ(8) = Ra®)l < =2G011 R, = B

( )
A\

(4.36)
S L L

denklemine ulagilir.

Ulagilan bu denklemler gézoniinde bulundurularak agagidaki teorem ifade edilmistir.

Teorem 4.2 Hepatit B viriis modeli denklem sisteminin, Caputo anlaminda Atangana-Baleanu
kesirli tiirev tanimi yardimiyla olusturulan (4.4) denklemleri asagida verilen sartlar altinda

kesin ¢coziimlere sahiptir.

1—A A
M= S T Byl <
1—X A
Be=Ev et Boyroy el <1
1—A A
Az = B0V C3 + B()\)F()\)C?’to <1 s
Ay = 1_Ag 2 Cato < 1 |
BT BT (W)
1—A A
1—A A
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Ispat Asagidaki esitlikler tanimlansin.

(

n

i1 (t) = S(1) = K(1)

(4.38)
Cousa(t) = C(t) = Na(t)
Hoa(t) = H(t) = Pu(t)
Rusa(t) = R(t) = Ru(t)
K, (t) i¢in:
10 = || sy (5 S0) = ma(4,)
n - B()\) R1\l; On—1 KT,
A t O-1)
- W/o (t—v) (k1(v, Sp—1) — kK1 (v, S))d(v)
1—A
< 1) — 4.39
>~ B()\)Hﬁl(tysn 1) K‘l(t7S)H ( )
A t (1)
= Bore . =0 a0 = v Sl
1—A A
< — e —
Yapilan bu islemler tekrar edilirse (genisletilirse) asagidaki denklem elde edilir:
1—A A "
< " .
15,00 < (555 + sorart) & (4.40)
(4.40) denkleminde ¢ = ¢, alinirsa agsagidaki denklem elde edilir.
1—A A "
K,(t)|| < t I 4.41
1501 < (553 + soror™) ¢ @

Elde edilen denklemin limiti alinirsa n — oo giderken || K, (¢)|| — 0 olur.

Ayni sekilde:
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X
—
x
[\
—
X
&
L
N~—
|
=
(]
~
S
&
N~—
N—
U
—~
X
SN~—

L-A A ' A—1
B(A)Hm(t,En1)—52(t,E)|\+W/0 (t — 1)1

X |[Ra (v, En-1) = ra(v, E)||d(v)
1—A

A
o Gl En—1 — E|| + WQHExq — E||t

<

Sy

Yapilan bu islemler tekrar edilirse (genisletilirse) asagidaki denklem elde edilir:

1- A A s
12401 = (575 + 5’ ©

(4.43) denkleminde ¢ = ¢, alinirsa asagidaki denklem elde edilir.

1- A A\ .
1201 = (575 + By @

Elde edilen denklemin limiti alinirsa n — oo giderken || L,,(¢)|| — 0 olur.

Ayni sekilde:

1—-A A t |
B0V (ka(t, A1) — K3(t, A) + W/o (t —v)*-D

X (k3(v, An_1) — k3(v, A))d(v)
1—A

A t B

< By st An-1) = rs(t, Al +W/o (t — )Y
X ||ks (v, An_1) — Kg(v, A)||d(v)

1— A\ \

B()\) CSHAnfl - AH + WC;gHAn,l — AHt

0l -

<

Yapilan bu iglemler tekrar edilirse (genisletilirse) asagidaki denklem elde edilir:

ol < (5o +

)\ nn
j BWNMQQ
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(4.46) denkleminde ¢ = ¢ alinirsa asagidaki denklem elde edilir

1— A A N
Il < (557 + grrp™)

Elde edilen denklemin limiti alinirsa n — oo giderken || M,,(t)|| — 0 olur.

Ayni sekilde:

1N (8)]] = H IB?)\/)\(/@;(L Coo1) = ra(t, C) + m/o (t — 1)1
X (ka(v,Cp_1) — ka(v, C))d(v) ’
1[Mm@@n—m@QW+

<

Ud

X ||ka(v, Cr1) — Ka(v, C)|]d(v)
1 A
W@HCn 1 — Clt

BOx )C4||Cn 1 —C| +

Yapilan bu islemler tekrar edilirse (genisletilirse) asagidaki denklem elde edilir

1- A A "
%01 < (557 + rorey)

(4.49) denkleminde ¢ = ¢, alinirsa agsagidaki denklem elde edilir

1- A A\ .
011 = (575 + ) <

Elde edilen denklemin limiti alinirsa n — oo giderken
|| N, (t)|| — 0 olur.

Aymi sekilde:
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(4.48)

(4.49)

(4.50)



I 011 = || G st Hams) = e 1)+ s [y
X (ks (v, Ho 1) — rs (v, H))d(v)
< 22)\))\]]/15(25,11[711) = sl B+ Brmy /Ot(t—y)@l)
o3, Ho 1) = (v, H) )
< oGl = Hll + iy Gll s =l

Yapilan bu islemler tekrar edilirse (genisletilirse) asagidaki denklem elde edilir:

1A A "
011 (555 + Fere) @

(4.52) denkleminde ¢ = ¢, alinirsa agsagidaki denklem elde edilir.

1A A\ .
1m0 = (555 + mrrm™) @

Elde edilen denklemin limiti alinirsa n — oo giderken ||7,,(¢)|| — 0 olur.

Ayni sekilde:

100 = || ottt Boca) = st )+ s [ (6=
X (ke(v, Ry—1) — ke(v, R))d(v)
< T lhlts Raes) = e, R+ s [ =)o)
ol Rar) = oo, B d(0)
< o Gll A1 = Rll + Gy Gl o = Rl

Yapilan bu iglemler tekrar edilirse (genisletilirse) asagidaki denklem elde edilir:

1A A "
@l < (55 + pot) 6
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(4.55) denkleminde ¢ = ¢, alinirsa asagidaki denklem elde edilir.

12011 < (55 + gragte) & 56

Elde edilen denklemin limiti alinirsa n — oo giderken ||Q,(t)|| — 0 olur.

Boylelikle (4.4) denklem sisteminin varlig1 ispatlanmis olur.

Simdi (4.4) denklem sisteminin tekligi ispatlansin. S;(t), E1(t), A1 (t), Ci(t), Hi(t), Ryi(t)

(4.4) denklem sisteminin herhangi bagka ¢oziim sistemi olsun:

1—A
S(t) — Si(t) = BOV (k1(2,S) — Ka(t, S1)
AN — )31 _
+ BOVTOY /0 (t—v) (k1(v,S) — k1(v, S1))d(v)
olmak tizere bu fark denkleminin normu alinsin,
1—A
15(t) = S: ()] < Wllfﬁ(t, S) = m(t, 51|
A t (4.58)
-~ — )1 _
oo . = 8) = (w51 ()
seklinde bulunur. Cekirdegin Lipschitz katsayis1 kullanilirsa:
1—A
15(t) = S1(0)]] < WQHS@) — Sl
A\ (4.59)
+ WQHS@) — S1(1))]]
olarak yazilabilir. Esitlik diizenlenirse yani her terim denklemin sol tarafina alinirsa:
1—A A
— 1 — — < 4.
50 - 50011 o4~ Homronét) <0 (.60

esitsizligine ulasilir.
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Ayni sekilde:

B1) = Fi(t) = 5y (et ) = malt, )
\ . (4.61)
T | (=0 ) = o )
olmak tizere bu fark denkleminin normu alinsin,
|E(t) — Ex(8)]] < ( )H@(t ,E) — ra(t, Er )|
(4.62)

A O Dk EY — sl v
+—B(/\)F(/\)/O(t JOD||ka(v, E) — k(v By)||d(v)

seklinde bulunur. Cekirdegin Lipschitz katsayis1 kullanilirsa:

1B — Bl < 5 ()@HE() E’l(t))l\+mCQHE(t)—E1(t))H (4.63)

olarak yazilabilir. Esitlik diizenlenirse yani her terim denklemin sol tarafina alinirsa:

1—A A
156) ~ £l (1 - 3%~ By t) <0 an
esitsizligine ulagilir.
Ayni sekilde:
1—X
A(t) — Al(t) = B()\) (Hg(t, A) — /ig(t, A1>>
\ ' (4.65)
+ W/O (t — V)O\il)(lig(V, A) — Ii3(1/, A1>)d<1/)
olmak tizere bu fark denkleminin normu alinsin,
JA@) = A (8)]] < ( >I|f~@3(t ,A) = ra(t, A
(4.66)

A ' — O ka(v — r3(v v
B, el ) = st A
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seklinde bulunur. Cekirdegin Lipschitz katsayis1 kullanilirsa:

1—A
JA(t) — A (D)]] < WCgIIA(t) — Al
A\ (4.67)
+ W@Hf‘l(t) — Ay (1))]]
olarak yazilabilir. Esitlik diizenlenirse yani her terim denklemin sol tarafina alinirsa:
1—A A
A(t) — A 1— — < 4.
14 - 4001 (1 o~ Homronét) <0 (.68
esitsizligine ulagilir.
Ayni sekilde:
1—A
C(t) — Ci(t) = BV (ka(t, C) — Kra(t, Ch))
\ t (4.69)
-~ _ ) A-D _
+ BT /0 (t—v) (ka(v, C) — ky(v,C1))d(v)
olmak iizere bu fark denkleminin normu alinsin,
1—A
1C(t) = C1(t)]] < WHM(E C) — ra(t, Ch)]
(4.70)

" m / (t =) Pllra(, C) = ra(v, C)ld(w)

seklinde bulunur. Cekirdegin Lipschitz katsayisi kullanilirsa:

Y A
|C(t) — C1(b)]] < W@HC@) — Ci(t)[] + BTN

Glle@) —a@)ll - @7

olarak yazilabilir. Esitlik diizenlenirse yani her terim denklemin sol tarafina alinirsa:

et - ol (1= 56~ gryrayat) <0 @)
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esitsizligine ulasilir.

Aymi sekilde:

H(E) = Hy (1) = 222 (s H) — st HL))

B(A)
A t (4.73)
+ m/ﬂ (t — V)()‘_l)(l-%(y, H) — 1435(1/, Hl))d(y)
olmak {iizere bu fark denkleminin normu alinsin,
1—A
[H(t) — Hi(1)|] < Wﬂf%(t, H) — k5(t, Hy)||
+ 5o . (6=l B = sl ) ()

seklinde bulunur. Cekirdegin Lipschitz katsayis1 kullanilirsa:

1 (t) = Hi(t)]] < %@HH@) — Hi(1))]| + WQHH@) — (@)l 4.75)

olarak yazilabilir. Esitlik diizenlenirse yani her terim denklemin sol tarafina alinirsa:

810 - F(O (1~ 536 -

Q—,t) <0 (4.76)

esitsizligine ulasilir.
Ayni sekilde:
1—-A

B
A\

—_— t —V()‘*l)/iﬁy — KglV, Iy v
= Bonre . = 1) G R) = o Ra)))

R(t) — R1 (t) = (Hﬁ(t, R) — /16<t, Rl))

4.77)

olmak iizere bu fark denkleminin normu alinsin,
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1R(t) = Ba ()] < uHffa(t, R) = r(t, Ry)l|

B(A)
\ t (4.78)
-~ t — )21 _ d
o . = 0l R) = ol o) ()
seklinde bulunur. Cekirdegin Lipschitz katsayisi kullanilirsa:
1—A
1R(t) — Ri(¥)]] < WCGHR@) — Ri(1))]]
N (4.79)
—— t) — t
olarak yazilabilir. Esitlik diizenlenirse yani her terim denklemin sol tarafina alinirsa:
IR~ BOlI(1~ 0~ Gt ) <0 (4.80
' B\ BT '

esitsizligine ulasilir. Yukarida bulunan denklemler gézoniinde bulundurularak asagidaki teo-

rem yazilabilir.

Teorem 4.3 Verilen kosullar altinda (4.4) denklem sisteminin tek ¢oziimii vardur.

(1~ B9~ Brwe) >
(1~ B0 % Brm ) >
(1= B9~ Borm<) > wsh
(1= 505~ Brw) >
(1~ 505 Borwe) >

Ispat: Teorem (4.3) teki kosullar saglansin. (4.60) esitsizliginden:

150 = 5011 (1 - 536 — poirgmet) <0
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oldugu icin ||S(t) — S1(t)|| = 0 olur. Bu durum S(t) = S;(t)’ye ulastirmaktadur.

Aymi sekilde (4.64) esitsizliginden,

150) - B0l (1 - 56— prirpt) <0

oldugu icin ||E(t) — E1(t)|| = 0 olur. Bu durum E(t) = FE1(t)’ye ulastirmaktadur.

Aymi sekilde (4.68) esitsizliginden,

140 - 40l (1~ 536~ grrryat) <0

oldugu icin ||A(t) — A1(t)|| = 0 olur. Bu durum A(t) = A;(t)’ye ulastirmaktadur.

Ayni sekilde (4.72) esitsizliginden,

e - ol (1 - e -~ pommaron) <0

oldugu icin ||C(t) — C1(t)|| = 0 olur. Bu durum C(t) = C4(t)’ye ulagtirmaktadur.

Aymi sekilde (4.76) esitsizliginden,

1810 1011 (1~ 5536~ gy t) <0

oldugu icin ||H(t) — Hy(t)|| = 0 olur. Bu durum H(t) = H,(t) ye ulastirmaktadur.

Son olarak (4.80) esitsizliginden,

IR0 - R0l (1~ 56 — oot ) <0

oldugu icin ||R(t) — R1(t)|| = 0 olur. Bu durum R(t) = Ry(t)’ye ulastirmaktadur.

Boylece (4.4) denklem sisteminin ¢oziimiiniin tekligine ulagsilir.
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4.4. Numerik Coziim Yontemi

Atangana ve Owolabi (2018) kesirli diferansiyel denklemlerin ayrilabilmesi i¢in Ca-

puto kesirli tiirevini kullanarak yepyeni bir sayisal yaklagim bulmuslardir. Ik énce gosterilen

diferansiyel denklemi diisiinmiislerdir.
07D (t) = (f(t, (1))

Bu denklem analizin temel teoremi yardimiyla diizenlenirse:

1—A A

(1) =20 =Zpay /W Zpaoroy

< [ t= i na)a

ulagilir. Neticesinde,

1—A A

tltrer) = 2(0) =053/t 00+ S50

X /0 "H(tnﬂ — M (E, (1)) dt,

olur ve t,, igin:

1—A A

vltn) = 20) = ey v o)+ Fpatrmy

tn
« / (b — 2L F (4 (1)),
0
olur. (4.84) ve (4.85) denklem sistemlerinin farki alinirsa:

1—A

T(thg1) — z(tn) = m{f@m Tp) = [(tho1,Zn-1)}

S meTy ) e~ 0 )

~ ABOOVTDY /0 n(tn —)NUF(t, (t))dt

>

>

denklemine ulagilir. Boylece,
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(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)



1—A

T(tnt1) — x(tyn) = ABC()

{f(tn,2p) — ftno1,2n1)} + Ax1 — Axo

genel ifadesine bagh kalarak, A, ; icin:

M (tn, Tn) 2ht$+1 L‘ZE
Axa

TTABCOT(VR L A A+ 1
_ Af(tn—laxn—l) hti\w—l _ tgi%
ABCOT(MR A A+1

yazilir ve aym sekilde, A, - i¢in:

. Mt xa)  [hty 6 f(tn1, Tn 1)
N A A+1

2T ABCOT(MVA L A ~ ABC(NT (M)

ulagilir. Neticede,

1-A A oht),, it}
Tpnyl = Ty + f(tn,xn){ABC()\) + ABC(MN)h [ N 1]
A BN A
I AL A hthea o
ABC(N ~ RABCONTOV | A A+1

- hABg(j)F(A)} }

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

denklemine ulagilir. iste bu ulasilan denkleme, Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli

tiirevi i¢in iki asamali Adams-Bashforth semasi denir.

Teorem 4.4 Denklemin ¢éziimii x(t) olmak iizere:

0" Dya(t) = f(t,x(t)),

f fonksiyonu siirekli ve stmirlidir, x(t) sayisal ¢éziimii ise:
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L= A oht),, )t
A ht) M
B ABC(AMT(M)h {T O+ 1] } + f(tn1,Tp1)
AL A My et
ABC(\)  hABC(AI'(N)

(4.92)

A A+1
t>\+1

* hABC()\)F()\)} } + £

(4.92) de ki gibidir. Buradan ||Ry||c < M olur.

4.4.1. SEACHR Modelinin Niimerik Coziimii

Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli tiirevi ile Hepatit B viriisii i¢in genigletilmis
matematiksel model (4.4) sisteminde gosterilmistir. Atangana-Baleanu integral operatorii
yardimiyla elde edilen sistem (4.5) temel analiz teoremi ile yeniden diizenlendiginde x;,

1 =1,2,3,4,5, 6 ¢cekirdekleri i¢in bir sonraki sistem:

S(t) — S(0) = AIB;C(/\)\)m(t’ S5(t))

* —Agca )T(A) / (t =) k(v S(v))dv,

E(t) - E(0) = ;B;g)w, E(t)

A ! A-1
+ m/o (t —v)" ke(v, E(v))dy,

A(t) — A(0) = ;B;?ng(t,/l(t))

(4.93)

A ! A1
* TECOTEDY J, (= A
C(t) - C(0) = ﬁm(t, C(t))

A ' A—1
+ m /0 (t — I/) /€4(I/, C(l/))du,
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H(O) - HO) = g poosmlt, (D)

)’\_1145(% H(v))dv,

)\ t
T ABCOITY /0 t-v
R(t) — R(0) = AlB;(AA)%(t, R(t))

+ m /0 (t — ) ke(v, R(v))dv,

olarak olugturulur. Bu sistemde oldugu gibi:

1—-A

Snr1(t) = 5(0) = m“l

(tn; Su(t))

+ oo b = 8 e S0

1—-A

Enai(t) — E(0) = m“z(tm En(t))

S m /0 y (tn+1 — t))\_llig(t, E(t))dt,

Ani1(t) — A(0) = ;B;(A)\)K,g(tn,An(t))
+ BT /O (ts1 — ) ks (t, A(t))dt, o
Chir(t) — C(0) = ;B;a)m(tm Ca(t))

T ABCVT(Y /0 "l — 0l O,
Hn+1(t) — H(O) - 1413;()\)\)/{5(@” Hn(t))

T ABCINT(Y) /0 "t — 0 sl H ()

R (t) — R(0) = AIB;(AA)KG(% Ra(1))

" m /0 "t — 0ol R

olur ve t,, degeri yerine yazilirsa:
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1—A

Su(t) = S(0) = m/ﬁ@n—h Sn-1(t))
+ m/on(tn — ) Ry (¢, S(1))dt,
Enlt) = B0) = 5055 2(tt Fucr(0)
+ m /0 n(tn — ) ko (t, E(t))dt,
A1) = A(0) = Tttt Ava(0)
A tn A1,
Colt) = C0) = g pzriraltac1: Coa )
+ m /0 (b — N Lralt, O(1))dt,
H,(0) = H(0) = 50555(t 1 Foa (0)
+ e 0 (e H )
Ro(t) = RI0) = a5y alta 1 Roca(0)
+ m /0 n(tn — )" kg (t, R(t))dt,
olarak bulunur. (4.94) ve (4.95) denklemlerinde herbirinin sirasiyla farki alinirsa:
Suia(8) = $u(8) = gy (1 b S50) = (0 1.5,2 (1)
T ey eyl I T
.S LY
OO /0 (b — T (£, S())dt. o
Buin(t) = Bo(t) = i maltn: Bult) = maltacs. Euca(0)}
+ m /0 n+1(tn+1 — )" ' ra(t, E(t))dt,

~ BEOUET /0 (e — 0 (8, E(1))dt,
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Ty eyl MO E e RO

T o ]g (b — ) ks (t, H())dt,
A

;{Hfs(tm Rn(t)) = /€6(tn—17 Rnfl(t))}

olarak bulunur. Teorem (4.4)’e gore:

=X )
ABC(N) T ABC(Mh

L ) S (T
A A+1] ABCNT(MR|[ A A+1

A—1 A
+ I<a1(tn—1asn—1(t)){ABC’()\) N hRABC(AI())

o P A+
v ntl  "nil + -+ 1%>\
X A+l RABCONT(N)

Spi1 = Sp + Ki(tn, Sn(t)){

4.97)

yazilip |[*R, || < M ’ye ulagtlir.

Ayni yontemle:
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1— A
ABC( )\ ABC()\)h

) 2th+1 b hty G
A+ 1 ABC (WAL A A+l

)\ A
{htzﬂ tﬁi% N

Eni1 = Ey 4 ko(tn, Enlt {

(4.98)

t)‘“ 2
A A+1 hABC(AD (A)H+ "

yazilip ||*R,|]o < M’ye ulagilir.

Ayni1 yontemle:

11—\ A

O 7 D SR U7 S s
A A+1] ABCNT(WR[ A A+1

A—1 A
X +H3(tn1,An1<t>){ ABC()\)  RABC(MNL(N)

At At Uk
v ntl  ‘ntl L + 3%)\
) A+1  hABC(MNI'(N)

(4.99)

olup PR, || < M’ye ulagilir.

Aym1 yontemle:

1— A A
Crir = Cy + ff4(tm0n(t)>{ABc(/\) + ABC(M\h

L2t o] A hty _ "
A A+1| ABCOT(WR| A~ a+1

A1 A
X +f€4(tn170n1(t)){ABc()\) N hABC(MNT(X)

ht/\ t)\+1 t>\+1
w |Mntr ot + Ry
A A+1 hABC(AMI()N)

(4.100)

olup |[*R, || < M’ye ulagilir.

Ayni1 yontemle:
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-\ A
H,.1=H, + m5(tn,Hn(t)>{ABC()\) + ABC(\)h

[Pt th ] A ht,
N A+1] ABCNT(WVA| A A+1

N1 \ (4.101)
tho1, Hy 1(t —
X A5t Hia )){ABC()\) WABC )TV
« My thii n P 45,
X A+l RABCOOT(N)
olup ||°R||s < M’ye ulagilir.
Son olarak ayn1 yontemle:
Ryi1 = Ry + kg(tn, Ru( i A
T fis(tn; ABC( )\ ABC()\)h
[ tzﬁ ] )
1 1
At AABC T(\)h )\)\ A+ @102
+ fig(tn-1, B {AB " RABC(VT(V)
htpy tﬁi% " tHl 46,
X A+l RABCOOT(OV

olup ||°R,||ee < M’ye ulagilir.

Niimerik ¢oziimii yukaridaki gibi yapilan (4.4) SEACHR matematiksel modelinin

farkli A kesirli tiirev degerleri i¢in simiilasyonlar1 asagidaki gibidir.

600

— A=t
— A=0.9
— A=08

0.0 0.5 1.0 1.5 20
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Sekil 4.1. S fonksiyonunun farkh )\ degerleri icin simiilasyonlar:

600 1

— 400t — A =1
L
— A=0.9
Of |
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
t
Sekil 4.2. E fonksiyonunun farkh )\ degerleri icin simiilasyonlari
150 .
S 100 — A=t
— A =09
— A=0.8
50

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
t

Sekil 4.3. A fonksiyonunun farkh )\ degerleri icin simiilasyonlari
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H(t)

150 1 a

100
— A =1
— A =09
0T — A=0.8
Or |
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
t
Sekil 4.4. C fonksiyonunun farkh )\ degerleri icin simiilasyonlari
200
150 1
— A =1
100 — A =0.9
— A =038
50
0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
t

Sekil 4.5. H fonksiyonunun farkh )\ degerleri icin simiilasyonlar:
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200} ]

150
= A =1
@ 100t — A =0.9
— A =0.8
50
0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
t

Sekil 4.6. R fonksiyonunun farkh \ degerleri icin simiilasyonlari

Sirasiyla ilk grafikte S fonksiyonunun zamana bagl olarak azaldigi goriilmektedir. Ikinci
grafikte verilen £ fonksiyonu ise belli bir ¢ zamanina kadar artarken sonrasinda diiserek
azalmaya baslamis ve o sekilde devam etmistir. Uciincii grafikte A fonksiyonu da E fonk-
siyonu gibi belli bir artig yasadiktan sonra diisiise ge¢mistir. Dordiincii grafikte verilen C'
fonksiyonu belli bir siire arttiktan sonra diisiise gecmistir. Fakat £/ ve A fonksiyonlarinda
farkli olarak diisiis belli bir seviyeye kadar olmustur. Yani baglangic degerin altina kadar
gelmemigstir. Diger yandan besinci ve altinci grafikler incelendiginde sirasiyla H ve R
fonksiyonlarinda siirekli bir artis gozlemlenmistir. Genel olarak tiim grafikler incelendiginde
Hepatit B viriisiiniin de8isimi ile ayn1 sekilde ilerlemistir. Bu sonuclarla calismanin dogru
yonde ilerledigi ve farkli kesirli tiirev degerleri ile ¢oziilen modelin dogru sonuclar verdigi

gozlemlenmistir.
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5. SONUC

Bu tezde Hepatit B viriis matematiksel modelinin analizi yapilmistir. Alti farkli di-
feransiyel denklemden olugsan matematiksel model siipheli birey popiilasyonu, temaslh birey
popiilasyonu, kronik olmayan akut hasta popiilasyonu, tasiyici birey popiilasyonu, hasta-
neye kaldiran birey popiilasyonu ve iyilesen birey popiilasyonu olarak incelenmistir. ilk
olarak tam sayili mertebeden matematiksel model kesirli mertebeden Atangana-Baleanu op-
eratoriine genisletilmistir. Genisletilen modelin sabit nokta teoremi yardimiyla varlik ve tek-
lik ¢6ziimleri incelenmistir. Daha sonra model Adams-Basford semasi yontemi ile niimerik
olarak coziilmiistiir. Sonug olarak bir matematiksel modelin kesirli tiirev operatorleri ile

analizinin yapilmasi, siire¢ hakkinda daha giivenilir yorum yapilmasini saglamistir.
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