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1. GIRIS

Gergek hayat problemlerinin laboratuvar ortaminda deneysel olarak incelenmesinin
zorlugu ve maliyetli olmas1 gibi eksikliklerini gidermesinin yaninda mevcut durumun analizi
ve sonrasina yonelik tahminlere olanak vermesi matematiksel modellerin olusturulmasinda
etkili olan faktorlerdir.

Son yillarda 6zellikle kiiresel ¢apta etkili olan Covid-19 salgini ile beraber matema-
tiksel modellemelerin, hastaliklarin seyrini incelemesi, hangi tedavi tekniklerinin etkili ola-
bilecegini ve hangilerinin etkili olamayacagini tespit etmesi, mevcut durumuna gore saglik
politikalar1 gelistirmeye imkan saglamasi gibi faydalar1 bilim ¢evrelerince kabul edilmis ve
bir¢ok alanda yaygin olarak kullanilir hale gelmistir.

Salgin hastaliklarin sadece bireyleri degil iilkeleri de olumsuz etkiledigi ve toplum-
sal, sosyal, ekonomik vb. kayiplara sebep oldugu bilinen bir gercektir. (Oz ve dig.).

Salgin hastaliklarin davraniglarin1 anlamak ve ¢oziimler iiretmek icin ge¢misten bu
yana bir¢ok ¢alisma yapilmus, farkl istatistiksel yontem ve modeller kullanilarak mevcut
veriler degerlendirilmistir (Alemdar Kili¢ (2017)).

Kisaca salgin hastaliklarin olusum, gelisim ve seyrini istatistiksel yontemlerle in-
celeyen bilim dal1 olarak tarif edebilecegimiz epidemiyolojinin matematik ile sentezinden
hem bulagici hastaliklarla hem de bulasict olmayan hastaliklarla ilgilenen matematiksel epi-
demiyoloji kavrami ortaya ¢cikmugtir. 1760 yilinda Dr. Daniel Bernoulli’nin dénemin 6liim-
ciil salgini ¢igek hastalig icin gelistirilen agilama yontemini inceleme amaciyla gelistirdigi
ve “An attempt at a new analysis of the mortality caused by smallpox and of the advantages
of inoculation to prevent it” adiyla yayimladig: bilimsel ¢caligmasinda ele aldig1 model, mate-
matiksel epidemiyoloji alaninda ilk matematiksel modelleme ¢alismasi olarak bilinmektedir.
A.G.McKendrick ve W.O Kermack ikilisi 1927 yilinda yayimladiklar1 “A Contribution to the
Mathematical Theory of Epidemics” adli makaleleri ile literatiirde SIR adiyla bilinen yeni bir
matematiksel model tanitmig ve bulagict hastaliklarin matematiksel modellemesi alanindaki
caligmalara yeni bir ivme kazandirmiglardir (Kermack ve McKendrick (1927)). Modelleme
caligmalar1 2019 yilinda biitiin diinyay1 etkisi altina alan Covid-19 salginiyla birlikte bir kez
daha bilim insanlarinin ilgisini ¢cekmis ve saglik politikalarina yon verebilecek modellerin

olusumuna 6n ayak olmustur.



Dr. Daniel Bernoulli’nin baglattig1 bu fikir 1g181nda farkli modeller ve durumlar i¢in
farklr kesirli tiirev ve integral tanimlarinin kullanildig1 ¢aligmalar yapilmig ve insanligin
hizmetine sunulmustur (Koca ve dig. (2020), Koca (2018b), Koca (2018a), Koca ve Atan-
gana (2017), Dokuyucu Ali ve dig. (2018), Dokuyucu (2020), Dokuyucu ve Dutta (2020),
Dokuyucu ve Celik (2021), Dokuyucu ve Dutta (2021) ).

Gercek diinyanin degisim halindeki dinamik sistemlerini iceren bir matematiksel
model olusturmak ve yorumlamak i¢in tiireve ihtiyac vardir. Kavram ve terimleri sebebiyle
gercek hayatla baglantisiz, soyut bir bilim dali olarak diisiiniilmiisse de aksine kokleri gercek
diinya problemlerinden beslenen fizik, kimya, biyoloji, tip ve miithendislik gibi disiplinlerle
iligkisi kadim bir bilim dali olan matematigin yaklasik 300 yillik bir ge¢mige sahip konusu
tiirev, kendisine ilgi duyan arastirmaci ve analizci matematikgilerin eliyle siirekli bir gelisime
tabi tutulmustur.

Tarih sahnesine ilk olarak Isaac Newton ile cikan tiirev, G.W. L’Hospital ile G.F. Leib-
nez arasindaki mektuplasma trafigi neticesinde takvimler 30.09.1695 tarihini gosterdiginde
kesirli tiirevi dogurmusg ve bilim literatiiriine kazandirmistir. Zaman igerisinde bircok kesirli
tiirev tanim1 yapilmis olup kronolojik sirayla L. Euler (1730), J. B. J. Fourier (1820-1822),
N. H. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-1855), G. F. B. Riemann (1847-1876), M. Ca-
puto (1967), K. S. Miller, B. Ross (1993) M. Caputo, M. Fabrizio (2015) A. Atangana, D.
Baleanu (2016) (ABC ve ABR) seklinde o6rneklendirebileceg§imiz tanimlamalara daha yeni-

lerinin eklenmesi olagandir.

Gottfried Leibniz. 1646 -1716

ﬂ Isaac Newton, 1643-1727
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Klasik tiirevde oldugu gibi tek bir tiirev taniminin olmayig1 kesirli tiirevin klasik
tirevden en 6nemli farkidir. 1998 yilinda Podlubny, kesirli mertebeden diferansiyel denk-
lemler iizerine detayli bir eser kaleme almis ve ‘Fractional Differential Equations’ adiyla
yayimlamistir (Podlubny (1998)).

Gercek diinya olaylar1 modellenirken bircok biyolojik olayda var olan sistem hafiza
etkisini ve kalitsal 6zelliklerini daha iyi tanimlayabiliyor olmasindan otiirii kesirli mertebeli
denklemler ile olusturulmus matematiksel modeller klasik tamsay1 mertebeli denklemlerle
olusturulan modellere gore daha fazla tercih edilmektedir.

Giintimiizde de salgin hastaliklarin analizine yonelik kesirli tiirev tanimlariyla yapilan
modelleme ¢aligsmalar1 devam etmekte olup bu calismalarin etkili sonuglar verdigi goriilmek-
tedir (Dokuyucu ve Dutta (2020)).

Kesirli tiirev matematikcilerin merakli zihinlerinin eleginden gecerek siirekli degisim
gecirmis ve asagida kisaca yaziya doktiigtimiiz kesirli tiirevlere ait dezavantajlar ¢ekirdek
fonksiyonlarinin degistirilmesiyle giderilmistir.

Riemann — Liouville kesirli tiirevinin sabitin tiirevini sifir yapamama sorunu 1967
yilinda M. Caputo tarafindan sabitin tiirevini sifir yapan yeni bir kesirli tiirev tanim1 yapilarak
coziilmistiir. Yerellik ve tekillik gibi zayifliklar1 olan bu yeni Caputo kesirli tiirevi 2015
yilinda M. Caputo ile M. Fabrizio ortakliginda gelistirilen ve iistel fonksiyonun cekirdek
olarak kullanildig1 Caputo-Fabrizio kesirli tiirev operatoriiyle tekillik problemi ¢oziilerek
iyilestirilmis, daha sonra 2016 yilinda Mittag-Leffler fonksiyonunun cekirdek olarak kul-
lanildig1 A. Atangana ve D. Baleanu tarafindan gelistirilen yeni tiirev operatorii tanimiyla
Caputo-Fabrizio kesirli tiirevinin yerellik problemi de ortadan kalkmustir.

Bu tez calismasinda ele alinan matematiksel modelde baslangi¢ kosullarini iceren ke-
sirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢cin daha kullanisli olmas1 sebebiyle Caputo kesirli
tiirev tanimi tercih edilmistir.

Simdi sonraki boliimlerde Caputo kesirli tiirev operatorii kullanilarak matematiksel
modeli analiz edilecek olan Hepatit C viriisii (HCV) ile ilgili baz1 6nemli bilgilere deginile-
cektir.

1970 1i yillara kadar hepatotropik viriis kaynakli Hepatit A ve Hepatit B hastalig1
biliniyordu. 1989 yilina gelindiginde ise rapor edilen yeni bulgular iizerine yapilan arastir-
malarda ne A ne de B cinsi hepatit olmayan yeni bir hepatit viriisii kesfedilmis olup bu yeni
viriis Hepatit C adiyla salgin hastalik bilimi olan epidemiyolojide kendine yer bulmustur
(Feinstone ve dig. (1975), Choo ve dig. (1989), Kuo ve dig. (1989), Dietz ve Maasoumy
(2022)).



Hepatit C viriisii kalitsal olmayan ¢ogunlukla sessiz ve herhangi bir belirti gostermeden

ilerleyerek karaciger hiicresinin tahribine yol

acan bir Riboniikleik asit (RNA) viriisiidiir.

Kroniklesme egilimi gosteren bir viriis olan HCV sinsi bir sekilde ilerleyerek ge¢c donemde

siroza, karaciger yetmezligine, kansere ve neticede dliimlere yol acabilmektedir (Giirel ve

Eminler (2010), Seeff (2009), Natasha ve dig. (2011)).
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Sekil 1.2. Hepatit C enfeksiyonun dogal seyri

Herhangi bir asis1 olmayan Hepatit C viriisiiniin tek dogal konag1 insanlardir. Insan

dist primatlarin HCV’nin kaynag1 olabilecegi

diisiiniilmiigse de farkli maymun tiirlerinde

yapilan taramalar bu goriisii desteklememistir (Ergiinay ve Abacioglu (2015)).

Sekil 1.3. 2007 yih DSO verilerine gore diinyadaki iilkelerin HCV yayihm haritas:

Diinya Saglk Orgiitiiniin 2019 kiiresel Hepatit raporuna gore tiim diinyada 58 mil-

yon insanin kronik Hepatit C viriisii tagidigi

tahmin edilmektedir. Her yil yaklagsik 1,5
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milyon yeni Hepatit C viriisii vakas1 meydana gelirken cogunlugu siroz ve hepatoselliiler
karsinom olmak iizere yaklasik 290.000 kisinin Hepatit C’ den 6ldiigii tahmin edilmektedir
(Yunus Giirbiiz ve Dig (2024)).

Bulas yollar1; damar i¢ci madde kullanimi, kan ve kan iiriinlerinin transfiizyonu, cinsel
temas, hemodiyaliz, ddvme, piercing vb. olan Hepatit C viriisii icin Diinya Saghk Orgiitii
(DSO) 2030 yilina kadar HCV insidansinda %80 azalma hedeflemektedir (Larney ve dig.
(2017), Choo ve dig. (1989), Duncan ve dig. (2020), Alter (2007), Alastair ve dig. (2019)
DSO (2017)).

Yapilan literatiir taramalarinda halk sagligin tehdit eden Hepatit C ile ilgili yayilimini
anlamak ve tedavi yontemlerinin etki diizeyini incelemek amac¢li matematiksel modelleme
calismalarinin varlig: tespit edilmistir (Dayan ve dig. (2023), Vujovic ve Krstic (2020),
Lestari ve dig. (2023)).

Bu caligmalardan farkli oldugunu ve salgin hastalik modellemeleri alaninda mesai
harcayan arastirmacilara yon tayin edebilecegini diisiindiigiimiiz Hepatit C viriisiiniin Caputo
kesirli tiirevi ile analizi calismamiz beg boliimden olugmakta olup; ilk boliimde kesirli tiirevin
kisa bir tarihgesi anlatilmis akabinde Hepatit C ile ilgili 6nemli hususlara deginilmistir. ikinci
boliim kullanilacak tanim, teorem ve lemmalara, ii¢iincii boliim arastirma bulgularinda kul-
lanilan tanim ve teoremlere, dordiincii boliim {izerinde ¢alisilan matematiksel modelin var-
ligimin ve tekliginin ispatina, modelin kararlilik analizi ile niimerik ¢oziimlerine son bolim

ise genel bir degerlendirmenin yapildig1 sonu¢ kismina ayrilmaisgtir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde faktoriyeli genellestirme islemlerinde kullanilacak olan Gama fonksi-
yonu, kuvvet fonksiyonlarinin kesirli tiirevlerini hesaplamada kullanilacak olan Beta fonk-
siyonu, lineer kesirli diferansiyel denklemleri ¢ozerken kullanilacak olan Mittag- Leffler
fonksiyonu tanitilicaktir. Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirev operatorleri ile Caputo

anlaminda Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu kesirli tiirev operatorleri incelenecektir.
2.1. Gama ve Beta Fonksiyonu

Tanmm: x € C ve x > 0 olmak iizere kompleks diizlemin sag yarisinda diizgiin yakinsak

olmasi kosuluyla
[(z) = / e 't dt .1)
0

seklinde ifade edilen fonksiyon Gama fonksiyonu olarak tanimlanir (Podlubny (1998)).
Karmasik sayilar dogrusunun sol yarisi yani z < 0 degerleri igin (2.1) denkleminde e~*

yerine lim (1 — £)" yazilarak n defa integral alimirsa
Y—00

n

I() = i rr (2.2)
x) = lim .
y—oo x.(z + 1)...(x + n)
ifadesi elde edilir. Gama fonksiyonunun limit tanimi olarak bilinen (2.2) denklemini
1 . 1)...
L gy e E Dzt @3)
['(z) oo nlzm

seklinde yazarsak ifadesi negatif tam sayilarda dahil olmak iizere biitiin karmagik sayilar

1
I(z)
i¢in taniml olur.

Faktoriyel fonksiyonu olarak bilinen Gama fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir.

I(z+1) =x!
Dz +1) =2I'(x)
) 2.4)
F(§) =V
@) - =) :sinﬁwx

Tanim ve Ozellikleri verilen Gama fonksiyonunun grafigi asagida gosterilmistir.
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Sekil 2.1. Gama fonksiyonu

Tanimm: Beta fonksiyonu, iistel fonksiyonlarin kesirli tiirevlerini hesaplamada oldukga kul-

lanighdir. p, v > 0 kosullar altinda Beta fonksiyonu,

1
Bu,v) = / tA1(1 = t)* " dt (2.5)
0
veya
0 )\,u—l
Bw,v) Z/O Wd)\ (2.6)

seklinde tanimlanir (Podlubny (1998)).
Simetrik bir fonksiyon olan Beta fonksiyonu yardimiyla Gama fonksiyonu 0 < Re(z) < 1

ve x # 0, F1, F2, ... kosullar1 altinda

Blu, 1 = p) =F(W)T(1 = p) = Sinﬂw
D()’ @D
B(u) “T(2)

esitliklerini de saglar (Podlubny (1998)).

Tanim ve Ozellikleri verilen Beta fonksiyonunun grafigi asagida gosterilmistir.
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Sekil 2.2. Beta fonksiyonu

Teorem: [(u,v) = [(v,u) esitliginden hareketle Beta fonksiyonu ile Gama fonksiyonu

arasinda

) 21 s

seklinde bir iligki vardir (Podlubny (1999a)).

Ispat: Laplace doniisiimii yardimiyla Gama fonksiyonu ile Beta fonksiyonu arasindaki bu

iligkinin tespiti i¢in asagidaki yol izlenebilir.
t
R (t) = / MNTHL =AY (2.9)
0

integralinden hareketle h,, ,(¢) nin t*~* ve t“~! fonksiyonlarinin konviilasyonu oldugu ve
hu.(1) = B(p,v) esitliginin saglandig: asikardir. Farkl iki fonksiyonun konviilasyonunun
Laplece doniisiimii, verilen iki fonksiyonunun Laplace doniisiimiiniin ¢arpimina esit oldugu

bilindiginden

I'(p) T(v) T(u)I(v) (2.10)

'LL’V<S> - S.U“ ’ o SH+V
denklemi yazilabilir. H,, , (t) fonksiyonu h,, , (s) fonksiyonunun Laplace doniisiimudiir. I'(z)I'(v)
carpimi sabit oldugundan esitligin sag tarafina ters Laplace uygulanirsa h,, , (¢) orjinal fonk-

siyonu elde edilebilir. Bu durumda

_DWTW) g
hyw(t) = —F(M n V>t 2.11)
olur ve t = 1 alinirsa
RN
B, v) = Tt (2.12)
bulunur. Buradan da
Bu,v) = B(v, n) (2.13)



sonucuna ulagilir.
2.2. Mittag-Leffler Fonksiyonu

1903 yilinda Isvecli Matematik¢i Magnus Gustaf Mittag-Leffler tarafindan olustu-
rulan ve iistel fonksiyonun genellestirilmesi seklinde tanimlanabilecek olan Mittag-Leffler
fonksiyonu asagidaki sekilde formiile edilebilir.

Tanmm: o > 0 olmasi kosuluyla bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu,
Sk
E.(z) = _— C, R >0 2.14
=Y farry (O Rel)>0) 14
seklinde ifade edilir (Kilbas ve dig. (2006)).

Bir parametreli Mittag Leffler fonksiyonlarina ait grafik asagida gosterilmistir.
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Mittag-Leffler fonksiyonunda o = 1 alinirsa
1(2) Zk: T(k+1) Zk:o Kl (@.15)

0

elde edilir.

(2.14) de formiile edilen Mittag-Leffler fonksiyonuna 1953 yilinda R. P. Agarwal ve
A. Erdelyi adli bilim adamlar tarafindan Laplace doniisiimii uygulanmis ve agagida tanimi
gosterilen iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu elde edilmistir.

Tamim: iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu «, 3 > 0 olmak iizere

oo
Zk

Eop(z) = m

k=0

seklinde tanimlanir (Kilbas ve dig. (2006)).

(2,6 €C, Re(a)>0) (2.16)

Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir.

Fia(s) = e
Fia(z) = e':l

Epa(22) = cosh(z) (2.17)
By (st) - ()

z
E%1(Z) = e erfo(—z)

Mittag-Leffler fonksiyonunun genel denklemi

m—2
Fim(z) = — {ez— Z—} (2.18)

seklinde yazilabilir (Kilbas ve dig. (2006)).

2.3. Laplace Doniisiimii

Diferansiyel denklemleri cebirsel denklemlere cevirmede oldukca kullanigsh olan Laplace
doniistimii fizik, mithendislik ve matematik gibi bir¢cok alanda kendisine 6nemli bir yer bul-
maktadir.

f(0), 0 > 0 icin tanimli p reel degiskeninin bir fonksiyonu oldugu (¢ < 0 i¢in f(g)o oldugu
varsayilabilir.) ve bunun yaninda s > 0 reel veya kompleks bir parametre oldugu kabuliinden

hareketle o degiskeninin bir e™*¢ iistel fonksiyonu kullanilarak

/ " Ho)e>edo
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seklinde bir integralin varligini saglayacak s parametresi icin bir deger bulunabilirse bu in-
tegrale f(o) fonksiyonunun Laplace doniisiimii denir ve s6z konusu doniisiim L{ f(o)} veya
f(s) ifadeleri ile gosterilir. Laplace doniistimii i¢in genel olarak asagidaki tamim kullanilir.
Tamm: f fonksiyonun p > 0 zaman degiskeninin tek degerli bir fonksiyonu oldugu varsayimin-

dan hareketle f(o) fonksiyonuna ait Laplace doniisimii

L{f(0)} = F(s) = / T foede (se0) 2.19)

seklinde ifade edilir (Povstenko (2015)).
Bir F'(p) fonksiyonunun Laplace doniisiimii L{F'(¢)} = f(s) ise bu durumda F'(p) fonksi-

yonu f(s) Laplace doniigiimiiniin ters Laplace dontisiimii olrak ifade edilir ve

F(o) = L™H{f(s)}

seklinde yazilabilir. Buradaki L~ 'operatorii ters Laplace doniisiim operatorii adini alir ve
ters Laplace doniisimii icin genel olarak asagidaki tanim kullanilir.

Tamim: ¢ > 0 ve L{f(0)} = F'(s) kabul edilsin. Bu durumda ters Laplace doniigiimii

1 c+ioo
LYF(s)} = flo) = — / F(s)etdo,  ¢>0, (s€C)  (220)

2 J i
seklinde formiile edilir (Povstenko (2015)).
Kesirli dereceden diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimleri hesaplanirken ters
Laplace doniisiimii kullanilabilir ve bu islemle 6nemli sonuglar elde edilebilir. Ornegin ters

Laplace doniisiimii yardimiyla iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

@B
Ll{sa + A} = 7 Eup(=Ae") (221)

seklinde elde edilir (Diethelm ve dig. (2004)).

Eger 6zel olarak sirasiyla 3 degerleri 8 = 1, 3 = 2 ve [ = « olarak alinirsa
Sa—l
L—l
{ 5%+ A }
Sa—Z
L*l
{ 5% 4+ A }

— 1 o— (8%

Ea,l (_)\Qa>

0Fq2(—X0%)

sonug¢larina ulagilir.

Laplace doniisiimii asagida verilen ozelliklere sahiptir.

1. L{g(o)} = G(s), L{f(0)} = F(s) ve cy,cy € R olmak iizere

L{cif(0) + cag(o)} = clL{f(0)} + c2aL{g(0)} = c1F(s) + caG(s) (2.22)

linerlik 6zelligi olarak bilinen esitlik saglanir.

11



2. F(o) fonksiyonunun integrali /{f(0)} = [; f()dr o seklinde verilecek olursa bu
durumda Laplace dénﬁ§iim1'i L{If(o )} = 1F(s) seklinde ifade edilir.
Aymi sekilde n katli I"f(9) = [ doy [} dos... [{"" f(0n)do, integralinin Laplace

doniislimii ise
1
L{I"f(0)} = —F(s) (2.23)

STL

seklindedir.

3. 0 > 0 olmasi kosuluyla f (o) ve g(p) fonksiyonlarinin konviilasyon ¢arpimi

_ / " flo—)g(r)dr = / fogo—ndr @24

seklinde ifade edilir. Konviilasyon ¢arpiminin Laplace doniisiimii alinacak olursa
L{f(e) x g(0)} = F(s)G(s)
seklinde bulunur burada L{f(0)} = F'(s) ve L{g(0)} = G(s) formundadir.

Teorem: 0 < p < bkapali araliginda siireklilik 6zelligine sahip f ve g fonksiyonlar1 verilsin.

Bu durumda

L{f(e) xg(0)} = L{f(s)}.L{g(s)},  s>a (2.25)

seklinde elde edilen ifade, f(o) ve g(o) fonksiyonlarmimn konviilasyon carpimlari olarak
tanimlanir (Kilbas ve dig. (2006)).

Ispat: Laplace doniisiimiiniin tanimi kullanilarak
L{f(e) x g(0)} = / (/ f(o)g(s — o dg) ds (2.26)
0

Sonrasinda 0 < s < oo ve 0 < p < s esitsizliklerinin sentezinden 0 < p < s < oo elde

yazilir.

edilir. Buradan isleme devam edilirse

/0 o) ( / T emeg(s - mds) do (2.27)
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sonucuna ulagilir. Burada u = s — p degisken degistirme islemi yapilirsa,

L{f(0) +a(0)} = [ " o) ( / " emg(s — Q)d5> do
=/Ooof(9)</oooe g (u )dU>dQ

_ /0 h e—wf(g)< /0 ey )du) do (2.28)
- / " e f(g)do / " e g(u)du

=L{f(0)}-{9(0)}
=f(s)-9(s)

sonucu elde edilir. Burada esitligin her iki yanina ters Laplace doniisiimii uygulanirsa

L7 f ()} {g(s)} ={f ()} * {9(0)}

/ fe (2.29)

L7Hf(s)}{g(s)} ={g(0)} * {f(0)}
= /Ogg(@)f(g —7)dr

veya
(2.30)

sonuglara ulasilir.

Laplace ve ters Laplace fonksiyonu ile ilgili daha fazla icerik ve detaya (Kilbas ve
dig. (2006)) dan ulasilabilir.

Simdi sirasiyla f(t) = C' = Sabit, ft) =t ve f(t) = e fonksiyon-
lariin Laplace doniistimleri inceleyecek olursak

f(t) = C sabit fonksiyonu i¢in

L{f(#)} = L{C} = /0 T et

b
=C. lim e Stdt

b—oo 0

—st
=C. lim <e > b
b—o0 —S
—sb
—C. lim (— ‘ +3)
b—oo S S

=—, >0
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sonucu elde edilir.
f(t) = t fonksiyonu i¢in,
L{f(t)} = L{t} = / e *ttdt
0

e—st

integralinde u =t = du=dtvedv =¢e % = v =

kismi integral doniisiimii
S

uygulanirsa;
[ st bG_St
L{f(t)} = L{t} = lim |¢. g_/ dt}
b—o0 | —S 0o —S
) r e—sb e—st b
:blggo _{t' s ?} 0}
i —b 1 1
T b st g2esh g2
:8—2, s>0
bulunur.

f(t) = e kuvvet fonksiyonu i¢in

L{f()} = L{e"} = /0 " ete ot = /0 T gy

b

= lim e~ (=a)tgy
b—oo 0
—(s—a)t
= lim & — I
b—oo —($ — a)

I 1 N 1
= lim
b—oo \ (s —a)els=ab © s —gq

1
= , 5s>0
s—a

sonucuna ulagilir.

2.4. Kesirli Mertebeden Tiirev ve Integral Operatorleri

Literatiirde bir¢cok tanimi yapilmis olan kesirli analizin tarihi 1695 lere dayanmak-
tadir. En sik kullanilan operatorler Riemann-Liouville ve Caputo yaklasimlaridir fakat bu
operatorlerin bazi eksiklikleri bulunmaktadir. 2016 yilinda s6z konusu eksiklikleri gideren
Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu integral ve tiirev tanimlar1 yapilmistir. Bu boliimde

ad1 gecen operatorler incelenecektir.
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2.4.1. Riemann- Liouville Kesirli Tiirevi ve Integrali

Tammm: f : (0,00) — R fonksiyonu verilsin. 0 < n—1< a <n, n = [a], neN

sartlar1 altinda o > 0 mertebeden Riemann- Liouville kesirli tiirevi

d?’l/
o Dy f(u) :W()[un_o‘f(u)
1 b n—a—
:m/o (w=9)"" " f(y)dy

seklinde formiile edilir (Podlubny (1999a)).

(2.31)

Tamm: f(u) fonksiyonunun o > 0 mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevine ait

Laplace doniisiimii ise

n—1
LoD f(u)] = s*F(s) = > DFI"f(0)s"™* ', n—l<a<n (2.32)

k=0

seklinde bulunur (Povstenko (2015)).

Riemann-Liouville kesirli tiirev operatoriiniin bilinmesi gereken birkag¢ temel 6zelligi asagida
verilmigtir.

Teorem: o > 0 ve u > n olmak lizere

n Dy (n Dy f () = f(u) (2.33)

esitligi saglanir (Podlubny (1999a)).
Ispat: k — 1 < o < kigin

WD f(w) = DFE (D f(w) (2.34)
oldugundan
«a —a dk —(k—a) —a
dF B
e ln D7 f (w) 235)

sonucu ile ispat tamamlanmig olur. Buradan da sol Riemann-Lioville kesirli taniminin ters
islem 0zelligine sahip oldugu ve sonug olarak Riemann-Liouville kesirli integralinin, kesirli
tiirevinin tersi oldugu goriiliir.

Riemann-Liouville kesirli tiirev operatorii
BLDON(f(u) + g(u)) = XD f(u) + AN DYg(u) (2.36)
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denklemiyle ifade edebilecegimiz lineerlik 6zelligine sahiptir.
Tamm: f : (0,00) — R fonksiyonu verilsin. Bu durumda o > 0 mertebeden §*D_

Riemann- Liouville kesirli integrali

0Dy f(u) = ﬁ /Ou(u — ) f(y)dy, u>0 (2.37)
veya
?mﬂwzf%5£<u—w%vwm% >0 2.38)

seklinde formiile edilir. (Podlubny (1999a)).
Teorem: f(t) fonksiyonu ¢t > a icin siirekli olsun. O halde f(¢) fonksiyonun herhangi

mertebeden kesirli integrali i¢in
oD (D; *f(1)) =a Dy £ (1) (2.39)

esitligi elde edilir (Podlubny (1999a)).
Ispat: o, 5 > 0 i¢gin

L t — ) DI f(P)dr
o | =D s

—; t — ) ldr TT—u’B_l u)du
om0 [ =
)

L nan [ — 0Pt — rye-lar (2.40)
e [ fde [ ==
1

S t — )T (W) du
~f |
=.D; 7 f(t)

DD f (1) =

elde edilir ve bu denklem sistemi Riemann-Liouville kesirli integralinin toplama ve degisme
ozelliklerine sahip oldugunu gosterir.

Riemann-Liouville kesirli tiirev operatoriiniin bilinmesi gereken 6nemli 6zelliklerinden
biri de asagidaki teoremde verilmistir.
Teorem: o > 0 ve Re()\) > —1 olmak iizere f(t) = t* fonksiyonunun «. mertebeden
Riemann-Liouville kesirli integrali

PA+D)

o A\
IFFe) = FA+a+1) (2.41)

seklindedir (Podlubny (1999a)).

Ispat: (2.38) deki kesirli integral tanimi1 yardimiyla istenilen esitlik

16



() :ﬁ /0 (t— ) f(Pdr  (r=ut, dr—tdu)

1
_%/ ()71 — w)* M Mdu
@) Jo
t)\+a 1
:m/ (]_ — U)Q_IUAdU (242)
0
_ Bla, A + 1)t’\+°‘
T
_ F(/\ + 1) t)\+a
T T(Aa+1)
seklinde edilir.
Ornek:

f(t) = t fonksiyonunun % mertebeden integralini hesaplayalim.
Coziim:

Teorem (2.41) deki esitlikte A = 1 ve v = % alinirsa
1 1 4
IE(t) = ———2¢lts = B—t% (2.43)

sonucuna ulagilir.

Riemann-Liouville kesirli integraline Laplace doniisiimii uygulanirsa

Lol 1005 = ] [ =t yar )

burada konviilasyon tanimi geregi;

LLI" (1), s} :LL{ /0 (= )yt f(T)dT}, (@ >0)

[(a)
1
()
F(lo‘) (2.44)
ZmL{t A ()}
__! ) s)=s “f(s
— e ) =5
elde edilir. Ayn1 zamanda
ﬁ s —g"f(g) — — Sn—k—l k
L frafisp =510 > 0) i
=s"f(s) — z_:skf”_k_l(O), n—1<a<n)
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esitligi de mevcuttur. (2.44) ve (2.45) denklemlerinde ulasilan sonuglar birlikte bir deger-

lendirmeye tabi tutuldugunda (n — 1 < a < n) arahiginda agagida formiile edildigi sekilde

n

« d n—a
L{(])%LDt f,S} :L{%Olt fus}

n—1
dn—k—l
_n n—o k n—ao
=S L{OIt fa 8} - kZ:O S dtn_k_l()[t f(O)
n—1 d (2.46)
oMo kDafkfl 0 D=—
SISO, (D= )

n—1
=s"f(s) = > _ "D f(0)
k=0

Riemann-Liouville kesirli integralinin Laplace doniisiimii elde edilir.
2.4.2. Caputo Kesirli Tiirevi

Literatiirde bir¢ok farkl: tiirden kesirli tiirev tanim1 olduguna ve bu tiirev tanimlarin-
dan bazilarinin digerlerine gore belli bash avantajlara sahip olduklaria giris boliimiinde
deginilmisti. Ornek vermek gerekirse 1960 I yillarda Italyan matematik¢i M. Caputo tarafin-
dan Onerilen Caputo kesirli tiirev operatdriiniin avantaji Riemann-Liouville tantminin Laplace
doniistim ifadesinin uygulamalarinda baglangi¢ deger problemini ortadan kaldirmasi olmus-
tur.

Caputo kesirli mertebeden diferansiyel denklemler icin tanimlanan baslangic kosullarinin
fiziksel olarak yorumlanabilir sekilde olmasi sebebiyle kesirli mertebeden diferansiyel den-
klemlerin analitik ve niimerik ¢coziimlerinde Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirev op-
eratorii yerine, Caputo kesirli mertebeden tiirev operatorii tercih edilmektedir. Caputo kesirli
tiirev operatorii genel olarak asagidaki sekilde formiile edilmektedir.
Tanmm: f : (0,00) — R fonksiyonu verilsin. @« € RT ve n — 1 < a < n sartlar altinda
a > 0 mertebeden Caputo kesirli tiirevi
1w ot g0}
1

Im/o (uw—)"" " " (y)dy

(2.47)

seklinde formiile edilir (Podlubny (1999a)).

Asagida tamimu gosterilen Caputo kesirli tiirev operatoriine Laplace doniisiimii uygulanirsa

DY) = o [ (W) f O, (0<y <)
0
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LEDEIW) = st [ o

elde edilir. Konviilasyon teoremine gore

ZﬁL{/j(u - 7)‘af’(7>dv}

1 —a /
~r oy e S )
1 —a !
:m[f{u Hf ()} (2.48)

1 I'(l1-a)

:F(]_ N O./) g—a+l [SL{f(U) - f(O)}

=s"f(s) — s f(0)

sonucuna ulagilir. (2.48) den igleme devam edilirse

LEDE W} = [t oa) @1y <o

I'(n—«
! n—a—l o iy
:mL{U f(u)}
1 n—a—1 n
:mL{u FLAS"(u)}
1 I'(l—a)

=TI o) sa L@ = s"(0) = 0 — st (0)

=s"L{f(u)} ="' f(0) = s*2f'(0) — .f "7V f(0)

=s"F(s) — Z sa_k’_lf(k)(())

k=0

(2.49)

Caputo kesirli tiirevinin Laplace doniisiimii elde edilmis olur.

Caputo kesirli tiirevinin Laplace doniisiimii f*(0) tam say1 mertebeli baslangi¢ deger-
lerine ve dolayisiyla fiziksel olarak analizi yapilabilir bir 6zellige sahipken Riemann-Liouville
kesirli tiirevinin Laplace doniisiimii fiziksel olarak analizinin yapilamadigi dolayisiyla yo-
rumlanamayan [ D" f (u)],—o baslangi¢ kosullarini icerir. Bu nedenle fiziksel uygulamalar
acisindan Caputo kesirli tiirevinin daha avantajli oldugu sdylenebilir (Kilbas ve dig. (2006)).

Tanim: Kuvvet ¢ekirdegi ile formiile edilen Caputo kesirli integrali

CI% f(u) = flu) + ﬁ / " f ) — 1)y (2.50)

seklinde yazilabilir (Atangana ve 1gret Araz (2021).
Burada f(u) = 0 olmasi halinde Riemann-Liouville kesirli integrali elde edilir (Atangana

(2021)).
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Tanim ve Ozellikleri 6nceki bagliklarda verilen ve kesirli mertebeden tiirev yaklagim-
lar1 arasinda en sik kullanilan Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirev tanimlar1 asagida

belirtilen baz1 dezavantajlara sahiptir:
1. Riemann-Liouville tiirev tanimi bir sabitin tiirevini sifir yapamamaktadir.

2. Caputo tiirev tanimi, verilen bir f fonksiyonunun tiirevlenebilir oldugu kabuliiyle islem
yapar.

3. Her iki kesirli tiirev tantminda da iki fonksiyonun ¢arpiminin tiirevinin bilinen formiilii

elde edilemez.

4. Her iki kesirli tiirev taniminda da iki fonksiyonun boliimiiniin tiirevinin bilinen for-

miili elde edilemez.
5. Her iki kesirli tiirev taniminda da zincir kurali gecerli degildir.

Maddeler halinde siralanan dezavantajlar aragtirmacilari sz konusu kosullar1 saglayan yeni

kesirli tiirev tanimlarinin kesfine yoneltmistir.
2.4.3. Caputo-Fabrizio kesirli Tiirev ve Integral Operatorii

M. Caputo ve M. Fabrizio, Caputo kesirli tiirev operatoriindeki integralin ¢ekirdek
fonksiyonu olarak ifade edilebilecek olan (v — «)~* fonksiyonunu iistel bir fonksiyon olan
e~ 1a fonksiyonu ile degistirip, r( 57 yerine de & ) alarak o € [0,1] ve v < b i¢in
f(u) € H'(v,b) kosullar altinda asagidaki Caputo—Fabrlzlo kesirli tiirev tamimin literatiire

kazandirmig

CF D f(u) 1_Q /‘f Je T dy,  M(0) = M(1) =1 (2.51)

ve boylece Caputo kesirli tiirevinin © = 7 noktasindaki tekillik problemini gidermislerdir
(Caputo ve Fabrizio (2015)).

C-F kesirli tiirev tanimi incelenirse M (o) fonksiyonu ve H' (v, b) uzay gibi ifadelerin
oldugu goriiliir bu ifadelerin anlamlarina bakilacak olursa ilk olarak derecesi 1 olan H uzay1

igin;

H'(0,b) = {f € L*(v,b) : f' € L*(v,b)}
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"Sobolev uzay" tanimina ve buradan da f fonksiyonunun (v, b) araliginda kendisinin ve
tiirevinin integrallenebilir oldugu sonucuna ulagilir.

L*(v,b) ise (v, b) araliginda f: | f(u)|*du < oo kosulunu gergekleyen fonksiyonlari kapsar.
C-F taniminda yer alan bir diger ifade ise M («) dir. Bu ifadeye "normallestirme sabiti" ya
da "normallestirme fonksiyonu" denir.

a = 1i¢in lim o = 1 oldugunda C-F kesirli tiirevini hesaplamak icin

1 —a(u—7y)
e 11—«

pa:]_—Oé

fonksiyonunu inceleyecek olursak © = ~ alindiginda p,, = ﬁ sonucuna ulagilir. Buradan

lim p, = lim
a%lpa a—1 1 —

=

esitligi yazilabilir. Isleme devam edilirse v > 7 ve (u — v > 0) kosullar1 altinda

1 e > .
lim p, = lim e 1ma b = lim 1-a gbehrsmhgl
a—1 a=l | 1 — « a—1 @(lu_iﬂ 0

e [e%
1
1 1—a? 1 1 -
_ilinl{ wwu_m}—g}{ Mu_v}_o
e l-aa =——L e l-aa —1L
1—a? -«

elde edilir. Buradan

. oo, u=7% . .
lim p, = =d(u—7) (Dirac delta fonksiyonu)
a—1 O, u > ,y

yazilabilir. Delta fonksiyonu

/Oo O(u—)dy =

—00

1
| restu= = [ st - =

esitliklerini sagladigindan Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi i¢in

M(a)

lim 7 D¢ f(u) = lim { / ue”f‘c?”f'<v>dv} (M(1)=1)

“ 1 —a(u—y)
1. “i-a S (N
/ {1_a6 }m) .

~f'(w)

sonucuna ulasilir. Bu sonu¢ o@ = 1 olmasi halinde Caputo - Fabrizio kesirli tiirevi ile klasik

tiirevin ayni sonucu verdigini gosterir.
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Tanmm: Caputo anlaminda Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi f, H'(a, b) de tamml, ¢ € [0, 1]

ve b > a kosullar altinda

CFC DO f(y) /f ~“1= 4, 0<a<1)
1—a

seklinde tanimlanir. Burada M («) normallestirme sabitidir (Losada ve Nieto (2015)).

(2.52)

Caputo anlaminda Caputo-Fabrizio kesirli tiirevinin Laplace doniisiimii alinacak olursa M («)

normalizasyon fonksiyonu olmak iizere denklem (2.52) de verilen Caputo-Fabrizio kesirli

tiirevi tanimina Laplace doniistimii uygulandiginda

e

elde edilir. Burada konviilasyon teoremi kullanilarak

:?%zﬂ{f’(u) * ”}

ey \of o)

L{§"Dy f(u)} =

=L )} = O
M(« l-«

=L (W)} - ()
_ M(a)[s{f(u)} — f(0)

a+s(l—a)

a+s(l—a)

olarak bulunur. Isleme denklem (2.54) den devam edilirse

—a(u
SECDYf(u) = /f )e nawdy (n—1<a<n)
n— o

L{§*C D f(u)} = ML{ / " (et dv}

n—uo

konviilasyon tanimi geregi

:ML{ﬂn) () % en‘mu)}
:M<O‘>L{f(n) (u)}L{eﬁl(U)}
O @)} = 77 7(0) — o FOO)

M(a)[s"L{f(w)} — 5" f(0) — ... = f"D(0)]

B a+s(n—a)
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(2.54)

(2.55)

(2.56)
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sonucuna ulagilir (Losada ve Nieto (2015)).
(2.52) esitliginde verilen Caputo-Fabrizio kesirli tiirev tanimi M (o) normallestirme fonksi-

yonu olmak iizere 0 < o < 1, w > 0 sartlar1 altinda

C%Y?Sf(u)==Ezj%f%ﬂggizjgueﬁ@avﬂf%v)dv (2.58)

olarak ifade edilebilir (Losada ve Nieto (2015)).

Bu denkleme Laplace doniisiimii uygulandiginda ise
2—a)M

e{er D0 o) = 50 ot

s

(s + a(l =)
sonucuna ulagilir.

(sL{f(u)}(s) = f(0)), s>0

Tanmm: « € (0, 1) olmak iizere

seklinde verilen denklem Caputo-Fabrizio kesirli integrali olarak adlandirilir (Losada ve Ni-

eto (2015)).
2.4.4. Atangana-Baleanu kesirli Tiirev ve Integral Operatorii

Bir onceki boliimde 2015 yilinda M. Caputo ve M. Fabrizio tarafindan gelistirilen
yeni tiirev tanimi ve yine ayni yil J. Losado ve J.J Nieto tarafindan gelistirilen kesirli in-
tegral tanimi verilmisti. Bu yeni yaklasimlarla Caputo kesirli tiirevinin tekillik problemi
giderilmigti fakat ¢coziilmesi gereken bir sorun varligin1 devam ettirmekteydi. Cekirdegin
lokal (yerel) olmasi seklinde ifade edilebilecek bu sorunu ¢dzmek i¢in en uygun cekirdek
nedir sorusu 2016 yilinda Atangana-Baleanu ikilisi tarafindan Mittag-Leffler fonksiyonu
yardimiyla asagidaki adimlar izlenerek ¢oziilmiistiir.

Asagida verilen kesirli adi diferansiyel denklemin sonucu bizi Mittag-Leffler fonk-

siyonuna gotiirmektedir.

da
SV —ay  O<a<l (2.60)
dz>
Simdi genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu ele alindiginda
(cumy =3
E.(—u®) = —_— (2.61)
—~ T(ak+1)
u noktasindaki e~ (=¥ nin taylor seri agilim1
00 k
—(u—y) _ (—a(u—y)) 2.62
e ; — (2.62)
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seklinde bulunur. Burada o = 1 alinip yukaridaki denklem Caputo-Fabrizo kesirli tiirevinde

yerine yazildiginda

(04) S /u df (y) k
D f E —y)'d 2.63
Y0 k' b dy (— )y ( .
elde edilir. Son olarak denklemdeki k! yerine I'(ak + 1) ve (u — y)* yerine de (u — y)°*
yazildiginda
Mio) (k[
D2 = —y)*d 2.64
wf () l—ae=T(ak+1) ), dy (u—y)™dy (264)

sonucuna ulagilir (Atangana ve Baleanu (2016)).

Simdi Atangana-Baleanu kesirli Tiirev ve Integral Operatorlerinin sirastyla Caputo ve Riemann-
Liouville yaklagimlar1 incelenecektir.

Tanm: f € H'(a,b), b > «a, « € [0,1] sartlar1 alunda Caputo anlaminda Atangana -

Baleanu kesirli tiirev operatorii

ABC’Daf 1_ / f (

seklinde formiile edilir. Burada 0 < o < 1 i¢in M («) normallestirme sabitidir (Atangana ve

Baleanu (2016)).

(u - ’y)“) dry 0<a<l) (2.65)

Bu tanim gercek hayat problemlerinde karsilasilan baglangic deger problemlerinde
Laplace doniisiimii uygulanirken bizlere bircok kolaylik saglamakla birlikte & = 0 olmasi
halinde orjinal fonksiyonu geri getirememektedir.

Tanm: [ € H'(a,b), b>a, « € [0,1]sartlar1 altinda Riemann-Liouville anlaminda,

Atangana - Baleanu kesirli tiirevi asagidaki sekilde tanimlanir.

ABRDaf( 1_adu/ f <

Burada 0 < a < 1i¢in M () normallestirme sabitidir (Atangana ve Baleanu (2016)).

(u - 7)0‘) dry 0<a<l) (2.66)

(2.65) ve (2.66) denklemlerinin lokal (yerel) olmayan ¢ekirdekleri mevcuttur. Ayn1 zamanda
(2.65) denklemi f fonksiyonunun sabit olmasi durumunda tiirevi sifir olarak vermektedir.
Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli tiirevinin Laplace doniisiimii alinacak
olursa M («) normalizasyon fonksiyonu ve E,, Mittag-Leffler fonksiyonu olmak tizere den-
klem (2.65) de verilen Atangana-Baleanu kesirli tiirevi tanimina Laplace doniisiimii uygu-
landiginda
L{D% f(u)} = @) {/ f(u ( (“_”)a)dv}, O<a<l) (267

11—«
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elde edilir. Konviilasyon tanimi1 geregi

_%L{f(u) * Ea(l__‘)‘aua)}

:%L{ﬂu)ﬂ{% (1:@a“a> } (2.68)
:%[slz{f(u)} - f(O)]S(S%aﬁ) |
_ M(a)s"f(s) = s* 1 £(0)
s*(1—a) +a
olur. Buradan isleme devam edilirse
:géggL{Kffwyﬂ%<ni?éhw—vf)dv}
o :2%)

M(«) au

=—— L{f" (u>}L{Ea (; - a) }

MO L pla)) — 577 £(0) = 77270) = . FOD(0)

n—a (5% + =)

SOé

sonucuna ulagilir.
Tanmm: 0 < o < 1 olmak iizere mertebesi « olan f(u) fonksiyonunun Atangana - Baleanu

kesirli integrali,

11—«

AB 10 o “ a—1
I ="—— —_—— — d 2.70
S0 = 7 )+ i [ (= @0)
seklinde tanimlanir (Atangana ve Baleanu (2016)).
Yukarida verilen esitlik o = 1 i¢in hesaplanirsa klasik integral tanimi elde edilir.
Caputo ve Riemann anlaminda Atangana-Baleanu kesirli tiirev operatorleri arasin-

daki iligkiyi gostermek icin oncelikle her iki tiirev operatoriine Laplace doniisiimleri uygu-

lanir ve
ABR o
INCORTIETY
‘ 1-o (2.71)
ABC M(a) [ s*f(s) —s*1f(0
o gt} ) (500 =210
elde edilir.
0" DL f(w) g1 D f(u) = %f@)& L__O‘au“} 2.72)

esitliginde her iki tarafa Laplace doniisiimii uygulandig: taktirde

L{ABCD;jf(u)} - L{ABRDgf(u)} - L{Mf(O)Ea{ - uaH (2.73)

0 0 1 -« 1—a
() ) T EE) e

esitligi elde edilir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Kesirli mertebeden tiirevlerin birbirinden farkli bircok tanimi mevcut olmakla bir-
likte literatiir incelediginde bu tanimlarin arasindaki temel farkin ele alinan fonksiyonlarin
tanim kiimesi ve secilen yardimci parametreler oldugu goriilmektedir (Li, 2003). Kesirli
tiirev tanimlar1 arasinda en sik kullanilan tanimlardan biri Caputo Kesirli tiirev tanimudir.

Bu tez calismasinda ele alinan matematiksel model baglangi¢ kosullarini iceren ke-
sirli diferensiyel denklemlerden olustugu icin bu tip denklemlerde daha avantajli olan Caputo
tiirev tanimi kullanilmigtir. Asagidaki baslik altinda Caputo kesirli tiirevin tanimi verildikten

sonra gerekli sartlarina ve 6zelliklerine deginilecektir.
3.1. Caputo Kesirli Tiirevi

Tamm: f : (0,00) — R fonksiyonu verilsin. @« € R* ve n — 1 < a < n sartlar altinda

a > 0 mertebeden Caputo Kesirli Tiirevi

52 0) =t { 10

] 3.1

t
— t— n—a—1 pn d
el A R T
seklinde formiile edilir (Podlubny (1999a)).

Ornegin ¢ € R olmak iizere f(x) = c sabit fonksiyonunun Riemann-Liouville ve
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Caputo kesirli tiirevleri hesaplanacak olursa

a" dr 1 *
RLDa — Imn—oc — / —t n—a—1 dt
FD2O) = g 1O = iy ), DT
ezt [ e

[0 G y)“‘]

n—uo

“da"T(n—a) (n—a)(-1)
d" c (x —y)" @

:dmnr(n—a) n— o

= oz)l(:(n — ) { dCZn (z - y)m}

~ dapn ['(n—«a)
y

_ c (n—a)l(x—y)r—o"
I'l+n-—a) (n—a—mn)!

B c 'l+n—a)(z—y) @

" T(l+n-a) (—a)!

=c ! #0

Pl —a)(z —y)*
coziimil elde edilir. Klasik analizden biliyoruz ki sabitin tiirevi sifirdir fakat burada sifirdan
farkli bir sonug elde edildi. Ayrica paydada (z —y) bulundugundan z = y olmas1 durumunda
ifade sonsuz olacak yani bu da fonksiyonu siireksiz ve tiirev tanimsiz yapacaktir. Bu durum
Riemann-Liouville kesirli tiirev operatoriiniin kullanighiligin1 azaltmaktadir.

Caputo kesirli tiireviyle elde edilen sonug ise

epxte) =1 o

dzx
:—F(nl_ o /;(m —t)ret L%c} dt
:—F(nl— N /y S — o 0de
“D(e) =0

seklinde bulunur. Goriildiigii gibi ulasilan sonug klasik analizde elde edilen sonuca esit ve 0
olmustur.
Ornek: \ > —1 olmak iizere f(t) = t iistel fonksiyonunun Caputo kesirli tiirevini

hesaplayalim.

e AR e i

)

(1+)\) ; n—a—1lyA—n
:F(n—a)F(1+/\—n)/p (x=1) vt

(

)

1 + )\) x oy ¢ n—a—1 N
n-a 1—— Tt
F(l—i—/\—n)/p (z) ( :c)

EDE ) =0




ifadesinde i = u yazilirsa t = zu ve dt = zdu olur. Dolayisiylat — piken u — £ ve

t — x iken u — 1 elde edilir.

oy LTI+ R nma—1 gy A

P14 ) ()t FAmt
C T(n—a)T(14+X—n)

/ (1—y)"*Hy) "dy

p = 0 olarak alindi8 taktirde Beta fonksiyonu elde edilir. Buradan
T+ N ()
" T(n—a)T(1+A+n)
 TA+N@)? Thh—a)T(1+A+n)
T Tn—a)T(1+A4+n)T(n—a+X—n+1)
L1+ M) _
C na( A A—a
D =——7’—

sonucuna ulasilir (Podlubny (1998)). Bu sonu¢ Caputo kesirli tiirevinin polinom fonksiyon-

B(n—a,A—n-+1)

larimin tamaminda kullanilabilir oldugunu gosterir.

Caputo kesirli tiirev operatorii asagiya ¢ikarilmis 6zelliklere de sahiptir.

Lineerlik:

my,mys €ER, a>0, n—1<a<mn, née N kosullari alinda .. mertebeden Caputo

kesirli operatorii,

5Dz m f(0) + mag(0) = mn (§D7.0)) + ma (Dt 4(0)) (32)

seklinde yazilabilir (Podlubny (1998)).
ispat:

D1 (0) - magfe) = iy (“ i f(t = h)) + maglt — h)

r

=my lim h™¢ (t —rh)
h—0

)/
+mg lim A~ Z () (t —rh)

o i) 70

elde edilir ve ispat tamamlanir.

)
<a

<

(3.3)

= 0

Homojenlik:
x sabit bir say1 olsun. Budurumdaa >0, n—1<a <n, n € N kosullar altinda a.

mertebeden Caputo kesirli operatorii icin
o Dyl f ()] = xlg D (1)) (3:4)
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esitligi ile formiile edilen homojenlik 6zelligi saglanir (Podlubny (1998)).
Birlesme ozelligi:

f(t) stirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda o > 0, 3 > 0 ve o < [ kogullar1 altinda
D2[D; P f(t)] = D& P (3.5)
t t t

esitligi yazilabilir (Podlubny (1998)).
Sadece (Caputo (1966)) degil, baska alanlardaki farkli caligmalarda da ayni tanima ulagilmigtir
(Caputo ve Mainardi (1971), Kilbas ve dig. (2006), Bagley ve Torvik (1986), Hilfer ve dig.
(2000)).

Tanimlardan da fark edilecegi iizere Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirev ope-
ratorleri arasinda belirleyici farklar vardir. Ornegin o = n ve (n € N7) kosullarma sahip

bir A(t) fonksiyonunun n. dereceden Laplace doniistimii;

n

L{R™(t)} = s"H(s) — > W' *(0)s*! (3.6)

k=1
seklinde bulunur (Povstenko (2015)). Burada h"~*(0) degerleri fiziksel yorumlamalara imkan
vermektedir.
a = nve (n € NT) kosullarina sahip bir h(t) fonksiyonunun n. mertebeden tiirevi ile

integrali arasindaki iligki analizin en temel 6zelligi goz 6niinde bulundurulursa

D"I"h(t) =h(t)

(3.7)
I"D"h(t) #h(t)
formunda ifade edilebilir. Bu durumda D" operat6riiniin /™ ’in sol tersi oldugu ve
n—1
I"D"h(t hk k' , t>0 (3.8)
k=0

esitliginin gecerliligi tespit edilmis olur. o > 0 olmasi halinde Riemann-Liouville tiirevi igin
D"I™h(t) = h(t) esitligi gecerli oldugundan Caputo kesirli tiirevi ile Riemann-Liouville
arasinda asagidaki teoremde ispat edildigi formuyla bir iligki mevcuttur.

Teorem: Caputo kesirli tiirevi ile Riemann-Liouville kesirli tiirevi arasindaki iligki

n—1 k—o

RL Mo C Nna k
P10 =6 DI + X gy MO (39)

seklinde gosterilir (Podlubny (1999b)).
ispat: Riemann-Liouville kesirli tiirevi ele alinir ve

1 d”

nRzLDtaf(t) = F(?’L _ Oé)%

/t(t — )" () dr (3.10)
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tanimindaki
t
/ (t — )" f(r)dr (3.11)
0

(3.11) ifadesine n kez kismi integral uygulanirsa

_tmmm) / (= 7)o (e

n— o n—a /)y
t_Tnal // dr
(n — a)( n—a+1/ fir

_{t=m)"f(m) (t—m)" "1 f'(m

) 4
n—a (n—a)(n—a+ )
_(t=m)rf(m) (¢ —m)me T (m) (t — m)"=ot2 1 (m
n—a (n—a)(n—a+1) (n—a)(n—a+1)(n_a+2)
1 ' _Tn—a+2 ///7_ .
+(”—a)(n—a—|—1)(n—a+2)/(t ) fi(rd

_(t=mymfm) (¢ =m) T (m) (t = m)"~**2f"(m)
n—a« (n—a)(n—a+ ) (n—a)n—a+1)(n—a+2)
)

(t _ m)n—a+n lf n— 1)(

+m(n—0&)(n—0&+1)(n—0&+2) (n—a+n-1)
1 / na+n 1f (T)dT
( an—a+)(n—a+2)..(n—a+n-1)J,
« (t_ )n a—i—kf(k)(m)r(n_a ’I’L—Oé n at+n—1 g(n
'n—a+k+1) I'(n—a+n) /m L

k=0
(3.12)

(3.12) ile numaralandirilan denklemde elde edilen son esitlik

[
BDEI0) = g [ (=T

seklinde formiile edilen Riemann-Liouville kesirli tiirevinde yerine yazilirsa

1 ar {”‘1 (t —m)" otk fE(m)D(n—a)  T(n—a)

t
— _ _\n—a+n—1 ¢(n)
- T(n—a)dn - T(n—a+k+1) T(h—a+n) /m(t Tyretnly (T)dT] dr

_dn n—1 (t_m)n—a—f—kf(k)(m) 1 t 1
_%LZ:O T(n—a+k+1) +F(n—a+n)/m(t_7> ' 1f()(7)d7]

_n71 (n—a+k+ 1)t —m) otk k) (m) T(n—a-+n) t o
_kz I'n—a+k+1)I(—a+k+1) F(n—oé—l-n)f‘(n—a)/m(t_T) f(r)dr
_n—l (t— )a+kfk)(m) 1 t ot
"L T Tat k) iy [,
e =m) RO )
& T(-a+k+1) o DI ()
(3.13)

sonucu elde edilir.
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3.2. Varlik -Teklik Coziimii

Varlik ve teklik; baglangic deger problemleri iceren diferansiyel denklemlerde en
onemli iki unsur olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu baglik altinda diferansiyel denklemin en
az bir ¢6ziimii olmas1 durumunu ifade eden varlik unsurunun tanimlanmasindan sonra dife-
ransiyel denklemin en fazla bir ¢6ziimii olmas1 durumunu ifade eden teklik unsurunun ispati

konusuna gecilecektir.

Tanim 3.1

m” = n(t,m), m(to) = mo

baslangi¢ degeri kabul edilsin. Burada I C R acik bir aralik oldugu ve n fonksiyonunun

I x R iizerinde tanuml siirekli bir fonksiyon oldugu varsayildiginda I iizerinde tanimli ve

1. t € I durumunda w'(t) mevcuttur.
2. w(ty) =moy, toel

3. t € Liizere (t,w(t)) € [ x R

4. t € 1 iizere w'(t) = n(t,w(t))

baglangi¢ kosullarini saglayan bir w(¢) fonksiyonu olmasi halinde (1) ile (2) numarali 6nciiller
baglangi¢c deger problemi i¢in ¢6ziim olusturdugundan bu durumda ¢6ziimiin varligindan s6z

edilebilir.
Tanim 3.2 V (¢t,m;), (t,m2) € R(a,b) icin
In(t,my) — n(t,mq)| < K|my — ms|

esitsizligini saglayan sifirdan biiyiik K sabiti olmast halinde n fonksiyonu (a, b) reel arali-

ginda Lipschitz sartimi saglar ve K, Lipschitz sabiti adini alir.

Diferansiyel denklemlerin ¢oziimiiniin varligi tespit edildikten sonra asagida verilen teorem

kullanilarak ¢oziiniin tekligi incelenebilir.

Teorem 3.1 f(t,.) ve %, R(a,b) = {(t,0) : |t —to| < a,|t — o] < b} aralhigindat ve v’e

baglh siirekli ve Lipschitz kosulunu saglayan fonksiyonlar olmak iizere, (1) ile (2) kosullar
altinda baglangi¢ deger problemi icin |f(t,0)| < M ve h = min(a, %) ise [t — to] < h

esitsizliginde, tanumli tek bir 1(t) ¢dziimii mevcuttur.
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1. t € I iizere v'(t) vardur.
2. U(to) =1, to€l

Baslangi¢ deger probleminin en fazla bir ¢6ziimii olmasi durumu ¢oziimiin tekligi olarak
ifade edilir ve bu durumun tespitinde asagida ispat1 verilen Picard-Lindel6f teoremi olduk¢a

kullanigh bir yontemdir.

Teorem 3.2 (Picard-Lindelof Teoremi): Bagslangic deger probleminde E C 1 R? ve g fonksi-
yonu E — IR olsun. Bu kogullar altinda bir E alani; % = g(a,b) ve g(ag) = by sartlarina
sahip bir g fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda g fonksiyonu E alaminda siirekli g(a,b)
ile g fonksiyonlart da Lipschitz kurali ile E alaminda siirekli ise sifirdan biiyiik sabit bir w

degeri icin E alaminda tek bir ¢oziime ulasilir.

Ispat (ag,by) € E olmak iizere (ag, by) noktalarimin £ alaninda 2 > 0, y > 0 kosullarina
sahip sabit iki nokta oldugu kabul edilsin.

A ={(a,b) : la—ag| <z |b—1by| <y} C E kosullart alinda bir dikdortgensel alan
bulunsun. M = (Z%LexR f(a,b) ve h = min(x, %) i¢in |b — by| < h esitsizligini gercekleyen
baglangi¢ deger probleminin tek bir ¢oziimii vardir. Buradan = < % olmasi halinde h =

olur dolayistyla ; = R bulunur. Aym zamanda ;5 < x olmasi halinde ise h = 7} olur

boylece Ry C R olur. R ve R;

R={(a.b): |a—ao| < .]p—by| < 4}

Ry = {(a,b) : |a — ag| < h,|b—bo| <y}

olarak tanimlansin. Ardigik yaklagimlar metoduyla teorem ispatlanabilir. O halde,

|z — xo| < h araliginda k1, K2, k3... fonksiyonlari tanimlansin.

k1 = by +/ g(t,yo)dt

ao

Ko = by + /“ g(t, ka1(t))dt

ao



Baglangi¢ deger probleminin dnce [yo, yo + k] araliginda sonra yine ayni yontemle
[yo — h,yo| aralifinda varlid1 incelenecek bunlarin akabinde de ¢oziimiin teklik durumunun
ispat1 yapilacaktir. Ispat dort asama halinde yapilacaktir:
kn—1(a) fonksiyonu [ag, ag + h| kapali araliginda tiirevli bir fonksiyon olsun. Bu durumda
a € [ag, ag + h] igin |k, _1(a) — by| < b esitsizliginin saglanmasi halinde (a, k,,_1(a)) € Ry
olur. O halde (a, k,,_1(a)) noktasinda tanimli ve siirekli olan bir g(a, x,,_1(a)) fonksiyonu-
nun mevcut oldugu dolayisiyla [ag, ag + h] kapali aralifinda |g(a, k,—1(a))| < M esitsizli-
ginin yazilabildigi goriiliir.
Eger ki

kn(a) = by + /ag(t, Kn—1(a))dt (3.14)

ao

oldugu varsayilirsa:

1. x, fonksiyonu [ag, ag + h| kapal araliginda siirekli ve tiirevlenebilir bir fonksiyondur.

Bunun yaninda:

|fin(@) = bo| =

/a g(t, /ﬁnl(a))dt‘

ao

< / g<t7 "infl(a»dt
ag

§/ Mdt = M(a — ag) h:min(aj,i)
ao M

<Mh<y

(@, kn(a)) noktast Ry aralifinda bulunan bir nokta oldugundan dolay1 g(a, k,(a)) fonk-
siyonu [ag, ap + h] kapali araliginda taniml siirekli bir fonksiyondur. n = 1 olmasi
durumunda x4(a) = by + f;) g(t, bo)dt bulunur. Bu sonugta bizi x; fonksiyonunun
[ag, ag + h| araliginda tanimlanabilen ve siirekli olan bir fonksiyon oldugu yargisina

gotiiriir. Bununla beraber,

ma(a) — bo| < / 1 F Gt bo)ldt

< M(a—ag) < Mh <y

olur. Burada farzedelim ki n = 1 olsun o halde (a, x1(a)) noktas1 R;’de tanimli bir
nokta olur. Buradan ise f(x1(a)) fonksiyonunun [ag, ap + h] kapali araliginda bir

coziime sahip ve siirekli olan bir fonksiyon oldugu sonuglarina ulagilir.
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Yukaridaki denklemdeki x,, fonksiyonu, timevarim yontemiyle [ag, ao+ h| kapali ara-
ligindaki 6zellikleri gosterir. O zaman « fonksiyonu [ag, ag+h] kapal araliginda vardir

ve denklemin ¢oziimiidiir. Boylece ispat1 yapilmis olur.

. (ao, ap+h) arahiginda {x,, } fonksiyonu |, (a) —r,—1(a)] < 2 “Z?n
ve ¢coziimii de tektir.

a € (aop, ap+h) arahginda |k, 1 (a)—kp_o(a)| < (n o _ (a—ap)" ! oldugu diisiiniiliirse,

(@) = Fn1(a)] = \ | tattorten = ot nn2<t>>>dt]

a
</
ag

esitsizligi elde edilir. Ispatin birinci boliimiinde y € (yo, yo + h) arahginda

9(t, R (1) — g, nn_2<t>>]dt

|, (y) — 20| < b esitsizligi elde edilmisti. Bu durumda (y, @,,_1(y)) ve (y, @wn_2(y))
noktalarinin y € (yo,yo + h) arahi@inda R; esitsizliini saglayan iki nokta oldugu

sonucuna ulagilir. O halde Lipschitz teoremi kullanilarak
(@) — Fons ()] < ¢ / oo (£) — in_alt)]dt (3.15)
ao
esitsizligi elde edilir. Isleme devam edilirse

k(@) — na(a)] < ¢ / 1 (1) — nal0)] e
a A2

S L/ao m(t — ao)”_ldt

n—1 . nja n—1 n
< M (t —ap) _ M (a—ao)"zﬁb—h"
(n—1)! n a n! L n!

M (th)™
< M) (|a—aoygh)
¢t nl

esitsizligi elde edilerek ispat tamamlanmis olur ve ¢oziim tektir sonucuna ulagilir.

. n — oo olmasi durumunda [ag, ap + h] kapali arahiginda «,, siirekli fonksiyonu esit

araliklarla x fonksiyonuna yakinsar.

.  fonksiyonunun [ag, ag + h] kapal araligindaki limiti baglangic deger problemine

karsilik gelmektedir.

34



3.3. Hyers-Ulam Kararlihgi

Stanislaw Ulam’m 1940 yilinda Wisconsin Universitesinde gergeklestirilen konfe-
ransta giindeme getirdigi (F},.) bir grup ve (F3,*),d(.,.) metrigiyle bir metrik grup ol-
sun. ¢ > 0 kabuliinden hareketle her z,y € [ igin d(h(z.y),h(z) x h(y)) < J esit-
sizligini gercekleyen h : F; — Fj bir doniisim mevcut oldugunda, her z € Fj icin
d(h(z), H(x)) < eile H : F} — F5 bir homomofizm olacak sekilde § > 0 degeri var midir?
veya daha farkl bir sekilde ifade edecek olursak hangi kosullar altinda bir yaklasim homo-
morfizmine yaklasan bir homomorfizm vardir? (Hyers (1941)) sorusu Hyers tarafindan 1941
yilinda Banach uzaylar kullanilarak yanitlanmig ve literatiire Hyers-Ulam yaklagimi olarak
bilinen teorem kazandirilmigtir. Ulam’1n ortaya atti1 problemdeki fonksiyonel denklemlerin
yerine zamanla diferansiyel denklemlerin kullanilmasiyla yeni bir ¢alisma sahasi olusmus ve
pek cok arastirmaci diferansiyel denklemlerin Hyer-Ulam kararlili81 tizerine incelemelerde
bulunmustur.

Birinci dereceden lineer diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararlili§in1 arastiran
ilk isimler 1998 yilinda Alsina ve Ger olmustur (Alsina ve Ger (1998)). Sonraki donemlerde
farkli yontemler kullanilarak ikinci dereceden diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam karar-
lilig1 arastirilmstir.

Ornegin 2009 yilinda Lie ve Shen ikilisi ¥ + p(z)y’ + ¢(x)y + r(x) = 0 formunda
verilen ikinci dereceden bir diferansiyel denklemin Hyers-Ulam kararliligini aragtirmistir (Li
ve Shen (2009)).

2013 yilinda Otrocol ve Ilea ikilisi z'(t) = f(t,z(t),z(g(t))) formundaki diferansi-
yel denklemlerin Hyers-Ulam kararliligini incelemistir (Otrocol ve Ilea (2009)).

Tung ve Biger ikilisi 2015 yilinda sabit nokta teoremi yardimiyla birinci derece-
den diferansiyel denklemin Hyers-Ulam kararliligin1 incelemis ve aym ikili 2017 yilinda
ise ikinci dereceden kismi tiirevli bir diferansiyel denklemin Hyers-Ulam kararlili§ini in-
celemistir (Tunc ve Bicer (2015), Biger ve Tung (2017)).

Literatiir taramalar1 neticesinde birkag¢ ¢calisma 6rnegi verilen Hyers-Ulam kararliliginin
tanim1 agagiya cikarilmisgtir.

Tanmm: X, P cismi lizerinde bir normlu uzay oldugu ve I C R bir agik aralik oldugu
varsayilsin. Burada P = R veya C"dir. Benzer sekilde ag, ay, ...,a, : [ — P ve

f I — X siirekli fonksiyonlar1 verilsin. Bu durumda n. mertebeden siirekli tiirevlenebilir
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herhangi bir y : I — X fonksiyonu her z € I ve bazi £ > 0 i¢in
llan(@)y" (@) + an-1(2)y" " (@) + .. + ar(2)y' () + ao(2)y(z) + h(z)[| < (3.16)
esitsizligini sagladig: taktirde herhangi x € I i¢in
ly(z) = yo(2)l] < P(e) (3.17)

olacak sekilde
an(2)y"(2) + anr (2)y" (@) + o + a1 (2)y (@) + ao(@)y(z) + h(z) =0 (3.18)

denklemini gercekleyen n. dereceden siirekli tiirevlenebilir bir yo : I — X ¢Oziimii var
ise (3.16) diferansiyel denklemi Hyers-Ulam teoremine gore kararlidir denir (Jung (2006)).
Matematiksel modellerin Hyers-Ulam teoremine gore kararliliklar: incelenirken Ba-
nach sabit nokta teoremiden faydalanilir. Asagida tanimi verilen ve metrik uzaylar teorisinde
gozardi edilemez isleve sahip Banach sabit nokta teoremi, belli kosullara haiz fonksiyonlarin
sabit noktalarinin mevcut oldugunu garanti eder.
Teorem: (X, d) bir metrik uzay ve P : X — X bir daralma doniisiimii oldugu kabuliiyle
her e, k € X i¢in d(Pe, Pk) < ad(e, k) esitsizligini saglayan a € [0, 1) ¢dziimiiniin oldugu
varsayilsi. O halde Pa = a olacak sekilde bir tek @ € X vardir ve

a= lim P"e
n—oo

kosuluyla her e € X icin
1
d(a,e) < 1—d(e, Pe) (3.19)

olur (Gordji ve dig. (2011)).
3.4. Niimerik Coziim Yontemi

Adi diferansiyel denklem iceren matematiksel modellerin sayisal ¢oziimii i¢in en kul-
lanigh yontemlerin bagsinda dogrusal ¢ok adimli yontemler gelmektedir. S6z konusu yon-
temler kavramsal olarak bir baslangi¢c noktasindan baslar ve ardindan bir sonraki ¢oziim
noktasini bulmak i¢in ¢ zamanda bir adim ileri gider. Siire¢, ¢6ziimiin simiilasyonunu elde
etmek iizere sonraki adimlarla devam eder.

Yalnizca matematigi kullanarak Neptiin gezegeninin varligini kesfetmesiyle taninan

ve aydaki bir kratere adi1 verilen bilim insan1 John Couch Adams ¢ok adimli algoritmalar
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teorisini 1883 yilinda Francis Bashforth’un kilcal eylemini modelleyen diferansiyel denk-
lemini ¢6zmek icin tasarlamig ve literatiire Adams-Bashford metodu olarak giren yontemini
yayimlamistir (Adams ve Bashforth (1883), Goldstine (1977)).

Kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerde Adams-Bashford metodu uygulanirken
asagida tanimu verilen Lagrange polinomundan faydalanilir.
Tanmm: n. mertebeden bir polinom i¢in (n + 1) noktadan gecen egri uydurma iglemi olarak

kisaca tanimlanabilecek Lagrange polinomu

P(z) = Lyx(x).f(xx) (3.20)

seklinde formiile edilir (Carroll (2011)).
Adams-Bashford metodunu formiile edebilmek icin oncelikle asagidaki gibi bir adi

diferansiyel denklem ele alinir

y'(t) =f(t,y(t))

(3.21)
y(0) =yo
ve verilen denklemin her iki tarafina integral uygulanirsa
t
)= 50) = [ Flsulo)ds (622)
0
elde edilir. Elde edilen denklemin t = ¢, ve t = {51, k = 0,1,2,... noktalarinda farki
alinirsa
tei1
)~ olte) = [ Flsiu(s)ds (323)
ty
esitligi elde edilir.

[tr, tyr1] araliginda Lagrange doniisiimii kullanilarak f (s, y(s)) fonksiyonu yaklagik olarak

S—tk_l S—tk

Pi(s) = - tk_lf(fk,y(tk)) - tk_lf(tk—l,y(tk—ﬂ) (3.24)
veya
P].;;(S) :f<tk7;l/(tk)) (S . tkz—l) i f(tkl,}f(tkl)) (S _ tk)
£t ) F(tit, i) (32
- k};yk (5 —tp1) — kflf; Yr—1 (5 — tx1)

seklinde bulunur. Elde edilen denklem integral ifadesinde yerine yazilir

t brt ti 1.t tht1
Yprr = Y + w/ (s —ty_1)ds — w/ (s —t)ds  (3.26)

ty ty

ve elde edilen integraller hesaplanirsa bu durumda niimerik ¢6ziim
h
Yht1 = Yr 5 3f(tksyr) — ftr-1,tr-1) (3.27)
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seklinde bulunur (Adams ve Bashforth (1883)).
Simdi Caputo kesirli tiirev operatorii icin Adams-Bashford metodunun kesirli versi-

yonu ele alinacak olursa, kesirli mertebeden Caputo tiirevi
6 Dfy(t) = f(t,y(t) (3.28)

seklindedir. Bu denklem kesirli mertebeden analizin temel tanimindan

1 t
)= 0) = s [ = e (3.29)
I'(a) Jo
integral formuna doniistiiriilebilir. Daha sonrat =t¢,.,, n =0,1,2,... kosullar1 altinda
1 tn+1 .
ltes) = 9(0) = o [ (s = 0 e g0 (3.30)
(@) Jo
denklemine ulasilir. Benzer sekilde ¢t =¢,,, n =0,1,2... alinirsa
1 e
Vit = 4(0) = s [ = 07 O (331)
I'(a) Jo
denklemi elde edilir. (3.30) denkleminden (3.31) denklemi ¢ikarilirsa
(i) = (ta) + — /tn+1(t B Lf (8, y(0))dt + — /tn (tn — )27 f(t,y(t))dt
Y\lnt+1) = Y(ln F(Oc) 0 n+1 Y F(Oé) 0 n Y
(3.32)
sonucuna ulasilir. Bu asamada
Y(tns1) = y(tn) + Aap + A2 (3.33)
denklemi yazilir ve A, ; ile A, o degerleri i¢in agsagidaki integraller hesaplanirsa
1 tnt1 )
Ay =—— tnr — O F(E, y(t))dt
v | e =0 )
) . (3.34)
Aoy = / (e — D V£ (E (1)) dt
I'(a) Jo
f(t,y(t)) fonksiyonu Lagrange Doniisiimii kullanilarak yaklagik olarak
t— tn_ t— tn
P(t) zﬁfﬁna yn> + ﬁf(tn—lu yn—l)
n — tn—1 n—1 " ln (335)
f(tnu yn) f(tn—la yn—1>
=t —ty) - ——(t - t,
) (4, ) )
seklinde bulunur. Buradan hareketle isleme devam edilirse

Ay Al t) }(fr"(g;) /0 "t = 0t — )t — (tT/;rl(’ i/;l) /0 s — 0)(t — )t

f<t”7 y”) e a— f(tn—la yn—l) fott a—
=V Y 1(tn+1 —Yy—- tnfl)dy = — Y 1<tn+1 -y — tn>dy
0 0

T (cv) hI'(cv)
:f<tn7 yn) 2htz+1 . tf:jj . f(tn—la yn—l) hthrl . t%i%
hI' (@) a a+1 hT' (@) « a+1

(3.36)
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elde edilir bu durumda

2 toc+1 B ~ toc-i—l
Aa,l _ f(tn;yn>{ hta n+1 } . f(tn 1, Yn 1){h a n+1 } (337)

() Lo ™ a+1 hT' (@) a™ a1

yazilabilir benzer sekilde

Aas :%An(tn et — by )dE — m’;;—&”)/{)n(tn — e — t,)dt
_f(t”’yn> " a— f(tn—l’yn—l) tﬁ“
=T /0 Yty —y — taa)dy + IT@) o
_f(tn7yn){htg t?{H } + f(tn—layn—l)ta+1

a  a+1 hI'(o + 1)

hT'(cv)
(3.38)

denklem sistemi yazilabilir. Sonug olarak yaklasik ¢oziim

tn? n
dltw) = oltn) + Sl B ity e
f(tn1,yn1){h o thin 4t }

hT' (@) a™ o+l a+1

(0}

2h . _ tah B tﬁ“}
(3.39)

_|_

seklinde elde edilir ve bu denklem Caputo tiirevinin iki asamal kesirli Adams-Bashford

metodu olarak tanimlanir (Owolabi K. M. ve dig. (2018), Naik ve dig. (2020)).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Hepatit C Viriisii Caputo Modeli

Bu boliimde iizerinde caligilan matematiksel model tanitilacak ve bu model Caputo
kesirli tiirevine genisletilecektir.

Global diizeyde karsimiza ¢ikmakta olan Hepatit C viriisii 6zellikle karaciger hiicrelerini
etkileyen bulasic1 ve tedavi edilmedigi taktirde dliimlere yol acabilen ciddi bir saglik sorunudur.
Bulagma sekillerini yatay ve dikey bulagsma olarak iki sekilde tanimlayabiliriz. Tasiyic1 veya
enfeksiyona sahip bir kisinin damar i¢ci madde kullanimi, kan ve kan iirlinlerinin transfiiz-
yonu seklinde bagka bir kisiye bulagtirmasi yatay bulagsma olarak tarif edilirken tagiyici veya
enfeksiyona sahip hamile bir kadinin yeni dogan bebegine bulastirmasi dikey bulastirma
olarak tarif edilebilir.

Belirtileri diger viral hastaliklarin semptonlarina benzese de Hepatit C viriisii bazi
durumlarda karacigerde siroz benzeri biiyiik bir hasar olusturmayana kadar kendisini goster-
meyen sinsi bir viriistiir. Enfekte kigiler hi¢bir belirti gostermese veya minimal sempton
gosterse bile bagkalarina bulastirabilir.

Salgin hastaliklarin matematiksel modellemeleri deney veya farkli bir yontemle ulagil-
masi1 zor veya yiiksek maliyetli verilerin elde edilmesinde, salginin yayilma hizi ve seyrini
takip, tahmin ve kontrol etmede son derece faydali sonuglar vermektedir.

Bu tez ¢alismasinda Hepatit C viriisiiniin bulagsma hareketlerinin anlasilabilmesi icin mate-
matiksel model bes adi diferansiyel denklemle ifade edilmis olup Hepatit C viriis modeli

asagida gosterilmistir (Saad ve dig. (2020)).

L) =y )1 - PR )y

o) =511 (0) () — i () — Fafur) (o) B5(u)

d%cpg(u) N — 51() — ws (1) (u) @.1)
d%cm(u) oy (1) (1) — 65D (11)

%fbg,(u) 0B, (1) (1) — BsBo(u)Ds(u) — uDs(w), w0

40



Calismamiza konu matematiksel modelde; ®; fonksiyonu u aninda saglikli hepatosit-
leri, @, fonksiyonu u aninda enfekte hepatositleri, @3 fonksiyonu u aninda aktive edilmemis
dentritik hiicreleri, ®, fonksiyonu u aninda aktive edilmis dentritik hiicreleri, ®; fonksiyonu
u aninda sitotoksik T lenfositlerini ifade etmektedir.

Ayrica bu modelde kullanilan parametrelerden r katsayisi i¢sel cogalma oranini, (34
katsayis1 enfekte olmus saglikli hiicrelerin dolagimdaki viriis basina enfekte olma oranini,
k serbest viriisiin iiretim oranini, d; serbest viriisiin hiicre bagina 6liim oranini, ~y viriisiin
temizlenme oranini, 3, enfekte hepatositlerin CTL (sitotoksik T lenfositleri) tarafindan lize
edilme oranini, A aktif olmayan DC (dendritik hiicreler) {iretiminin sabit oranini, w enfekte
hepatosit basina aktive olmayan hepatosit basina aktive olma oranini, , aktive olmus DC
bagina aktive olmug DC hiicrelerin kaybolma oranini, v capraz sunum orani enfekte hep-
atosit bagina ve aktive olmug DC bagina CTL genisleme oranini, 83 CTL nin enfekte hep-
atosit bagina ve CTL basina temizlenme oranini, 7 CTL nin 6liim oranini ifade etmektedir
(Saad ve dig. (2020)).

(4.1) de verilen matematiksel modelin Caputo kesirli mertebeye genisletilmis hali

asagida gosterilmistir.

§ Do) =) (1= PE2D) 0 e

gDS%(U) =01P1 (u)Pa(u) — dy Py (u) — Bo(u)Po(u)Ps(u)

CDCba(u) =\ — 8, Dy(u) — wbs(u)Ds(u) (4.2)
6 Do () =wPs(u)Po(u) — 6 P4(u)

6 Do s (1) =vPy(u)Ps(u) — B3P (u)Ps5(u) — p®s(u)

Denklem (4.2) ile verilen kesirli mertebeden matematiksel modelimiz

61(0) = 61,(0),  62(0) = 02, (0),  63(0) = 65,(0),  64(0) = D4, (0),  5(0) = b5, (0)
(4.3)

baglangic kosullarina sahiptir.

(4.2) sisteminde 0 < a < 1 ve ®y(u), Pa(u), P3(u), Py(u), P5(u) € R dir.

(4.2) sisteminde o = 1 alinmas1 durumunda sistem (4.1) de verilen tam sayili mertebeden adi

diferansiyel denklem sistemine doniisiir. (4.2) sisteminde ®;(u), Po(u), P3(u), Py(u), P5(u)

fonksiyonlarinin ve bu fonksiyonlarin Caputo kesirli tiirevlerinin v > 0 kosulu altinda

siirekli oldugu kabul edilmektedir.
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4.2. Coziimiin Varlik ve Tekligi

Bu boliimde
$1(0) = ¢1,(0),  ¢2(0) = ¢2,(0),  ¢3(0) = ¢3,(0),  ¢4(0) = ¢4,(0) ve ¢5(0) = ¢5,(0)
baglangic kosullarina sahip (4.2) deki Caputo kesirli tiirevine genisletilmis Hepatit C mod-
elinin varlik ve teklik durumlar1 incelenecektir.

Ik olarak (4.2) de verilen denklem sisteminde her iki tarafa (2.50) de tanimi verilen
Caputo kesirli integrali uygulanirsa asagida ifade edilen Volterra tipi integral denklemleri

elde edilir.

) = 61(0) = oy [ u = - PR s )y
ba(1s) — 62(0) = ﬁ / () (51 (1)) — D () — B () Do) ()
$3(u) — ¢3(0) = ﬁ /Ou(u — ) A = 61P3(u) — wPs(w)Pa(u))dy

ba() — Ba(0) = ﬁ / " = ) (o (1) B () — By ()

d(11) — 95(0) = ﬁ / () (0 () B 1) — By () B () — puby ()

Simdi islemlerimizin daha anlasilir olmasi adina 1, 2, @3, @4 Ve 5 ¢ekirdek fonksiyonlart

Dy (u) + Po(u)

p1(u, dr) = r&i(u)(l — - ) = B1®1(u)Pa(uw),

pa(u, d2) = B101(u)Po(u) — diP1(u) — B2(u) Po(u) D5 (u),

p3(u, @3) = A — 0103(u) — wPs(u)P2(u), “H
Pa(u, 91) = wPs(u)Po(u) — 62Pa(u),

©5(u, ¢5) = vPs(u)Ps(u) — B3P2(u)P5(u) — pPs(u)

seklinde tanimlanmis olsun. Varlik-teklik ispatlarin1 yapmadan 6nce ¢; ¢ekirdek fonksiyon-

larinin Lipschitz kosulunu sagladigi gosterilmelidir. O halde asagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 4.1 Denklem (4.4) sisteminin o1, s, (03, 04 Ve @5 seklinde tammlanan cekirdekleri
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l[o1]l Swvi, ||@]] S w2, l@sl] S ws, |[dall Svay ||Ps]] < vs

V1 + Vg

s1=r(l— ) — Biva
sy = Brvr — Baus
83 = —0; — Wiy 4.5)
Sy = —09
S5 = vvg — [B3v — [
sartlart altinda 0 < sy, 89, 83,54, 55 < 1 egitsizligini saglarsa Lipschitz kosulu saglanmugs

olur.

Ispat : A, ve Ay, ¢ cekirdegi igin iki fonksiyon olsun. Ayni sekilde Byve Bs, ¢, cekirdegi
icin C ve Cy, o3 cekirdegi icin Dy ve Do, ¢4 ¢ekirdegi igin ve son olarak E; ve Fs, 5

cekirdegi icin iki fonksiyon olarak kabul edilsin. Bu durumda

A+ @ Ay + O
(s, Ar) = pr(a Al =[[rAr (1 = F=2) = Bi1®y — (rAx (1 — Z=2) = By Ay )|
+
<(r(1 — 222) — Biu)|| Ay — As|
=s1]|A1 — Ay

|2 (u, Bi) — wa(u, Bo)|| =|[81@1B1 — d1®1 — B2 B1P5 — (B1P1 B2 — di1 Py — 828295
<(Brv1 — Bavs)|| By — Ba|
=53||B1 — Bo|
[ls(u, C1) = ps(u, Co)|| =|[A = 0:C1 — wC1 P2 — (A — 6102 — wCPy)|
<(—01 — wuy)||C1 — G|
=s3/|Cy — Co|
|la(u, D1) = pa(u, Da)|| =[|wPss2 — 6281 — (wPss2 — d232)||
<(—=02)[| D1 — Dof|
=54|[Dy — D]
s (u, Ev) — o5(u, Bs)|| =||v@sby — BsPoFBy — ploy — (v @y By — BsPo Ly — pEy)||
<(vvs — Bsv2 — p)||Ex — Es|

=s5||Ey — Esf|

elde edilir. Boylece 0 < sy, 59, 83, 54,55 < 1 ise Lipschitz kosullart @1, 2, @3, 04 Ve @5

cekirdekleri i¢cin saglanarak Teorem (4.1) ispat edilmis olur.
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V1, P2, 3, P4 Ve p5 cekirdekleri (4.4) *deki denklem sistemi dikkate alinarak asagidaki se-
kilde yeniden yazilabilir.

o () = 61(0) + ﬁ / O R

) = 620) + s [ (0= )"l 0n)ey
) = 200) + s [ (w= )"l 0n)ey “6)
1) = 610) + s [ (=)l o)y
65(0) = 6500) + s [ (=) e dn)dy

genellestirilerek sistem devam ettirilirse

61, 0) = 10+ s [ (a =)l 0n, )
62, 0) = 1(0) + 5 [ (=) (. 0m, )b
62, 0) = 1(0) + s [ u =) (e 0n, e
0,0 = 61(0) + s [ u =) a0, )y
03, 0) = 65(0) + s [ u =) (. 0n, )

elde edilir. Burada baslangi¢ kosullar

¢10(u) = ¢10(0>7 92520(16) = ¢20 (0)7 ¢30 (U,) - ¢30 (0)7 ¢40 (u) = ¢40 (O)v ¢50 <u> - ¢50 (O>

seklindedir. Bu durumda denklem sistemini

Ko(u) = 6, (u) — 61, (u) = ﬁ / =) er (1 b1, ) — e br )l
W) = g, (u) — o, () = ﬁ / =) s (s b, ) — a(s b, )y
Po(u) = ¢, (u) — s, (u) = ﬁ / Cw— ) s (s bs,) — a1 b, )y
Qu(tt) = s, (1) — s, (u) = ﬁ / N =) oa(ys da, ) — (v b,
Ln(“) = ¢5n(u) - ¢5n71(u) = ﬁ /0“(u - 7)0&71[%(%%”71) - 905(%¢5n,2)}d7
4.7
seklinde yazabiliriz. Burada
o, (w) =D Ka(u), 6o, (u) =D Wylu)



n

Gs,(u) = Y Pulu), s, (u) = ZQn(U) s, (u) = Z Ln(u)

seklindedir. "~

(4.7) denklem sisteminde her bir denklem igin iki tarafin normu alinirsa

1 al] = 1o, () = én, (011 < sl [ (0= )" nCrn, ) = 13 n, )l
W ()] = ll92, () — b, ()] < F(la I =) a6, ) = el b
1201l = 6,00 = én, (Il < sl [ (=90 gl ) = g, b
1Qu(wll =l () = é1,, (] < Tl [ 0= )" arn, ) = a0, )l
)l = 165, (6) = b5, ()] < sl | u= )™ n(r. s, ) = st )l

ifadeleri elde edilir.

Teorem (4.1) de verilen Lipschitz kosullar1 denklemin cekirdekleri i¢in saglandigindan

1,00 = 61,0, @I < 5 [ (=061, = e, ks
2, 0) = da, (011 < F5 [ (=" lhen(r,62,) = 2t i
6,00 = 0, , @I € s [ =) lgat o, ) = g, I
61,00 = 05,0, (Il < T [ =)l 61,.) = oo, I
65,00 = 5, (Il < T [ =" lgat5,.) = gl I

esitsizlikleri elde edilir. Sonrasinda verilen esitsizliklerden

16,0 <5 / (1= 7)™ K () |y

IVl <5 / (1= 7)™ W s () [y
1Pl < / (1= 7)* | P ()] [y 48)
1Qu ] < / (1= )| Qo () |y

M)l <52 / (4= )" Lr ()

sonucuna ulagilir. Bu sonug¢lar bizi agsagidaki teoreme gotiiriir.

Teorem 4.2 Caputo kesirli operatorii ile tanimlanan (4.2) deki Hepatit C modelinin bir

COZUMI Uy q, bulunabilmesi kosuluyla

SU
_iomar i =1,2,..,5
T(a+ 1) !
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seklindedir.

Ispat : ®;(u), ®y(u), P3(u), P4(u)ve $5(u) fonksiyonlarinin sinirh oldugu ve bunun yaninda
©1, P2, V3, P4, Ps5 cekirdekleri i¢in Lipschitz sartinin saglandig1 gerceginden hareketle teo-

rem (4.2) verilen esitsizlik

1K ()] < 11 (w) { U

il
W]l < [[92(u) { mm}
il
5

|ummusu%<|{ Ui 4.9)

Q)] < [1®4(w) { Uinas

|MMMH§W%(M{< Tﬁ}

seklinde Hepatit C matematiksel modeline uyarlanabilir. Simdi (4.9) da verilen denklem
sisteminde yer alan fonksiyonlarin Hepatit C matematiksel modelinin ¢dziimii oldugunun

tespiti i¢in Oncelikle

¢1(u) — ¢1(0) =¢1,, (u) — €n(u)
P2(u) — 2(0) =¢2, (u) — Un(u)
¢3(u) — 93(0) =¢3, (u) = Xa(v) (4.10)
¢4(u) — ¢4(0) =¢u, (u) — on(u)
¢5(u) — ¢5(0) =¢s,, (u) — Gu(w)

seklinde bir denklem sisteminin oldugu kabuliiyle hareket edilir. Sonrasinda (4.10) siste-

minde verilen terimlere lim uygulanirsa
n—oo

len(u)l[ = 0, [[Fn(w)]] = Ol [Ixn(u)ll = 0, Jlen(w)]] =0, [l (w)]| =0

sartlarin1 sagladi81 asagidaki islemler neticesinde goriilecektir.

mamusiéﬁulﬂu—vw*wx%¢ﬁ_¢ﬂ%¢u1WMH
= % /0 (u =) ller (7, 61) = (3, 61, )iy @.11)

S F( )||¢1 ¢1n—1H

[P ()| < mll i (u = 7)* 2y, b2) — wa(7, ¢2,_, )]
< ﬁ/ﬂ (u—2)""2(7, p2) — w2 (v, d2, ,)|ldy 4.12)
,U/Oé
S m“% - ¢2n_1||
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[xn ()] < o II/ sy, d3) — e3(v, @3, )]dA|

ol R [T SENCR AN
ua

S F( )H¢3 ¢3n_1H
1 u

[lon(u)]] < 1ﬂ(oé)ll ; (=) paly, 02) — @a(7, 0, )] ||

< / (=) a3, 04) — a6,

S H¢4_¢4n 1||

< Fi / (= 1)l (1:95) = s 85,y

< F( )H(bB ¢5n71||

| (u— ’Ya_l[%(% ¢5) — @5(7, ¢5n_1)]d7|’

(4.13)

(4.14)

(4.15)

Elde edilen esitsizlik sisteminden hareketle benzer sekilde genellestirilmis formiil ile devam

edilirse

esitsizlik sistemi yazilabilir. u,,,, noktas1 esitsizlikler dikkate alindig1 taktirde

« n+1
U
e <U>H_{F(a—|—1)} o1

I'(a+1)

u%az n+1n
ol < { e p

Upar 1"
lontll < { e st

u?nait n+1n
ol < { e b g
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seklinde elde edilir. Teorem (4.1) in sonuglar1 goz ontinde bulundurulur ve esitsizliklerin her

iki tarafina lim uygulanirsa
n— oo

len(u)Il =0, [[dn(u)]] =0, [Ixa(u)[| =0, lea(w)l[ =0, ln(u)]| =0 (4.18)
seklinde elde edilir. Boylece Hepatit C matematiksel modelinin ¢6ziimiiniin varlif1 tespit
edilmis olur.

Teorem 4.3 Caputo kesirli tiirev operatoriine genisletilen (4.2) deki Hepatit C matematiksel

modelinin ¢oziimii tektir.

Ispat : (4.2) de verilen modelin Ay (u)As(u)As(u)Ay(u) ve As(u) gibi baska ¢oziimleri

oldugu kabuliiyle denklemlerimizi

1) = M) =57 [ =) a0 = ey

6af) = M) =g [ (0= )" gt 0) = a0l

) = M) =g [ =) ) = Bty @19)
a(0) = Ma(w) = [ (0= )" et 80) = gl A0l

03(0) = As(w) =g [ (=) gl 5) = s Al

seklinde yazabiliriz. (4.19) daki denklem sisteminin her iki tarafinin normu alinirsa;

6n() — A ()] =—— / (= ) M lor(r 1) — 1 (3, Ay

(o)
léa(0) = Aol =gges | 0= ea(r, 62) = ealr Al
st = Aol = [ (=" liaCron) = M)l @20)
6460) = Ma(wll =gy [ (a ="l = pata Al
los(u) = Aafwll =gy | 0= )" es(3.03) = en(r. Al
esitsizliklerini elde ederiz. o1, 0o, ¥s, @4 VE Ps gekirdekleri Lipsichtz sartint sagladigindan
lon(w) = A )] < lhen (o) — Ao
16s(u) - <>||_(a+1)||¢2<> Aao(w)]
16s(u) - <>r|_(a+1)||¢3<> Ay(w)| @21)
ox(0) = Aulol] S H)nm() Aa(w)|
l5(u) = Asful] < o) = As(w
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esitsizlik sistemine ulagilir. Ayrica;

(67

010 = As()ll(1 = [ ) <0
la(1) = Aaw) (1 = 25 55) <0
la(1) = Aa(w) (1 = 725 5) <0 @)
lx(1) = Aaw) (1 = 25 5) <0
l65(1) = As(w) (1 = 25 55) <0

esitsizlik sistemi yazilabilir. Bu durumda

Gr(u) = Ai(u),  @2(u) = Mo(u),  ¢@s(u) = As(u),  @a(u) = Au(u),  ds(u) = As(u)
esitliklerinin ispatin1 gerektiren

161 (u) = Ma(W)][ =0, [[ga(w) = Aa(W)|] = 0,  [[ds(u) = As(u)l| =0,

[|pa(u) — Ag(w)|] = 0 ve ||¢s(u) — As(u)|| = 0 esitlikleri elde edilir.

Dolayisiyla Hepatit C modelinin teorem (4.3) de ifade edilen tek ¢oziimiiniin oldugu hipotezi

ispatlanmis olur.

4.3. Kararhlik Analizi

Tamm: (4.2) de verilen matematiksel modelin p; > 0, =1,2,3,4,5 ve
=; > 0,7 =1,2,3,4, 5 sabitleri olmas1 halinde Hyers-Ulam’a gore kararli oldugu séylenebilir.
Islemlerin daha anlasilir olmasi icin ¢y, s, @3, @4 Ve @5 gekirdek fonksiyonlar1 (4.6) teki

gibi ele alinacak olursa

0r(0) = 1(0) + s [ (=) ()] < 5
620) = 6200) + s [ (w= )" a0 al)i| < =
6a0) = 620) + s [ = bl <20 @2
0a(0) = 91(0) + s [ (w =)l )] < 24
630) = 65(0) + s [ (=) sl ()| < =
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denklem sistemi yazilabilir.

Bu durumda & (u), @, (u), P5(u), P)(u) ve PL(u) fonksiyonlari igin

610) = 400) + s [ (w= )"l dh )] < 3
9h(w) = % | = et il <=,
650) = 400)+ o [ (=) a0 s < = (424)
630) = 00)+ o [ (=)l )] < 24
0) = 500) + s [ (w= )" s b )| < =

yazilabilir.
Teorem 4.4 (4.2) ’de verilen Hepatit C modeli Hyers-Ulam teoremine gore kararlidur.

Ispat : Teorem (4.3) *tinispatinda ®; (u), @ (u), P3(u), P4(u) ve ®5(u) *nin tek ¢oziimiiniin
oldugu ifade edilmigti. Burada @ (u), ®4(u), ®5(u), P} (u) ve ®%(u) fonksiyonlari (4.2) deki
modelin bir ¢oziimii olmasi kosuluyla baslangic degerleri sifir alinirsa asagidaki denklem

sistemini saglar.

%) /Ou(u =) eu(y, 61(7))dy

(=) 2l d2(7))dy

(u—7)"""ps(v, 63(7))dy (4.25)
(=) paly, da(7))dy

(w—7)* sy, d5(7))dy

O halde

[161(u) = (W)l < llr(u, é1) — pr(u, )]

+ﬁ /OU(u — ) M1 (v, 61 (7) — @1 (v, S (V)l]dy < %Oé)pbl”(bl )

(4.26)

yazilabilir. Burada =, = R; ve p; = ﬁu alinirsa

|[¢1(u) — @1 (w)]| < Eim 4.27)
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olacaktir. (Esitsizligin sag tarafindaki ||¢; (u) — ¢} (u)|| ifadesi ¢ok kiigiik bir deger oldugun-
dan hesaplamalarda ihmal edilmistir.) Ayn1 sekilde

[2(u) — @5 ()] < [[@2(u, ¢2) — pa(u, d)]|
1

! _ a—1 . / !
) /0 (u =) (7, d2(7) — a(y, Pr(V)[|dy < o )R2||¢2 oAl
(4.28)
yazilabilir. Burada =, = Ry ve py, = ( oyt alinirsa
|[pa(u) — @5 (u)|| < Zap2 (4.29)

olacaktir. (Esitsizligin sag tarafindaki ||po(u) — ¢4 (u)|| ifadesi ¢ok kiigiik bir deger oldugun-
dan hesaplamalarda ihmal edilmistir.) Ayni sekilde

|3 (u) — @5(w)l] < [ls(u, ¢3) — ps(u, d5)l|

1 v 1
_ s il a— Al d /
T / (=)l 63(7) = a3 S5y < s Rallon = 4]
(4.30)
yazilabilir. Burada =3 = R3 ve p3 = ( O alinirsa
|[¢a(u) — d5(u)|| < Z3p3 (4.31)

olacaktir. (Esitsizligin sag tarafindaki ||¢s(u) — ¢4 (u)|| ifadesi ¢ok kiigiik bir deger oldugun-
dan hesaplamalarda ihmal edilmistir.) Aym sekilde

¢4 (u) = ¢y (u)l] < [l0a(u, ¢a) — @alu, })]|

1 “ a—1 1 /
i | = e 0n() = s Ay < Rl = il
(4.32)
yazilabilir. Burada =, = R, ve py = ﬁu alinirsa
|[¢a(u) — @4 (w)|| < Zypa (4.33)

olacaktir. (Esitsizligin sag tarafindaki ||¢4(u) — ¢ (u)|| ifadesi ¢ok kii¢iik bir deger oldugun-

dan hesaplamalarda ihmal edilmistir.) Ayn1 sekilde

165 (u) = @5 (w)l] < [l05(u, @5) — @5(u, G5)]|

1

—i—m /0“(u — ) sy, ¢5(7) — @5(7, ¢5(V)[ldy < ﬁ}%”% —

(4.34)
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yazilabilir. Burada =5 = R5 ve ps = ﬁu alinirsa

|5 (u) — ¢5(u)|| < Esps (4.35)

olacaktir. (Esitsizligin sag tarafindaki ||¢5(u) — ¢%(u)|| ifadesi ok kiigiik bir deger oldugun-
dan hesaplamalarda ihmal edilmigtir.)
Bu sekilde teorem ispat edilmis olur ve (4.2) de verilen matematiksel modelin Hyers-Ulam’a

gore kararlt oldugu sonucuna varilir.

4.4. Niimerik Coziim

Lineer olmayan adi veya kismi diferansiyel denklem formlarinin analitik ¢6ziim-
lerinin elde edilmesinin zorlugu bilinmekte olup bu yiizden analitik ¢éziimlere ulasilamadigi
kosullarda yaklasik-analitik veya niimerik yontemlerden faydalanilir ki bu yontemlerin en bi-
linen ve siklikla kullanilanlar1 Adams-Bashforth tipi tahmin etme-diizeltme metodu (Owolabi
(2019), Naik ve dig. (2020)), Adomian ayristirma metodu (ADM) (Wazwaz (1999)), Laplace
doniistimii metodu (Durbin (1974)), homotopi analiz metodu (Liao (2009)), homotopi pertiir-
basyon metodu (Esen ve dig. (2012)) seklinde siralanabilir.

Caputo anlaminda Hepatit C matematiksel modelinin niimerik ¢6ziimiinde yukarida
bahsedilen niimerik yontemlerden 6zellikle son yillarda sik¢a kullanilan Adams-Bashforth
tipi tahmin etme-diizeltme metodundan yararlanilacaktir. Adams-Bashforth yontemlerinin
siklikla kullanilmasi temelde avantajli 6zelliklere sahip olmasi, uygun hesaplama maliyeti,
uygulama kolaylig1 vb. gerekgelere dayandirilabilir.

Hepatit C modelinin niimerik ¢oziimii icin agagidaki teoremden faydalanilacaktir.

Teorem 4.5 f fonksiyonun sumirl olmasi kosuluyla

6 Dig(u) = f(u,g(u))
kesirli diferansiyel denklemi verilsin. Bu durumda g(u) nin niimerik ¢éziimii

s o) [ 28 atl atl
f(u 7f ){ un-{—l + U,a un }

g(un-i-l) = g(un) + hF(Oé) o un—i—l a4+ 1 a n

+ f(un717 gnfl) ﬁu(x zi% g
hT' () a " a1l a—i—l

seklinde elde edilir. Burada
h3+aM
O« 1)« 2
“(u) < e+ 1) {(n—I— )* +n ]

esitsizligi gecerlidir (Owolabi K. M. ve dig. (2018)).
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Ispat: Kesirli analizin temel teoreminden elde edilen

1 Un+1 o 1 Un .
n = n) T 1~ N\ n+17—" “ ) d =N n “ ) d
o) = )+ [ = gl s [ =0 )
(4.36)
denkleminde Lagrange polinomu kullanilarak islemlere devam edilirse
1 Un+1 1 Un+1
_ —__ L - a—ld - Q . a_ld
o) = 900) =g [ L) =)t s [ (@) i —
1 tn 1 tn
- L " — a—ld - 0 - a_ld
F(a)/o o(u)(u, — u) u+ F(a)/o o(u)(uy, — u) u
:f(un7 gn) %ua _ Ugi% + ﬁua _ uOéJrl f(un—la gn—l)
() La "™ a+1 «a a+1 hT' (@)

h wtl g 1 [
X U a . n+1 n / Q . . afld
{ozu”Jrl a+1 +a+1}+F(oz) 0 (u)(tnir = w) Y

1 e a—1
_m/o Q(u) (U, — u)* du
(4.37)
sonucuna ulagilir.
1 Up+1 1 Un
O (u) = M/o Q1 (u) (Upg1 — u)* tdu — m/o O (u)(up —u)* tdu  (4.38)

denklemi agsagida verildigi sekilde ilerletildiginde

(1) (4 n
Q4 (u) = / H (4.39)

i=

esitliginden hareketle

1 Un41 n+1 n
Q, (u) :—/ A CYC H U — ;) (Uppy — u)* Tdu
0 =0

['(«) (n+1)! wa0)
1 Un f(n+1 U g n X .
_ — )
I'(a) Jo (n+1)! Zl_! )™ du
yazilabilir.
I|f(u)||co = sUPuclap)| f(u)] olmast kosuluyla
17 (u, g(u)lloo < M < 00 (4.41)
esitsizligi elde edilir sonrasinda
1 Un+1 f(S)(u g(u)) n
Qn o =||l=—— JONTINTIT — il — a—ld
19l gy ) T s Ll w0
Lo fO D (u, g(u) 1 1
- - 7 n - @ d o0
M e Ll wen - .
1 Un+1 f(n+1( g(u) n .
Q, o S||l=—— Y, — ;) (Upaq — a—ld
Il Sy [ e L= w0 —
L S g(w)

Ty T L w0l



denklem sistemine ulagilir. Burada genellik formunu kaybetmeden isleme devam edilirse

2

1 e N
6T () /O fO (s g(w)) g(u — ) (1 — ) o

1

<l [ sl [Tt~ s =~

1 Un+1 5 2 Up+1 ol
<llgwa [ Hf(><u,g<u>>uooug<u—ui>u/o (11 = )"

2h° Up s

< Torra IO gl

< h3 n+1M
120(a + 1)

elde edilir boylece

L 0D g(w)
i@ e

=0
ve

=L [ L g(w)
L(@) )y — (n+1)

=0
esitsizlikleri yazilabilir. Buradan
h3 M
9] - <—————— « «
h3+aM
<—(n" 1)°
ey D™ DY)

esitsizligi yazilip tekrar bir degerlendirme yapilirsa

1

T (e = wa) (1 = ) du |0 <

[T (0 = )i = )l <

h3a

uy M

12T (o + 1)

h3ue M

120 (c + 1)

051 = sl =I5 / " s — 0)* f(u, g(w)dus

T / (i — )™ f (1, g ) o

SH—/O nh(“nﬂ —u)* ! f(u, g(u))dul|
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elde edilir. Genellik kayb1 olmadan isleme devam edilirse

Iy [ et = 0" gl
Sy o =0 o) il
/ U s — ) gy 9y

j=0 Y uj

g% max || (us, g(uy)l| Z / <u et

@) u€lus,u;i1]

max Hf(u], g(u]))H Z{ (Um—la— Uj)a B (“n+1 ;uj+1)a}

(O{) ue[u]‘ ,’U,j+ﬂ

ha
SF(Oz+1)ue[ujume(u” (1) HZ{HH_‘?) <n_j)a}

h®
. m : ; + 1 @ + 1
_F(Oé 1) ue[uj?ij+1] ||f<ujvg<u])>||{(n ) }

«

(4.48)

IA
5
—_

gl s 1+ 1]

“T{a 1 1) uchuma)
denklem sistemine ulagilir boylece
Un-t1 heue
||m/0 (tngr — w)* " flu, g(w))]| < Tl D) s 1 gl @49)
ve
Hﬁ /0 (e — ) fw,g(w)] < F(h:—fl)ue[uj ax gDl 450

esitsizlikleri yazilabilir. Buradan da

«

[|gn+1 = gnlloo < |1 (s g(u)[[(U5 + V7) (4.51)

F(Oé + 1) ue[uj u]+1]
sonucuna ulagilir ve ispat tamamlanir.

Caputo kesirli tiirevine genisletilmis (4.2) deki Hepatit C viriisii matematiksel modelinin

Ji, i=0,1,2,...5 cekirdekleri icin
(1) = 1(0) = (0. 81(0) + s [ A1)
D, (1) — ©(0) = (1, () + % AR A0
O3(u) — P3(0) =J5(u, P3(u / J3(7y, Ps(y (4.52)
(1) = 4(0) =Js(u B1(00) + o5 [ B0 a0)
(1) = 03(0) s (1 B5(10) + s | s 050)
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denklem sistemi elde edilir. Sonrasinda

Br., (4) = B3(0) = (1, D1 (1)) + —— / R ))

Dy, (1) — Ba(0) =Jo(ttn, B () + / " R (7))

2 Jy
B, (10 = (0) (i, ) + s [ HB) @S
Ba () = 0a(0) =i, BaC) + 17 [ 4
5. (1) = 5(0) ~Js(un, W)+ s [ (. Bs()
1, 0) = $1(0) =it Br(ar1)) + s [ B D))
B, 1) = $2(0) =t 1 Balutn 1))+ s [ a0, 02()
B, (1) = 0a(0) =t Baluror)) + s [ BRa) @59
1, 1) = 02(0) =t Baltr-1)) + s [ i)
s, (1) = B5(0) =I5t Bs(un-1)) + s [ I, 25()

denklem sistemleri olusturulup (4.53) denklem sisteminden (4.54) denklem sistemi ¢ikarilirsa

1
[(a)

Un+1
1, — @1, =J1(Un, Pi(un)) — J1(Un-1, P1(un-1)) + —/ Ji(u, @1 (u))
_l’_

1

s = P, Tl i) = Jaity1, (1) + s / " (B ()

1 Unt+1
By, — Dy, =, ®a(tn)) — Jy(ttn_r, B(ttn1)) + — / Jo(u, Bs(w)) (4.55)

()
1

Un+1
Py, — Py, =Ju(tn, Pu(un)) — Ja(tn-1, Pa(un_1)) + —/ Ju(u, @4(u))

['«)
1

Un+1
q’an - c1)5n :J5(Um @5(Un)) - J5(Un—17 (1)5(Un—1)) + —/ J5(U, <I>5(u))
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yazilabilir. Buradan igleme devam edilirse

e w1 [ (g,
/ Ji(u, @1 (u ))du:/ {%

(U — Up—1) —

ot >} 2 e

/un+1J2(u,<I>2( du— um{‘]? s @20) (1

ot = 20 = 5t

/un+1j3(u,q>3( Vdu = unﬂ{‘k s 30) (0 ) —

)

/un+1J4(u,<I>4( du— W{J‘* s D) (-
(

L
/uu+ Ts(u, s (u))du _/un+l{‘]5 Uns D50) ()
5 { st = 20} = 5t

2
denklem sistemine ulagilir. Dolayisiyla

Dy, — D1, =S (Un, @1,) = Ji(Un-1, Py,
3h
+2F(a){ } 2T (a) {Jl
Dy, — Py, =So(tp, Pa,) — So(Un-1,P2, ,)
3h h
+21“<a>{ } 2T(a) {"2
Cbgnﬂ @3n —J3(Um‘1)3 ) J3 Un 1,(133 1)
3h h
3 P~ g -
Dy, — Py, =Ju(tp, Pu,) — Ja(Un-1, P4, )
3h h
+2F(a){ } 2T (a) {J“
CI>5n+1 5, :J5(Um (I)5n) - J5(Un—1, 5, 1)
3h h
_d _
a0 = 25} = g -
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_1)(u_un)}

net) (4 — un)}

SR,

n_l)(u B un)}

Ji (un—h (I)ln
h
1 (I)l )}
J2<un717 ®,
h
1, q)2 )}
JS(un—h 02
h
1, q)?) )}
J4(Un—1, D,
h
1 q)4 )}
J5(Un71, o5
h

L))

nm) (4 — un)}

(4.56)

(4.57)



esitlikleri yazilabilir. Sonug olarak

3h h
) =o — ny @ ——J1 (Up1, Py
1n+1 1n + QF(OJ) Jl(u 1n) + QF(CY) 1(U 1 1n 1)
3h h
Qy, =P + mjz(um Py, ) + mjz(un—h Py 1)
3h
) =& — J3(uy, P —— J3(Up—1, 3 .
3n+1 3, T 2F(&) 3(“ 3n)_+ QF(Q) 3(U 1, *3, 1) (4.58)
3h h
Oy, =P, + mj4(um y,) + r(a/)J4(Un—17 Py, )
3h h
G5, ., =5, + r(a)u]s(um 5, ) + mj5(un—1> D5 )
denklem sistemi elde edilir.
6 Dig(u) = f(u, g(u)) (4.59)

(4.59) da verilen esitlik ele alinir ve Teorem (4.5) e gore diizenlenecek olursa

3h
O =By 4 — T (up, D — J(tup_, P LQe
1n+1 1n + QF(CY) Jl(u Y 177,) + 2F(Oé) 1(U 1 1n—1) + n
3h
P, =& — Lo (u,, ® — Jo(up_q, @ 2o
2n+1 2n + QF(Q) JQ(U ? 2n) + 2F(a) 2(“ 1 2n71) + n
By = By 4 — Js(th, © )+LJ(U Dy )+ Q0 (4.60)
3n+1 - 3n 21—‘(0[) 3 9 3n 21—\(04) 3 n—1, 3n—1 n .
3h
o, =& — Ju(up, ® — Ji(up_q, @ 1o
4n+1 4n + QF(O{) J4(U ? 4n) + 2P(OZ) 4(“ 1 4n71> _'_ n
B, = By 4 o T (B, )+ (11, By, ) 47 Q0
5n+1 - 5n 21—‘(0[) 5 13 5n 21—\(04) 5 n—1, 5n—1 n
bulunur. Boylece
) h3+a )
< 1)~ =1,2,...,5 4.61

esitsizligi elde edilerek niimerik ¢6ziim tamamlanmis olur.
Sonug olarak (4.2) ile verilen Caputo kesirli mertebeden HCV modelinde Adams-

Bashford metodu yardimiyla

SO (un, b1, P2, B,y P, 05,) (2huny w41 hud wdt
O1,,, — 01, = — + -
ntl " hl'« «Q a+1 o «
+f¢l(un—1> ¢1n_17 ¢2n_1, Cbsn_l, ¢4n_1» ¢5n_1)
hl'a
h [e% a+1 1 o
)( un+1___u1 n + + un
o a—+1 a+1

(4.62)
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¢ _ (Z) :f¢2(un7 gblna ¢2n7 ¢3n7 ¢4n7 ¢5n) 2h’ug+1 a+1n + 1 hug o Ug+1
Zn+1 2n hla «Q a+1 « «
f¢2(Un L®1, P2, D3, 1 Pay s D5, )

hl'a

X hupi a+1n+1+ Up,
Q a+1 a+1

(4.63)
gb _ ¢ :f¢3(un7 (blna ¢2n7 ¢3n7 ¢4n7 ¢5n) 2hug+l a+ln + 1 + hug _ UZH_I
S+l 3n hla « a+1 o o
+f¢3(un717 ¢1n_17 ¢2n_17 ¢3n_17 ¢4n_17 ¢5n_1)
hl'a
h « Oc—}—l 1 «
X un+1 n + + ’an
a a+1 a+1
(4.64)
S Oa(un, b1, 02, 3,5 00, 05,) (2hupy  uiTin 41 hud ugt!
G4y — Pa, = - + —
hl'a « a+1 Q «Q
f¢4(un L1, 2, D31 Payys D5, )
hl'o
h « O{+1 1 o
X u’n-i—l . n + + un
«Q a+1 a+1
(4.65)
b _ S O5(un, b1, 92,5 83,5 ay P5,) ((2hunia ufn + 1 N hug — ug™!
S+l Sn hla « a+1 o o
f¢5(un 1)¢1n 17¢2n 17¢3n 17¢4n 17¢5n 1)
hl'a
¥ hug,  ufttn+1 N u®
a a+1 a+1
(4.66)

¢Oziim iterasyonlarina ulagilir. Bu durumda

fo1(un, @1, @2, 03, ¢4, 05,)
foa(un, @1, @2, 03, ¢4, 05,)
fo3(un, 61,92, 03, b4, ¢5,) (4.67)
[os(un, 61,92, 03, b4, 5,)
fo5(un, @1, @2, 03,, ¢4, 05,)
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degerleri

for(un, o1, 02, 83, P4, b5,) = r®1(u) (1 ~Py(u) : @2(1@))

— L1941 (u) P2 (u)

fo2(un, &1, 02, 03, 04,5 ¢5,) = B1P1(w)Pa(u) — d1P1(u) — Bo(u) P2 (u) Ps5(u)
fO3(un, 01, 02, 03, 0a,,5 05,) = A — 61P3(u) — wPs(u) P2 (u)
foa(un, o1, 02, 03, 04, 85,) = wPs(u)Pa(u) — 6204 (u)

fOs(un; 01,02, b3,,, P4, 05,) = vPu(u)Ps5(u) — B3Po(u)Ps(u) — nPs(u)

(4.68)

fonksiyonlar1 kullanilarak hesaplanabilir ve boylece sayisal ¢oziimiin algoritmasi bulunmusg

olur.
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5. SONUC

Bu tez caligmasinda Hepatit C matematiksel modelinin analizi yapilmistir. Bes farkl
diferansiyel denklemden olusan s6z konusu modelde tam say1 mertebeden tiireve gore daha
anlaml doniitler verdigi gerceginden hareketle kesirli mertebeden tiirev tercih edilmis ve ilk
olarak matematiksel model Caputo kesirli tiirev operatoriine genisletilmisgtir.

Matematiksel modelin Banach sabit nokta teoremi yardimiyla ¢oztimiiniin varlig1 ve
Picard-Lindelof teoremi yardimiyla ¢oziimiiniin tekligi tespit edilmis akabinde sistemin bi-
yolojik ag¢idan anlamliliginm tespit etmek icin Hyers-Ulam yontemi yardimiyla sinirlhili ve
kararlilig1 incelenmis son olarak Adams- Bashford metodu kullanilarak modelin niimerik
cozimii yapilmigtir.

Calisma sonucunda uygun parametrelerle gelistirilen Hepatit C modelinin etkinligi
ve dogrulugu incelenmis s6z konusu modelin gelecekteki seyri ile ilgili tahmin ve One-
rilere imkan sagladigi goriilmiistiir. Arastirmact okurlarina farkli kesirli tiirev ve integral
tanimlariyla yapilacak calismalarda ulasilan sonuclari karsilastirma ve daha giivenilir deger-
lendirmelerde bulunabilme imkani saglayacak bu tezin literatiirde kendisine yer bulabilecek

faydali bir ¢calisma oldugu kanaatindeyiz.
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