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OZET

Bu tcz ¢cahsmasinda her 6z altgrubu B, (n, altgruplara bagli, ne N) olan lokal

nilpotent gruplar ve her 6z homomorfik goriintiisii No olan gruplarin yapisi

incelenmigtir. 3. ve 4. Boliimde her 6z altgrubu B, olan lokal nilpotent

gruplarin hipermerkez veya Baer grup, ve n, H dan bagimsiz sabit olmasi

durumu incelenmistir. 5. Boliimde her 6z altgrubu B, (n, altgruplara bagh,

neN) olan nilpotent olmayan altgrubu maksimal altgruba sahip olmayan

gruplar incelenmistir. 6. Béliimde W. Mohres in Ny gruplar icin elde ettigi bazi

sonugclar, her 6z homomorfik goriintiisii Ny olan gruplar icinde elde edilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis, we consider locally nilpotent groups with all subgroups 3B, (n,

depends on subgroups, n€ N) or all proper homomorphic images Ny. In Chapter

3 and Chapter 4 we consider hypercentral or Baer groups with all proper

subgroups B, (n, depends on subgroups, ne N) and locally nilpotent groups with
all subgroups B, (n is fixed and independent on subgroups, ne N). In Chapter 5
we consider the groups with all proper subgroups are B, (n, depends on

subgroups, ne N) and each non-nilpotent subgroup has no maximal subgroup.

In Chapter 6 we obtained certain same results for the groups whose all

homomorphic images are No, which due to W. Méhres.
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SIMGELER VE KISALTMALAR
Bu caligmada kullanmilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalarn ile birlikte

agagida sunulmustur.

Simgeler Agiklama
[x,y] X ve y nin komiitatorii
(X, Y] <[x1, X2] : Xi€ X, X6 X >

. G [G,G]
G™ [G(n-l), G(n-l)]
H«G H, G nin normal altgrubudur.
G/H G nin H ile boliim grubu
Aut(C) G nin otomorfizma grubu
HE® H nin standart serisinin bir terimi
s(G:H) H nin G igindeki altnormallik indeksi
Ng(A) A nin G igindeki normalleyeni
Cg(A) A nin G igindeki merkezleyeni
Co(K/L) {g: geG, her keK icin [g, k]eL}
H=K Hile K izomorftur
o(g) G nin mertebesi
Cp,, quasi-cyclic grup
B(G) G nin Baer radikali
<X> x tarafindan iiretilen devirli grup
<H,K> H ve K tarafindan iiretilen grup
K® <g'kg: geG, keK >
Fit(G) G nin Fitting altgrubu
Z(G) G grubunun merkezi
Z4(G) G grubunun o-merkezi
Z.(G) G nin hipermerkezi
d(G) : G nin derived uzunlugu
Y:(G) 7:(G) =G, 7,(G)=[7;(G), G]
G" <g":ge G>
HcharG H, G nin bir karekteristik
[H:G] H nin G igindeki indeksi

H<<G H, G nin bir altnormal altgrubu



1. GIRIS

Gruplar teorisinde altnormal altgruplarinin altnormallik indeksi sinirlt olan gruplarin

yapisinin nasil oldugu Onemli problemlerden biridir. Altnormal altgruplarinin
altnormallik indeksi en ¢ok n olan gruplarnin sinifim B, ile gosterilsin (neN). n =1
olmast durumu D. J. S. Robinson tarafindan ¢bziilebilir gruplarin metabglyan
oldugunu gosterilmistir [3]. D. J. S. Robinson her deN i¢in ¢oziilebilir uzunlugu d
olan torsiyonsuz ¢ozlilebilir B, grup inga etmigtir [13]. Ayrica C. Casolo tarafindan
n = 2 olmas1 durumunda ¢oziilebilir periyodik grubun ¢oziilebilir uzunlugunun en
fazla 4 oldugu gosterilmigtir [19]. D. Mc Dougall tarafindan ne N olmak iizere B, ve

Baer olan bir grubunun nilpotent oldugu gosterilmistir ve B, deki periyodik

¢oziilebilir gruplar incelenmigtir [10].

Her altgrubu altnormal olan gruplarin sinifi Ny ile gosterilsin. Bu problemle ilgili

olarak J. E. Roseblade altnormallik indeksleri bir ne N ile siirli olmasi halinde her

altgrubu altnormal olan bir grubun nilpotent ve nilpotentlik sinifinin < o(n)

oldugunu gbstermistir burada ¢ Roseblade fonksiyonudur. Daha sonra H. Heineken-

I. J. Mohamed agagidaki 6rnegi insaa etmiglerdir.

Asagidaki sartlan saglayan bir G grubu vardir ki:
) G/, issii p olan bir elemanter abelyan grup ve G/G’ = C,- dur.

(iil) G nin her 6z altgrubu altnormal ve nilpotenttir.

(i) Z(G)=1dir.

W. Mohres [7] de Ny gruplarin ¢oziilebilir oldugunu ve bdyle bir grubun hipermerkez
periyodik olmast durumunda grubun nilpotent oldugunu gostermigtir. [28] de C.
Casolo Ny grubun Fitting grup oldugunu gostermisgtir.

T.G. VURSEKQGRET i nuRYLE
BOKUMANTASYON MERKEZ!



% bir grup sinifi olmak iizere her 6z homomorfik griintiisii ) olan gruplarn yapisinin
nasil oldugu da gruplar teorisinin 6nemli problemlerden biridir. Bu konu ile ilgili ilk
caligmalar 1960 lar da M. F. Newman tarafindan ¥ grup sinifi yerine abelyan gruplar
sinifi alinarak yapilmugtir. Daha sonra D. McCarthy ve J. S. Wilson birbirlerinden
bagimsiz olarak ¥ grup siifi yerine sonlu gruplar sinifi; J. R. Groves, D. J. S.
Robinson, ve J. S. Wilson 7 grup sinfi yerine polycyclic veya supersoluble gruplar
sinifi; S. Franciosi, F. De Giovanni, L. A. Kurdachenko, V. E. Goretsky, V. V.,
Pylaev, % grup sinifi yerine Chernikov gruplar smnifi; J. S. D. Robinson ve 7. Zhang,
¥, grup sinifi yerine (central-by-finite) gruplar simfi; S. Franciosi, F. De Giovanni, L.
A. Kurdachenko, % grup sinifi yerine FC-gruplar sinifi; J. Otal, L. A. Kurdachenko, %
grup sinifi yerine CC-gruplar sinifi; L. A. Kurdachenko, I. Y. Subbotin, ¥ grup sinifi

yerine hipermerkez gruplar sinifi alarak galigmalar yapmislardir. Bu konu iizerinde

yapilan ¢aligmalar toplu bir sekilde [4] de bulunabilir.

Bu tez ¢aligmasinin 3. Béliimiinde her 6z altgrubu B, olan hipermerkez veya Baer

gruplar ele alinmig ve bazi sonuglar elde edilmigtir. 4. ve 5. Boliimlerde her 6z
altgrubu B, olan gruplarin hangi sartlarda nilpotent veya ¢oziilebilir oldugu

gosterilmistir. 6. Boliimde her 6z homomorfik goriintiisii No olan gruplar

incelenmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamm 2.1. G bir grup ve N < G olsun. Her geG ve neN igin g'ngeN ise o zaman '

N ye G nin bir normal altgrubu denir ve N<G geklinde gosterilir.
’ Tamim 2.2. G bir grup ve Xi, Xz,..., Xp, G nin elemanlar1 olsun.

] -1_ -1
[xl’xz =X Xy XX,

elemanina x; ve X; nin komiitatorii denir. n=2 olsun. O zaman indiiksiyon

yardimyla,
[xl,xz,...,xn I= [[xl,xz,...,xn_,],xn]

olarak tanimlanir. Buna agirlifit n olan bir basit komiitatér denir. Burada

[x,]=x, olarak tammlamr.
X1, X3, . . ., Xp; bir G grubunun bos olmayan altkiimeleri olsun.

[XI,X2]=([XI,XZ]Z x, €X,x,€X,)

altgrubuna X ile X; nin komiitatdr grubu denir. n =2 olsun. O zaman indiiksiyon

yardimiyla,
X, X,,...X 1=[X,.X,,..X,,}X,]
olarak tanumlanir. Buna X, X3, ..., X, nin komiitatér grubu denir.

Tanim 2.3. G bir grup olsun. Eger S = {1 = Go, Gy, Gy, . . ., Gy}, G nin altgruplannin

bir dizisi ve G;<Gj;; =0, 1, ..., n-1) ise S ye G nin bir serisi denir ve;



1 = GpdG14G4...<dG =G

seklinde gosterilir. G;41/G; boliim grubuna serinin faktorleri ve G; gruplarina serinin

terimleri denir. Eger biitiin terimler farkli ise n ye serinin uzunlugu denir.

T:{Ha ;<P } bir B ordinaline esit veya kiigiik ordinallerle indekslenen G nin

altgruplarinin bir kiimesi olsun. Eger T kiimesi;

() o, <a, ise H, <H, dir,

(ii)) Ho=1ve Hp=Gdir,

(iii)  Ho<<Hgs dir,

(iv)  Eger A limit ordinal ise H, = | JH, dir,

o<
sartlarin1 saglhiyorsa T ye artan bir seri denir. Artan bir seriyi 1 = Ho<H;<..Hg= G

seklinde yazmak uygundur.
Eger T kiimesi;

@ o, <a, ise H, 2H, dir,
(ii) Ho= G ve Hp= 1 dir,
(ii)  Hg+1 <Hg dir,

(iv)  Eger A limit ordinal ise H, = [|H, dir,

a<A
sartlanini sagliyorsa T ye azalan seri denir. Azalan seriyi 1 = Hp..<H;<Hp = G

seklinde yazmak uygundur.

Tamim 2.4. G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. Eger G nin

H=H<H.;«..<H;<Ho= G



olacak sekilde Hy, H;, H,,..., H; altgruplann varsa H ya G de altnormaldir denir.

Burada r sonlu ve i = 0, 1, 2,..., r-1 i¢in Hi,; <H; dir. Genellikle H<'G, H< <G veya

HsnG ile gosterilir. H dan G ye bu sekilde uzanan serilerin uzunluklarinin en

kiigiigiine H nin G igindeki altnormallik indeksi denir ve s(G:H) ile gosterilir.

G bir grup ve @ # X S G olsun. X°° =G ve her i >0 igin XX = X% olarak

tanimlansin. O zaman G nin;
X062 a X% 4X%9 =G

serisi elde edilir. Bu seriye X in G igindeki normal kapanis serisi denir. H< G ve her

i >0 icin H;=H% olsun. Eger HsnG ve s(G:H) =n ise o zaman
H=H,<H,.14...<H; <Hpg= G

dir. Boylece H nin G igindeki altnormallik indeksi H nin G igindeki normal kapanig

uzunluguna esittir. n= 0 ise H=G; n=1 ise H<G; s(G:H) = n ise [G, nH]S H dir.
Tamim 2.5. G bir grup olsun.
Z(G) = {xeG: her ge G igin xg = gx dir}
kiimesine G nin merkezi denir ve Z(G) ile gosterilir.
G bir grup ve xe G olsun.
Co(x) = {geG: gx = xg}

kiimesine x in G i¢indeki merkezleyeni denir.



Tanim 2.6. G bir grup olsun. G nin bir sonlu serisi

1 = GpdGid(2«... <G, =G
olmak iizere eger, her 0<i<n igin G /G; abelyan ise G ye bir ¢oziilebilir grup
denir. G nin bu gekildeki serilerinin en kiigiik uztinluguna G nin ¢oziilebilir uzunlugu

denir ve d(G) ile gosterilir.

Tanim 2.7. G bir grup ve f bir ordinal sayi olsun. G nin bir artan,

1= G0<G1<1G24...4G3 =G

serisi, her A < P igin i¢in G, <G ve her a < B igin Gu+1/Gy < Z(G/G,) oluyorsa bu
seriye artan merkez seri denir. Artan merkez seriye sahip olan bir gruba hipermerkez

grup denir. Eger G nin ne N olmak tizere
1 =Gp<Gy14Gy«... <G =G

serisi her 0<i<n igin G;<G ve her 0<i<n igin Gi/G; < Z(G/G;) sartlarm
sagliyorsa G ye bir nilpotent grup denir. G nin bu sekildeki serilerinin en kiigiik
uzunluga sahip olanin uzunluguna G nin nilpotentlik sinift denir.

Tamm 2.8. G bir grup ve G = G olsun. i >0 olmak iizere

GY = [G“‘”,G“‘”]

seklinde tanimlansin. O zaman

7.6, VIASEXDGRETIN KUBULY
TOKIMARTASYOR HIERNEZE



G= G(O) > G(l) > G(z) >

dir. Bu seriye G nin komiitator serisi denir. G = G' ile gosterilir ve G' ye G nin

komiitator altgrubu denir. Eger G = G' ise o0 zaman G ye bir perfekt grup denir.

G ¢oziilebilir bir grup ise bir ne N igin G™ = 1 dir. Bu gekildeki n lerin en kiigiigiine

G nin komiitatér uzunlugu denir.
Tamim 2.9 G bir grup ve Zy(G) = 1 ve Zi(G) = Z(G) olarak tanimlansin. a > 1 bir
ordinal say1 olmak iizere her A < a igin Zy(G) tanimlanmis olsun. Eger a limit ordinal

ise;

Z,&)=Jz,(©)

A<a

a limit ordinal degilse;
Z(G)/Z5.1(G) < Z(G/Go.1)

seklinde tanimlansin. G nin kardinali agilamayacagindan Zg(G) = Zp+1(G) =... olacak

sekilde bir en kiigiik B ordinali vardir. Bu terminal gruba G nin hipermerkezi denir.
1 =Zy(G) < Zi(G) < Z,(G) <...
ye G nin genellestirilmis yukari merkez serisi denir.

Eger Zg(G) = G ise G hipermerkez gruptur. Eger bir neN igin Z4(G) = G ise G
nilpotent gruptur. Bu sekildeki n lerin en kii¢ligli G nin nilpotentlik sipifi dir.

Tanum 2.10. G bir grup 71(G) = G olarak tanimlansin. Eger a limit ordinal ise;



Y2(G) =[ )7 (G)

B<at
a limit ordinal degilse
Yo () = Yo (G),G]
seklinde tanimlansin.
G=v,(G)2v,(G)=>..

ye G nin genellestirilmis asag1 merkez serisi denir.

Eger bir ne N igin v,41(G) = 1 ise G nilpotenttir. Bu sekildeki sayilarin en kiigiigii

n+1 ise G nin nilpotentlik sinifi n dir.

G nin hypocentral grup olmasi igin gerek ve yeter sart bir o ordinali igin v4(G) = 1
olmasidir. G nin bir residually nilpotent grup olmasi ¢in gerek ve yeter sart

Yo(G) = 1 olmasidir. Béylece her residually nilpotent grup hypocentral gruptur.

Tanim 2.11. G bir grup ve B bir ordinal say1 olsun. G nin bir

1= G0<1G1<1G2<...<Gp= G

artan serisi, her o < § i¢in Gy<Gg+1 ve Gq+1/Gq abelyan oluyorsa bu seriye G nin

hiperabelyan serisi denir. Bir hiperabelyan scriye sahip olan gruba hiperabelyan grup

denir.

Tamm 2.12. G bir grup olsun. G nin biitiin abelyan altnormal altgruplannn iirettigi
altgruba G nin Baer radikali denir ve B(G) ile gosterilir. G = B(G) ise G ye bir Baer
grup denir. ‘



Tanim 2.13. G bir grup olsun. G nin biitiin normal nilpotent altgruplarinin iirettigi
gruba G nin Fitting altgrubu denir ve Fit(G) ile gosterilir.

Tamm 2.14 G bir grup olsun. Eger G sonlu sayida C . tipindeki altgruplarin direkt

_ carpiminin sonlu geniglemesi ise G ye bir Chernikov grup denir.

, Tamum 2.15. n >0 bir tamsay1 ve G bir grup olsun. Eger her x,ye G igin [x,n y]=1

ise o zaman G ye bir n-Engel grup denir. Bu durumda G ye bir n-Engel sartini

sagliyor denir.
Tanim 2.16. G bir grup olsun.
C = {xeG : G/Cg(x%) Chernikov gruptur}
ye G nin CC-merkezi denir. Eger G = C ise G ye bir CC-grup denir.
F={x€G:[G:Csx)] <o}

ye G nin FC-merkezi denir. Eger G=F isc G ye bir FC-grup denir.

Teorem 2.17. ([1] Teorem 4.36 ) G bir grup olsun. O zaman asagidakiler denktir.
® Her xe G igin [G,x] Chernikov ve G/Cg([G,x]) periyodiktir.

(ii)  Her x€G igin x® nin dyle bir normal Chernikov altgrubu H vardir ki x%H

devirli ve G/Cg(x®) periyodiktir.

(iii) G bir CC-gruptur.
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Ispat. (i = ii ) X% =< x >[G,x] oldugundan < x >¢ Chernikov bir grubun devirli bir

G/Cq(x%)
Cs([G,x])/Cq(x%)

grupla  geniglemesi olur. =G/C;([G,x]) oldugundan

C.([G,x])/C4 (x®) periyodik oldugu gdsterilebilirse o zaman istenilen elde edilir.
Cs(x%)=Cq(<x>[G,x])2C4x (< x >)NC,([G,x])=D olsun. aeCg([G, xI)
+ olmak iizere [G, x] Chemnikov oldugundan periyodiktir. [x,a]" =1 olacak gekilde

ne N vardir.

x* = x[x,a]

2
x* =(x*)* =a"'x[x,a]a = x[x,a]>

a"

x* =x[x,a]" =x

Boylece a"e Cg(< x >) bulunur. O halde a"e Cg(< x >)N'Cg([G, x]) elde edilir. Bu
[G,x)/D kiimesinin periyodik oldugumu gosterir D < Cg(x%) oldugundan

[G,x)/Ca(x%) periyodik olur. Periyodik bir grubun periyodik grupla genislemesi
periyodik oldugundan G/Cg(x®) periyodik olur.

(ii = iii ) [29] Lemma 2.23 de T = x°, B = [G, x] almrsa [2] Teorem 3.29 dan
dolay1 bir Chernikov grubun otomorfizmalarinin periyodik altgrubu Chemikovdur.
G/Cq([G,x]) periyodik oldugundan, bu gruba izmorf olan otomorfizma grubu
Chernikovdur. O halde G/Cg([G, x]) de Chernikovdur. xG/[G, x] devirli ve devirli bir

grubun otomorfizma grubu sonlu oldugundan _G/B grubu Chernikov olur. O
Cs/s(T/B)

halde [29] Lemma 2.33 den dolay1 G/Cg(x%) de Chernikovdur.

(iii = i) G bir CC-grup X, G nin sonlu bir altkiimesi X = {x;, ..., X,} olsun.
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G G
XC =<K X,y 202X 10X, >=] ] 1,

i=1

, dir.

G/(Ca(x,") = J]G/Co(x,%)
i=l i=1 .

ye bir monomorfizma oldugundan G/ ﬂCG (xiG) sonlu sayida Chernikov grubun
i=l

direkt garpiminin bir altgrubuna izomorf olur. O halde G/ ﬂCG (x,%) Chemikovdur.

i=1

(Ce(x,") = Co(x®) oldugundan dolayt G/Cg(x®) de Chernikovdur. O halde
i=l

x°Co(x%)/Cg(x%) = x92(x%) Chernikov oldugundan [2] Teorem 4.23 den dolay1 (x°)'

de Chernikovdur. B, G' nin bir sonlu iiretegli grubu olsun. O zaman B =< g},...,g; >

dir, gie G’ ve gi=[a;,b; ]..[a; ,b; 1 (i=L,...t) dir. K={a; b, ,..a;,b; }

olsun. B < (K%' olur. (K°)' Chemikov oldugundan ve Chernikov bir grup lokal

sonlu oldugundan B sonludur. O halde G' lokal sonludur. A = x%,C= Cg(x%) ve G/IC
sonlu residuali de R/C olsun. G/C Chemikov oldugundan [3] 5.4.22 den dolayt min
sértml saglayan sonlu indeksli bir tek altgrubu vardir ve diger biitiin sonlu indeksli

normal altgruplart bu grubu kapsar. G/C Chernikov grubunun koklii abelyan grubu

S/C ise R/C < S/C olur. IS{//C(:Z sonlu ve koklii oldugundan asikardir. Boylece

S/C = R/C olur. Bu ise R/C nin koklii abelyan oldugunu gosterir. A/A' abelyandir. A’
yukaridaki agiklamalardan dolayr Chemnikovdur, [G, x]A/A' Chernikovdur. Fakat
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Chermikov gruplar genisleme kapali oldugundan [G, x] Chemikovdur. O halde A y1
abelyan almak teoremin genelligi bozmaz. R/C, G/C nin sonlu residuali oldugundan

G/R sonludur. O zaman R nin G igindeki transversali {t;,. . ., tn} olsun. O zaman

G={JRt, dir. geG igin [g,x]=[rt;,x]=[r,x]"[t;,x] elde edili. O halde

i=l

[G,x]=<[R,x]",[t;,x]:i =1,2,...,m> dir. [G, x] < A oldugundan [G, x] abelyandir.
K=H[R,x]“; L =<{t;,x}>i=1,.....m gruplartm1 goz Oniine alalim. O zaman
i=1

[G,x]=KL dirr L < G' ve G' lokal sonlu oldugundan L sonludur. L sonlu
oldugundan Chernikovdur. Simdi K nin Chernikov oldugunu gosterelim. (< x,r >%)’
Chemikov oldugundan [r, A] da Chemikovdur. R/C abelyan oldugundan
R’<C=Cg(A) dir. [r,a]® =[r",a"]e [r",A] oldugundan [r, AR < [r, A] dir.
[r",a]=["r"'r,al =[[r,,r '],a] [r,a] =[r,a] oldugundan [r®,A]=[r,A] dir. O
halde [r,A]*<[r},A]l=[r,A] dir. Buradan [r,A]<R ve Cgr([r,A])<R elde edilir.
R= R/Cy([r,A]) olsun. A<G oldugundan [r,A] < A dir. A abelyan oldugundan
[r, A] da abelyandir. Cr(A) < Cg([r,A]) ve C<R oldugundan Cr(A) = Cg(A) = C dir.
O halde C < Cg([r,A]) dir. G/C Chernikov oldugundan periyodiktir. O halde R/C

periyodik olacagindan R/Cgr({r,A]) periyodik ve ayni zamanda da abelyandir. R ,bir

Chernikov abelyan grubun periyodik otomorfizma grubuna izomorf olur. O halde R,
[1] Teorem 3.29.2 den sonludur. R/Cg([r, A]) kokli ve sonlu oldugundan asikardir.

Boylece R = Cgr([r, A]) dir. Buradan [R, A] < Z(G) elde edilir.

B.:R/C—[R,x]; rC—I[r,x]
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seklinde tanimlansin. B, iyi tammlidir. B, bir epimorfizma ve R/C bir Chemikov

oldugundan [R, x] de Chernikovdur. Burada her t; i=1, . . . ,m igin [R,x]"de

Chernikovdur. O halde K =] J[R,x]" grubu da bir Chernikov gruptur. [G, x] = KL

i=I
oldugundan [G, x] de Chemikov gruptur. Cg(x%) =< Cg([G, x]) ve G/Cg(x®)
. Chernikov dolayistyla da periyodik oldugundan G/Cg([G, x]) periyodiktir.

Tanim 2.18. G bir grup olsun. Her xe G ve her pozitif m tamsays1 i¢in

olacak sekilde bir ye G varsa G ye bir kokli (radicable) grup denir. Toplamsal
gruplarda koklii terimi yerine boliimlii (divisible) terimi kullanilir. Eger her pozitif n
tamsayist igin G" = G ise G ye yari-koklii (semi-radicable, quasi-radicable) grup

denir. Burada

G'=<g":geG>

dir. Periyodik ,koklii, abelyan gruplarin smifint £ ile gosterelim. Eger G faktérleri
£L-grup olan bir sonlu seriye sahip ise G ye bir £ grubu denir. Eger G faktorleri £-

grup olan artan transfinite normal seriye sahip ise G ye bir '€ grubu denir. Bir G

grubunun agikar olmayan yari-koklii altgrubu yoksa G ye indirgenmis grup denir.
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Teorem 2.19. ([13] Sonug 6.1.3) Oyle bir ¢ fonksiyonu vardir ki asagidakiler

saglanir. G bir grup ve d bir tamsay1 olsun. Eger G nin her altgrubu altnormal ve

altnormallik indeksi < d ise 0 zaman G nilpotenttir ve nilpotentlik sinifi < o(d) dir.

Ispat; [2] Teorem 7.42.

. Teorem 2.20. G bir grup ve her altgrubu altnormal olsun. O zaman asagidakiler

saglanir;

@ [16] G ¢oziilebilirdir.

(i)  [17] Eger G sonlu iislii ise o zaman G nilpotenttir.

(iii)  [18] Eger G periyodik ve hipermerkez ise o0 zaman G nilpotenttir.

(iv)  [15] Eger G nilpotent bir grubun sonlu iislii genislemesi ise o zaman G
nilpotenttir.

v) [20] Eger G torsiyonsuz ise o zaman G nilpotenttir.

(vi)  [22] G nin her nilpotent altgrubu bir normal nilpotent altgrup tarafindan
icerilir.

(vii)  [28] G nin dyle bir normal nilpotent N altgrubu vardir ki G/N nilpotenttir.

(viii) [28] Eger G periyodik ise o zaman Oyle bir normal nilpotent altgrubu N
altgrubu vardir ki G/N sonlu rankl1 kdklii abelyan gruptur.

Teorem 2.21. ( [10] Teorem 5.5 ) G ¢oziilebilir bir p-grup olsun. O zaman G nin

altnormal altgruplarinin altnormallik indeksi tizerinde bir sinira sahip olmasi igin

gerek ve yeter sart G nin bir $L-grubunun bir nilpotent grupla genisletilmigi

olmasidir.

Ispat. G altnormal altgruplarinin altnormallik indeksi tizerinde bir sinira sahip olmak
iizere d(G) = n olsun. [10] Lemma 4.3 den dolay1 Ky(G) = Knui(G) = ... ve
Ku(G)epL dir. Simdi G/K4(G) nin nilpotent oldufunu gosterelim. Bunun igin
G/Ko(G) nin [10] Teorem 5.4 iin sartlarim sagladifimi gosterecegiz. G/Kq(G)

altnormal indisleri {izerinde bir sinira sahip p-gruptur. G/K4(G) nin her normal
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abelyan altgrubunun indirgenmis oldugunu gosterelim. H/K4(G), G/Ky(G) nin
abelyan normal altgrubu ve S/Kn(G) de H/Ky(G) nin koklii altgrubu olsun. Béylece

S/K(G) bir L-grubudur ve S/K,(G) < <G/Ky(G) dir. O halde
S/Ka(G) < Ki(G/Kn(G)) = K 1(G)/Kn(G) = 1

dir. Buradan S/K,(G) = 1 dir. Bundan dolay1 G/K,(G) nilpotenttir.

Kargit olarak N<G, Ne 0.£ ve G/N nilpotent olsun. G/N nin nilpotentlik sinifi m ve

Ne p.£ oldugundan bir ne N vardir ki N = Kp(N) dir. H, G nin herhangi bir altgrubu

olsun.

1=Gp/N< ...<G/N=G/N

G/N nin bir merkez serisi olsun. Buradan

NdGp<...<dG1=G

elde edilir. Simdi 1 < i < migin HG;,; < HG; dir. O halde HN<"G dir.

1 = Ko(HN)<Kj(HN) < . . . <K,(HN)

serisini gz 6niine alalim. H<<G olduguadan H<<HN dir. [10] Lemma 4.6 dan

H<HK,;(HN)< . .. <HK,(HN)

dir. N<HN oldugundan K,(N) < K,(HN) ve N = Ky(N) dir.



16
H<« .. .<H<HK(HN)< ... <HK,(HN) = HN

oldugundan H<"HN dir. Boylece s(G:H) < n+m dir.

Teorem 2.22. ( [10] Lemma 6.1 )G bir Baer grup olsun. Eger G altnormal
. altgruplarinin altnormallik indisleri {izerinde bir sinira sahip ise o zaman G bir

nilpotent gruptur.

Ispat. G bir Baer grup oldugu igin her xeG igin < x ><<G dir. G altnormal

altgruplarinin  altnormallik indeksleri iizerinde bir sinira sahip oldugundan [30]
Teorem 1.14 den G nin her altgrubu altnormaldir. Béylece Teorem 2.19 dan dolay1 G

nilpotenttir.

Teorem 2.23. G bir p-grup olsun. Eger G nin bir sonlu iislii grubun sonlu grupla

geniglemesi ise 0 zaman G nilpotenttir.
Ispat. [2] Lemma 6.34.

Teorem 2.24. ( [10] Teorem 6.2 ) G bir periyodik, hipermerkez grup olsun. O zaman

G nin altnormal altgruplarinin altnormallik indeksi iizerinde bir sinira sahip olmasi

icin gerek ve yeter sart G nin bir £-grubunun bir nilpotent grupla genislemesi

olmasidir.

Ispat. G altnormal altgruplarinin altnormallik indeksi {izerinde bir sinira sahip olsun.
G lokal nilpotent grup oldugundan G, p-bilesenleri olan G, gruplarmin direkt
carpimudir. Béylece G nin bir G, bilesenini gbz oniine alalim. R, G, nin biitiin yari-

koklii altgruplarinin iirettigi altgrup olsun. Asikar olarak R, G, nin tek maksimal

yari-koklii altgrubu ve &zel olarak R<IG dir. Fakat [30] Teorem 1.18 den dolay1 R

abelyandir. Boylece R bir £-gruptur. $imdi G/R nin nilpotent oldugunu gosterelim.
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S/R < G/R olmak tizere S/R koklii ve abelyan olsun. Boylece her s€ S ve her m > 0

icin sR = ;™R olacak sekilde bir s;€S ve dolayisiyla s,= s;"r olacak sekilde reR

k

vardir, Fakat R  yan-kokli  oldugundan r=l__‘[rim (e R) yazlabilir.

i=1

k
s= slerim € S™ dir. Boylece S = S™ elde edilir. O halde S < R yani S/R agikardur.
i=l

Demek ki G/R nin agikar olmayan k&klii ve abelyan bir altgruba sahip degildir. G/R

nin nipotent olmadigim kabul edelim. {Z_}, .., G/R nin yukar1 merkez serisi olmak
p ala<p

tizere A, Z) nilpotent olmayacak sekilde en kiigiik ordinal olsun. Eger A limit ordinal

ise Z, = UZu dir. Fakat her p < A igin r, G nin altnormal indisleri {izerinde bir
u<h

sinirt olmak iizere Z, en ¢ok o(r) siniftan nilpotenttir. O halde Zy nilpotenttir. Bu bir
geligkidir. Bundan dolay1 A limit ordinal degildir. Boylece A-1 vardir; Zy.
nilpotenttir ve Z)/Z,. abelyan oldugundan Z, ¢oziilebilir. Ayrica Z;, bir p-grup ve
G,/R nin agikar olmayan koklii abelyan altgrubu olmadigindan Z) nin her normal
abelyan altgrubu indirgenmistir. Boylece [10] Teorem 5.4 den Z, nilpotenttir. Bu bir
celiskidir. O halde G,/R nilpotenttir. Béylece G/R Teorem 2.21 den dolayr G/R

nilpotenttir.
Teoremin kargit1 Teorem 2.21 den kolayca goriiliir.

Sonug 2.25. G bir hiperabelyan p-grup ve G nin altnormal altgruplarimin altnormallik
indeksi iizerinde bir sinira sahip olsun. O zaman G bir f'£-grubunun bir nilpotent

grupla genislemesidir.

Ispat. Kx(G), G nin yukan £, serisinin son terimi olsun. Ka(G)e £'L dir ve G/Ki(G)

[10] Teorem 6.3 iin sartlarim1 sagladigindan G/Z;(G) nilpotenttir.

Lemma 2.26. G bir lokal nilpotent ve perfekt grup olsun. O zaman her x€G igin

<x >%# G dir. Ozel olarak

7.6. YUKSEKDGRETIM KURULY
BOKUMANTASYOR MERKEZ
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Ispat. Bir x€G igin < x >° = < x >[G, x] = G olsun. Eger [G, x] # G ise o zaman
x%[G, x] = <x >/<x >N[G, <x >]dir. xX%[G,x] abelyan oldugundan G/[G,< x >]
de abelyandir. Béylece G' £ [G, x] # G dir. Bu ise bir geligkidir. O halde [G, x] =G
dir. Boylece x€[G, <x>] dir ve x =g, x][gz, X] ... [gn, X] olacak sekilde
© 81,...2.€G vardr, H=<g, g2, ..., 8>, A= xT olsun. xe [H, A] < A dr.

A=x"<[H, A] < A dir. Béylece A = [H, A] olur ki bu bir geligkidir.

Lemma 2.27. G bir sonsuz Chernikov grup ve G koklii abelyan kismi olsun. Eger G'
sonlu islii ise o zaman G° G nin merkezi tarafindan icerilir. Ozel olarak G

nilpotenttir.

Ispat. ¢: G® — [G, x] ; g — [g, x] olarak tamimlansin. ¢ bir epimorfizmadir. Béylece
[G®, x] koklii ve G' sonlu iislii oldugundan [G®, x] = 1 dir. Dolayisiyla G° < Z(G) dir.

Eger G/G® nilpotent ise o zaman bir re N igin v(G/G®) = 1 dir. Buradan 1,(G) < G°

dir. Béylece v:+2(G) = 1 dir. Bu ise G nin nilpotent olmasidir.

Tanim 2.28. G bir grup olsun. Eger G nin agikar olmayan her sonlu iiretegli
altgrubunun sonlu indeksli bir 6z altgrubu varsa G ye lokal dereceli grup denir. Yani
eger X, G nin sonlu iiretegli bir altgrubu ve X # 1 ise o zaman X in 6yle bir 6z
altgrubu K vardir ki [X : K] < oo dur.

Lemma 2.29. G bir lokal nilpotent grup olsun. Eger N<G; F<<G ve N ile F

nilpotent ise o zaman FN nilpotenttir.

Ispat. F<1<G oldugundan F = Fy<Fp.y. . . -4F;<Fp = G olacak sekilde bir altnormal

serisi vardir. Ayrica F, FN iginde de altnormaldir. Boylece dyle bir ne N vardir ki

F,=F dir. Eger n=0 ise F = Fo= FN oldugundan FN nilpotenttir. O halde n > 1 kabul

edebiliriz. Kabul edelim ki bir i€ {1, 2, . . ., n} igin F, nilpotent olsun. O zaman
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Fi<F;; oldugundan F;NN<F.,;, F ve Fi. NN, Fi; nin normal nilpotent

altgruplaridir. E(E_ ,NN), F.a nin normal nilpotent altgrubudur.

E, =FE ;NEN=(F_ N"N)E oldugundan F;, nilpotenttir. Béylece indiiksiyondan
Fp=FN nilpotenttir.

, Lemma 2.30. ( [2] Teorem 9.23, Corollary 2) G bir periyodik, yan-kokli ve
hipermerkez grup ise G abelyandir.
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3. HER OZ ALTGRUBU 3, OLAN HiPERMERKEZ VEYA BAER
GRUPLAR

Bu boliimde her 6z altgrubu B, olan hipermerkez veya Baer grubun kendisinin B, de
veya nilpotent oldugu gosterilmistir. Burada hipermerkez uzunlugu iizerindeki sart:

kaldinlamaz, giinkii G =C,. X(x) lokal dihedral 2-grubunu goz oniine alalm. O

zaman G bir hipermerkez gruptur ve hipermerkez uzunlugu o+1 ve her H £ G igin

HeB, (n = (H), neN) dir. Ama G nilpotent olmadigindan her 6z altgrubunun
altnormal altgrubunun altnormallik indeksi bir re N ile smirli degildir. G = AX (x),
buradaki A =C,., (x)sonsuz mertebeli devirli grup ve her a€ A igin a* = al dir. G

lokal nilpotent grup hem mertebesi sonlu hem de mertebesi sonsuz elemanlar igerir.

Lemma 3.1. G bir hipermerkez periyodik grup ve hipermerkez uzunlugu < o olsun.

Eger her H £ G i¢in He B, (n = (H), ne N) ise o zaman G nilpotenttir.

Ispat. Kabul edelim ki G nilpotent olmasin. O zaman G nin hipermerkez uzunlugu o

dir. G=2,(G)= OZi (G) dir. Her xeG igin x€Z;(G), olacak sekilde i > 1 vardur.

i=1

Her i€ IN igin Zi(G) nilpotent oldugundan < x > <<Z;(G)<G dir. Boylece G bir Baer

gruptur. G' £ G oldugundan Teorem 2.22 den dolayr G' nilpotenttir. G/G' abelyan

grup oldugundan G ¢oziilebilirdir. Teorem 2.22 den dolay1 G nin her 6z altgrubu
nilpotenttir. Eger G maksimal altgruba sahip degilse [9] Teorem 3.1 (ii) den dolay1 G
nin her altgrubu altnormaldir. [18] Teorem 2.7 den dolayr G nilpotenttir. Eger G
maksimal altgruba sahip ise o zaman G nin bir M maksimal altgrubu ve dyle bir xe G

vardir ki G =< x >M olacak sekilde xeG vardir. G Baer grup oldugundan dolayr
< X > <1<G ve M<«G oldugundan Lemma 2.29 dan dolay1 G nilpotenttir.
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Lemma 3.2. G bir lokal dereceli torsiyonsuz grup ve her H £ G i¢in He 3B, (n = (H),

neN), H, hipermerkez ve H nin hipermerkez uzunlugu < © olsun. O zaman G

nilpotenttir.

Ispat. Her H £ G icin H mnin hipermerkez uzunlugu o oldugundan
H=2Z,H) =UZi (H) dir. xeH olsun. O zaman xéZi(H), i = 1 vardir. Her ieIN
i=1

icin Z;(H) nilpotent oldugundan < x > <<Z;(H)<H dir. Buradan H bir Baer gruptur
ve bdylece Teorem 2.22 den dolayr H nilpotenttir. F, G nin bir sonlu iiretegli altgrubu
olsun. Eger F # G ise F nilpotenttir. Eger F = G ise o zaman G sonlu iiretegli lokal
dereceli torsiyonsuz gruptur. [21] Teorem 2 den dolay1 G nilpotenttir. Boylece G
loi:al nilpotenttir. [9] Teorem 2.1den dolayr G nilpotenttir.

Teorem 3.3. G bir lokal nilpotent grup olsun. Ayrica her H £ G i¢in He B, (n = (H),

ne N) ve H hipermerkez uzunlugu < o olsun. O zaman G ¢6ziilebilirdir.

Ispat. Kabul edelim ki G ¢dzilebilir olmasin. T(G), G nin mertebesi sonlu olan
elemanlarinin kiimesi olsun. [3] 12.1.1 den dolayr T(G), G nin altgrubudur. Eger
T(G) = 1 ise Lemma 3.2 den dolay1 G nilpotenttir. Dolayisiyla G ¢6ziilebilirdir. Eger
T(G) = G ise G nin her H £ G i¢in H nin hipermerkez uzunlugu < © oldugundan
Lemma 3.1 den dolay1 H nilpotenttir. [9] Teorem 3.3 (i) (ii) den dolay1 G bir Fitting
p-gruptur. Boylece [8] Teorem 1.1 den dolay1 G # G' dir. Boylece G ¢oziilebilirdir.
1#T(G)#G olsun. O zaman T(G) nin hipermerkez uzunlugu < © oldugundan Lemma

3.1 den dolay1 T(G) nilpotenttir. Dolayisiyla T(G) ¢ozilebilirdir. G/T(G) torsiyonsuz
oldugundan dolay1 Lemma 3.2 den G/T(G) ¢oziilebilirdir. Bdylece G ¢oziilebilirdir.

Teorem 3.4. G bir hipermerkez grup olsun. Ayrica her H £ G igin He B, (n = (H),

ne N) ve H nin hipermerkez uzunlugu < o olsun. O zaman agagidakiler saglanir;
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(1) Eger G bir maksimal altgruba sahip degilse o zaman G nilpotenttir.

(ii)) GeBg olacak sekilde me N vardir.

Ispat. Teorem 3.3 den dolay1 G ¢oziilebilirdir. Ayrica her H £ G igin Lemma 3.1

_ ispatindan dolayt H nilpotenttir. Béylece G nin her 6z altgrubu nilpotenttir. Kabul
edelim ki G nilpotent olmasin. Eger G bir maksimal altgruba sahip degilse [9]
Teorem 3.1(i), (ii) den dolay1 G nin her altgrubu altnormaldir ve G bir p-gruptur. [18]
Teorem 2.7 den dolay1 G nilpotenttir. Eger G bir maksimal altgruba sahip ise o
zaman [11] dolayt G metabelyan Chernikov p-gruptur. R,. G nin kokli kismi olmak
iizere G/R sonludur. R, Lemma 2.30 dan dolay1 abelyandir. Teorem 2.24 den dolay

Ge B, olacak gekilde me N vardir.

Sonug 3.5. G bir hipermerkez grup ve her H £ G igin He B, (n = (H), ne N) olsun.

G nin nilpotent olmast igin gerek ve yeter sart G nin Baer grup olmasidur.

Ispat. G bir nilpotent grup olsun. O zaman G bir Baer gruptur. $imdi karsit olarak G
bir Baer grup olsun. Kabul edelim ki G nilpuent olmasin. G bir Baer grup
oldugundan H da bir Baer gruptur ve altnormal altgruplarinin indeksi sinirl
oldugundan Teorem 2.22 den dolay: H nilpotenttir. G hipermerkez grup oldugundan
G # G' dir. Béylece G' nilpotenttir. G/G' abelyan oldugundan G ¢oziilebilirdir. Eger
G bir maksimal altgruba sahip degil ise [9] Teorem 3.1.(i), (ii) den dolay1 G bir p-
grup ve G nin her altgrubu altnormaldir. [18] Teorem 7.2 den dolayr G nilpotenttir.
Bu bir geligkidir. O zaman G bir maksimal altgruba sahiptir. Boylece [11] den dolay:
G metabelyan Chernikov p-gruptur. Dolayisiyla G altgruplan igin minimal sartim
saglar [3] 12.2.9 dan dolay: G nilpotenttir. Bu bir geliskidir.

Lemma 3.6. G bir Baer grup ve her H £ G igin HeB, (n = (H), neN) ve G

¢oziilebilir olmasin. O zaman agagidakiler saglanir;
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(1) G bir periyodik gruptur.
(i) G maksimal altgruba sahip degildir.
(iii) G bir Fitting gruptur.

(iv) G nin altnormal olmayan bir 6z altgrubu vardir.

Ispat. (i) G periyodik grup olmasin. O zaman G nin torsiyon elemanlarinin kiimesi T

" olsun. [3] 12.1.1 den dolay1 T £ G dir. T # G oldugundan nilpotenttir. [3] 12.1.1 den

dolayi1 G/T torsiyonsuz oldugundan [9] Teorem 2.1 den dolayr nilpotenttir.
Dolayisiyla G ¢ziilebilir olur ki bu bir geliskidir. Boylece G periyodik gruptur.

(i) G nin bir maksimal altgrubu M olsun. O zaman [G : M] = p olacak gekilde pe N
vardir. Ayrica G = FM olacak sekilde bir sonlu F altgrubu vardir. M<G, M

nilpotenttir ve F<<G oldugundan Lemma 2.29 dan dolay1 G nilpotenttir. Buradan G

¢oziilebilirdir. Bu G nilpotent degilse de dogrudur.

(iii) F = Fit(G) olsun. F # G ise Teorem 1.22 den dolay1 F nilpotenttir. Ayrica G/F
nin agikar olmayan normcl altgrubu yoktur. O zaman [G : F] = p dir. Bdylece G
¢6ziilebilirdir. Bu bir geligkidir. Buradan F = G dir.

(iv) Eger G nin her altgrubu altnormal ise [16] Teorem 7 den dolay1 G ¢dziilebilir
olur ki bu geligkidir.

Lemma 3.7. G bir torsiyonsuz lokal dereceli grup, her H £ G i¢in H bir Baer grup ve

He B, (n = (H), ne N) olsun. O zaman G bir Baer gruptur.

Ispat. Her H £ G igin H bir Baer grup ve H nin altnormal altgruplarnin indeksi

simirli oldugundan Teorem 2.22 den dolayr H nilpotenttir. F, G nin sonlu iiretegli

altgrubu olsun. F £ G ise F nilpotenttir. F = G ise G lokal dereceli grup oldugundan

G/N sonlu olacak sekilde 1 # N # G ve N<G vardir. Boylece G lokal ¢oziilebilir-by-
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sonfudur. [21] Teorem 2 den dolayt G nilpotenttir. Boylece G lokal nilpotenttir. [9]
Teorem 2.1 den dolayt G nilpotenttir. Dolayisiyla G bir Baer gruptur.

Teorem 3.8 G bir Baer grup ve her H £ G igin He B, (n = (H), ne N) ise 0 zaman G

coziilebilirdir.

' Ispat. Kabul edelim ki G ¢dziilebilir olmasin. O zaman Lemma 3.6 dan dolay1 G
periyodik ve Fitting gruptur. [3] 12.1.1. den dolay: p asal say1 i¢in G, G nin p-
bileseni olmak iizere G = DrG, dir. Eger G p-grup ise [8] Teorem 1.1 den dolay1 G
coziilebilirdir. G p-grup olmasin. Her p asal sayisi igin G, ¢oziilebilirdir oldugundan
G ¢oziilebilirdir.
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4. HER 0Z ALTGRUBU B, OLAN LOKAL NILPOTENT GRUPLAR

C. Casolo [19] da her p asal sayist igin ¢Oziilebilir olmayan hiperabelyan grup ve

altnormal altgruplarinin altnormallik indeksi sinirli olan bir grup inga etmistir.

. Teorem 4.1. G bir lokal dereceli hiperabelyan p-grp, her H £ G i¢in He B,

(n = (H), neN) her xeG i¢in exp([G,< x >]) sonlu olsun. O zaman agagidakiler

saglanir;

@) G coziilebilirdir.
(i) G bir Fitting gruptur. Eger G maksimal altgruba sahip ise o zaman G
nilpotenttir.

(iii) G nin koklii abelyan altgruplart G nin merkezi tarafindan igerilir.

ispat. (i) Kabul edelim ki G ¢6ziilebilir olmasin. G nin bir sonlu iiretegli altgrubu F
olsun. Eger F £ G ise [2] Teorem 10.54 den dolayt F sonlu-by-nilpotenttir.
Dolayistyla F ¢oziilebilirdir. F = G ise G lokal dereceli oldugundan N # G vardir ki
[G : H]< oo dir. Buradan G/M olacak gekilde M <G vardir. [3] 1.6.11 den dolayr M

sonlu iireteglidir. Boylece G ¢oziilebilird'r. Bu ise kabuliimiizle gelisir. Boylece G

lokal ¢oziilebilir gruptur. Dolayisiyla G lokal sonlu gruptur. G bir p-grup oldugundan
G lokal nilpotenttir. [10] Sonug 6.4 den dolayr her H £ G igin 1 # N<H vardir ki

Ne g'L ve H/N nilpotenttir. N hiperabelyan p-grup ve Ne B, dir. Kabul edelim ki N
nilpotent olmasin. N hiperabelyan oldugundan 1= N, < N; <N, <..N; = N olmak

iizere N nin bir normal abelyan serisi vardir. Ny nilpotent olmayacak gekilde A en

kiigiik ordinal say1 olsun. Eger A limit ordinal ise N, = UNP dir. p <A oldugundan

n<h
N, nilpotenttir. Her xeN, igin 6yle bir p < A vardir ki x€N, dir. Dolayisiyla Ny
Fitting p-gruptur. Lemma 2.22 den dolayr Ny nilpotent olur ki bu kabuliimiizle
gelisi. O zaman A limit ordinal degildir. N, , <N,ve N, /N, abelyandir.
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Dolayisiyla Ny goziilebilirdir. Her x€ N igin< x >™ ¢oziilebilir ve exponenti sonlu
oldugundan [2] Teorem 7.17 den dolay1 < x >™ bir Baer gruptur. Lemma 2.22 den
dolayt <x>™ nilpotenttir. Boylece Nj Baer gruptur. Lemma 2.22 den dolayi N

nilpotenttir. Boylece N ve H/N nilpotent oldugundan H ¢bziilebilirdir. Her H £ G

icin H ¢oziilebilir ve her xeH igin <x >" nin exponenti sonlu oldugundan [2]

. Teorem 7.17 den dolay1 <x >" bir Baer gruptur. Lemma 2.22 den dolay1 < x >"
nilpotenttir. Sonug olarak H bir Baer gruptur. Lemma 2.22 den dolay1 H nilpotenttir.
[9] Teorem 3.3 (i), (ii) den dolay1 G bir Fitting p-gruptur. [8] Teorem 1.1 de1 dolay:

G ¢oziilebilirdir. Bdylece ispat tamamlanir.

(ii) Kabul edelim ki G Fitting grup olmasin. O zaman G nilpotent degildir. (i) deki
gibi her H £ G igin H nilpotent ve (i) den dolay1 G ¢oziilebilirdir. Her x€ G igin
< x >% ¢oziilebilir ve sonlu iislii oldugundan [2] Teorem 7.17 den dolayr < x > bir

Baer gruptur. Lemma 2.22 dan dolayt <x >® nilpotenttir. Boylece G bir Baer
gruptur. G maksimal altgruba sahip degilse [9] Teorem 3.1(i), (ii) den G nin her
altgrubu altnormal ve G sayilabilir bir p-gruptur. Dolayistyla G' # G oldugundan G'
nilpotent gruptur. Boylece G bir Fitting gruptur. G bir maksimal altgruba sahip ise
G = FM olacak sekilde F sonlu iiretegli altgrubu ve M maksimal altgrubu vardir. G

bir Baer grup oldugundan dolayi F<1<G dir. Lemma 2.29 dan dolay: G nilpotenttir.

(iii) Her x€ G igin (ii) den dolay1 < x > <<G dir. A koklii abelyan altgrubu olsun.
(ii) den dolayt A<t<G dir. [30] Lemma 1.5 den dolay1 [A, <x >] =1 dir. Bdylece

A < Z(G) dir.

Sonug 4.2. G bir lokal nilpotent hiperabelyan periyodik grup, her H £ G igin He B,

(n = (H), neN)) ve her xeG igin exp([G,<x>]) nin sonlu olsun. O zaman

agagidakiler saglanir;
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)] G ¢oziilebilirdir.
(ii)) G bir Fitting gruptur. Eger G maksimal altgruba sahip ise G nilpotenttir.

(iii) A < G, A abelyan kokli grup ise A < Z(G)dir.

Ispat. (i) Kabul edelim ki G ¢oziilebilir olmasin. G lokal nilpotent periyodik

oldugundan G, p-bilesenlerinin direkt ¢arpimudir ve her p asal sayist i¢in Teorem 4.1
dén dolay1 G nin p-bileseni G, ¢oziilebilirdir. Her x& G, igin <x > P iissit sonludur.
[2] Teorem 7.17 den dolayr <x >°P bir Baer gruptur. Lemma 2.22 den dolayr
<x>P nilpotenttir. G, bir Baer gruptur. Lemma 2.22 den dolay1 G, nilpotenttir.
Boylece her xeG igin < x P nilpotenttir. Bundan dolay1 G bir Fitting gruptur. Her

H £ G i¢in Lemma 2.22 den dolay1 H nilpotenttir. [9] Teorem 3.3 (i) den dolay1 G
bir p-gruptur. Béylece Teorem 4.1 den dolay1 G ¢oziilebulirdir.

(ii) Kabul edelim ki G Fitting grup olmasin. O zaman G nilpotent grup degildir.

Fakat (i) de oldugu gibi her H £ G i¢in H nilpotenttir. Eger G maksimal altgruba

sahip degilse [9] Teorem 3.1 (i), (i) den G nin her altgrubu altnormal ve G sayilabilir
bir p-gruptur. Dolayisiyla G bir Baer gruptur. G' # G oldugundan G' nilpotenttir.
Boylece G bir Fitting gruptur. Eger G bir maksimal altgruba sahip ise [11] den dolayt
G metabelyan Chernikov p-gruptur. Teorem 4.1 deki gibi G nin nilpotent oldugu

gosterilir.

(iii) Her xe G igin (ii) den dolay1 < x > <<G dir. A koklii abelyan altgrubu olsun.

(ii) den dolay1 A<1<G dir. [30] Lemma 1.5 den dolay1 A < Z(G) dir.

Teorem 4.3. G bir lokal nilpotent grup ve her HEG igin He B, (n, H dan bagimsiz

sabit) olsun. O zaman G nilpotenttir.

Ispat. Kabul edelim ki G nilpotent olmasin. F, G nin bir sonlu iiretegli altgrubu olsun.

F < G ve hipotezden dolay1 F nilpotent oldugundan dolay1 F nin nilpotentlik sinifi, o
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Roseblade fonksiyonu olmak iizere en fazla o(n) dir. [X,,X;50s X gy Xgmya] = X
komiitatoriinit gz oniline alalim ve H = < X, X, Xg(1)s X gmyey > Olsun. H sonlu

iireteglidir ve hipotezden dolayr H min nilpotentlik simifi en ok o(n) dir. Buradan her

x =1 dir. Béylece ¥,,),; (G) =1 ve G nin nilpotentlik sinifi en fazla o(n) dir.

' Sonu¢ 4.4. G bir lokal nilpotent grup ve her HE G i¢in her K £ H igin

[H, K] = [H, ,+1K] =. . . olacak sekilde H ve K dan bagimsiz bir ne N olsun. O

zaman G nilpotenttir ve G nin nilpotentlik smnifi, o Roseblade fonksiyonu olmak

{izere en fazla o(n) dir.

Ispat. Her H £ G igin He B, oldugunu goésterelim. Her H £ G igin, her K < H igin
K" =K[H, ,K]=K[H,,, K]=K"" dir. Boylece her H £ G igin He B, dir.

Teorem 4.3 den dolay: G nilpetenttir.

Teorem 4.5. G bir ¢oziilebilir olmayan lokal ¢oziilebilir torsiyonsuz grup ve her

H £ G igin He B, (n = (H), ne N) olsun. O zaman G lokal nilpotenttir.

Ispat. F, G nin bir sonlu iiretegli altgrubu olsun. O zaman F ¢oziilebilirdir. Hipotez ve
[2] Teorem 10.54, Sonug 2 den dolay1 F sonlu-by-nilpotenttir. G torsiyonsuz
oldugundan sonlu altgruplart birim gruptur dolayisiyla F nilpotenttir. Boylece G

lokal nilpotenttir.

Sonug 4.6. G bir lokal ¢oziilebilir torsiyonsuz grup ve her H £ G i¢in He B, bir
neN (n, H dan bagimsiz sabit) olsun. O zaman G c¢oziilebilirdir. Eger H < G igin

He B, bir ne N (n, H dan bagimsiz sabit) ise o0 zaman G nilpotenttir.

Ispat. Once kabul edelim ki G ¢dziilebilir olmasm. Teorem 4.5 den dolayr G lokal
nilpotenttir ve Teorem 4.3 den dolaytr G nilpotenttir. Boylece G ¢oziilebilirdir.
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Boylece [2] Teorem 10.54, Sonug2 den dolay1 G lokal nilpotenttir ve Teorem 4.3 den
dolay1 G nilpotenttir.

Sonug 4.7. G bir hiperabelyan torsiyonsuz grup ve her H < G i¢in HE B, (n, H dan

bagimsiz sabit) olsun. O zaman G nilpotenttir.

' Ispat. F, G nin bir sonlu iiretegli altgrubu olsun. [2] Teorem 10.54, Sonug 2 den
dolay1 F nilpotenttir. Béylece G loke! nilpotenttir. Teorem 4.3 den dolayr G

nilpotenttir.

Teorem 4.8. G bir lokal dereceli p-grup ve her H £ G i¢in H, ££-by-nilpotent olsun.

O zaman G lokal nilpotenttir.

Ispat. H £ G olsun. Hipotezden dolayt Ne £ ve H/N nilpotent olacak sekilde N<TH
vardir. Ne £ oldugundan hiperabelyandir. Ayrica bir ne N igin Ne B, dir. F, N nin
sonlu iiretegli altgrubu olsun. Ne B, oldugundan [2] Teorem 10.54, Sonug 2 den

dolay1 F sonlu-by-nilpotenttir. O zaman M<F olmak {izere M sonlu ve F/M
nilpotenttir. M = 1 ise F sonlu hiperabelyan oldugundan F ¢oziilebilirdir. 1 # M ise o
zaman M ¢oziilebilir. F/M nilpotent oldugundan F ¢oziilebilirdir. Béylece N lokal
nilpotenttir. H/N nilpotent oldugundan H lokal nilpotenttir. E, G nin sonlu {iretegli
altgrubu olsun. Eger E = G ise G lokal dereceli oldugundan G/N sonlu p-grubu
olacak sekilde G nin normal 6z altgrubu N vardir. G/N nilpotent ve N lokal nilpotent
oldugundan G lokal nilpotenttir.

Sonu¢ 4.9. G bir lokal dereceli p-grup, her H £ G igin H, g.£-by-nilpotent ve He B,

(n, her H £ G igin sabit) olsun. O zaman G nilpotenttir.

Ispat. Teorem 4.8 den dolayi G lokal nilpotenttir ve boylece Teorem 4.3 den dolay1 G

nilpotenttir.

UKSEKDBGRETIM  KURULY
v mlmmsvou MERKEZ!
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Teorem 4.10. G bir sonlu iiretegli olmayan lokal residually central ve hiperabelyan

grup ve her H £ G igin He B, (n = (H), ne N) olsun. O zaman agagidakiler saglanir;

1) Eger G torsiyonsuz ise o zaman G nilpotenttir.

(ii)  Eger G periyodik ise 0 zaman G lokal nilpotenttir.

Ispat. (i) G torsiyonsuz grup oldugundan Sonug 4.7 den dolay1 G nilpotenttir.

(i) F, G nin bir sonlu diretegli altgrubu olsun. [2] Teorem 10.54, Sonug 2 ve hipotez
den dolay1 F sonlu-by-nilpotenttir. Yani F/N nilpotent olacak sekilde N sonlu normal
altgrubu vardir. N = 1 ise F sonlu ve hiperabelyan oldugundan F ¢oziilebilirdir.
Dolayisiyla N ¢oziilebilir. Sonug olarak F ¢oziilebilirdir. Dolayisiyla G lokal
¢oziilebilirdir. [3] 5.4.11 den dolayi G lokal sonludur. [2] Teorem 6.12 in

sonucundan dolay: G lokal nilpotenttir.

Sonug 4.11. G bir sonlu iiretegli olmayan lokal dereceli hiperabelyan periyodik grup

ve her H £ G igin He B, (n, her H £ G igin sabit) olsun. O zaman G nilpotenttir.

Ispat. Teorem 4.10 den dolayr G lokal nilpotenttir ve bdylece Teorem 4.3 den dolay
G nilpotenttir.

Lemma 4.12. G bir radical grup ve her H £ G i¢in HE B, (n, her H £ G igin sabit)

olsun. O zaman asagidakiler saglanir;
6] Eger G p-grup ise o zaman G nilpotent ve G nin nilpotentlik sinifi, o
Roseblade fonksiyonu olmak iizere en fazla o(n) dir.

(ii))  Eger G torsiyonsuz ise o zaman G nilpotenttir.

Ispat. (i) G bir radical grup oldugundan G nin
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1=po(G) <P (G) <p2(G) €p3(G) 4p4(G)..po(G) =G

serisi vardir ki serinin faktorleri lokal nilpotenttir. G nin serisinin terimlerinin
¢oziilebilir oldugunu gosterelim. Eger B = 0 ise agikardir. B = 1 ise p,(G)/p,(G)
lokal nilpotent oldugundan Teorem 4.3 den dolayt p,(G) nilpotenttir. Eger B limit
_ ordinal degilse B-1 var ve p,,(G) ¢oziilebilirdir. Boylece pp(G)/py,(G) lokal
nilpotent oldugundan Teorem 4.3 den dolayr ps(G)/p,_,(G) nilpotenttir. Boylece

Py (G) gozilebilirdir. B limit ordinal ise py(G) = UpY (G) dir. Her y <P igin p,(G)

v<B
goziilebilirdir. G bir p-grup oldugundan her y < B igin p,(G) lokal nilpotenttir.
Teorem 4.3 den dolay: her y < B igin p, (G) nilpotent ve nilpotentlik sinifi en fazla
o(n) dir. Béylece pg(G) nilpotenttir. Ozel olarak p,(G)=G ¢ozilebilirdir ve

boylece Teorem 4.3 den dolay: G nilpotenttir.

(i) Eger B = 0 ise agikardir. B = 1 ise p,(G)/p,(G) lokal nilpotent oldugundan
Teorem 4.3 den dolayt p,(G) nilpotenttir. Eger B limit ordinal degilse -1 var ve
Py (G) gozilebilirdir. Boylece pg(G)/pg,(G) lokal nilpotent oldugundan Teorem
4.3 den dolayr pg(G)/py,(G) nilpotenttir. Boylece p,(G) gdziilebilirdir. Eger B

limit ordinal ise p,(G) =UpY(G) dir. Her y < B igin p,(G) ¢oziilebilirdir. [2]

v<p

Teorem 10.54, Sonug 2 den dolay: her y < B igin p, (G) nilpotenttir ve nilpotentlik
siifi en fazla o(n) dir. Boylece pg(G) nilpotenttir. Ozel olarak p,(G)=G

nilpotenttir.

Lemma 4.13. G bir lokal nilpotent p-grup ve her K £ G igin K kokli-by-sonlu

olsun. O zaman G' £ G dir.
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Ispat. Kabul edelim ki G = G' olsun. A £ G igin A abelyan grup olsun. A sonlu ise A
Chernikov grup dolayisiyla A min sartim saglar. A sonsuz olsun. Hipotezden dolayt
A koOklii-by-sonlu gruptur. O zaman 6yle bir N<A koklii altgrubu vardir ki A/N
sonludur. N bir koklii abelyan grup oldugundan N = DrCyeo dir. N deki Cy0 ye

izomorf ¢arpan sayis1 sonlu ise N Chernikov dur. Béylece A Chernikovdur. N nin
Cpoo ye izomorf garpan sayisi sonsuz ise 0 zaman N nin <aj;> X < 231> X . . . SONsuz
elemanter abelyan altgrubu bulunur ki bu N nin koklii olmasiyla g¢eligir. Sonug olarak

A Chernikov gruptur. Boylece A min sartimt saglar [23] 1.G.4 den dolayi G
Chernikovdur. [24] (1.1) den dolay: G hipermerkezdir. Bundan dolay1 G' £ G dir.

Lemma 4.14. G bir lokal nilpotent p-grup ve her K £ G ve K sonsuz altgrubu igin K

koklii ve ¢oziilebilir olsun, O zaman G' £ G dir.

Ispat. Kabul edelim ki G = G' olsun. A £ G, A abelyan olsun. A sonlu ise 0 zaman A
bir Chernikov gruptur. Dolayisiyla A min sartim1 saglar. A sonsuz olsun. A bir koklii
abelyan grup oldugundan A = DrCpeo dir. A nin Cp0 ye izomorf garpan sayisi sonsuz
ise N=<a;;>X<ay>X...;o(a)=p olmak iizere N altgrubunu g6z oniine alalim.
N elemanter abelyan p-grubu olur ki bu hipotezle geligir. Boylece A = DrCpoo dir. A
nin Cye0 ye izomorf olanlar sonlu sayida ise o zaman A Chernikovdur. Sonug olarak

G lokal nilpotent p-grup ve abelyan altgruplari min sartim1 saglar. [23] 1.G.4 den

dolay1 G hipermerkez p-gruptur. Bdylece G' £ G dir.

Lemma 4.15. G bir lokal nilpotent p-grup ve her K £ G ve K sonsuz altgrubu igin K

koklii ve ¢ozitlebilir olsun. O zaman G hipermerkezdir.

fspat. Lemma 4.14 den dolayn G ¢oziilebilirdir. Kabul edelim ki G hipermerkez

olmasin. O zaman G nilpotent grup degildir. Her K £ G i¢in K sonlu ise 0 zaman K

nilpotenttir. O zaman K sonsuz olsun. Hipotezden dolayr K koklii ve ¢oziilebilir
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gruptur. A, K nin abelyan altgrubu olsun. Eger A sonlu ise o zaman A Chernikovdur
ve min gartini saglar. A sonsuz ise A koklii abelyan grup oldugundan A = DrCpeo dir.
A nin Cye0 ye izomorf ¢arpan sayisi sonsuz ise N=<ap>X<a>X...; o(a;;)=p
olmak iizere altgrubunu gdz Oniine alalim. N elemanter abelyan p-grubu olur ki bu
hipotezle gelisir. Boylece A = DrCyeo dir. A nin Cyeo ye izomorf sonlu sayida ise A
Chernikovdur. Sonug olarak K nin her altgrubu min sartin1 saglar [23] 1.G.4 den
" dolayr K Chernikovdur. [24] (1.1) den dolay1 K bir hipermerkez p-gruptur. Lemma
2.30 dan dolayr K abelyandir. Bdylece G nin her 6z altgrubu nilpotenttir. Eger G
maksimal altgruba sahip degilse o zaman [9] Teorem 3.1 (i), (ii) den dolay1 G nin her

altgrubu altnormal ve G/G' = Cyoo dir. G' Chernikov oldugundan G Chernikov
gruptur. [24] (1.1) den dolayr hipermerkezdir. [18] T;:orem 2.7 den dolay1 G

nilpotenttir. E§er G maksimale sahip ise o zaman G bir metabelyan Chernikov p-

gruptur. Boylece [24] (1.1) den dolay1 G hipermerkezdir.
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5. NILPOTENT OLMAYAN ALTGRUPLARI MAKSIMAL ALTGRUBA
SAHIP OLMAYAN HER OZ ALTGRUBU 3B, OLAN GRUPLAR

Bu boliimde nilpotent olmayan altgruplart maksimal altgruba sahip olmayan her 6z
altgrubu B, olan gruplar incelemistir. Asagidaki sonuglarda nilpotent olmayan
_ altgruplarinin  maksimal altgruba sahip olmamasi 'garti kaldirilamaz; giinkii
G =C,. X(x) lokal dihedral 2-grubu goz 6niine alalim. O zaman G bir hipermerkez
gruptur ve hipermerkez uzunlugu w+1 ve her H £ G i¢in HEB, (n = (H)) ar. C,.,

G nin bir maksimal altgrubudur.

Lemma S.1. G bir hipermerkez p-grup ve her H £ G i¢in He B, (n = (H), neN), G
nin nilpotent olmayan her altgrubu maksimal altgruba sahip olmasin. O zaman G

nilpotenttir.

Ispat. G hipermerkez grup oldugundan G' # G dir. Her H £ G igin He3Bn
oldugundan Teorem 2.24 den dolay1 her H £ G igin H/R nilpotent olacak sekilde R
koklii abelyan normal altgrubu vardir. Boylece her H £ G igin H ¢oziilebilirdir.
G' £ G oldugundan G' ¢ozilebilir ve G/G' abelyan oldugundan dolay1 G

¢oziilebilirdir. Her H £ G i¢in He Bn oldugundan Teorem 2.24 den dolayn H/R
nilpotent olacak sekilde R kéklii abelyan normal altgrubu vardir. Once H nin Baer
grup oldugunu gosterelim. H bir p-grup oldugundan her xe H igin o(x) = p" olacak
sekilde ne N vardir. < x,R > = <x >R nin nilpotent oldugunu géstermek yeterlidir.
Bunun i¢in n iizerine indiiksiyon yapalim. n = 1 ise o(x) = p dir. <x >R nilpotent
olmasin. <x>R/R = <x>/<x>NR dir. Buradan | <x>/<x >r\R| = p dir.
<x>MNR =1 ise R, <x>R nin maksimal altgrubudur. Bu hipotezle geligir.

l<x>MR]| = p ise <x> = <x>NR dir. Buradan xeR olur ki <x>R

nilpotenttir. n>1 olmak fizere o(x)=p" olsun. H nin
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<x>R2<x">R>..2<x" >R altgruplarint géz oniine alalm. i=0, . . . ,n-1
icin [R <x” >R <x”" >]S p dir. Eger R<x > nilpotent degil ise hipotezden
dolay1 <x>R=<x?>R=..=< x"" >R dir. Fakat o(xp"_l) =p oldugundan
yukanidaki incelemeden dolayr R < x> nilpotenttir. Bdylece <x>R
nilpotenttir. Bu ise bir geliskidir. Boylece ispat tamamdir. Her x€H i¢in <x >R

nilpotent oldugundan < x > <<1< x >R<<H dir. Buradan < x > <\<H dir. Béylece

H bir Baer gruptur. H bir Baer grup oldugundan G nin her 6z altgrubu Teorem 2.22
den dolay1 nilpotenttir. Kabul edelim ki G nilpotent olmasin. Hipotezden dolayt G
maksimal altgruba sahip degildir. [9] Teorem 3.1 (ii) den dolay1 G nin her altgrubu
altnormaldir. [18] Teorem 2.7 den dolay1 G nilpotenttir.

Lemma 5.2. G bir lokal dereceli p-grup, her H £ G igin H ¢oziilebilir ve He B,

(n = (H), neN) olsun. Ayrica G nin nilpotent olmayan her altgrubu maksimal

altgruba sahip olmasin. O zaman agagidakiler saglanir;

(i) G ¢oziilebilirdir.

(i) G Fitting gruptur ve G nilpotent-by-Chernikov dur.
(i) G =v,(G)=...dir

(iv)y G/G'=C, dir

Ispat. (i) Kabul edelim ki G ¢bziilebilir olmasin. Her H £ G igin H ¢bziilebilir ve
He B, oldugundan Teorem 2.21 den dolay1r H/N nilpotent olacak sekilde bir normal
altgrubu Ne 9L dir. Ne £ oldugundan bir re N igin K,(N)<Ki(N)<. ..<K(N) =N

L-serisine sahiptir. Ko(N)/K((N) = Ki(N/K(N)) L-gruptur. Boylece K(N) £-
gruptur. Lemma 5.1 in ispatindan dolayr K;(N) nilpotenttir. Yari-koklii gruplar

genigleme kapali ve her L-grup yari-kokli grup oldugundan Ky(N) yari-kokli

gruptur. Lemma 2.30 dan dolay1 Ky(N) bir £-gruptur. Boylece Ki(N) = K,(N) dir.
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Benzer sekilde Ko(N) = K (N) =.... = K,(N) = N oldugundan N, ££-gruptur. Lemma

5.1 in ispatinda dolay1 H nilpotenttir. G nin her 6z altgrubu nilpotent oldugundan [9]
Teorem 3.3. (i) (ii) den G bir Fitting p-gruptur. [8] Teorem 1.1 den dolay1 G

¢oziilebilirdir.

(ii) Kabul edelim ki G bir Fitting grup olmasin. O zaman G nilpotent grup degildir.

Dolayistyla G maksimal altgruba sahip degildir. (i) nin ispatindan dolay1 her H £ G
icin H nilpotenttir. (i) den dolay1 G ¢6ziilebilirdir. [9] Teorem 3.1 (ii) den G nin her
altgrubu altnormaldir. [28] Teorem 1 den dolay:1 G bir Fitting gruptur.

(iii) [11] Teorem 2.12 den goriillir.

(iv) [11] Sonug 2.11 den gortiliir.

Teorem 5.3. G bir hipermerkez periyodik grup; her H £ G i¢in HeB, (n = (H),

ne N) ve G nin nilpotent olmayan her altgrubu maksimal altgruba sahip olmasin. O

zaman G nilpotenttir.

Ispat. G hipermerkez grup oldugundan G, G nin p-bileseni olmak iizere G = DG,
dir. Lemma 5.1 den dolay1 G, nilpotenttir. Her xe G igin X = x;Xz...X; olacak sekilde
xi€ Gy vardur. x% < x%.%.x°, ve x© nilpotenttir. Béylece G bir Baer gruptur.

Teorem 2.22 den dolay1 G nin her 6z altgrubu nilpotenttir. G # G' oldugundan G
¢oziilebilirdir. Kabul edelim ki G nilpotent olmasin. [9] Teorem 3.1 (i) (ii) den dolay:
G nin her altgrubu altnormaldir. Boylece [18] Teorem 2.7 den dolay1 G nilpotenttir.

Lemma 5.4. G bir periyodik lokal nilpotent grup, her H £ G igin HeBn ve

¢oziilebilir olsun. Ayrica G nin nilpotent olmayan her altgrubu maksimal altgruba

sahip olmasin. O zaman agagidakiler saglanir;

@) G ¢ozilebilirdir.
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(i) G nilpotent-by-Chernikov ve Fitting gruptur.
(i) G'=v,(G)=...dir
(ivy G/G'=C,e dir.

Ispat.(i) Kabul edelim ki G ¢oziilebilir olmasin. G periyodik lokal nilpotent grup
oldugundan Gy, G nin bir p-bileseni olmak iizere G = DrG,, dir. G = G, ise Lemma
5.2 den dolay1 G g¢bziilebilirdir. O zaman G # G, dir. Lemma 5.2 nin ispatindakine
benzer olarak her Gy nilpotenttir. Her A€ G igin x = X;X,...x; olacak sekilde xi€ G,

G

vardir. x¢ < lesz...xi , xS nilpotenttir. Bdylece G bir Fitting gruptur. [9] Teorem

3.3.(1) den dolay1 G p-gruptur. Bdylece G ¢oziilebilirdir.

(if) Kabul edelim ki G bir Fitting grup olmasin. O zaman G nilpotent degildir. [9]
Teorem 3.1 (i), (ii) den dolay1 G bir p-grup ve her altgrubu altnormaldir. [28] Teorem

1 den dolay1 G bir Fitting gruptur. {22] Teorem 1 den N<IG vardir ki N nilpotent ve
G/N koklii abelyan sonlu rankli gruptur. Boylece G nilpotent-by-Chernikov dur.

(iii) [11] Teorem 2.12 den goriiliir.

(iv) [11] Sonug 2.11 den goriiliir.

Lemma 5.5. G bir sonlu {islii ¢oziilebilir p-grup olsun. Eger H £ G igin HeB,

(n = (H), ne N) ise 0 zaman G nilpotenttir.

Ispat. G sonlu iisli p-grup oldugundan [2] Teorem 7.17 den dolayt G bir Baer
gruptur. Teorem 2.22 den dolayr her H £ G igin H nilpotenttir. Kabul edelim ki G

nilpotent olmasin. Eger G maksimal altgruba sahip degilse o zaman [9] Teorem 3.1
(ii) den dolay: G nin her altgrubu altnormaldir. Bylece [18] Teorem 2.7 den dolay:
G nilpotenttir. Bu kabuliimiizle geligir. Eger G maksimal altgruba sahip ise o zaman

G nin 6yle bir maksimal altgrubu M ve x elemam vardir ki G = <x>M ve [3]
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12.1.5 den dolay1 M<G dir. Dolayisiyla Lemma 2.29 dan dolayt G nilpotenttir. Bu

kabuliimiizle geligir. Dolayisiyla G nilpotenttir.

Lemma 5.6. G bir lokal nilpotent sonlu {islii ¢éziilebilir grup olsun. Eger her H £ G

icin He B, (n = (H), ne N) ise o zaman G nilpotenttir.

Ispat. G lokal nilpotent ve sonlu iislii oldugundan dolay1 p asal sayt igin Gy, G nin bir
p-bilegeni olmak iizere G = DrG;, dir. G sonlu iisli oldugundan G, de sonlu {isliidiir.

Lemma 5.5 den dolay: her p asal sayis1 igin G, nilpotenttir. x€G olsun. O zaman

G

X = XiX2...X; olacak gekilde xi€ G, vardir. x% < x,%%,%..x8, x© nilpotenttir. Sonug

olarak G bir Baer gruptur. Her H £ G i¢in H nin altnormal altgruplarinin
altnormallik indeksi sinirli oldugundan Teorem 2.22 den dolayr H nilpotenttir. Kabul
edelim ki G nilpotent olmasin. Eger G maksimal altgruba sahip degilse o zaman [9]
Teorem 3.1. (i), (ii) den dolay1 G sayilabilir p-grup ve G/G' = Cyeo dir. Fakat G sonlu
lislii oldugundan bu bir geligkidir. Eger G maksimal altgruba sahip ise o zaman [11]
den dolayn G metabelyan Chernikov p-gruptur. G sonlu iislii p-grup oldugundan
dolay1 Lemma 5.5 den dolay1 G nilpotenttir.

Lemma 5.7. G bir metabelyan p-grup ve her H £ G igin HeB, (n = (H), neN)

olsun. Eger G' nin sonlu islii ise o zaman G bir Fitting gruptur. Eger G bir maksimal

altgruba sahip ise o zaman G nilpotenttir.

Ispat. Kabul edelim ki G bir Fitting grup olmasin. G bir metabelyan grup oldugundan
dolay1 G' abelyandir. Boylece G' < F = Fit(G) dir. Her xeG igin <x,G’> igin

Teorem 2.23 den dolay1 < x,G” > nilpotenttir. Bylece G bir Baer gruptur. Teorem

2.22 den dolayr her H £ G i¢in H nilpotenttir. Eger G maksimal altgruba sahip

degilse o zaman [9] Teorem 3.1 (ii) den dolay1 G nin her altgrubu altnormaldir. [28]
Teorem 1 den dolay1 G bir Fitting gruptur. Eger G bir maksimal altgruba sahip ise o
zaman G = FM olacak sekilde G nin bir F sonlu ve M maksimal altgrubu vardir. [3]
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12.1.5 den dolayt M<G dir. F sonlu ve G Baer grup oldugundan F<<G dir. Lemma
2.29 dan dolayt G nilpotenttir. Béylece G bir Fitting gruptur.

Sonug 5.8. G ¢éziilebilir p-grup ve her i1 £ G igin He B, (n = (H), ne N) olsun. Eger

G' sonlu iislii ise o0 zaman G bir Fitting gruptur.

ispat. G nin ¢dziilebilir uzunlugu d olsun. d iizerine indiiksiyon yapalim. Eger d = 1
ise G abelyan ve bdylece sonug agikardir. Eger d = 2 ise 0o zaman G metabelyandir.
Lemma 5.7 den dolay1 G bir Fitting gruptur. 2 < d ise 0 zaman G" # 1 dir. G' sonlu
iisli grup oldugundan [2] Teorem 7.17 den dolay1 G' srl Engel gruptur. [3] 12.3.3
(ii) den dolay1 G bir Baer gruptur. Teorem 2.22 den dolayr G' nilpotenttir. G/G"
metabelyan p-grup ve GYG" sonlu iisliidiir. Lemma 5.7 den dolay1 G/G" Fitting
gruptur. [3] 5.2.10 dan dolay1 G bir Fitting gruptur.

Lemma 5.9. G bir lokal nilpotent grup ve G' sonlu iislii olsun. Eger her H £ G igin

He B, (n = (H), ne N) ve ¢oziilebilir ise o zaman G ¢oziilebilirdir.

Ispat. Kabul edelim ki G' = G olsun. O zaman G sonlu iisliidiir. [3] 12.1.1 den dolay:

p asal say1 ve Gy, G nin p-bilesenleri olmak iizere G = DrG,, dir. G nin G, bilegenini

gbz Oniine alalim. Lemma 2.26 dan dolayr x€ G, igin (x)% 2 G, dir. [2] Lemma

7.17 den dolay1 (x)° Baer gruptur. Teorem 2.22 den dolay1 (x)° nilpotenttir. xe G

G G

. G G G .
olsun. O zaman x = X;X3...X; olacak gekilde x;€ G, vardir. X~ < X; Xz ..X¢ , dir. X

nilpotenttir. Bdylece G bir Fitting gruptur. Teorem 2.22 den dolay1 her H £ G igin H

nilpotenttir. [9] Teorem 3.3.(i) den dolay1 G bir p-gruptur. [8] Teorem 1.1 den dolayr
G ¢oziilebilirdir.

Teorem 5.10. G bir lokal nilpotent grup ve G' sonlu iislii olsun. Eger her H £ G igin

He B, (n = (H), ne N) ve ¢oziilebilir ise o zaman G bir Fitting gruptur.
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Ispat. Kabul edelim ki G bir Fitting grup olmasin. O zaman G nilpotent grup degildir.
Lemma 5.9 dan dolayr ¢oziilebilirdir. Teorem 2.22 den dolayr her H £ G igin H

nilpotenttir. Eger G maksimal altgruba sahip degilse o zaman [9] Teorem 3.1. (i), (if)
den dolayt G bir p-grup ve G nin her altgrubu altnormaldir. G' # G oldugundan

dolay1 G' nilpotenttir. Her x€ G igin < x > <<G oldugundan Lemma 2.29 dan dolay

G bir Fitting gruptur. Bu bir ¢eligkidir. O zaman G maksimal altgruba sahiptir. [11]
den dolayt G metabelyan Chemikov p-gruptur. Lemma 2.27 den dolayt G

nilpotenttir.
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6. HER OZ HOMOMORFiK GORUNTUSU N, OLAN GRUPLAR

Bu boliimde her 6z homomorfik goriintiisti No olan gruplar incelenmigtir. W. Mdhres

in [7] de elde ettigi baz1 sonuglarin bir genellemesi yapilmustir. % bir grup sinifi

olmak tizere eger her 1 # N<G ve N £ G igin G/Ney fakat Gy ise G ye bir just-
non-y, grup denir. Just-non-x grup simfini ¢alisirken dogal olarak gruplarin basit

olmadigini kabul ediyoruz.
Lemma 6.1. G bir just-non-Np grup olsun. O zaman asagidakiler saglanir;

G  Z(G)=1dir.

(i) G ¢oziilebilir olmas: igin gerek ve yeter sart Fit(G) # 1 olmasidir.
(iii) G'# Gdir.
(iv)  Eger G bir p-grup ise G asikar olmayan sonlu normal altgruba sahip degildir.

Ispat. (i) Kabul edelim ki Z = Z(G) # 1 olsun. O zaman her K < G i¢in KZ/Z<<IG/Z

dir. Buradan K< <G dir. Bu G nin just-non-Nn grup olmasiyla gelisir.

(ii) Kabul edelim ki Fit(G) # 1 olsun. O zeman G, agikar olmayan normal nilpotent N
altgrubuna sahiptir. Hipotezden dolaytr G/N nin her altgrubu altnormaldir. [16]
Teorem 7 den dolay1 G/N ¢oziilebilirdir. Béylece G ¢oziilebilirdir.

Karsit olarak G ¢oziilebilir olsun. O zaman G = 1 olacak sekilde deN vardir.

Dolayisiyla G bir abelyan gruptur. Boylece GUV4G ve GUP nilpotenttir. Sonug
olarak Fit(G) # 1 dir.

(iii) Kabul edelim ki G=G' ve N, G nin bir 6z normal agikar olmayan altgrubu olsun.

O zaman G/N nin her altgrubu altnormaldir. [16] Teorem 7 den dolayi G/N

coziilebilirdir. Buradan G'N/N # G/N dir. Bu bir geligkidir. Boylece G' £ G dir.
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(iv) Kabul edelim ki F, G nin bir agikar olmayan normal sonlu altgrubu olsun. O
zaman Fit(G) # 1 dir. (ii) den dolay1 G ¢oziilebilirdir. G bir p-grup oldugundan G
lokal nilpotenttir. G bir minimal normal altgruba sahip oldugundan Z(G) # 1 dir. Bu

ise (i) ile celigir.

Lemma 6.2. G bir just-non-Np, lokal nilpotent, torsiyonsuz grup olsun. O zaman

© G #Fit(G) dir.

Ispat. Kabul edelim ki G = Fit(G) olsun. O zaman Lemma 6.1. (iiy den G
¢oziilebilirdir. Boylece F = Fit(G) # 1 dir. Simdi G nin her normal nilpotent
altgrubunun abelyan oldugunu gosterelim. N, G nin bir abelyan olmayan normal
nilpotent altgrubu olsun. N abelyan grup olmadigindan dolay1 N' # 1 ve boylece
I(N) # 1 dir. Aynica Ig(N')<G dir. Hipotezden dolayt G/Ig(N") her altgrubu
altnormal torsiyonsuz gruptur. [20] Teorem 1 den dolay1 G/Ig(N') nilpotenttir. [7]
Lemma 4.3.1 den G nilpotenttir. Bu G nin just-non-Np grup olmasiyla ¢elisir.

Boylece N bir abelyan gruptur. G = Fit(G) oldugundan her xe G igin < x > <IN dir.

Dolayisiyla < x >® abelyan gruptur. Boylece < x > <<G ve <x > nin G igindeki
Vi g

altnormallik indeksi en fazla 2 dir. Buradan G bir 3-Engel gruptur. G bir torsiyonsuz
ve ¢oziilebilir oldugundan [1] Teorem 7.36 dan dolayi G nilpotent olur ki bu bir
celiskidir.

Teorem 6.3. G bir just-non-Np ve metabelyan p-grup olsun. O zaman G sonsuz

islidiir.

Ispat. Kabul edelim ki G sonlu @islii olsun. G metabelyan p-grup oldugundan G'

nilpotenttir. Boylece Fit(G) # 1 dir. Her N £ G ve 1 # N<G igin G/N nin her

altgrubu altnormal ve sonlu iisli oldufindan [17] Teorem 2.7 dolayi G/N
nilpotenttir. Lemma 6.1. (i) den dolaytr Z(G) = 1 dir. Boylece G bir just-non-
hipermerkez gruptur. [4] Lemma 12.9 dan do.ay1 F = Fit(G) bir elemanter abelyan p- -

gruptur. G/F nilpotent oldugundan her xe€ G igin < x,F > <<G dir. Teorem 2.23 den
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dolayr < x,F> nilpotenttir. Boylece G bir Baer gruptur. Her xeG igin <x > <<G

ve G'4G nilpotent oldugundan Lemma 2.29 dan dolayr G bir Fitting gruptur.
Buradan G = F dir. Béylece G = Z(G) dir. Bu ise Z(G) = | olmasiyla geligir. Boylece

G bir sonlu {islii grup olamaz.

. Lemma 6.4. G bir just-non-Np p-grup ve Fit(G) # 1 olsun. Eger G sonlu iislii ise o
zaman G bir Baer gruptur. Ayrica G' nilpotent degildir.

ispat. Fit(G) # 1 oldugundan Lemma 6.1.(ii) den dolay1 G ¢dziilebilirdir. G nin agikar
olmayan her normal altgrubu N igin [17] Teorem 2.7 den dolayr G/N nilpotenttir.
Lemma 6.1. (i) den dolayt G bir just-non-hipermerkez gruptur. [4] Lemma 12.9 dan
dolay1 F = Fit(G) bir elemanter abelyan p-gruptur. G/F nilpotent oldugundan her

xeG igin < x,F> <<G dir. Teorem 2.23 den dolay1 < x,F > nilpotenttir. Boylece G
bir Baer gruptur. G' nilpotent ise G = Fit(G) dir. Bu G nin just-non-Ng grup olmasiyla

celigir.

Teorem 6.5. G bir just-non-Np, lokal nilpotent, torsiyonsuz grup ve F = Fit(G) # 1

olsun. O zaman agagidakiler saglanur;

1) F ve G/Cg(F) torsiyonsuz nilpotenttir.
(i)  G/F torsiyonsuzdur.

(i) Eger F # zFeZ(G/F) ise Cx(z) = 1 dir.
(iv)  F sonlu ranka sahip degildir.

(v) F=Ig(F) dir.

(vi) HerxeGigin < x,F> metabelyandir.

Ispat. (i) F = Fit(G) # 1 oldugundan Lemma 6.1 (ii) den dolay1 G ¢oziilebilirdir.
Boylece [1] Lemma 2.17 den dolayt Cg(F) < F dir. Eger G = Cg(F) o zaman ise

Z(G) # 1 dir. Bu Lemma 6.1. (i) ile celigir. Dolayistyla G # Cg(F) dir. Her xeF < G
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i¢in < x > nilpotenttir. Lemma 6.2 nin ispatindaki gibi < x > abelyandir. Boylece

F, bir 3-Engel gruptur. [1] Teorem 7.36 dan dolay1 F nilpotenttir.

(i1) (i) den dolayt F # G dir. 1 # T/F < G/F ve T/F = T(G/F) periyodik kism1 olsun.
T/F < G/F dir. Buradan T < G dir. T/F periyodik oldugundan xe T\F i¢in dyle bir

ne N vardir ki x"€F dir. (i) den dolay1 F abelyan oldugundan [x",F] = 1 dir. Buradan

x€ Cg(F) dir. Boylece G/F torsiyonsuzdur.

(iii) (i) den dolay: F nilpotent grup oldugundan Lemma 6.2 nin ispatindan dolayr F
abelyan ve F = Cg(F)dir. ¢ : F —» F; a — [a,z],. seklinde tanimlayalim.

F # zFe Z(G/F) oldugundan [z,G] < F dir. Her ne Z ve x,ye F i¢in (xy)" = x"y" dir. @,
bir homomorfizma oldugundan @, F nin ZG-endomorfizmasidir. Im(@) = [z,F] ve
Ker(g) = Cg(z) ler F nin G-invariant altgruplandir. z& Cg(F) oldugundan Cg(z) # F

dir. Kabul edelim ki Cg(z) # 1 olsun. O zaman Cg(z)<G dir. G/Cg(z) nin her altgrubu
altnormal altgrup oldugundan dolayr [14] Teorem 11 den dolay1 G/Cgz)

hipermerkezdir. Boylece [3] Exercies12.2.1 den dolayt (F/Cx(z))NZ(G/Cg(z)) # 1 dir.
O zaman bir Cg(z) # aCgz)e (F/ICKz))NZ(G/CHz)) vardir. ag CH{z) oldugundan
dolayi a,=[a,z]#1 dir. geG olsun. [3] 5.1.5 (iv) den dolayi
[[a.z)g ' [[z“' g7 ]a]g [[g,a ],z"]a =1 dir. zFe Z(G/F)
oldugundan [z',g™'Je Fve [[z™,g™"}a]=1 dir. Bundan baska aCr(z)e Z(G/Cr(z))
oldugundan [galeCrz) ve [[galz]=1 dir. [[a,z]g]=[a,,g] dir. Boylece
a1€ Z(G) olur ki bu bir geligkidir.

(iv) Kabul edelim ki F sonlu ranka sahip olsun. [2] Lemma 6.37 den dolay: &yle bir

re N vardir ki F < Z,(G) dir. Béylece F = 1 olur ki bu bir geligkidir.

(v) [14] Lemma 1 (iii) den dolay1 F = I(F) dir.
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(vi) Her x€F igin <x,F>/F abelyandir. Buradan (< x,F>)'<F dir ve (i) den

dolay1 F abelyandir. Boylece < x,F > metabelyandir.

Lemma 6.6. G, her altgrubu altnormal ve her homomorfik goriintiisii hipermerkez

grup olsun. O zaman asagidakiler saglanir;

i) G bir hipermerkez gruptur.
(i)  Eger G periyodik ise G nilpotenttir.

Ispat. (i) Eger G sonlu ise o zaman [3] 5.2.4 (ii) den dolay: G nilpotenttir. O zaman G
yi sonsuz kabul edebiliriz. G nin her altgrubu altnormal oldugundan [22] Teorem 1
den: dolay1 G = Fit(G) dir. Kabul edelim ki G bir hipermerkez grup olmasmn. O zaman
G just-non-hipermerkez gruptur. [4] Lemma 12.9 dan dolayir Fit(G) elemanter
abelyan p-grup ya da torsiyonsuz abelyan grup olur ki bu bir g¢eligkidir. Boylece G

hipermerkezdir.

(ii) G bir periyodik ve her altgrubu altnormal oldugundan (i) ve [18] Teorem 2.7 den
dolay1 G nilpotenttir.

Lemma 6.7. G bir CC-grup ve G nin her altgrubu altnormal olsun. O zaman G

nilpotenttir.

Ispat, G bir CC-grup oldugundan [29] Lemma 2.41 den dolayr G/Z(G) residually
Chernikovdur. G/Z(G) residually Chernikov ve CC-grup oldugundan [5] Teorem 6.2
den dolayr G/Z,(G) periyodiktir. G lokal nilpotent grup ve [24] (1.1) den dolay1 G
hipermerkezdir. G/Zx(G) hipermerkez periyodik ve her altgrubu altnormal
oldugundan [18] Teorem 2.7 den dolayt G/Z(G) nilpotenttir. Dolayistyla G/Z(G)

nilpotenttir. Sonug olarak G nilpotenttir.

Lemma 6.8. G sonsuz just-non-Np olsun. O zaman G bir CC-grup degildir.
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Ispat. G bir CC-grup olsun. O zaman 1 # N<G igin G/N CC-grup ve her altgrubu

altnormaldir. Lemma 6.7 den dolay1 G bir just-non-nilpotenttir. Lemma 6.1 (i) den
dolay1 G bir just-non-hipermerkez gruptur. [4] Lemma 12.9 den dolay1 F = Fit(G) bir
eclemanter abelyan p-gruptur. Ayrica her x€G icin K =<x >® Chemikovdur. [6]
Lemma 1.5.10 dan dolayi 1 # LcharK vardir ki L sonludur. [4] Lemma 12.8 den
dolay1 G sonludur. Bu bir ¢eligkidir.

Lemma 6.9. G bir p-grup; A, G nin bir abelyan normal altgrubu ve G/A elemanter
abelyan p-grup olsun. Ayrica G nin her 6z homomorfik goriintiisii No olsun. O zaman

G nilpotenttir.

Ispat. Kabul edelim ki G nilpotent olmasin. O zaman [15] Teorem 12 den dolay1 G,
Np degildir. A nilpotent oldugundan F = Fit(G) # 1dir. Ayrica G bir just-non-Np-

gruptur. Eger her 1 # N<G, N £ G igin G/N nilpotent ise o zaman G just-non-
nilpotent gruptur. [4] Lemma 12.9 dan dolay1 F, G nin bir elemanter abelyan p-

grupbudur. A < F oldugundan ve hipotezden G" <A? <P =1 dir. Boylece G

sonlu {iskiidiir, fakat bu Teorem 6.3 ile gelisir. Dolayisiyla 6yle bir 1 # N<G vardir ki
G/N  nilpotent  degildir.  Fakat  hipotezden  dolayi1 = G/NeNp dir.
G=G/N ve A=AN/N olsun. Eger G =A ise o zaman G=AN ise G/N abelyan

olur ki bu bir ¢eligkidir. Boylece G#A,GeN o Ve G/A bir elemanter abelyan p-

grup ve A abefyandlr. [17] Lemma 2.5 den dolay1 G nilpotenttir. Bundan dolay1 G

bir nilpotent gruptur.

Teorem 6.10. G bir p-grup ve G nin her 6z homomorfik goriintiisii No olsun. Eger G
nin G/N sonlu iislii olacak sekilde G nin agikar olmayan bir 6z normal altgrubu N var

ve N nilpotent ise o zaman G nilpotenttir.
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Ispat. N £ G, 1 # N<G, N nilpotent oldugundan Fit(G) # 1 dir. G/N sonlu tislii ve
G/NeNp oldugundan [16] Teoremi 7 den dolayt G/N ¢oziilebilidir. G/N nin

¢oziilebilir uzunlugu n olsun. O zaman

N=G,=...Gy=G

serisi vardir ki G;<G ve G;.)/G; (i = 1, . . ., n) bir elemanter abelyan p-gruptur. n

lizerine indiiksiyon yapalim. Eger n = 0 ise o zaman N = G ve boylece G nilpotenttir.
Simdi n = 1 olsun. O zaman N = G; ve G = Gy ve G/N bir elemanter abelyan p-

gruptur. N abelyan olmasin. O zaman N' # 1 dir. G/N' béliim grubunu goz Oniine

=G/N elemanter

7 =

alalim. G # N' ve N/N' < G/N' dir. N/N' abelyan ve E;N

abelyan p-gruptur. G/N'eNp oldugundan [17] Lemma 2.5 den dolay1 G/N'
nilpotenttir. [3] 5.2.10 dan dolay1 G nilpotenttir. Eger N abelyan ise Lemma 6.9 dan

dolay1 G nilpotenttir. Bir ie< 1, n > i¢in G; nilpotent olsun. Simdi Gj.; nin bir
nilpotent oldugunu gosterelim. G;{'<G;; ve G;'<G dir. Lemma 6.9 dan dolay1 G;
abelyan grup olmadifindan G;' # 1 dir. G/G{' < G;.i/Gi' < Gi/G;i' dir. Hipotezden

dolay1 G;.1/Gi'e No, Gi/G;' abelyan ve (Gi.1/Gi")/(Gi/Gi") elemanter abelyan p-gruptur.
[15] Teorem 12 den dolayt Gi.//G;' nilpotent gruptur. [3] 5.2.10 dan dolay1 G,

nilputenttir. Bdylece G nilpotenttir.

Sonug 6.11. G ¢oziilebilir bir sonlu Uslii bir p-grup olsun. Ayrica G nin her 6z

homomorfik goriintiisti Ny olsun. O zaman G nilpotenttir.

Ispat. G ¢oziilebilir grup oldugundan G nin ¢dziilebilir uzunlugu d olsun. O zaman
G9 = 1 ve G nilpotent gruptur. G sonlu iislii oldugundan G/G®™" sonlu iislidilr.
Teorem 6.10 dan dolay1 G nilpotenttir.

Lemma 6.12. G ¢oziilebilir bir p-grup ve her 6z homomorfik goriintlisti Np olsun.

Eger G nilpotent-by-sonlu iislii ise o zaman G nilpotenttir.
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Ispat. G ¢oziilebilir oldugundan Fit(G) # 1 dir. Hipotezden dolay: N<iG, N nilpotent

ve G/N sonlu iisliidiir. Eger N = 1 ise G sonlu iislii oldugundan Sonug 6.11 den
dolayt G nilpotenttir. Eger 1 # N, G/N sonlu {islii ise Teorem 6.10 dan dolay1 G

nilpotenttir.

Lemma 6.13. G bir metabelyan Engel p-grup ve [G', G’] = 1 olsun. Eger G nin her 6z

homomorfik goriintiisti Ny ise o zaman G nilpotenttir.

Ispat Kabul edelim ki G nilpotent olmasin. O zaman [15] Lemma 4 den dolay1 G, Ny

da degildir. Boylece G bir just-non-Np-gruptur. aeG' ve xeG igin

_ .
1=[a,x"]=]]la,x]'"/ dir. Buradan [a,x]’ =]]la,;x]'"/ €[a,,x]*" dir. Her

= 2
neN icin [a,x]" € [a,,, x]™ dir. G bir Engel grup oldugundan her x,ye G igin oyle
bir keN vardr ki f[y,,x]=1 dir. Her xeG ve aeG igin
", x]=[a,x]"" €[a, x]*> =1 dir. Buradan (G')"" <Z(G)dir. Lemma 6.1.(i)
den dolayt Z(G) = 1 dir. Z(G) = 1 oldugundan G' sonlu islii p-gruptur. C = Cg(G")
olsun. G° < C dir. [G™,G]<[C*",G]=[C,G" <(G")"" =1 dir. Boylece

G* < Z(G) =1 ve dolayistyla G sonlu Gsliidiir. Bu ise Teorem 6.3 ile gelisir.

Lemma 6.14. G bir ¢oziilebilir p-grup ve G' sonlu islii olsun. Ayrica G bir Engel

grup ve her 6z homomorfik goriintiisii Np olsun. O zaman G nilpotenttir.

Ispat. Kabul edelim ki G nilpotent olmasin. Her N £ G, 1 # N<G igin G/Ne N,

(G/N) sonlu iislii ve G bir Engel grup oldugundan [18] Teorem 1.2 den dolayr G/N
nilpotenttir. Boylece G bir just-non-nilpotent gruptur. {4] Lemma 12.9 dan dolay1
Fit(G) = F # 1 bir elemanter abelyan p-gruptur. G/F hipotezin sartlarini sagladigindan

G/F nilpotenttir. x€G i¢in <x,F> <<G ve Teorem 2.23 den dolay1 G bir Baer
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gruptur. O halde G' bir sinirlt Engel gruptur. [3] 12.3.3 (ii) den dolay1 G’ = UZi (G")

i=0
dir. Bir ieN igin Z(G") # 1 dir. G/Zi(G")e Ny ve hipotezin sartlarim sagladigindan
G/Z;(G") nilpotenttir. Dolayisiyla G/Z;(G') nilpotenttir. Boylece G' nilpotenttir. G bir
Baer grup cidugundan Lemma 2.29 dan dolay1 G = Fit(G) dir. Bu bir geligkidir.

Sonug olarak G nilpotenttir.

Lemma 6.15. G bir lokal nilpotent grup ve her H £ G i¢in H nimn her altgrubu

altnormal olsun. O zaman G ¢oziilebilirdir.

Ispat. Kabul edelim ki G ¢éziilebilir olmasin. O zaman G = G' dir. [16] Teorem 7 den
dolayr her H £ G ¢oziilebilirdir. Eger T(G) = 1 ise G nin her 6z altgrubu [20]
Teorem 1 den dolay: nilpotenttir ve bdylece [9] Teorem 2.1 den dolayr G nilpotenttir.
O zaman T(G) # 1 dir. Eger T(G) # G ise hipotezden dolay: T(G) ¢6ziilebilirdir.
G/T(G) torsiyonsuz oldugundan G/T(G) ¢6ziilebilirdir. Dolayisiyla G ¢oziilebilirdir.
Boylece G bir periyodik gruptur. [3] 12.1.1 den dolayr G, ler G nin p-bilegenleri
olmak iizere G = DrG, ve [28)] Teorem 1 den dolayr nin her G, bir nilpotent-by-
Chernikov gruptur. Eger G bir p-grup ise o zaman [8] Teorem 1.3 den dolay1 G
nilpotent-by-Cherikov gruptur. Dolayisiyla G ¢oziilebilirdir. G = DrG, ise her G,
nilpotent-by-Chernikov gruptur. G, ler ¢6ziilebilir oldugundan G # G' dir. Boylece G

¢oziilebilirdir.

Lemma 6.16. G bir lokal nilpotent grup ve her H £ G igin H nin her altgrubu

altnormal olsun. Eger G nilpotent-by-sonlu iislii ise o zaman G hipermerkezdir.

Ispat. Lemma 6.15 den dolayi G g¢ozilebilirdir. G nilpotent-by-sonlu iislii
oldugundan Oyle bir N<G, N nilpotent altgrubu vardir ki G/N sonlu iisliidiir. Eger

1 = N ise o zaman G sonlu iisliidiir. [17] Teorem 2.7 den dolayr her H £ G igin H

nilpotenttir, Eger G maksimal altgruba sahip degilse o zaman [9] Teorem 3.1 (i), (ii)
den dolayt G nin her altgrubu altnormaldir. [17] Teorem 2.7 den dolayi1 G
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nilpotenttir. Eger G maksimal altgruba sahip ise o zaman [11] den dolay1 G
metabelyan Chernikov p-gruptur. [24] 1.1 den dolay1 G hipermerkezdir.

Simdi 1 # N<G olsun. Her H £ G i¢in HN/N < G/N ve hipotezden dolay1 HN/N
sonlu sli ve her altgrubu altnormaldir. HN/N # G/N ise [17] Teorem 2.7 den dolayi
. HN/N nilpotenttir. HN/N = G/N ise HN = G dir. G/N = HN/N = H/HNN dir. H min
her altgrubu altnormal ve H/HNN sonlu iislii oldugundan [15] Teorem 12 den dolay1
H nilpotenttir. Bylece her H £ G i¢in H nilpotenttir. Eger G maksimal altgruba

sahip degilse o zaman [9] Teorem 3.1 (ii) den dolay1 G nin her altgrubu altnormaldir.
[15] Teorem 12 den dolayir G nilpotenttir. Eger G maksimal altgruba sahip ise o
zaman [11] den dolayr G metabelyan Chernikov p-gruptur. [24] (1.1) den dolay1 G

hipermerkez gruptur.

Sonug 6.17. G bir periyodik lokal nilpotent grup ve her H £ G i¢in H min her
altgrubu altnormal olsun. Eger G nilpotent-by-sonlu {islii ise G nilpotent ya da G nin

hipermerkez uzunlugu o+1 dir.

Ispat. Lemma 6.16 dan dolayt G hipermerkez gruptur. G nilpotent-by-sonlu uslii
oldugundan G/N sonlu iislii olacak gekilde N<G nilpotent altgrubu vardir. Boylece

her H £ G igin HN/N sonlu iisli oldugundan H nilpotenttir. Béylece G nin her 6z

altgrubu nilpotenttir. Eger G maksimal altgruba sahip degilse o zaman [9] Teorem
3.1 (i), (ii) den dolay: G nin her altgrubu altnormal ve G bir p-gruptur. [18] Teorem
2.7 den dolay: G nilpotenttir. Eger G maksimal altgruba sahip ise o zaman [11] den

dolay1 G metabelyan Chernikov ve hipermerkez uzunlugu w+1 olan bir p-gruptur.

Simdi; G bir grup, her H < G igin HeB, (n = (H), neN) olan gruplarn simfi

Ge B™ ile gosterelim.
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Lemma 6.18. G bir hypocentral lokal nilpotent grup ve her H < G igin He B,

(n = (H), ne N) olsun. O zaman G hipermerkezdir.

Ispat. Once kabul edelim ki G ¢oziilebilir olmasin. Her i€ {1,2,. . . ,m} i¢in H/y;(H)
nilpotenttir. H/y;(H)e B, oldugundan dolayi H/y;(H) nin nilpotent sinift Roseblade
" fonksiyonu & olmak iizere o(n) dir. Buradan Y ome D LY (H) dir. T = o(n)+2 igin

Y,(H)=¥,,,(H) =.. dir. Fakat. G hypocentral grup oldugundan dolay1 H da bir

hypocentral gruptur. Boylece her H £ G igin H nilpotenttir. G ¢dziilebilir

olmadigindan [9] Teorem 3.3 (i) (ii) den dolay1 G bir p-grup ve Fitting gruptur. Fakat
[8] Teorem 1.1 den dolayt G' # G oldugundan G ¢oziilebilirdir. Bu bir geligkidir.

Simdi de katul edelim ki G hipermerkez grup olmasin. O zaman G nilpotent degildir.

Yukaridaki incelemeden dolay1 G ¢oziilebilirdir ve her H £ G i¢in H nilpotenttir.

Eger G maksimal altgruba sahip ise [11] dolayt G bir metabelyan Chernikov p-
gruptur. Boylece [24] (1.1) den dolay: G bir hipermerkez gruptur. Eger G maksimal
altgruba sahip degilse [9] Teorem 3.1 (i) (ii) den dolay1 G nin her altgrubu altnormal
ve sayilabilir p-gruptur. [22] Teorem 1 den dolayr G Fitting gruptur. Teorem 2.24
den dolayt G nilpotenttir.

Lemma 6.19. G bir hipermerkez p-grup ve her 6z homomorfik goriintiisii B*, grup

olsun. O zaman G nilpotenttir.

ispat. G bir hipermerkez grup oldugundan Z(G) # 1 dir. Hipotezden dolay1
G/Z(G)e B, dir. Teorem 2.24 den dolay dyle bir N/Z(G)<G/Z(G) vardir ki N/Z(G)
bir koklii abelyan gruptur ve G/N nilpotenttir. [2] Teorem 9.23 (ii) den dolay
N/Z(G) < Z(G/Z(G)) dir. Buradan N < Z,(G) dir. Sonug olarak G/Z,(G) nilpotenttir.

Boylece G nilpotenttir.
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Teorem 6.20. G bir just-non-B*,, lokal nilpotent ve hypocentral, Fit(G) # 1 olsun. O

zaman asagidakiler saglanir;

(i) G goziilebilirdir.
(i)  Eger G bir p-grup ve G' nilpotent ise G hipermerkezdir.

Ispat. (i) Fit(G) # 1 oldugundan bir 1 # N<G icin G/Ne B", dir. Lemma 6.18 den

dolayt G/N hipermerkezdir. G/NeB", oldugundan Teorem 2.24 den dolay1 G/N

coziilebilirdir. Boylece G ¢oziilebilirdir.

(ii) Kabul edelim ki G hipermerkez grup olmasin. Lemma 6.18 den dolayr her
1 # N<G igin G/N hipermerkezdir. G hipermerkez olmadigindan dolayt G just-non-
hipermerkcz gruptur. [4] Lemma 12.9 den dolay1 F = Fit(G) elemanter abelyan
gruptur. G' nilpotent oldugundan G/F nilpotenttir. Her x€G i¢in < x,F> <<G dir.

Teorem 2.23 den dolay1 < x,F > nilpotenttir. Boylece G Baer gruptur. Her x€ G igin

<x><<G ve G'4G oldugundan Lemma 2.29 dan dolayr <x >° nilpotenttir.

Béylece Fit(G) = G dir. Boylece G abelyan gruptur. Bu bir geliskidir. Boylece G

hipermerkez gruptur.
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