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G bir grup ve H de onun bir alt grubu olmak tizere, H nin merkezleyeni
olan Cg (H) eger H tarafindan iceriliyorsa, H ye kendinden merkezli alt grup

denir. Bu calismada asikar olmayan her alt grubu, kendinden merkezli olan
gruplarin C sinifi Uizerinde galisilmistir. Ayrica H, G nin devirli olmayan bir alt

grubu iken CG(H)EH ozelligine sahip G gruplannin % simiflar

incelenmistir. Tim devirli gruplarin % sinifinda oldugu ve X% simfinin C
simfini icerdigi aciktir. Bu simiftaki nilpotent ve stiper ¢ozulebilir gibi 6zel gruplar
g6z oninde bulundurulmustur. Ayni zamanda % sinifindaki sonlu p-gruplar ve
sonlu basit gruplar da ¢ahisilmistir. Yukarida sozi edilen ¢alismalarla ilgili 6rnekler
incelenmis ve yeni 6rnekler ele alinmastir.

Anahtar Kelimeler: Kendinden merkezli alt gruplar, p-gruplar, basit gruplar,
nilpotent gruplar, stiper ¢ozulebilir gruplar
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A subgroup H of a group G is self-centralizing if the centralizer
Cs (H)is contained in H . Let denote the class of all groups, in which all non-

trivial subgroups are self-centralizing, by C . We consider some special families of
groups in C namely nilpotent groups and siiper solvable groups are studied. And
we focus on the class % of groups G with the property that if H is a non-cyclic

subgroup of G, then Cg (H ) £ H . It is trivial that all cyclic groups are in the

class %X and class C is contained in the class -%X-. We also study the finite

p-groups and finite simple groups in % . Morever, we study the examples about
these subjects and give some different examples.

Keywords: Self-centralizing subgroups, p-groups, simple groups, nilpotent groups,
super solvable groups



GENISLETILMIS OZET

G bir gup ve H, G nin  bir alt grubu iken
Co(H)={gTG|"hTH igin gh=hg} seklinde tammlanan H nin
merkezleyeni H nin kendi icinde yer aliyorsa, H ye kendinden merkezli (merkezi
kendinde) alt grup denir.

C ile asikar olmayan alt gruplar: kendinden merkezli olan gruplarin sinifini,
> ile de H, G nin devirli olmayan bir alt grubu oldugunda C,(H)£ H
ozelligini tastyan G gruplarinin sinifini gésterelim. Bu ¢alismada daha ¢ok X%
stnifindaki gruplarin siniflandirmasini inceleyecegiz. Tamimdan dolay: tum devirli
gruplarin 2% sinifinda oldugu agiktir.

2% sinifindaki nilpotent gruplari inceledigimizde; sonlu gruplarin

ailesindeki her bir G grubunun herhangi bir alt grubu Z (G) yi iceriyorsa bu aile

% simfinda yer alir. Degismeli bir G grubunun -%- simifinda olmast igin;

devirli,
¢ o seklindeki Prifer p-grubuna izomorf,
C, "~ C, gibi p asal derecesinden iki grubun carpimina izomorf

sartlarindan birini saglamasi gerekir. % simfindaki bir nilpotent grup ya
degismelidir ya da sonlu dereceden bir p-gruptur. Sonlu ve degismeli olmayan bir

p-grubun % sinifina ait olmast igin
p tek bir say1 iken derecesi p* olmals,

p =2 iken

U derecesi 2" olan D2n dihedral,



U derecesi 2" olan SD2n yar: dihedral,

U derecesi 2" olan an genellestirilmis quaternion

gruplarindan birine izomorf olmalidir. Son olarak % sinifindaki her degismeli
olmayan nilpotent p-grup sonludur.

X sinifindaki nilpotent olmayan gruplar incelendiginde, devirli olmayan
stper cozilebilir bir grup % simfinda ise ya sonlu oldugu ya da sonsuz bir
dihedral gruba izomorf oldugu sonucu elde edilmistir. Devirli olmayan bir P
grubunun % sinifina ait olmasi icin X , derecesi p — 1 ile béliinen ve P zerinde
sabit noktasiz bir etkiye sahip olan devirli bir grup olmak lizere, X = P seklinde

yazilmasi gerekir. Devirli bir G grubun X- sinifina ait olmas igin;

C ile D devirlive D, C (zerinde sabit noktasiz bir etkiye sahip iken;
G = D = C seklinde yazilmasi,

C tek dereceli devirli grup, D genellestirilmis quaternion grup ve
Z(G) = Z(D) iken G = D « C seklinde yazilmast,

C devirli gt-grup, D devirli g-grup (burada q, G derecesini bolen en
kiiclik asal) ve 1 < Z(G) < D iken G = D = C seklinde yazilmasi

gerekir.

D,, dihedral grubunun 2% simfinda olabilmesi icin n tamsayisinin tek

veya 2 nin bir kuvveti olmasi gerekir.

Son olarak X~ sinifindaki degismeli olmayan sonlu basit gruplarin, q sayisi
4, 9, bir Fermat asal: ve ya bir Mersenne asali olmak tzere, PSL, (q) gruplar

oldugu gorilmistar.



TESEKKUR
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Son olarak, lisans hayatimdan baslayarak bugline kadar bilgileriyle ve
sicakliklaryla iizerimde emegi olan Cukurova Universitesi Matematik béliimiiniin

bltin degerli hocalarina sonsuz sayg: ve tesekkirlerimi sunarim.



ICINDEKILER SAYFA

O Z ettt |
F =TSy 7Yoo I
GENISLETILMIS OZET w.ovoooooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e e seseeeeseee s 1
TESEKKUR ..o eeeeeeee s ssee e sese s v
(@3 N0 T = = OO VI
N =1 (M I =I=00) 4 N} SO Vil
A C) (=] 1T 1
2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER ......coimmoveeeesieeeeeseeseeeeeessseeeeeeeeseeseseseens 5
3. % SINIFINDAKI NILPOTENT GRUPLAR .....covvecereeeeeeerseeeeeeesesssneeseens 19
4. % SINIFINDAKI NILPOTENT OLMAYAN GRUPLAR............coovrmvrrcrrn. 27
N T = S 49
(04101 KOO 51

Vi






SEKILLER DiziNi SAYFA

SekKil 2.1, KIEIN-4 GIUDU......ccv i 9
Sekil 2.2. Karenin Simetrileri Grubu (D4) .......c.coviiiiiii i 9
Sekil 3.1. Ispatta Verilen Grup OINEGi.........ccveveveeeveeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 23
Sekil 4.1. ispatta Verilen Grup OIMNEGi.........cccvuevevceeveeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 34

Vil






1. GIRIS Mustafa BILGIN

1. GIRIS

G bir grup ve H, G nin bir alt grubu olmak tzere; eger CG(H)

merkezleyeni H nin icinde yer ahyorsa, H ye kendinden merkezli (merkezi
kendinde) alt grup denir. Simdi C ile asikdr olmayan alt gruplarinin merkezi
kendinde olanlarin sinifin1 gésterelim. Bu durumda sonlu bir grubun C sinifina ait
olmast igin gerek ve yeter kosul ya asal dereceden devirli olmasi ya da p ve q asal,
qg<pvep=1(mod q) iken pq dereceli ve degismeli olmamasidir. C deki sonsuz
gruplar, asikar merkeze sahiptir; dahasi, bunlarin asal dereceli her eleman:
periyodiktir. Bunu C deki yerel sonlu gruplarin da sonlu olmas: takip eder.
(Deaconescu, 1989) da asal dereceli tim elemanlar ile sonlu gruplar
siniflandirilmastir. Bdyle bir grubun elemanlarinin dereceleri olan asal sayilarin en
fazla 3 oldugu gorilur. Asal dereceden tum elemanlara sahip gruplarin sinifi kapah
oldugundan, C sinifindaki rezidilli sonlu gruplarin sonlu kuvvete sahip oldugu
sonucuna varilabilir. Buradan standart bir ispatla C simifinin yerel dereceli
gruplarinin da sonlu oldugu gorilir. Diger yandan, Tarski p-gruplart C de sonsuz
gruplarin  drnekleridir. Gruplarin boyutu 3 ten kiglk oldugunda nilpotent
oldugundan, p = 2,3 icin C sinifinda higbir sonsuz p-grubu yoktur. Burada C
simifindaki sonsuz grubun sonlu Gretilmis sonsuz bir bolim icermesi gerektigine
dikkat edilmelidir.

Genellikle birgok kendinden merkezli alt gruplari iceren gruplar zerinde

gucli yapisal kisitlamalar da vardir. Bu durum, 6zellikle sonlu p-gruplarda daha
cok ortaya ¢ikar. (Shirong, 2001) G nin her degismeli A alt grubu icin C, (A)
nin A yada Ng (A) olmas1 ile G nin herhangi bir sonlu degismeli olmayan p-

grubu olmas: durumunda, G nin derecesinin p® oldugunu kanitlamistir. Benzer bir

sonug olarak, (Suzuki, 1961) degismeli olmayan sonlu bir G p-grubu, derecesi p
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olan degismeli ve kendinden merkezli A alt grubunu igeriyorsa, G nin maksimal
simif oldugunu gostermistir. Yakin zamanda da, (Hao and Jin, 2013), kendinden
merkezli, devirli ve normal bir alt grup igeren tiim sonlu olmayan devirli p-gruplar

siniflandirmastir.

(Berkovich, 2008) G bir p-grup olmak tizere, G nin degismeli olmayan ve
Cs (A) = Z(A) olan A£G alt gruplarinin calisilmasini tavsiye ediyordu.

Bu calismada, sonlu olmayan gruplar icin yukarida belirtilen Berkovich in
tavsiye ettigi calismanin kolaylastiriimas: amaclanmistir. H, G nin devirli

olmayan bir alt grubu oldugunda C,(H)£ H ozelligi ile G grubunun X%

siniflarina odaklanacagiz. Tum devirli gruplarin % sinifinda oldugu agiktir. Ayni
zamanda X simifinin alt grup alma altinda kapali oldugu ve yukarda tanimlanan
C sinifinin X sinifi tarafindan icerildigi de agiktir.

Calismadaki ana sonuclar soyledir: (Delizia, 2014) ilk olarak p asal
oldugunda X e ait tek degismeli grubun derecesi p? olan temel degismeli p-grup
ve Prifer p-grup oldugu, daha sonra -X- in bir nilpotent grubunun ya degismeli ya
da sonlu kuvvetli p-grup olmas: gerektigi gorilmistir. Bu durumda, bu tir bir
grubun sonlu olmas: gerektigi gosterilmis ve X e ait tim sonlu p-gruplarin
siniflandirimistir. Buradan ya p tek oldugunda derecesi p® oldugu ya da maksimal
stnifinin 2-1i gruplar oldugu ortaya gikar.

-X in tim sonlu degismeli olmayan basit gruplar1 siniflandirabilir. (Delizia,

2014) g sayis1 4, 9, bir Fermat veya bir Mersenne asal oldugunda bu gruplar agikca
PSL, (q) olarak ortaya ¢ikar. Bu sonug basit sonlu gruplarin siniflandirmasina

bagl degildir, ¢linkli bu kanit sadece Brauer-Suzuki teoreminde oldugu gibi bazi

Klasik sonuglar icin kullanilir.
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Son olarak, % stper ¢ozilebilir gruplarinin yapisi karakterize edilmistir.
Bu gruplarin ya bir sonsuz dihedral ya da sonlu olmak zorunda oldugu
gordlmisttr. Sonlu olma durumunda yapisi tamamen agiklanmigtir. Temelde

grubun derecesini bolen en bilyik asal ile iliskin Sylow alt grubunun devirli veya
devirli olmamasina baglidir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamm 2.1: Bir kiime (zerinde bir ya da daha fazla ikili islem tanimlanms

ise bu islemlerle beraber o kiimeye bir cebirsel yap: denir. G bir kiime ve *,G

tzerinde bir ikili islem olsun. Her a,b,cTG icin

1) a*bTG (kapahhk ozelligi)
2) (a*b)*c = a*(b*c) (birlesme ozelligi)
oOzellikleri saglaniyorsa (G,*) cebirsel yapisina bir yari gruptur denir. Bunlara ek

olarak;

3) a*e = e*a olacak sekilde bir e TG varsa (birim eleman) (G,*)ye

bir monoid denir. Bununla beraber;

4) a*a'= a'*a = e olacak sekilde bir a* TG varsa (ters eleman)

(G,*) ye bir grup denir. Son olarak;

5) a*b = b*a (degisme 6zelligi) oluyorsa (G,*) ye bir degismeli

(abelyen) grup denir.

Islemin ne oldugu aciksa, (G,*) cebirsel yapis1 bir gruptur deyimi yerine G

bir gruptur denir.

Tamm 2.2: G bir grup ve H de G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
Eger H kimesi G de tamimlanan grup islemi ile bir grup oluyorsa H ye G nin

bir alt grubu denirve H £G yazilir.
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Tamm 2.3: H, bir G grubunun bir alt kiimesi olsun. H yi kapsayan, G
nin bitdn alt gruplarinin ara kesitine H nin drettigi (dogurdugu) alt grup denir ve
<H > le gosterilir. H nin elemanlarina da <H > grubunun (Uretecleri
(doguraylari) denir. Bir G grubu icin, G =< H > olacak sekilde bir H T G alt

kiimesi bulunabiliyorsa, G ye H tarafindan dretilmis grup denir. Eger H sonlu

bir kiime ise G ye sonlu Uretilmis grup, M :{a} tek elemanl: bir kiime ise G ye

a tarafindan dretilmis devirli grup denir ve G =< a >ile gosterilir.

Tamm 2.4: G bir grup ve H, G nin bir alt grubu olsun. Eger her g TG
icin H =gHg™ :{ghg'1|hTH} kosulu saglanmiyor ise H alt grubuna G nin

bir normal alt grubu ad: verilir ve H <G seklinde yazilir.

Eger her g TG icin gHg™ T H ise bu durumda her g™ TG igin
g'lH(g'l)_lzg'ng TH olacagndan H T gHg™ buluruz. Boylece,

gHg " =H dir. Ohalde H alt grubunun bir normal alt grup oldugunu gostermek

icinher g TG ve her hTH icin ghg'lTH oldugunu gostermek yeterlidir.

Tamm 2.5: G birgrupve H £ G olsun. Bu durumda
Ng(H) ={x TG |xHx" = H}

kimesine H nin G igerisindeki normalleyicisi denir.

Tamm 2.6: Bir G grubunun 6z normal alt grubu yoksa G ye basit grup
denir.

Ornek 2.7: (¢,+) tamsayilar grubunun, (i, reel sayilar grubunun bir

+)
normal alt grubu oldugunu gosterelim. Bunun igin, **x T
6

i icin
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X+¢=¢C+Xx

oldugunu gdstermeliyiz.
x+¢={x+z|zT¢}={z+x|zT¢}=¢+X
oldugu j nin toplama islemine gdre degismeli bir grup olmasindan agiktir.

Tamm 2.8: G bir grup olsun. Z(G)={gTG|""xTG igin gx =xg}

kiimesine G nin merkezi denir. Z(G)<G dir.

Tanim 29: G bir gup ve HITG olsun. O zaman
Ce(H)={gTG

"hTH icin gh= hg} olarak tamimlanan kimeye H nin G

deki merkezleyeni denir. C; (H) kumesi G nin alt grubudur,

Tamm 2.10: G bir grup ve aTG olsun. CG(a):{XbG|axzxa}

kiimesine a min merkezleyeni denir. Bu kiime G nin bir alt grubudur.

Ornek 2.11:

D, =<a,b:a*=b*=e, ab=ha’ >:{e,a,az,a3,b,ba,ba2,ba3}

dihedral grubu igin Z(D4) merkezini inceleyelim. Z(D4), D, dn normal alt

grubu oldugundan her k = 1,2,3 icin
a(bak) = (bak ) a® =bha“*?® ve (bak)a = ba**

olup ba**2 ba**' oldugundan a(bak)l(bak)a yani ba“TZ(D,) olur.
Benzer sekilde

ab=ba®1ba ve a’b=ba1ba’
7
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olup a¥Z(D,) ve a*TZ(D,) olur. Bu durumda Z (D,) :{e, az} dir.

Tamm 2.12: G bir grup ve H, G nin bir alt grubu olmak (zere, eger
CG(H) merkezleyeni H tarafindan iceriliyorsa, H ye kendinden merkezli

(merkezi kendinde) alt grup denir.

Tanmm 2.13: Bir G grubunun bitiin elemanlar: sonlu dereceden ise bu

gruba bir periyodik grup denir. Bu gruba ayn: zamanda torsiyon grup ta denir. Bu
durumda her aTG icin a" =e olacak sekilde bir nT¢ vardir. Eger G nin

birim eleman disinda highir eleman: sonlu dereceden degilse G ye bir serbest grup

veya torsiyonu olmayan (torsion-free) adi verilir.

Tamm 2.14: G degismeli bir grup olsun. G nin sonlu dereceli bitiin
elemanlarinin olusturdugu kiime G nin bir alt grubudur. Bu gruba G nin torsiyon

grubu ad1 verilir.

Ornek 2.15: Sonlu her grup bir torsiyon grubudur. Cuinkii her eleman:

sonlu derecedendir.

Ornek 2.16: (¢, +) tamsayilar grubu bir torsiyon olmayan gruptur. Ginkil

e = 0 haricinde hicbir elemani sonlu dereceden degildir.

Ornek 2.17: ¢~ ¢, bir torsiyon grubu degildir. Cunku (0,1) elemam
2. derecedendir ama (1,0) elemani sonlu dereceli degildir. Diger taraftan,

T ={(0,0), (0,1)} kiimesi ¢~ &, nin bir torsiyon alt grubunu olusturur.
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Tamm 2.18: p bir asal say1 olsun. G grubunun tim elemanlarinin derecesi

p nin bir kuvveti ise G ye p-grup denir.

Ornek 2.19: Klein-4 grubunu inceleyelim.

*

O T o o

O o® |
o 0O D QD
®» ® 0 o|lT
© T O|O

Sekil 2.1. Klein-4 Grubu

Burada a’=e, b®=e, c?=e olup bitin elemanlarin derecesi 2

oldugundan Klein-4 grubu bir 2-gruptur.

Ornek 2.20: Karenin simetrileri grubunu (D,) inceleyelim.

y
3 2
X
4 1

Sekil 2.2 Karenin Simetrileri Grubu (D)

0°, 180°, 270°, 360° derece dondurmeleri r ile gosterirsek

r = (1234), r* = (13)(24), r’= (1432), r* = |
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olur. X ve 'y eksenine gore simetrileri

s, = (12)(34) ve s,

X

(14)(23) olup s> =11 ve s,° =1

Kdsegenlere gore simetriler
d, = (13) ve d, = (24) olup d*=1 ve d,*=1

olur. Bu durumda karenin simetrileri grubunun her elemaninin derecesi 2 nin bir

kuvveti oldugundan Karenin simetrileri grubu bir 2-gruptur.

Dikkat edilirse, derecesi p" olan her grubun elemanlarinin derecesi grubun
derecesini béleceginden bir p-gruptur. G nin bir H alt grubu p-grup ise H ye G

nin bir p-alt grubu denir.

Tamm 2.21: G ve Gt iki grup olsun. G den Gt ye bire-bir, érten ve
X,y TG icin

T(xy) =F(x)f(y)
kosulunu saglayan  : G ® Gt donlstimine bir grup izomorfizmas: ad: verilir.

Tamm 2.22: Bir G grubundan kendi {zerine olan bir izomorfizmaya G
nin bir otomorfizmas: denir. G nin bitin otomorfizmalarinin kiimesi bileske
islemi ile bir grup olur. Bu gruba G nin otomorfizmalar grubu denir ve AutG ile

gosterilir.

AutG ={f :G ®G| f,1-1, 6rten homomorfizma}

10
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Tanim 2.23: G,,G,,%4,G, gruplan verilmis olsun. Her i=1,2,%4,n igin

i -inci bileseni G; olan sirali n-lilerden olusan
G AG,A..AG,={(9,.9,.-9,) 9, TG 1Ei £n]

kiimesine G,,G,,%4, G, gruplarinin dis direkt carpimi (veya dis direkt toplam)

denir.

Ornek 224: ¢,A¢,={(0,0),(0,1),(0,2),(10),(11),(12)} grubu,
derecesi 6 olan bir degismeli gruptur. Bu grup iginde (1,1) in Urettigi devirli alt

grup,
<(11)>={(0,0),(0,2),(0,2),(1,0),(1.1),(1,2)}

olupbu ¢, A¢3 Un tamamdir. Bu durumda ¢2A¢3 bir devirli grup olup ¢,

ya izomorftur.

Ornek 2.25: (123/5\¢3 grubu 9. dereceden devirli olmayan bir gruptur.
Ciinkii ¢, A ¢, grubunun bir Greteci yoktur. Bu yiizden ¢, A€, grubu ¢,
grubuna izomorf degildir. Benzer sekilde ¢2A¢2 grubu 4. dereceden devirli
olmayan bir gruptur. Derecesi 4 olan ¢, ve Klein-4 grubunu distntrsek; bu

gruplardan &, devirli fakat Klein-4 grubu devirli degildir. Bu durumda ¢, A ¢,

grubu devirli olmadigindan Klein-4 grubuna izomorftur.

11



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Mustafa BILGIN

Tamm 2.26: G bir grup ve H,,H,, %, H , G nin alt gruplar olsun.
Asagidaki u¢ kosul saglaniyorsa G grubu H,, H,,%, H_ alt gruplarinin i¢ direkt

carpimudir denirve G = H, " H, " L.~ H, olarak gosterilir.

i) G=HH,LH,

i) Her i%jiken h TH, ve h, TH, i¢in hh = hh

iii)  Heri=12%,n-Licin (HH,LH,_)CH, ={e}

Tamm 2.27: G bir grup, H ve K da G nin asagidaki kosullar1 saglayan

alt gruplar1 olsun;
H, G de normal,

HCK ={e},
HK =G.

Bu durumda G ye, H ile K nin yari direkt carpim denirve G = H < K yazilr.

Ornek 2.28: ¢, ={1,5,7,11,13,17,19,23,25,29,31,35} (36 dan kiigiik
36 ile aralarinda asal olan sayilar) grubu iginde H, ={1,13,25}, H, ={1,17} ve

H,= {1,19} alt gruplarin diistinelim.

H,H, ={1,5,13,17, 25,29}, H,H, ={1,17,19,35},
H,H,H, = {1,57,11,1317,19,23,25,29,31,35}

12
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olur.  Burada H,CH,=HH,CH,={1} ve HH,H,=Z;  olur.
Her i%1j iken hTH; ve h;TH, i¢cin hh, = hh dir. Bu durumda

¢, =H, " H, H, tir.

Ornek 2.20: S; grubu iginde  H,={1(12)}, H,={1(13)} ve

H, ={1,(23)} alt gruplar: alinirsa

H,H, ={1,(12),(13),(132)}, H,H, ={1(13),(23),(132)}
H,H,H, ={1,(12),(13),(23),(123),(132)}

olur. Burada H,CH,=HH,CH,={1} ve HH,H,=S, olur. Fakat
(12)(23) = (123) ve (23) (12) = (132) oldugundan ikinci kosul saglanmaz. Bu

durumda S, * H,” H, ™ H, tur.

Teorem 2.30: G grubu H,,H,,%4, H alt gruplarinin bir i¢ direkt ¢arpim:

ise bu takdirde her g TG elemanini h T H, olmak tizere, g = hh, L_h_seklinde

tek turlu yazabiliriz.

ispat: (h,h,,K,h, ) TH,H,LH, alahm. h TH, olmak iizere

g=hhLh =(h,e, K,e)(e.h,Ke)L(e,e, Kh)

13
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yazabiliriz ve H, ={(e,.e,,....6,,8,€,,...8,) & T H,} olmak iizere iz diisim

ile ﬁ, ve H, gruplan

j1er O i

donisimii p:H, ®H,, p (e, ....8,..8)=2a

izomorf olduklarindan g = hh, L_h_ elde ederiz.

Tanim 2.31: G bir grup ve H , G nin bir alt grubu olsun. a TG olmak

izere aH ={ ah|hTH} kiimesine H nin G deki bir sol kalan siifi (sol

koseti) adi verilir. N, G nin bir normal alt grubu olsun. G deki islemle
tanimlanan N kalan siniflarinin grubuna G nin N normal alt grubuna gore

bolim grubu ad: verilir ve G/N seklinde gosterilir

Tamm 2.32: Bir G grubunun her sonlu alt kiimesi sonlu bir alt grup

olusturuyorsa G ye yerel sonlu (locally finite) grup denir.

Ornek 2.33: a) Her sonlu grup, yerel sonlu gruptur.

b)  p bir asal say1 olmak Uizere
0®¢C/pt®C/pC®.... ®¢/p't®

seklindeki p-quasicyclic grubu, yerel sonlu gruptur.

C) o [ ¢ grubu, bir yerel sonlu grup érnegidir.

Tamim 2.34: G bir grup olmak tzere, g 1 e, olacak sekilde her gT1G

icin; f(g)leF olacak sekilde bir F sonlu grubu ve bir F:G®F

homomorfizmi varsa G ye rezidili sonlu (residually finite) grup denir.

Ornek 2.35: a) Her sonlu grup, rezidiilii sonlu gruptur.
14
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b) ¢ toplamsal grubu rezidili sonlu gruptur. Cinkd bu grup Uzerindeki
birim doniistimi alirsak, g 11 olacak sekildeki g TG icin f(g) =gl
olur.

c) GL,(¢) grubu, her n 31 icin, reziduli sonlu gruptur.

Onerme 2.36: G bir grup olsun. O zaman asagidakiler birbirine denktir

a) G rezidulu sonlu gruptur.
b) g*h olmak izere "'g,hTG icin, (g)2F(h) olacak sekilde bir F

sonlu grubu ve bir :G ® F homomorfizmi vardir.

Tamm 2.37: Eger bir grup alt kiimelerinden herhangi biriyle izomorf degilse
bu gruba Hopfian denir. Bir G grubunun Hopfian olmasi igin gerek ve yeter kosul

her érten endomorfizminin G ® G ye bir otomorfizm olmasidir.

Eger bir grup, 6z alt gruplarindan herhangi biri ile izomorf degilse bu gruba
co-Hopfian denir. Bir G grubunun co-Hopfian olmas: igin gerek ve yeter kosul her

bire-bir endomorfizminin G ® G ye bir otomorfizm olmasidir.

Ornek 2.38: a) Her sonlu grup hem Hopfian hem de co-Hopfian® dir.
b) = rasyonel sayilar grubu hem Hopfian hem de co-Hopfian olan sonsuz bir
grubun bir 6rnegidir.
c) ¢ tamsayilar grubu Hopfian'dir, fakat co-Hopfian degildir. Daha genel
olarak, sonlu olarak Uretilen her degismeli grup, Hopfian’dir, ancak sonlu
olmadig stirece co-Hopfian degildir.

d) (Ornek 2.26.b) de oldugu gibi, p bir asal say1 olmak iizere

15
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0®¢C/pt®C/pC®.... ®¢/p't®

seklinde tanimlanan p-quasicyclic grubu co-Hopfian’ dir, ancak Hopfian degildir.

Tamm 2.39: Bir G Tarski grubu asikar olmayan tim 6z alt gruplar: asal
dereceli olacak sekilde sonsuz bir gruptur. Tarski gruplarina Tarski canavarlar: da
denir. Tarski gruplari, tim p asallar1 icin mevcut degildir. Ornegin, p = 2 icin

Tarski grubu yoktur.

Tamm 240: Q,=<ab:a’=b* a*=e, b'ab=a™*> grubuna

quaternion grubu denir.

Q, =<a,b:a"=b* a*" =e, b'ab=a™"> grubuna genellestiriimis
quaternion grup denir. n = 1 iken Q, =<a,b|a=b% a’*=e, b™Mab=a" > olup
Q, @ ¢, oldugu gorulir. Sonug olarak;

1 |Q,|=4n

2. Q,, indegismeli olmast igin gerek ve yeter kosul n =1 olmasidir.

3. Q, inherelemam 0£i<2n, j=0,1 olmak iizere a'b’ seklinde tek
tarlt yazilr.

4. Z(Q,)=<a">@ ¢,

5. Qu/Z(Qu)=D;

n-

n-2 1
Bu durumda Q,, = <a,b: a’ =b% a’ =e blab=a'> olur.
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Tamm 2.41: D,=<a,b:a*=b’=e, b'ab=a™ > grubuna dihedral

(karenin simetrileri) grubu denir. Genel olarak
D,=<ab:a"=b*=e, b*ab=a">

seklinde verilen gruba n-inci dihedral grup denir. Bu grup ayni zaman da n-genin

simetrileri olarak ta bilinir ve D, =<a',b':0£i<n, j=0,1> seklinde de

tamimlanir. Bu durumda D, =<a,b:a” =b®=e, b™ab=a™ > olur.

Tamm 242: SD, =<a,b:a* =b*=e, b'ab=a""> seklinde
tanimlanan gruba yar:1 dihedral grup denir. Bu grup QD,, (semi-dihedral,

guasi-dihedral) olarak ta gésterilir. Bu durumda
SD,, = <ab:a’ =b*=e¢ b'ab=a" ">
olur.

Tamm 2.43: p bir asal say1 ve ¢ > 1 oldugunda nilpotentlik derecesi c olan

ve p©* Y derecesine sahip bir gruba maksimal sinif grubu denir. Ornegin p = 2 ve

¢ = 2 icin p©*? = 8 derecesine sahip iki maximal grup vardir. Bunlar D, dihedral

grubu ve Q quaternion grubudur.
Tamm 2.44: G torsiyonu bir degismeli grubu olsun. Her p asali igin
Ggp*y :{gTG | iT¥ icin g” :1}
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tanimini yapahm. O zaman G gp*§£G ve G»A ., Ggp¥} olur. &/ ¢ bir

torsion gruptur. G = /¢ ve p bir asal olsun. O zaman yukarda tanimlanan

Ggp"y altgrubu,
{§|a =al/p", nTY¥, aT¢}

grubuna, yani

{a_|a:a/p”, nT¥,a=012,.,p -1}

grubuna estir. Burada s6z ettigimiz G @ p¥H gruplarina Prufer p-grubu adi verilir

ve bu alt gruplar ¢ o olarak gosterilir.

Tamm 2.45: G bir grup ve N <G, G nin normal alt grubu olsun. Eger
Q=G/Niken 1® N ®G®Q ®1 kisa tam dizisi varsa G ye Q ile N nin

bir genislemesi (split) denir. Bu kisa tam dizi G, N deki kosullara uygun ve Q

ya izomorf olan bir alt gruba sahip olursa, G ye Q ile N nin bir ayrk

genislemesi (split extension) denir.
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3. % SINIFINDAKI NiLPOTENT GRUPLAR

Bu kisimda yapilan calismalar (Delizia, 2014) ten alinmustir. Oncelikle

calisma boyunca defalarca kullanilacak asagidaki genel ifadeden bahsedelim.

Lemma 3.1: F sonlu gruplarin bir ailesi olsun. F alt grup alma altinda

kapali olsun. O zaman F T % olmasi igin gerek ve yeter kosul F de ki her G

grubu icin, F nin herhangi bir devirli olmayan alt grubunun Z (G) yi icermesidir.

Ispat: F,, F de ki n-inci dereceden gruplarin ailesi olsun. F 1%
oldugunu n Uzerinden timevarim ile gosterelim. G, F de n-ninci dereceden bir
grup ve H de G nin devirli olmayan bir alt grubu olsun. ZTCG(H) alalim.
Eger <H,Z> =Gise z1Z (G) ve hipotezden zTH olur. Simdi <H,Z> nin, G
nin 6z alt grubu oldugunu varsayalim. Tmevarimdan hipotezinden <H,Z>, X

sinifina ait olup, boylece zTH olur. BuradanG T-% elde edilir.
Bunun tersi de benzer sekilde gosterilir.

Bundan sonraki hedefimiz % sinifindaki degismeli gruplarin karakterize

edilmesini incelemektir.

Teorem 3.2: G bir degismeli bir grup olsun. O zaman G nin X sinifinda
olmast icin gerek ve yeter kosul asagidakilerden birinin saglanmasidir.
- G devirlidir.

-Goc¢ o seklinde Prifer p-gruba izomorftur.
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-G@C,"C, gibi p asal derecesinde gruplarin iki kopyasimn direkt

carpimina izomorftur.

Ispat: G, % sinifinda bir degismeli grup olsun. O zaman G nin tim 6z

alt gruplar: devirlidir. Eger G sonlu ise ve devirli degilse buradan G@C, " C,

saglanir. O zaman G nin sonsuz oldugunu varsayalim. Buradan agikca G
periyodik veya torsiyonu olmayandir. ilk durumda G nin tim alt gruplar: sonlu

olup, buradan G @(]:p¥ olur. ikinci durumda G tim rasyonel sayilarnn ©

toplamsal grubunun bir alt grubu olup devirli olmasi gerekir. Bunun tersi de benzer

sekilde gosterilir.

Eger G, % simifinin herhangi bir degismeli olmayan grubu ise o zaman G

nin Z (G) merkezi devirli olmak zorundadir.
Tamm 3.3: G bir grup olmak tizere G nin alt gruplarinin bir serisi
G=G,EG,E...EG, EG,, ={J
seklinde olsun. Bu durumda 1£1 £ n igin

G.,;» G, nin bir normal alt grubu ise bu seriye alt normal seri denir.

Her G, alt grubu G nin normal alt grubu ise bu seriye bir normal seri
denir.

G, / G,,, bélum grubu degismeli ise G grubuna ¢dzilebilirdir denir.

G, / G,,, bolim grubu devirli ise G grubuna super ¢dzlebilirdir denir.

i+l
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G, /G, bolim grubu G/G, bolim grubunun merkezinde ise G

i+l i+l

grubuna nilpotenttir denir.

Ornek 3.4: ¢, E¢,E¢,Ee={1} olup ¢,/¢,={¢,,2+¢,} bolim
grubu ¢,/ ¢, ={¢,,2+¢,,4+¢,,6+¢,} bolim grubunun merkezinde olup ¢,

nilpotent bir gruptur.

Teorem 3.5: G, X% sinifinda bir nilpotent grup olsun. O zaman G grubu

ya degismelidir yada sonlu dereceden bir p-gruptur.

Ispat: G, % siifinda bir nilpotent grup olsun ve G nin degismeli

olmadigint varsayalim. O zaman G ya periyodiktir ya da torsiyonu olmayandir.
Eger Z (G) sonlu ise G, sonlu kuvvetten dereceye sahiptir. Eger Z(G) sonsuz

devirli bir grup ise G torsiyonu olmayandir.

G periyodik olsun. O zaman G i G, lerin bir direkt carpimi olarak

G= " G, seklinde ifade edebiliriz. G degismeli olmadigindan en az bir g asal
pl¢
sayisi icin G, bilesenini ele alahm. O zaman, ~ G, £C,(G,)£G, olur.
plic¢*

Boylece G,, G nin asikar olmayan tek bileseni olacaktr.

Simdi de G i torsiyonu olmayan kabul edelim. Eger H, G nin sonlu

uretilmis alt grubu ise 0 zaman H , her biri sonsuz devirli ¢arpanlardan olusan

{e}=H,<H,<H,< K <H_ =H
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gibi bir merkezi seriye sahiptir. n>1 oldugunu varsayalim. O zamanH,, X
sinifinda sonlu dretilmis torsiyonu olmayan nilpotent bir grup olur. Ayrica

H, £Z(H2) oldugundan ve H,/H, de devirli oldugundan H, degismeli olur.

Yani H, devirli bir grup olacaktir ve boylece H, = H, celiskisini elde ederiz. O

halde, G yerel devirli olup degismeli olarak elde edilir.

Asagidaki teorem X simifina ait tim sonlu ve degismeli olmayan

p-gruplarin bir stniflandirmasini verir.

Teorem 3.6: G, sonlu ve degismeli olmayan bir p-grup olsun. G nin X%
sinifina ait olmast icin gerek ve yeter kosul ya p tek bir say1 ve G nin derecesi p®

olmaliyada p=2 ve G asagidaki gruplardan birine izomorf olmalidr:

D2n , derecesi 2" olan dihedral grup,

SD.,, derecesi 2" olan yar: dihedral grup,

on 1

an , derecesi 2" olan genellestirilmis quaternion grup.

Ispat: P: G, % te sonlu ve degismeli olmayan bir p-grup olsun.
Oncelikle, G nin her degismeli alt grubunun devirli oldugunu varsayahm. O

zaman G grubu genellestirilmis Q_, quaternion grubuna izomorf olmalidur.

2n

(Cartan ve Eilenberg, 1999)

Simdi G nin devirli olmayan bir alt grubu icerdigini varsayalim. Teorem 3.2

nin ticiincti kosulundan dolay: derecesi p? olmalidir. (G @ Cp - Cp @ sz)
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Bu durumda G grubu ya p® dereceden bir gruptur ya da maksimal
nilpotentlik sinifindadir. (Blackburn, 1975)

p = 2 oldugunda, her iki durumda da G grubu dihedral, yar: dihedral veya
genellestirilmis quaternion grubuna izomorf olur. (Leedham-Gren ve McKay,
2002)

Simdi p tek olsun ve n >3 iken |G|= p" oldugunu varsayalhm. G grubu,
G=R>F>P,>...>P _, >P =1 seklinde alt gruplarinin bir temel dizisine

sahiptir. STG\P, ve s, TP\P, secelim ve i32 igin Si:[Si_l,S] olarak

tammlayahm. P, , =<s_,,s., > alt grubunu ele alalim.

n

Sekil 3.1. Ispatta Verilen Grup Ornegi

P,=<s,,s5.> olup s, :[83,8] ve S :[84,8] dir. Eger n=4 ise P
degismelidir ve P,_, nin merkezindedir. Bu ise kabulimiizle bir celisir. (Yani G,

X% simifinda olmaz. P, T Z(P,_,) olmaz)
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n>4 olsun ve s, elemanint g6z oninde bulunduralim. Benzer sekilde
n

[PZ,Pn_Z]Zl olup, s, elemani P_, nin merkezinde olur. P,_, alt grubunun

derecesi p ye esit oldugundan devirli degildir. Bu durum G nin X e ait olmasi ile

celisir.

Simdi de yukandaki sozii gecen gruplarin % siifinda oldugunu

gosterelim. F, ile her p asali igin p® dereceli gruplar ile onlarin alt gruplarindan

olusan aileyi gosterelim.

G, F; te herhangi bir grup ve H de G nin devirli olmayan bir alt grubu
olsun. Dolayistyla G, derecesi p® ve H , derecesi p? olan bir degismeli gruptur. O

zaman G nin HZ (G) alt grubu degismelidir. Boylece Z(G)£H oldugu elde

edilir. Lemma 3.1’den de F; ailesi 2% sinifindadr.

Simdi F, ile teoremde bahsedilen 2-gruplar ile onlarin alt gruplarindan

olusan aileyi gosterelim.

Dihedral, yar1 dihedral ve genellestirilmis quaternion gruplarinin her biri tam
olarak t¢ maximal alt gruba sahiptir dyle ki bu alt gruplar ya devirli ya da

maksimal siniftan 2-gruplarindan birisidir. Ornegin;

Q,=<a,bla’*=b* a*=e, b'ab=a"> :{e,a,az,ag,b,ba,baz,ba3}

olup alt gruplar {e}, {e,a,az,ag’} ve Q, dir.
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G, F, de herhangi bir grup ve H de onun devirli olmayan alt grubu olsun.

G nin x ve y gibi iki eleman tarafindan dretildigini ve Z(G) merkezinin de

bunlardan maksimal kuvvete sahip y tarafindan Uretilen alt grup oldugunu

varsayalim.

y nin hichir kuvveti H tarafindan icerilmemeli ve bazi i ler igin
H I'{l, X, xyi} olup bu durum H nin devirli olmamast ile celisir. Béylece H alt
grubu y nin asikar olmayan kuvvetini ve bu nedenle Z(G) merkezini icerir.

Lemma3.1den F, T % olur.

Teorem 3.7: % simfindaki her degismeli olmayan nilpotent p-grup

sonludur.

Ispat: G, X simfinda degismeli olmayan nilpotent p-grup olsun. G
degismeli olmadigindan, G nin degismeli olmayan sonlu Uretilmis bir H alt

grubu vardir. H sonlu dretilmis nilpotent ve periyodik oldugundan sonludur.

Oncelikle, p nin bir tek asal say1 oldugunu varsayalim. Teorem 3.6 dan H

nin derecesi p® tir. Her x TG icin, < H,x > alt grubu sonludur ve bu alt grubun

derecesi de p tiir. Sonug olarak, G sonlu bir grup olur.

Simdi p =2 oldugunu varsayalim ve tersine, G nin sonsuz oldugunu kabul
edelim. Teorem 3.6 dan n, > 2 pozitif tamsayisi vardir 6yle ki H nin derecesi 2™
dirve H, n, -1 nilpotentir. H * G oldugundan bir x, TG vardir éyle ki x, TH

dir. O zaman n, > n, pozitif tamsayisi i¢in < H, X, > alt grubunun derecesi 2™
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dir ve bu alt grup, n, —1 nilpotent olacaktir. Bu islemleri tekrarlayarak G nin

artan nilpotentlik derecelerine sahip alt gruplarinin bir zincirini olusturabiliriz. Bu

ise G nin sonsuz olmast ile gelisir. Yani G sonludur.

26



4, X SINIFINDAKI NILPOTENT OLMAYAN GRUPLAR Mustafa BILGIN

4. % SINIFINDAKI NILPOTENT OLMAYAN GRUPLAR
Bu kisimda yapilan ¢alismalar (Delizia, 2014) ten alinmustr.

Tamm 4.1: G bir grup olsun. G nin bitiin normal nilpotent alt gruplar

tarafindan Uretilen gruba G nin Fitting alt grubu denir ve F (G) ile gosterilir.

G nin sonlu olmast durumunda, G nin F(G) Fitting alt gruplarinin en

blytgunin G nin kendisi olacag: asikardur.

Tamm 4.2: G bir grup ve g TG icin a(g): g (veya g =g)ise G
grubunun a otomorfizmasina sabit bir noktaya sahiptir denir.e,, a nin tek sabit

noktasi ise @ ya G (zerinde sabit noktasiz (Fixed-Point-Free) denir. H £ AutG

iken H nin agsikar olmayan her eleman: sabit noktasiz ise, H alt grubuna sabit

noktasizdir denir.

Ornek 4.3: (¢,+) toplamsal grubunu distnelimve i :¢ ® ¢, i(X) =-X

donlsima ile tammlansin. Agikca
i(x+y)==-(x+y)=-y-x=-x-y=i(x)+i(y)

ve i(X):O olmas: icin X =0 olmahdir. Béylece i bir otomorfizmdir. X,

i(X) = X olacak sekilde € nin bir eleman1 olsun. O zaman

i(x)=xolup -x=x ve x=0
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olur. Béylece i sabit noktasizdir.

Teorem 4.4: (Robinson, 1982) a, G sonlu grubunun sabit noktasiz
otomorfizmi olsun ve @& nin derecesi n olsun.
i) Eger i ile n aralarinda asal ise 0 zaman a' de sabit noktasizdur.

-1+a

i) X = x'x*  seklindeki -1+a donusimi G nin bir

permdiitasyonudur.
iii) x ve x* nin es (denk) olmas: icin gerek ve yeter kosul x=e

olmasidur.

l+a+..+a"™t _

iv) G dekitimx ler igin X e

Teorem 4.5: Eger a, G sonlu grubunun sabit noktasiz otomorfizmi ise her

p asaliicin P® = P olacak sekilde bir Sylow P p-alt gurubu vardur.

Ispat: P, herhangi bir Sylow p-alt gurubu olsun. O zaman G de baz1 g ler
icin P =R’ olur. Teorem 4.4 (ii) maddesinden, uygun bir h igcin

g =h™? yazabiliriz. Simdi P = Pohf1 alalim. O zaman
P =(R" ) =(R")" =(R")* " =R =P

Teorem 4.6: (Robinson, 1982) H, A sonlu degismeli grubunun
otomorfizmlerinin grubu olsun. H nin M deki her b eleman: igin p-inci

dereceden sabit noktasiz Sb seklinde <s > M vyan direkt ¢arpimi oldugunu

varsayalim. |A| ve | M | nin de aralarinda asal olsun. O zaman M =1 dir.
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Teorem 4.7 (Thompson): G sonlu ve p dereceden bir grup olsun. Eger G,

p dereceden sabit noktasiz & otomorfizmine sahip ise G nilpotentir.

Ispat: Teoremin iddiasinin dogru olmadigini kabul edelim. G minimum

dereceden aksi bir 6rnek olsun. Teorem 4.4 (ii) maddesinden-1+a, G/ Z(G) de
ortendir, bdylece G Uzerindeki hipotezler G/Z(G) tarafindan miras alinir. Bu
nedenle Z(G) =e olur. Ispat plany, ilk olarak G nin ¢ozilebilir oldugu durumla

ilgilenmektir, o zaman genel durumu tekrar etmek igin Thompson’un Kkriterini

kullanalim.

G c¢ozilebilirdir. 1T A<G ve A A* = A saglayan minimum grup
olsun. (A" =A¢ oldugundan A min degismeli oldugunu ve (Aq)a = Al

oldugundan bazi q asallar: igin elementer g-grup oldugunu goririiz. G nilpotent

olmadig: icin g-grup olamaz, bdylece |G | yi bdlen q dan farkl: bir asal vardir.
Teorem 4.5 den, G, a-kabul edilebilir R Sylow r-alt grubuna sahiptir. r1 p

olduguna dikkat edelim, aksi takdirde <s >« R nilpotent olacagindan o, R de

sabit bir noktaya sahip olurdu.

AR 1 G ise (AR)" = AR olacagindan, minimum |G |, AR nin nilpotent
olmaya zorlar ve boylece R £ G (A) dir, clinkii |Al ile |R| aralarinda asaldr.
Bu tim r 1 q icin dogru olmali, bdylece 6=G/CG(A) grubu icin G x A

g-grubu olur ve boylece nilpotent olur, bu da A(;Z(G) 11 celiskisine yol acar.

Sonug olarak baz1 r 1 g icin G = AR olur.
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S, a mn A vya bir kisitlamas: olsun ve M, R nin elemanlar: tarafindan

denkliklere dayanan A nin otomorfizmler grubu olsun. O zaman

H =<s ,M >=<s >*M £ AutA

Teorem 4.8: (Robinson, 1982) H, G sonlu grubunun

otomorfizmlerinin bir sabit noktasiz grubu olsun. O zaman p ve g asal
oldugunda derecesi pg olan H nin her alt grubu devirlidir. p tek ise H
nin Sylow p-alt grubu devirlidir ve p =2 ise devirli ya da genellestirilmis

quaterniondur.

Tanim 4.9: X bos kiimeden farkli bir kiime olmak (izere, 1-1 ve Orten
p:X ® X fonksiyonuna X in bir permitasyonu denir. X in tim
permitasyonlarinin kiimesi, X tzerinde fonksiyon bileskesi islemi ile bir gruptur.

Bu gruba X (zerinde simetrik grup denir ve Sym X ile gosterilir.

Tamm 4.10: G bir grup, X de bir kime olsun. a:G~ X ® X
fonksiyonu ele alalim. a(g,x) = g.x olsun. Bu “carpma” islemi su ozellikleri

saglasin:

1. Her xT X icin 1.x = X
2. Her g,h TG ve xTX igin g.(h.x) =(gh).x

Bir baska deyisle, carpma islemi grubun islemiyle uyumlu olsun. Bu

durumda (G, X,a) gclisine grup etkisi denir.
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Bir (G, X,a) grup etkisinde gx = gy ise, o zaman her iki tarafi da g™ ile

carparsak
x=1x=(g7g)x=97(gx)=g7'(gy) =(g7'g)y =1y =y

Dolayisiyla X in elemanlarint soldan sabit bir g TG elemaniyla garpmak
X ® X birebir bir fonksiyondur. Bu fonksiyon ayrica értendir, cinkd her y T X

icin
g(g'y) =y

olur. O zaman X ® gx kurahyla tanimlanmis fonksiyon X in bir eslesmesidir,
yani Sym X in bir elemanidir. Bu fonksiyonu J g olarak gosterelim. Demek ki

her g TGigin,
JO9: X ®X,jg(x) =9x

olur ve bu fonksiyon Sym X in bir elemanidir. Ayrica her x T X icin,

(g oJh)(x) =39 (Ih(x)) =13 g(hx) = g(hx) = (gh)x = J gh(x)

olur. Bundan da j (g) = j g olarak tanimlanan j : G ® Sym X fonksiyonunun

bir grup homomorfizmas: oldugu sonucu ¢ikar. Bu fonksiyonun yukaridaki

tainimdaki 1 ve 2 Onermelerini sagladigint kanitlayahm. j :G ® Sym X
fonksiyonu bir homomorfizma oldugundan, j, G nin 1 elemanini Sym X in

birim eleman1 olan 1d, fonksiyonuna gotrtir; demek ki
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1x :jl(x) = Idx (X) =X

olur. Ayriyeten:
g-(h-x) =39dh(x)) = @gogh)(x) =3gh(x) = (gh)-x
Boylece bu bir grup etkisidir.

Teorem 4.11: G, X% sinifinda devirli olmayan stiper ¢ozilebilir bir grup

olsun. O zaman G , ya sonludur ya da sonsuz bir dihedral gruba izomorftur.

Ispat: F, G nin Fitting alt grubu olsun. Siiper ¢oziilebilir gruplar alt
maksimal kosulunu sagladigindan, F sonlu Gretilmistir ve bu nedenle nilpotenttir.

Bu yizden Teorem 3.5 ve 3.7 den, F sonlu veya degismelidir. Eger F sonlu ise;
Cs (F) ve G/CG(F) nin her ikisi de sonlu olacagindan G nin kendisi de
sonludur. Eger F sonsuz ve degismeli ise, F sonlu dretilmis oldugundan,
Teorem 3.2 den dolay: devirlidir. Boylece C, (F) ve G/Cg (F) nin derecesi 2

olur. F=<a> ve G/F=<bF > yazalim. Teorem 3.2 den G degismeli
degildir. Bu yuizden a® = a' olmak lizere G = <b > ¥ <a> alabiliriz. Dahas,
<a> mn her asikdr olmayan eleman: kendisinin tersi ile eslenebileceginden,

b?Ta ve boyleceb? =1 . Bu nedenle G sonsuz dihedral grubuna izomorf olur.

Ornek 4.12: ¢, A¢9devirli olmayan bir gruptur, ¢linki bir Ureteci yoktur.
Bununla beraber
¢, A¢c,EC¢C,AC,EC,AC,EC,A¢c, Ee={}
olup, bu grup super ¢ozilebilir bir gruptur. Bu grup teoremde belirtilen 81.
dereceden sonlu grup ornegidir.
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Teorem 4.13 (Mashcke Teoremi): K, bir temel degismeli p-grubu olan V

tizerinde otomorfizmlerle etkiye sahip olan sonlu bir p-grup olsun ve p, |K| ni

bélmesin. U TV nin K -invaryant alt grubu olsun. O zaman V =U ~ N olacak

sekilde bir K -invaryant U T V alt grubu vardr.

Bundan sonraki iki &nermede, G nin nilpotent olmayan sonlu super

¢Ozulebilir grup oldugunu ve p >2 sayistnin G nin derecesini bolen en blyuk
asal oldugunu varsayacagiz (G = pm.pﬁ). Dahasi, G nin Swlow p-alt grubunu P
olarak tan1mlayacag1z(|P| = m) . Boylece P, G de normal olup iyi tanimlidir. Bu
nedenle X, pt-grup iken, G = X P olur. Sonug olarak P, P nin icerdigi G
nin minimal normal bir alt grubu olur. O zaman |P,|= p ve G/C; (Pl) bSlum

grubu da devirli ve derecesi p -1 ile bélunir. Béylece B, £ Z(P) dir.

Bu durumlari P devirli olmadigi zaman (Teorem 4.14) de ve devirli oldugu

zaman (Teorem 4.18) de ayr1 ayn inceleyecegiz.

Teorem 4.14: P devirli olmasin. O zaman G nin 2% sinifina ait olmas:

icin gerek ve yeter kosul X devirli ve derecesi p -1 ile bolindugunde ve P

Uzerinde sabit noktasiz bir etkiye sahip iken, G = X <P olmasidir.

ispat: G, % sifina ait olsun. P devirli olmadigindan C(P) £ P elde

ederiz. p>2 icin, Teorem 3.2 ve 3.7 den P nin ya p* derecesinden degismeli

oldugunu ya da p® derecesinden degismeli olmadigini biliyoruz.
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CG(PI)=P oldugunu gostererek baslayalim. Bunun igin CG(PI)£P
oldugunu gdéstermemiz yeterlidir. Aksini kabul edelim, yani X'I‘CG (Pl) G nin
pt-eleman: olsun.

Oncelikle, varsayalm ki |P|= p? olsun. Maschke teoreminden S ,
< X>- invaryant iken P=P,” S olur. Cg (P) £ P oldugundan X T'C, (S) elde

ederiz. Boylece, S <x> devirli degildir. Bu yiizden P, £C,(S<Xx>)£S<x>

ve P £S < x> olup, bu bir geliskidir.

Sekil 4.1. Ispatta Verilen Grup Ornegi

Simdi de |P|=p® olsun ve P degismeli olmasin. O zaman P/P, G/P,
in devirli olmayan normal alt grubudur. S,/ B, P /P, tarafindan icerilen G/P,

in minimal bir normal alt grubu olsun (S,/P, < P/R, £ G/B). O zaman
Maschke teoreminden, S,/PR, <X>- invaryant olmak Uzere
P/B =S /PR"S,/P, olur. Eger S, ve S, nin her ikisi de devirli ise X,
S, ve S, de p-inci dereceden her eleman tzerinde birim etkiye sahiptir. Boylece

xTC, (P)£ P olup, bu bir geliskidir (P / P, devirli degil ama S, ve S, devirli
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ve P/P, =S, /P "S, /P iken sag taraf devirli oldugundan geliskidir). O zaman
ST{Sl,SZ} ve S devirli olmayacak sekilde bir S nin varligini kabul edebiliriz.
|P| = p® oldugunu dustiniirsek Q,, <X>-invaryant iken S =P~ Q, olarak elde
ederiz. O halde XTCG (Ql) ve boylece de X’I\CG (S) £ S olup yine bir celiski

buluruz. Bundan dolay1 Cg (Pl) £P ve Cg (P1) =P olur.

Buradan X =G/P derecesi p -1 ile bolinen devirli bir gruptur.

X =< x> alalim. Birimden farkhi x" ve aTP icin x' ve a elemanlan
degismeli olsunlar. O zaman CG(Pl)E, P oldugundan B <X > devirli degildir
ve aTCg (P1 < X' >) £P <x"> dir. Fakat buradan aTPCP <x" >=P,

olup bu bir celigkidir. Bu nedenle X, P (izerinde sabit noktasiz bir etkiye sahiptir.

Tersi durumda Lemma 3.1 kullanilarak G nin % simifina ait oldugu elde

edilir.

Ornek 4.15: f (X) = {X in 1 disgindaki pozitif bolenlerinin sayisi} olmak

Uzere
<a,b,c|a"=b? =cP =1, [b,a]=bh, [c,a]=c, [c,b]=1>

grubunu ele alalim. Burada p bir asal say1 ve r, p -1 in bolenlerinden biri olmak

Uzere, bu grup Cp’Cp ile C, gruplarimin ayrik genislemesidir. Bu sekildeki

gruplarin sayis: da f (p) kadardhr.
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Bu 6rnegi soyle bir algoritma ile bulabiliriz.

1. Adim: Bize bir p asal sayis: verilsin.
2. Adim: Devirli olmayan ve p? dereceli P = C,” C, grubunu secelim.

3. Adim: p -1 ibolen bir r sayis1 bulalim.

4. Adim: X olarak derecesi r olan devirli ve P {izerinde sabit noktasiz

etkiye sahip olan C, grubunu alalim.

5. Adim: G = X =P olarak aldigimizda teoremdeki forma uygun grubu

secmis oluruz.
6. Adim: f(p) = {p nin 1 disgindaki pozitif bdélenlerinin sayisi}

fonksiyonu ile p asal igin bu forma uygun gruplarin sayisin1 da bulmus

oluruz.

Ornek 4.16: <a,b,c|a’=b*=c*=1, [b,a]=b, [c,a]=c, [c,b]=1>

grubunu alalim. Burada

P=C3'C3, R =C, X=C,
P :{1, b,b?,c,c?,be,bc?, b, b2c2}
R ={1b,b’}

PE£Z(P) dir

Bu C,” C, ile C, grubunun ayrik genislemesidir ve Teorem 4.14 yapisina

sahip en kiglk gruptur Benzer sekilde

<a,b,cla®=b"=c¢’ =1, [b,a]=b, [c,a]=c, [c,b]=1>
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grubu, C,” C, ile C, grubunun ayrik genislemesi olan, Teorem 4.14 yapisina

sahip tek dereceli en kuiguk gruptur.

Teorem 4.17: (Isaacs, 2008) G bir degismeli p-grubu ve A bir sonlu
pt-grup iken, A otomorfizmler yoluyla G Uzerine etki etsin. Eger A, G de p

derecesinden her bir eleman: sabit birakirsa A, G izerinde asikar etkiye sahiptir.

Teorem 4.18: P nin devirli bir grup oldugunu varsayalim. O zaman G

nin X simfina ait olmas: icin gerek ve yeter kosul asagidakilerden birisini

saglanmasidir.

i) C, D devirlive D de C {zerinde sabit noktasiz bir etkiye sahip
iken;
G=DrxC,

ii) C tek dereceli devirli grup, D genellestirilmis quaternion grup ve
Z(G):Z(D) iken G=DrC,

iif) C devirli qt-grup, D devirli g-grup (burada Q, G derecesini bdlen

en kiiciik asal) ve 1< Z(G)< D iken G=DxC .

Ispat: G, % sinifina ait olsun. Teorem 4.17 dan C, (Pl) =C, (P)
olup, bundan dolay1 Cg (Pl) =PC, (Pl) =P~ C, (Pl) olur. B E£C, (CX (Pl))
oldugundan, C, (R) in sonug olarak da C;(R) in devirli oldugu elde edilir. Bu

durumda Cg(R)=<c> ve G/C;(R)=<dC;(R)> alahm. O zaman

G =<c><d > olurve <c >, G denormaldir.

37



4, X SINIFINDAKI NILPOTENT OLMAYAN GRUPLAR Mustafa BILGIN

Eger Z(G) =1 ise <¢c>C<d>=1. Bu durumda, <d> nin <c>
Uzerinde sabit noktasiz bir etkiye sahip oldugu gorilebilir. O zaman,
c" 11 iken 11d"TC,(c") elemam varsa c"TC,(P,<d">)£P, <d">
olup d"TC,(P) oldugundan c"TP <d"> bulunur. Bdylece
c"” T<C>C}Pl<d >=P ve cm'I\Pl elde edilir. Bu ise bir celiski olup, (i)
kosulu saglanir.

Simdi de Z (G) 11 olsun. G, % simfinda degismeli olmayan bir grup
oldugundan Z(G) devirli olacaktir. rTZ*, G/CG(PI) grubunun derecesini
bolen en kiigiik asal olsun. O zaman g £r < p ve G nin herhangi R Sylow
r-alt grubu CG(F}) de bulunmaz. O zaman PR degismeli degildir ve boylece
Cs (Pl) £RR dir. Ozel olarak Z(G) £ PR olup, s* asal kuvvetli dereceye sahip
her zTZ(G) eleman: PR de olacaktir. zP, T P,R/ P, eleman: r ninci dereceden
kuvvete sahip oldugundan, r = elde edilir. Boylece Z(G) bir r-grup olur. Ayn:
ifade G/Cg (F’l) in de bir r-grup olmasini saglar. Dikkat edilirse r =q sayisi,
G nin derecesini bélen en kiicuk asaldir. r g olmas: durumunda, G nin
herhangi bir asikar olmayan Sylow g-alt grubu CG(F}) e ait olacaktir. Boylece,

CG(F}) devirli oldugundan, G nin q. dereceden normal bir N alt grubu

mevcuttur. Yani her g TG /N elemant N (zerinde G nin derecesini bdlen

dereceye sahip bir otomorfizm belirler. Diger taraftan, AUtN grubu, q-1

dereceden devirli grup olup g'I‘CG (N) ve dolayisiyla N £Z(G) elde edilir.

Fakat Z (G) bir r-grup oldugundan, bu bir celiskidir. Ozel olarak Z (G) G nin
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herhangi Q Sylow g-alt grubunun tamamen igindedir. Bununla birlikte Q devirli
veya genellestirilmis quaternion olmak zorundadir. Aksi halde Q nun g nuncu
dereceden Q, * Q, alt gruplar: vardir ki bunlarin her biri Z (G)de olmalidir ve bu
bir celiskidir. Sonu¢ olarak, g <r olacak sekilde G nin her R Sylow r-alt
grubunun devirli olmas: gerekir. Bunun disinda R nin, derecesi r olan, R, * R, alt
gruplann icin V=R, "R, alt grubu devirli degildir. Bu yizden de
Z(G)£C,(V)EV olup, r 2 q oldugundan bu bir celiskidir.

G nin derecesi tek say1 ya da G nin bir Sylow 2-altgrubu devirli iken,
D=Q ve C, q tarafindan bélinemeyen dereceye sahip Cg (Pl) in en buyik alt
grubu olmak uzere (iii) kosulu saglanir. Diger taraftan, G nin bir Q Sylow
2-alt grup genellestirilmis quaternion ise Z (G) =Z (Q) olup (ii) saglanur.

Tersine, eger (i) kosulu saglaniyorsa Lemma 3.1 den G, -X- sinifina aittir.
Eger (ii) kosulu saglamyorsa ve Z(G) nin derecesi 2' ise Z(G), G nin 2’
dereceden tek alt grubudur. Dolayistyla S, G nin herhangi bir devirli olmayan bir

alt grubu ise, bazi i < j icin 2!, S nin derecesi béler ve Z (G) < S olur. Benzer
sekilde eger (iii) kosulu saglaniyorsa Z(G) alt grubu G nin 2 dereceli tek alt

grubudur. G nin devirli olmayan her alt grubu Z(G) yi icerir. Her iki durumda

da Lemma 3.1 den sonug elde edilir.

Ornek: 4.19: S, simetrik grubu C, ile C, gruplarimin bir ayrk

genislemesidir. Burada C, sabit noktasiz etkiye sahiptir. Bu durum Teorem 4.18

(i) de tamimlanan yapidaki en kiguk gruptur.
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G=<0,,0,,0,9,19°=9,=0,=9,° =1
[9,.9,]1=0, [9,,0,]=9,, diger i<j icin [g;,g;]=1>

ile verilen grubu ele alalm. Bu durumda G, C, ile Q, gruplarinin bir ayrik

genislemesidir ve Z(G)=Z(Q8) dir. Bu da Teorem 4.18 (ii) de tammlanan

gruplar arasinda en kiglk gruplardan birisidir.

Son olarak,
G=<a,b,cla’®=b, b*=c*=1 [b,a]=1 [c,a]=c, [c,b]=1>

grubunu ele alahm. G grubu 1<Z(G)<C, iken C, ile C, gruplarnin bir

ayrik genislemesidir. Bu grup Teorem 4.18 (iii) de tanimlanan yapiya sahip kuguk

gruptur.

X simifindaki tek dereceli bir sonlu grubun siper cozilebilir olmasi

gerekmedigine dikkat edelim. Bu sekilde slper ¢ozilebilir olmayan en kigiik grup,
<ab,cla’®=b’>=c’ =1, [b,a]=c?, [c,a]=bc?, [c,b]=1>
takdimine sahip C, ~ C, ile C, gruplarinin bir ayrik genislemesidir.

Onerme 4.20: D,, dihedral grubunun %= simifinda olabilmesi igin gerek

ve yeter kosul n nin tek veya 2 nin bir kuvveti olmasidir.
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ispat: D, =<x,y:y"=x*=1 y*=y™*> oldugunu hatirlayahm. n, 2

nin bir kuvveti ise Teorem 3.7 den dolayr D,, grubu X simfindadir. Diger

durumda bir p tek asali n yi bélsin. n cift ise, y"* eleman: D, nin

2n
merkezindedir, ama < x, y"'? > alt grubunda degildir, bu yiizden D, grubu %

sinifina ait degildir. Simdi de n tek olsun. D,, in herhangi devirli olmayan bir alt

grubunun yine m tek iken 2m dereceden bir dihedral grubu olduguna dikkat edelim.

z (D2n) merkezi asikar oldugundan, Lemma 3.1 den sonuca ulastlir.

Tamm 4.21: n~ n tipinde kompleks bir matris icin A= A" oluyorsa A
ya Hermityen matris denir. Yani A bir Hermityen matris ise her 1, J icin q; = a_ji

olmahdir. A Hermityen matris iken A nin esas kdsegeni gercel sayilardan olusur.

Tamm 4.22: n” n tipinde kompleks bir matris icin AAT = AT A= I,

oluyorsa A ya Uniter matris denir. Yani A bir Gniter matris ise A™ = A’

olmalidur.

Tamm 4.23: Herhangi bir sonlu cismin derecesi bir asal sayinin kuvvetidir.

Her g asal kuvveti icin s6z konusu cisim F_ ile gosterilir. Bu cisimlerin varhig
Galois tarafindan ve mimkun her derece icin Moore tarafindan kurulmustur. Bu
cisimlere genellikle Galois cisimleri denir ve Dickson un GF (q) gosterimi ile F,

anlasilacaktir.

Tamm 4.24: Genel lineer grup GL, (q) determinant: sifirdan farkli olan

bilesenleri F, dan gelen ttm n” n tipi matrislerinden olusur. Buna esdeger olarak
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F, Uzerindeki n-boyutlu bir vektor uzayin tim lineer otomorfizmlerinin

grubudur.

Ozel lineer grup (special linear group)SL, (q) determinant1 1 olan

GL, (q) nun alt grubudur.

Projektif genel lineer grup PGLn(q) ve projektif 6zel lineer grup

PSLn(q) gruplar, GLn(q) ve SLn(q) gruplarinin  skaler matris iceren

elemanlari tarafindan elde edilen gruplardar.

n32 igin PSL,(2)=S, wve PSL,(3)=A, dsinda PSL,(q)
gruplarinin hepsi basittir. Genel olarak bu gruplar icin tek harfli basit gosterimler
kullanilr ve bunlar L, (q) ile gosterilir. Yukaridaki gruplarin dereceleri asagidaki

formllerle verilir:

n.(n-1)

N = qT.(qn —1).(q”'1 —1)L(q2 —1) ve d =(q-1n)

olmak Uzere;

lGL, (@)|=(a-1)N, |sL,(a)|=|PGL,(@)|=N, |PSL,(a)|=

Ln<q)|=§
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Tamm 4.25: V, F zerinde vektor uzayr olsun. O zaman f(xy)

fonksiyonu, bilesenleri qu den gelen ve V deki tim x ve y ler tarafindan

tanimlanan fonksiyon olmak tzere eger

f(1x+1,%,y)=1Lf(x,y)+Lf(x,Yy)

kosulunu sagliyorsa, bu fonksiyona conjugate-symmetric sesquilinear form denir.

Aym zamanda f(Xx,y)= f(y,X) kosulu da saglanacaktir. Eger her y igin
f(X,y)=0 olacak sekilde en az bir x,20 varsa f(Xy) polinomuna

singulerdir denir. Bu sekildeki tum X, elemanlarinin kiimesi ¢ekirdegi verecektir.

Genel uniter grupGU | (q) singller olmayan Hermit formunu sabit
birakan GL(qZ) grubunun tim elemanlarinin alt grubudur. Yani singtler olmayan
conjugate-symmetric sesquilinear formun sabit olarak alinmasidir. Buradan bir U

matrisinin GU | (q) grubunda olmasi igin U ™" = U™ olmahdir.

Bu durumda 6zel tniter grup SU, (), GU, () nun determinant: 1 olan
matrislerden olusan alt grubudur.

Projektif genel Uniter grup PGUn(q) ve projektif 6zel Uniter grup

PSU, () gruplar da yukaridaki disinceyle elde edilir.

Tamim 4.26: Asal bir a sayis1 icin 2% —1 biciminde yazilan asal sayilara
Mersenne asallar1 denir ve M, =2% — 1 seklinde gosterilir. Fakat bu formda

yazilan her say1 asal olmayabilir. Baz1 Mersenne asallari;
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M,=3, M,=7, M, =31 M, =127 dir.

—_ n
Tamm 4.27: nTN olmak iizere 2° +1 biciminde yazilan asal sayilara

Fermat asallar: denir ve F, = 22 +1 seklinde gosterilir. Fakat bu formda yazilan

her sayi asal olmayabilir. Bazi Fermat asallari;
F,=3, F =5 F, =17, K, =257, F,=65537 dir.
Lemma 4.28: (Aschbacher, Lyons, Smith and Solomon, 2011) G devirli
Sylow 2-alt gruplarina sahipse, 2-nilpotenttir (yani, bir sylow 2-alt gruba
tamamlayan bir normal alt gruba sahiptir). Bu formdaki yegéne basit grup, 2.

dereceden devirli gruptur.

Teorem 4.29: (Gorenstein, 2007) G merkezi kendinde bir Sylow 2-alt

grubu ile 4. dereceden bir grup olsun. Bu durumda, asagidakilerden biri saglanir.

i) G normal bir 2-tamamlayic: alt gruba sahiptir,

i) G/AutG» L, (q) buradag=3, q=5 (mod 8) dir.
Ozel olarak G basitse, G » L,(q), q=3,q=5 (mod 8) ve q > 3 tir.

Tanim 4.30: a, b, c,d ve e sembollerinin arasindaki bagintilar:

asagidaki sekilde tanimlayalim.

44



4, X SINIFINDAKI NILPOTENT OLMAYAN GRUPLAR Mustafa BILGIN

(a) a*=b*=1 a®=b* b*=b™

(b) ¢ =1, ¢® =(bc)?, c” =(ac)?

(c) d*=1, a"=a", b’ =ab, (cd)’®=1
(d)e* =1, b*=b™, a*=ab, c®=c, (de)’*=1

M,, ={a,b,c,d,e|(a),(b),(c),(d) bagintilarisaglanyor} sunumuyla verilen

sonlu gruba 11. Dereceden Mathieu grubu denir.
Siradaki teorem % sinifindaki tum sonlu basit gruplar: siniflandirir.

Teorem 4.31: q = 4, 9, bir Fermat veya bir Mersenne asali iken X%

sinifindaki degismeli olmayan sonlu basit gruplar PSL, (q) gruplaridir.

Ispat: G, % simifindaki sonlu basit bir grup ve S, G nin Sylow 2-alt
grubu olsun. S degismeli ise Teorem 3.2 den devirli ya da C,”C, vye
izomorfiktir. Lemma 4.28 den devirli olma durumu mimkin degildir, buna karsilik

q tek ve S»C,” C, iken Teorem 4.29 den G grubu PSL,(q) ya izomorfik

olmalidir. Simdi de S nin degismeli olmasin. Teorem 3.7 den S dihedral, yar

dihedral veya genellestirilmis quaternion gruba izomorfiktir. Dihedral durumunda,

G, A veya PSL, (q) grubuna izomorfik olmalidir. S yar: dihedral ise (Alperin,
Brauer and Gorenstein, 1970) dan G, ya q = 3 (mod4) iken PSL, (q) ve M,; e

yada q= 1 (mod4) iken PSU,(q) ya izomorftur. Sonug olarak S, Brauer-Suzuki

teoreminden genellestirilmis quaternion grup olamaz (Aschbacher, Lyons, Smith
and Solomon, 2011).
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Simdi q = 4, 9, bir Fermat veya bir Mersenne asal: iken yukardakilerden

sadece PSL, (q) grubunun % sinifina ait oldugunu gosterelim. Oncelikle, A,
alterne grubu < (1,2)(3,4)(5,6,7),(1,3)(2,4)>@ C, " C, grubunu igerir, bu
yluzden Teorem 3.2 den dolayr X sinifina ait olmaz. M,, Mathieu grubu
<(1,2,3)(4,10)(5,11,6,8,9,7),(2,3)(5,11)(6,7)(8,9) >@ D,, grubunu igerir, bu
yiizden Onerme 4.20 den dolayr % simfinda degildir. PSLg(q) ve PSU3(q)
gruplan PSLg(p) ve PSU3(p) gruplarin: alt grup olarak icerir. g, GF(p) nin

birimlerinin olusturdugu grubunun Ureteci olsun. PSL, ( p) grubu D, ,, grubuna

izomorf olan

€0 1 0yégh* 0 Ou
é ue U
B0 0 -1ygo0 0 1j

alt grubunu igerir. Onerme 4.20 min 1siEinda ve p = 3 (mod4) nedeniyle,

PSLg(q) grubu X% simfinda degildir. Simdi p = 1 (mod4) olacak sekilde
PSU3(p) grubunu dustnelim. p = 5 icin, PSU3(5) grubu A, ye izomorf olan
maksimal alt gruba sahiptir. Bu son grup D,, dihedral grubuna izomorf olan
< (12)(34)(567),(12)(67) > alt grubunu igerir. Bundan dolay: PSU3(5) grubu
2% simfina ait degildir. Simdi p > 5 olsun. N, PSUS(p) de ki herhangi
kuvvetin merkezi olsun. Bu, N nin ebob( p+1, 3) dereceden bir merkezi alt grup
tarafindan GU,(p) nin bir bélimine izomorf oldugunu gésterir (Alperin, Brauer

and Gorenstein, 1970). O(N), N grubunun tek dereceden en biyiik normal alt
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grubu iken; N, L, @O(N)” SL,(p) alt grubunu igerir. r ile p+1 i bdlen en
blyuk tek sayiy1 gosterelim. p > 5 ve p = 1 (mod4) oldugundan r > 3 olduguna

dikkat edelim. g, GF ( pz) nin birimlerinin olusturdugu grubunun Greteci olsun ve

A, GU,(p) de kdsegen iizerinde elemanlar: g ' olan skaler matris olsun. A
matrisi r -dereceden ve < A> alt grubu da GU, ( p) de derecesi 3 ten blyiik tek
sayr olan merkezi alt gruptur. Bunun anlam: N nin O(N) alt grubu asikar
degildir. Boylece rt=r/(q+13) ve pt, rt ni bolen herhangi bir asal olmak
uzere L,, C,” C,, degismeli alt grubunu icerir. Teorem 3.2 den PSU,(p)
grubu ve boylece PSU3(q), X sinifina ait degildir.

Son olarak, q = p" iken PSL, (q) grubunu dustinelim. (Suzuki, 1961)

teoremindeki durumu iddia ediyoruz. q tek oldugundan, herhangi bir kuvvetin

merkezi q©° -1 yada q°1 (mod 4) e gore q+1 veya q—1 dereceden dihedral
gruptur (Burnside, 1911). PSL, (q) grubunun % sinifinda olmasi icin, Onerme
3.6 danya g+1 veya q-1, 2 nin kuvveti olmahdir. Oncelikle q+1=2" olsun.
m cift ise, q+1=p™ +1°2 (mod4) olmas: imkansizdir. O halde m herhangi bir
tek say1 olup m =2k +1 alabiliriz. O zaman | tek iken q+1= ( p+ 1)| olur ki
bu sadece |I=1 olmasi durumunda mimkindir, boylece q=p=2"-1 bir
Mersenne asalidir. Simdi de q—-1=2" olsun. Eger m tek ise, g=p nin bir
Fermat asali oldugunu géstermek icin Ustteki ayni argiiman kullanilir. Eger m ¢ift
ise, 0 zaman q=1%, bu yizden 2"=q-1=(I-1)(1+ 1), bu sadece
| -1=2 icin mimkundir ve buradan da q=9 olur. PSL,(4) ve PSL,(9)

gruplarinin sirasiyla A, ve Ay alterne gruplarina izomorf olduguna dikkat edelim.
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Lemma 3.1 den A, grubu -X- sinifina aittir, bunun merkezi asikar oldugundan
C, C,, S;, D, ve A, eizomorf olan devirli olmayan alt gruplarinin hepsi X
sinfina  aittir.  Aynt mantikla, A, mn devirli olmayan alt gruplarinin
D, C,” C,, A, alt gruplarinin birine veya C, ile C,” C, iin kesin ayrik

genislemesinin alt gruplarindan birine izomorf olduguna dikkat edelim. Bu

gruplarin hepsi X simifina aittir, bu ylizden Ay da X simifina aittir. Simdi p bir
Mersenne veya Fermat asali iken PSL, ( p) gruplarindan birini distnelim. p = 3
durumunda, PSLZ(p) grubunun X sinifina ait olan A, e izomorf olduguna
edelim. Simdi p >3 olsun. Lemma 3.1. in 1s18inda, PSL, ( p) nin her uygun alt

grubunun X% simfinda oldugunu kamitlamak yeterlidir. PSLZ(p) nin devirli
olmayan herhangi bir alt grubu su gruplarin herhangi birine izomorfiktir: n, 2 nin
bir kuvveti ya da tek iken derecesi D, olan dihedral grubu, A,, S,, A ve ya

kendi Sylow alt grubunu iceren Sylow p-alt grubunun normallestiricisinin bir alt

grubu. Onerme 4.19 dan dihedral grup > simfindadir ve bunun {i¢ permitasyon
grubunun da %- sinifinda oldugu yukaridaki gibi dogrulanir. Simdi PSL, ( p) nin
bir P Sylow p-alt grubunun N normallestiricisini diisiinelim. Olasi bir birlestirme
(konjugasyondan) sonra, P :{gTPSLZ(p) |s® =s+b, baz bTGF(p)} gibi
P izdigiminin eglemesi anlaminda verildigini varsayabiliriz. Buradan
Cy (P) =P , bu nedenle N vyi iceren P nin herhangi bir alt grubu da N de

kendisinin merkezleyeni icermelidir. Boylece dusunuldigi gibi N, X

sinifindadir.
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