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Bu tez ¢aligmasinda ﬁl—-p-gruplannm yapist aragtnlmistir. 1k defa J.
Otal ve M. Pefia tarafindan tammlanan ve ¢algilan -ﬁa—p-gruplanmn
aragtiritmasina [1] de A.O. Asar devam etmig ve bu gruplara ait genel nitelikte ilk
sonuglan elde etmigtir. [1] ve [3] de bir ﬁ—p—grubunun “pormalleyen sartt” ek
hipotezi altinda, boyle bir grubun NF -grubu olan bir epimorfik goriintiisiiniin olup
olmadifi, problemi aragtinlmistir. Biz de yukardaki problemi, 6z merkezleyenlerin
nilpotent olmasi, ek hipotezi altinda inceledik ve boyle bir grubun epimorfik

goruntiisiinin ﬁ-grup olmasina ait bir yeter sart verdik. Aynica her 6zaltgrubu
NC-grubu olan bir lokal nilpotent p-grubun kendisinin de NC-grup olmast igin de
bir yeter sart verip [2] deki Teorem C nin bir genellemesini elde ettik.
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ABSTRACT

In this thesis the structure of NC -p-groups has been investigated. NC -p-
groups were defined and investigated for the first time’by J. Otal and M. Pefia
Later A.O. Asar in [1] continued the investigation of these groups and obtained
some general results about them. The problem that whether or not an NC -p-group
has an epimorphic image which is an ﬁ-group was studied in [1] and [3] under
the additional condition of the “normalizer condition”. In the present work we
have continued the study of the above problem under the additional hypothesis that
proper centralizers in every epimorphic image of the group in question be nilpotent
and we have given a sufficient condition for such a group to have an epimorphic
image which is an ﬁ-group. Furthermore we have given a sufficient condition
for a locally nilpotent p-group in which every proper subgroup is an NC-group to
be an NC-group and we have optained a generalization of Theorem C in [2].
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SEMBOLLERIN LISTESI

Anlam

H, G nin normal alt grubu
H, G nin karakteristik altgrubu
G nin H ile bolim grubu

H nin G i¢indeki indeksi

x tarafindan iiretilen devirli grup
H ve K tarafindan tiretilen grup

X ve y nin komiitatorii
<[x;,%3]:x1€X],%x,€X,>

6. 6]

[G*, 6]

A nin G igindeki normalleyeni

A nin G i¢indeki merkezleyeni

{g: geG, her kekK ig:in[g,k]eL}

H ile K izomorftur
g nin mertebesi

quasi-cyclic grup

<xeGx"=1>



Sembol Anlam

KC <g kg geG, keK>

Z(G) G grubunun merkezi

Zy (G) G grubunun o -merkezi

Z.. (G) G nin hipermerkezi

7i(G) 71(G)=G,7:(G)=[ri1 =(G), G]

N, Nilpotentlik §1mﬁ en ¢ok n olan gruplann sinfi
G™ <g":geG>

G° G nin maksimal, normal, koklii, abelyan altgrubu
HsnG,H <« G H, G nin bir alt normal altgrubudur.

"Hasc G H, G nin bir artan altgrubudur.



GIRIS

Sonsuz gruplar teorisinde en dnemli problemlerden birisi hi¢ kuskusuz, bir

lokal nilpotent p-grubunun yapisinin belirlenmesidir. Heniiz bu alanda bilinen gok

az sonu¢ ve metot vardir. B.Bruno 5] deNF -gruplanni tamimlayarak bu yénde
Onemli bir aragtirma baglatmigtir. B. Bruno’ya gore her 6zaltgrubu bir nilpotent
grubun sonlu geniglemesi olan (NF-grubu) fakat kendisi NF-grup olmayan lokal

dereceli bir gruba, nilpotent grubun sonlu genislemesi olmayan bir minimal

grup (ﬁ-grup) denir. Bruno ayn1 makalede g6stermigtir ki eger G bir ﬁ-grubu
ve G’'<G ise G/G’' = Cp.,° dur. Bundan bagka eger G bir p-grubu ise G’ niin G

de 6z timleyeni yoktur.

Otal ve Penia [6] da —N_I*:-gmplanna paralel olarak ﬁa-gruplanm
tanimlamiy ve bu gruplann bazi 6zelliklerini elde etmistir. (-I:IF- -grubunun
tamminda “sonlu” yerine “C ernikov” konursa N—E-gmbu elde edilir). Daha sonra
ﬁF—-gruplannm ve Wé—gmplannm aragtirmasina A.Q. Asar [1] ve A: Ankan-A.O.
Asar [2] de devam edilmistir. Heniiz mitkemmel —N—F--p-gruplanmn ve -I:JE-p-
gruplaninin yapisi bilinmemektedir. Bilindigi gibi f*l—é-p-grubu mitkemmeldir. NC -
p-gruplanna ve miikemmel ﬁ-p-gruplarma ait genel nitelikte ilk sonug [1] de

verilmigtir. Burada 6nemli bir soru sudur: Her ﬁa—p-grubunun -ﬁl?-grubu olan
bir epimorfik gériintiisii var midir? Bu problem [1] ve [3] de “normalleyen

sart1” ek hipotezi altinda arastinlmig ve baz1 sonuglar elde edilmistir.

Bu ¢alismada, yukardaki problemin aragtinlmasina devam edilmistir. Yani

bir ﬁf-p—grubu var mudur, varsa yapist nedir? sorusu aragtinlmigtir. Béliim 3 de bu
soru merkezleyenlerin nilpotent olmast ek hipotezi altinda incelenmis ve grubun bir

epimorfik goriintiisiiniin ﬁ-grup olmasina ait bir yeter sart verilmistir.



Bolum 4 de ise her altgrubu NC-grubu olan bir lokal nilpotent p-grubunun
kendisinin bir NC-grup olmasi igin bir yeter sart verilmistir. Béoylece [2] deki
Teorem C nin bir genellemesi elde edilmigtir.



BOLUM 1

BAZI HAZIRLIK TANIM VE SONUCLARI

Tamm 1.1. G bir grup ve N<G olsun. Her geG ve neN icin

g'ngeN ise o zaman N ye G nin bir normal altgrubu denir ve N <G
seklinde gosterilir.

Tanmm 1.2. G bir grup ve Xy, X,,...,X, G nin elemanlan olsun.
-1 -1 -1 _ x
[Xl,xz]=X1 X3 X1Xp =X| Xp°

‘elemamina x; ile x, nin komiitatdrii denir. Genel olarak n =2 agrhkh bir basit

komuitatér, indiiksiyon yardimiyla
[x1,%2,....%, ] = [[xl 2 X925 Xn ) xn]
sekilde tanimlanir. Burada [x; | = x, olarak kabul edilir.

x, y € Gigin [x, y,...,y] komiitatori [x, ,y] ile gosterir.
“~n—>

Xi, X5 ,... bir G grubunun bogtan farkh alt kiimeleri olsun. X; ve X,
nin komiitatér alt grubu

[XI,X2]=<[X1 ,Xz] - Xy € Xl ; X9 € X2>
olarak tammlanir.

Burada X; =X, =G ise [G, G] komiitator grubuna G nin komiitatér
altgrubu denir ve G’ ile gosterilir. Daha genel olarak n 22 i¢in

[X1 ,...,Xn] = [[X1 ,...,Xn_ll, Xn] ve [Xl] =< Xl >



dir.
Tamm 1.3. G bir grup olsun. Eger, 1=Gy, Gy,...,G, =G G nin

altgruplarimmn bir dizisi ve G; < Gy, (i=0,1,...,n—1) olmak tizere

1=G04G1<...<Gn G

ise bu diziye G nin bir sonlu serisi denir. G;,;/G; bolim gruplarina serinin
faktorleri ve G; ler farkh ise n negatif olmayan tamsayisina serinin wzunlugu

denir.

T={H,:a<p} bir B ordinaline esit veya kigik ordinallerle
indekslenen G nin altgruplarimn bir kiimesi olsun, eger T kiimesi

(@ ay<a;ise Hy <H,,
(b) HO =1ve Hﬁ =G
() Hg <Hgyy

(d) Eger A limit ordinal ise H, = | JH,, dir;

a<i

sartlarmi  saglhyorsa T ye G nin  bir artan serisi denir ve
1=H, <H; «... Hg =G geklinde gosterilir.

Eger T kiimesi
(@) a;<ayiseH, 2H,,
(v") Hy=G ve Hy =1

(C') H(:z+l < Ha



(d") Eger A limit ordinal ise Hj = [ H,, dir;

a<h

sartlarm  sagliyorsa T ye G nin bir azalan serisi denir ve
1=HB...< H2 <H1 < HO =G $ekhndeg05tenhr

Tanmn 1.4. G bir grup, H < G olsun. Eger H, G nin bir artan serisinin bir
terimi ise H ya G nin bir artan altgrubu denir ve Hasc G ile ifade edilir.

Tanmm 1.5. G bir grup ve H, G nin bir alt grubu olsun. Eger G nin
H=I'Ir <Hr__1 <1...4H0 =G
olacak sekilde Hy, H;,...,H, alt gruplan varsa H, G de altnormaldir denir.
‘Burada r sonlu ve i=0,1,..,r—1 igin Hy, <H; dir. Genelikle H<'G,

H << G veya HsnG ile gosterili. H. =H olacak sekildeki en kiigik r>0
tamsayisina H nin G igindeki altnormallik indeksi denir ve s(G: H) ile gosterilir.

Tanm 1.6. G bir grup olsun. G nin her dzaltgrubu H, N (H) iginde 6z

ise G ye normalleyen sartim saglar denir.

Tamm 1.7. G bir grup olsun. Her x € G ve her pozitif m tamsayisi i¢in

x=y™®

olacak sekilde bir y € G varsa G ye bir koklii (radicable) grup denir. Toplamsal
gruplarda koéklii terimi yerine bdliinebilir (divisible) terimi kullamilir. Eger her

pozitif m tamsayist igcin G™ =G ise G ye yar-koklii (quasi-radicable) grup

denir. Burada
G™ =<g™:geG>

dir.



Tanmm 1.8. G bir grup,
1=G;<4G;«4..<G, =G

G nin bir serisi olsun. Eger her 0<i<n i¢in Gy, ;/G; abelyan ise G ye
¢oziilebilir grup denir. G nin bu sekildeki serilerinin en kiigiik uzunluguna G nin

komutatdr uzunlugu denir.
Tamm 1.9. G bir grup olsun. G nin artan bir

1=Gy <Gy <... Gg =G

serisi igin G, < G(a < B) ve her a. < B igin

e

Gos1 /Gy SZ(G/Gy)

oluyorsa bu seriye artan merkez seri denir. Bir artan merkez seriye sahip olan bir
gruba hipermerkez grup denir. Eger G nin bir sonlu merkez serisi varsa G ye bir
nilpotent grup denir. Bu durumda G nin merkez serilerinin uzunluklarinin en

kiiciigiine G nin nilpotentlik sinifi denir.
Tanmm 1.10. G bir grup, G =G olsun. Her i > 1 i¢in
GM =[G, GG
seklinde tammlansmn. O zaman
..sG®<cW<q
dir. Buna G nin komutatér serisi denir. G = G’ ile gosterilir.

G bir ¢ozilebilir grup ise bir n20 igin G® =1 dir. Bu sekildeki en
kugitk n > 0 tamsayist G nin komutatér uzunluBuna esittir.



Tamm 1.11. G bir grup Z3(G) =1, Z,(G) = Z(G) olsun. Eger a limit
ordinal ise

Z, (G =J Zs(G)
[

ve o limit ordinal degil ise Z, (G),
Z4(G)/ Zq1(G)=Z(G/Zy 4 (G))

olacak sekilde tanimlansin. Bu sekilde devam edilirse 6yle bir § >0 ordinali vardir
ki her o 2 B igin Z, (G) =Zg(G) dir. Zg(G) ye G nin hipermerkezi denir.

1=Z,(G)<Z,(G)<...
ye G nin genellestirilmis yukar1 merkez serisi denir.

Eger Zg(G) =G ise G bir hipermerkez gruptur. Eger bir n dogal sayist
i¢in Z,(G) =G ise G nilpotent gruptur. Bu sekildeki n tamsayilarinin en kiigiiga G
nin nilpotentlik sinifina esittir.

Tanmm 1.12. G bir grup, v; (G) =G olsun. Eger o limit ordinal ise

Y (G)=[)7p(G)
B<at

ve o limit ordinal degil ise,
Yo (G)= ['Y(x—l G), G]
sekilde tanimlansin.

..$7,(G)<£71,(G) <G

ye G nin genellestirilmis aya1 merkez serisi denir.



Eger bir n tamsays igin y,,; (G) =1 ise G nilpotenttir. Bu gekilde dogal
sayilarin en kiigiigii n ise G nin nilpotentlik sinifi n dir.

Tamm 1.13. Her sonlu iretecli altgrubu nilpotent olan gruba lokal
nilpotent grup denir.

Tamm 1.14. G=<c;: ¢} =1,cl; =¢; ,i=1,2,3,...> seklinde tammbh
G grubuna lokal devirli p-grubu veya priifer p-grubu veya Cpeo tipinde bir

grup denir.

Cpeo tipinde bir grup, bir sonsuz p-grubudur ve her 6zaltgrubu bir devirli

p-gruptur.

’ Tamm 1.15. G bir grup olsun. Eer G sonlu sayida Cjeo tipindeki
gruplarn direkt garpimmin sonlu genislemesi ise G ye bir Cernikov grup denir.
Tanum 1.16. G bir grup olsun
F={xeG:G:Cs(x)|<}
kiimesine G nin FC-merkezi denir. E§er G =F ise G ye bir FC-grup denir.

C= {x €G:G/Cq (x%) Cemikov}

kiimesine G nin CC-merkezi denir. Eer G=C ise G ye bir CC-grup denir.
Teorem 1.1. (Polivickii)., G bir grup olsun. Asagidakiler esdegerdir.
(i) Her x € G i¢in [G,x] Cernikov ve G/Cg ([G,x]) periyodik

(ii) Her x € G i¢in x% nin oyle bir normal C ernikov altgrubu H vardir ki
x% /H devirli ve G/ Cg (x@) periyodiktir.

(i1) G bir CC-gruptur.

Ispat [14] Teorem 4.38



BOLUM 2

NF ve NC-GRUPLARI

Bu ¢aligmada _I\E-p-gruplanmn (Tanim 2.3), [5] ve [6] de baglatilan [1]
ve [3] de siirdiiriilmiis olan, aragtirmalarina devam edilmistir. Son zamanlarda NC-
p-gruplan [1], [21, [3], [5], [6] den de goriildiigii gibi bir ¢ok arastirmanin konusu
olmusgtur ve artan bir oranda ilgi alant olmaya devam etmektedir. Bunun nedeni, bu

gruplarin belirlenmesi lokal nilpotent p-gruplarma ait bazi temel sorularn

¢oziimlenmesine katkida bulunabilecek olmasidir.

Buradaki baglica 6nemli problemler sunlardir.

Problem 1. Bir mitkemmel ﬁ-p—grubu var midir, varsa boyle bir grubun

yapist nedir?

Problem 2. Bir N_C-p-grubu var midir, varsa boyle bir grubun yapisi
nedir?

Bdéyle bir grubun daima ﬁ-grup olan bir epimorfik goriintiisti var midir?

Bu bolimde NF ve ﬁC_-gruplarmm tammlanm  ve yukandaki

problemlerle ilgili [1] ve [3] de elde edilen bazi sonuglan verecegiz.

Tammm 2.1, G bir grup olsun. Efer G nin agikar olmayan her sonlu
tiretegli altgrubunun sonlu indeksli bir 6zalt grubu varsa G ye lokal dereceli grup
denir. Yani, eger X, G nin sonlu iiretecli bir altgrubu ve X #1 ise o zaman X in

dyle bir dzaltgrubu K vardir ki [X: K| < eo dur.

Bu tamim Tarski grubu olarak bilinen gruplari saf digt birakmak igin

Ozaltgrubunun mertebesi p ye esit gruplara Tarski Gmplaﬁ denir.
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OL’ shanski ve Rips, yeterince biyitk segilen p asal sayilan igin her
Ozaltgrubunun mertebesi p ye esit olan sonsuz grup inga etmigtir. Bu gruplar
Tarksi gruplan olup, lokal dereceli degildir.

Tanim 2.2. G bir grup olsun. Eger G nin G/N sonlu olacak gekilde normal
nilpotent N altgrubu varsa G ye bir NF-grup denir. N nin nilpotentlik siifi < nise
G ye bir N, F-grup denir.

Eger G nin G/M Cernikov olacak sekilde normal nilpotent M altgrubu
varsa G ye NC-grup denir. M nin nilpotentlik siifi <n ise G ye bir N,C-grup

denir.

Tamm 2.3. G lokal dereceli bir grup olsun. G nin her 6zaltgrubu NF-grup
fakat G bir NF-grup degil ise G ye bir minimal NF-grup olmayan grup veya
kisaca NF -grup denir. NC -grup benzer sekilde tanimlanir.

Mikemmel olmayan NF-p-grubu vardir ve Heineken ile Mohamed
tarafindan [7] de inga edilen grup, boyle bir gruba ilk ornektir. Heineken ve
Mohamed [7] de asafidaki 6zellikleri saglayan bir p-grubu G insa etmigtir.

) G/G'=Cpee

(i) G’ elemanter abelyan,

(iii) G nin her 6zaltgrubu nilpotent ve altnormal,
) Z(G)=1

(v) Her H<G igin G'H< G dir.

Ashinda bu grup hipermerkez olmayan fakat normalleyen sartim saglayan
bir gruba 6rnek olarak inga edilmistir.
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Daha sonra Meldrum [8] ve B. Hartley [9] ve [10] da Heineken-
Mohamed tipi gruplar insa etmistir. Butin bu omeklerde komutatér altgrubu
abelyandir. Bruno ve Phillips [11] de komutator altgrubu metabelyan olan bir
Heineken-Mohamed tipi grubu inga etmistirr Daha sonra Menegazzo [13] de
komutatér altgrubu sonsuz isli ve abelyan olan veya komutatér altgrubunun
komutator uzunlugu her d 21 igin d ye esit olan Heineken-Mohamed tipi gruplar
inga etmigtir.

Miikemmel ﬁF_-p-gruplan ve -ﬁ-gruplarma ait genel nitelikteki ilk
sonuglar [1] de verilmigtir. Bu sonuglar ¢alijmamizda sik sik kullamldigindan,
bunlar burada ifade etmek uygun olacaktir.

Teorem A. G sonlu indeksli 6zaltgrubu olmayan bir lokal nilpotent p-
/gmbu olsun. Kabul edelim ki G nin her 6zaltgrubu NC-grup olsun. O zaman

asagidakiler saglanir.

(1) Eger G =G’ ise 0 zaman G normal nilpotent dzaltgruplannin bir artan
birlesimidir. Aynica G nin bir normal nilpotent N altgrubu vardir 6yle ki G nin N yi
iceren herhangi bir normal nilpotent M altgrubu icin M/N sonlu iishidir. Ozel
olarak G nin her 6zaltgrubu X in bir normal nilpotent Y altgrubu vardir éyle ki
X/Y Cernikov ve YN/N sonlu iistiidiir.

(i) Eger G # G’ ise o zaman G bir NC-gruptur.
ispat. [1] Teorem A.

Sonu¢ 1. G bir mitkkemmel N_F-p-grup olsun. O zaman G nin her
6zaltgrubu nilpotenttir. Ayrica G nin bir normal nilpotent &zaltgrubu N vardir dyle
ki G/N nin her normal 6zaltgrubu sonlu tslidiir. Ozel olarak G normalleyen sartim

saglar.

ispat [1] Sonug 1.



12

Gozlem 2.4. Teorem A(i) den gorildigi gibi G bir NC -p-grubu ise
G’=G, yani G milkemmeldir ve G nin her sonlu altgrubu altnormaldir.

Sonug 1 den dolayr bir ﬁ-p— grubu normalleyen sartim saglar. Fakat
NC-p-grubu normalleyen sartim saglamayabilir, ¢linki bir Heineken-Mohamed

grubunun direkt karesi normalleyen sartim saglamaz. Buradan dogal olarak NC -p-
grubuyla ilgili agafidaki soru akla gelmektedir.

‘.

Problem 3. Normalleyen sartini saglayan bir N_C4p-grubu var mudir,
varsa béyle bir grubun yapist nedir?

A.O Asar [1] de, Problem 2 ve Problem 3 in aragtirmasinda, NC-p-
gruplaninin  i¢inde daima Heineken-Mohamed grubuna benzer gruplarn
bulundugunu ve bunlarin grubun yapismun belirlenmesinde etkili oldugunu
gbzlemlemis ve o nedenle bu tip gruplar i¢in tamm vermistir. Bu tip gruplann baz
elemanter dzelliklleri [1] ve[3] te elde etmistir.

Tamm 2.5, X agikar olmayan bir lokal nilpotent p-grubu olsun. Eger
(1) X’ nilpotent ise

ve

(i) bir n 21 igin X/X'=C . x-xC . = C™ = ise

o zaman X e birHM'-grup denir. Eger burda n = 1, X’#1 ve X in her
ozaltgrubu altnormal ise X e Heineken-Mohamed tipi grup veya kisaca HM-
grup denir.

Dikkat edilirse HM-grubun her &zaltgrubu [12] (1) Lemma dan dolayr
nilpotenttir.

HM?*-grubun baz: elemanter dzellikleri asagidaki Lemma’da verilmigtir.

Lemma 2.6. Bir p-asal sayist i¢in X bir HM*-grup olsun. O zaman agafidakiler
saglamr.
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@ X’ =[X,X]

(ii) X in X =X'N olacak gekilde bir 6z normal N altgrubu yoktur. Ozel

olarak X/N sonlu iislii olamaz.

(iii) X normalleyen sartim1 saghyor ise 0 zaman X in X=X’"Y olacak
sekilde 6zaltgrubu Y yoktur.

Ispat. () X=X/[X,X’] olsun. O zaman X’ <Z(X) oldugundan X

nilpotenttir. Ayrnica X/ X’ koklii abelyan oldugundan X abelyandir. Buradan
X’ <[X,X’] ve boylece X’ =[X,X"] elde edilir.

(i) Kabul edelim ki N, X in bir normal nilpotent 6zaltgrubu ve X = NX’

“olsun. O zaman (i) den dolayt
X =[X,X"]=[NX",X’]

=[Nx[x".x’]
=[N, X"]x”

elde edilir. X” nilpotent oldugundan [14] Lemma 2.22 den dolay

X’ =[N,X’]
elde edilir. Fakat N, X in normal altgrubu oldugundan
X' =[N,X’]<N

dir. Boylece X =NX’ ve X’< N oldugundan X = N dir. Ozel olarak X/N sonlu
islii ise 0 zaman X/NX’” koklii abelyan ve sonlu slii oldufundan, bu ancak
X =NX’ olmastyla miimkiindiir Béylece (ii) nin ilk kismindan dolayt X = N olurki
bu bir geligkidir.
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(iii) Kabul edelim ki X in bir ozaltgrubu C igin X =CX’ olsun.
D=CnX’ ve X=X/DX” olarak alahm. O zaman X=CX , C kokli
abelyan ve Cernikovdur. Y =N%(C) olsun. O zaman C ve YN'X , Y nin
normal nilpotent altgrubu ve Y = C(Y n X’) oldugundan Y nilpotentdir. Ozel
olarak C kokli abelyan ve Y nilpotent oldugundan [14] Lemma 3.13 den dolay1
[C,Y]=1 dolaystyla C<Z(Y) dir. Kabul edelim ki Y<X ve V=Ngx(Y)
olsun. Hipotezden dolayi X dolayisiyla X normalleyen sartii sagladigindan
Y<Vdir. C ve VAX , V nin nomal nilpotent altgrubu ve V=C(VAX’)
oldugundan V nilpotenttir. Tekrar [14] Lemma 3.13 den dolay1 C < Z(V) ve
boylece V<Y elde edilir ki bu bir geliskidir. Sonug olarak Y =X ve boylece
C < Z(X) dir. Fakat (i) den dolay:

dir. Aynica X’ nilpotent oldugundan bu ancak X’ =1 olmastyla miimkiindiir ve
boylece X’ < DX” <D < C dir. C < X oldugundan bu bir geligkidir.

Lemma 2.7. X bir NC-p-grup ve T, X in bir HM*-altgrubu olsun. Eger
N, X/N Cervikov olacak sekilde X in normal alt grubu ise T’ < N dir.

Ispat D=T"AN ve T=T/D olsun. O zaman T bir HM*-grubudur.
Fakat hipotezden X/N Cernikov ve T’ nilpotent oldugundan T° Cemikov ve
nilpotent altgrup ve [14] Teorem 3.29.2 nin sonucundan dolayt T/Cz (T")

sonludur. Fakat Lemma 2.6. (i) den dolayt T nin sonlu iislii boliim grubu
olmadigindan T = C5 (T’) dir. Béylece T’ < Z(T) ve Lemma 2.6. (i) den dolay:

T =[T’,T]=1
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dir. Buradan T’<D=T""N <N elde edilir.

Lemma 2.8. G, her 6zaltgrubu bir NC-grup olan lokal nilpotent p-grup ve
G nin her sonlu altgrubu altnormal olsun. Eger T, G nin bir HM* -grubu ve X de
herhangibir altgrup 6yle ki [X,T| nilpotent ise o zaman

[X,T]=[X,T,1]

dir. Ozel olarak N (T) = Ng (N (T)) dir.
ispat. [1] Lemma3.2

Yukardaki lemmada G bir NC -p-grup ve X, T Lemma 2.8 deki gibi
,olmak izere [X,T] nin nilpotentlik sarti yerine <X,T> < Galnabilir. Bu sart

altinda [X,T] nin nilpotent oldugu gosterilebilir. Boylece Lemma 2.8 in bir

genellemesini elde etmis oluruz.

Once asagidaki bilinen Lemmay1 verelim.

Lemma 2.9. G bir NC-p- grup ve X, G nin bir ézaltgrubu olsun. O
zaman X in X/V kokli abelyan Cernikov olacak sekilde bir normal nilpotent V
altgrubu vardir. Ozel olarak X’ nilpotenttir.

ispat. X, G nin 6zaltgrubu oldugundan X bir NC-gruptur. O zaman X/M
Cemikov olacak gekilde bir normal nilpotent M altgrubu vardr. T/M, X/M nin
maksimal koklii abelyan altgrubu olsun. O zaman X/T sonlu oldugundan X in
X =TF olacak sekilde sonlu F altgrubu vardir. FM/M, sonlu oldugundan Gézlem
2.4 den dolay1 FM/M, X/M de altnormaldir. Aynica T/M, X/M nin normal nilpotent
altgrubu oldugundan [12] (1) Lemma dan dolay1 X/M = TFM/ M nilpotenttir. O

zaman [4] Lemma 2.2 (iii) den dolayr T/M< Z(X/M) dir.

Simdi X/M=(FM/M)(T/M)veT/M<Z(X/M)  oldugundan
FM /M <X/ Mdir. Dolayisiyla
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X/M__ (FM/MXT/M) _ T/M

X/FM = = =
FM/M FM/M (T/M)~(FM/M)

ve T/M koklii abelyan ve Cemikov oldugunda X/FM kokli abelyan ve
Cemikovdur. Bundan bagka F sonlu ve altnormal ve aym zamanda M normal
nilpotent oldugundan [12] (1) Lemma dan dolay1 FM nilpotenttir. Boylece V = FM
olarak alabiliriz. Ozel olarak X/V abelyan oldugundan X<V ve dolayisiyla X’
nilpotenttir.

Simdi yukarida bahsedilen Lemma 2.8 in genellemesini verebiliriz.

Sonug 2.10. G bir ﬁ—C--p- grup ve X, G nin 6zaltgrubu olsun. Eger Y, G
nin herhangi bir altgrubu ve [X, Y]# G ise [X, Y] nilpotenttir.

ispat. Once Y=G olsun. L= X© olsun [14] Sayfa 43 den dolay:

L=[X, GIX

dir. Hipotezden dolay1 [X, G]# G ve G bir N—C--grup oldugundan L# G dir. O
halde L bir NC-gruptur ve Lemma 2.9 dan dolay1 L nin 6yle bir normal nilpotent
altgrubu V vardir ki L/V koklii abelyan ve C ernikovdur.

K=<V&geG>

olsun. O zaman L/V koklii abelyan Cemikov ve V<K oldugundan L/K kokli
abelyan ve Cernikovdur. V, L nin normal nilpotent altgrubu oldugundan [10]
Lemma 4.7(i) den dolay1 K nilpotenttir. O halde V =K ahnabilir. Yani, V yi G de

normal alabiliriz. G=G/V olsun. L kokli abelyan ve Cernikov oldugundan
[14] Teorem 3.29 (2) den dolayn G/Cg(L) sonludur. Fakat G bir NC -p-grubu

oldugundan Gozlem 2.4 den dolayt mitkemmeldir. Boylece G=Cg(L) ve

buradan T < Z(G) elde edilir. Simdi T=XC ve X<T oldugundan X< Z(G)

dir. Buradan
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L

-

»

(=)
I

ve

X, GV

bulunur. Ustelik V nilpotent oldugundan [X, G] nilpotenttir.

Simdi ise Y#G olsun. M=XYY=<X,Y> olsun. O zaman M =G

oldugundan M bir NC-gruptur. L de oldugu gibi M nin dyle bir normal nilpotent
altgrubu W vardir ki M/W koklii abelyan ve Cernikovdur. Buradan

1=[XW/W,YW/W]=[X, Y]W/W
ve
[X, Y]<W
elde edilir. W nilpotent oldugundan [X, Y] nilpotenttir.

Artik Lemma 2.8 in genellemesini verebiliriz.

Sonug 2.11. G bir NC -p-grup ve X ile T, Lemma 2.8 in ifadesindeki gibi
olsun. Eger [X, T]# G ise

X TI=X T, Tl
ve

Ng(T)=Ng(Ng(T)

ispat. T#G oldugundan Lemma 2.10 dan dolay: [X, T] nilpotenttir. O
halde Lemma 2.8 uygulanirsa iddia gosterilmig olur.
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NC ~p-gruplarmn bir 6zelligi de agafida verilmigtir.

Lemma 2.12. G bir ﬁC—J-p—grubu ve X, G nin bir altgrubu olmak iizere
X% <G olsun. O zaman asagidakilerden saglanir.

(1) Eger X/N sonlu iislii olacak gekilde G nin X tarafindan igerilen bir

normal nilpotent N altgrubu varsa x©¢ nilpotenttir.
(ii) Eger X nilpotent ve G normalleyen sartini sagliyorsa X© nilpotenttir.

ispat. () M= X olsun. M %G oldugundan Lemma 2.9 dan dolayr
M/V koklii abelyan ve Cernikov olacak sekilde M nin bir normal nilpotent
altgruba V vardir. [10] Lemma 4.7 (i) den dolayt V <« G alinabilir. Ayrica N ve V,
X nin normal nilpotent altgruplart oldugundan NV nilpotenttir. Simdi X / NV
Cemikov ve sonlu isli oldugundan X% /NV sonlu bir gruptur. O zaman
XC = F(NV) olacak sekilde X© nin sonlu bir F altgrubu vardr. Ustelik Gozlem
2.4 den dolay1 F, G nin altnormal altgrubu oldugundan [12] (1) Lemma geregince
X6 nilpotenttir.

(i) Hipotezden dolayy M # G dir. Lemma 2.10 dan dolay1 [X, G]
nilpotent ve ayrica M de normaldir. Bundan bagka M #G ve G normalleyen
sartint saBladifindan [1] Lemma 3.6 dan dolay1 X, M de altnormal ve nilpotenttir.
Dolaystyla [12] (1) Lemma geregince M nilpotenttir.

Yukardaki gozlem ve sonuglardan da goriildiigii gibi bir NC -p-grubunun
yapisinin belirlenmesinde HM*-gruplan 6nemli rol oynamaktadir. Ancak burada su
onemli soru kargimza gikmaktadir.

Problem 4. Her NC -p-grubu HM*-altgrubu igerir mi?
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Bu problemin cevabi heniiz tam olarak bilinmemekle birlikte [1] Lemma
3.3 de baz sartlar altinda bir NC-p-grubunun, bir maksimal HM*-grup igerdigi ve
bunun tek oldugu gosterilmigtir.

Simdi bu lemmay ifade edelim. :

Lemma 2.13. X bir NC-p-grup ve N, X in sonlu iislii normal nilpotent
altgrubu 6yle ki X/N sonsuz Cernikov grup olsun. O zaman X in bir maksimal
normal HM*-altgrubu T vardir 6yle ki X/T sonlu sl ve T tekdir.

Problem 2 de de ifade edildigi gibi bir NC -p-grubunun var olup olmadidt
heniiz bilinmemektedir. Ancak eger boyle bir G grubu varsa o zaman Teorem A(i)
den dolayt G nin bir normal nilpotent N altgrubu vardir éyle ki G/N nin her
ozaltgrubu sonlu dshi bir normal nilpotent altgrubun Cemikov genislemesidir. O
zaman G/N nin nilpotent olmayan her 6zaltgrubu X/N nin Lemma 2.13 den dolay1
(X/N)/(T/N) sonlu olacak sekilde bir tek maksimal HM*-altgrubu T/N vardir.

Burada son olarak normalleyen sartim1 saglayan N_C-p-gruplanyla ilgili
olarak [3] de elde edilen asagidaki sonuglarn verelim.

Teorem B. G normalleyen sartizi saglayan bir ﬁ-C—-p-grubu olsun. O
zaman G/Z(G) nin her dzaltgrubu bir sonlu iishi nilpotent altgrubun Cernikov
genislemisidir. Ozel olarak G/Z(G) nin bir sonlu slii E/Z(G) altgrubu vardir

oyleki G=EC dir.
ispat [3] Teorem 1.

Teorem C. G normalleyen gartin1 saglayan bir NC -p-grubu olsun. Kabul
edelimki S ve T, G/ Z(G) nin herhangi iki HM-altgrubu olmak iizere, her a € §’

i¢in

[2, 8, T]<[a. 5]
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olsun. O zaman ya G nin bir epimorfik gériintiisi ﬁ-gruptur veya G nin bir
normal 6zaltgrubu K vardir dyle ki her i 21 igin T; /K, G/K nin bir normal HM-

altgrubu ve (T; /K)' < (T / K)’ olmak iizere
G/K=J (L/K)
i=1

dir.

Ispat [3] Teorem 2.
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BOLUM 3

NILPOTENT MERKEZLEYENL} NC-p - GRUPLARI

Bu boliimde Problem 2 nin cevabi, 6z merkezleyenlerin nilpotent oldugu
NC - p—gruplan i¢in aragtnlmugtir. Bu sart altinda NC- p—grubunun bir
epimorfik goériintiisiiniin ﬁ-gmp olmas: i¢in bir yeter sart verilmistir. Bu yeter
sartin kesin bir ifadesi asagida verilmistir.

Teorem 1: G bir NC — p — grup Oyle ki agagidakiler saglansin.

(i) G nin her normal nilpotent K altgrubu ve her xK € (G/K)\Z(G/K)
igin Cgx (xK) nilpotent olsun.

(i) G nin her sonlu iisli 6zaltgrubu E igin E¢ < G olsun.

O zaman G nin NF-grup olan bir epimorfik goriintiisii vardir.

Bu teoremin, (i) sartimn yalmzca G nin kendisi i¢inde saglanmas: halinde,
dogru olup olmadig1 heniiz bilinmemektedir.

Teoremin ispatina gegmeden Once lokal nilpotent p-gruplarmin bazi

6zelliklerini verelim.

Heineken ve Mohamed [7] sayfa 379 de kendi notasyonlarinin ifadesiyle

"@)™" <Cx®)"

ozelligini elde etmiglerdir. [1] Lemma 2.1 de bu o6zelligin basit bir genellemesi
verilmis ve bu lemmanin daha genel durumu [3] Lemma 2.1 de verilmistir. Bu
lemma bir ¢ok durumda lokal nilpotent p-gruplanna ait bir problemi, tssii sonlu
olan bir gruba indirgemeyi miimkiin kildigindan, bu tiir problemler i¢in dnemli bir

yardimeidir.
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Lemma 3.1. H bir G grubunun normal altgrubu ve a, G nin bir elemam
olmak iizere [H,a] < Z(H) olsun. m,n pozitif tamsaylar olmak iizere a™ € Cg (H)

ve <a> nin H< a > daki altnormallik indeksi n olsun. O zaman

H™ <Cg(a)

ispat: x, H nin bir elemam olsun. Hipotezden dolay1 a™ € Cq(H) ve
<a> nin H< a > daki altnormallik indeksi n oldugundan

[x,a™]=1 ve[x,,,a]=1

elde edilir. Aynca hipotezden dolayi [H,a]<Z(H) oldugundan [x,, ;a]"®

-abelyan ve ayn1 zamanda a tarafindan normallenir.

Simdi s iizerine indiiksiyonla her 1 <s < n igin

S
[xm n—s+18]=1

oldugunu gosterelim. Hipotezden dolayt a™ € C5 (H) oldugundan

1=[[x,, al, am]

dir. Aynca [16] V1.5.a Lemma (3) den dolay

1= [[xvn—l a']>am]

= ﬁ[[x,n-l a), xa™] (k )

k=1

dir. Fakat [x,,,; 3] =1 ve dolayisiyla 1< k< m igin [x,,,; 2] =1 oldugundan
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1= [xan—l a]s am]

= [[x’n—] a]a am]

=[x", 2]

dir ve boylece iddiamiz s = 1 i¢in dogrudur.

Simdi 1<s<n i¢in iddiamz dogru olsun. s+1 igin dogru oldugunu
gosterelim.

s+1 ‘
1= [[x>n—s—1 a']aam ]

= [[Xon g1 2h (@)™ ]
= [[%,ns1 8], 8T
= [[X,psq 8] , 2™]

dir. [16] VL5.a. Lemma (3) den dolay:

F oo 1?)
1=[[X1, n—-s—1 a]m ,am]=n [X > n—s—1 a], ka]

k=1
s+l s m)
m k
= H [x" , ns14x @l
k=1

dir. Ayrica inditksiyon hipotezinden dolayr

S
[xm » n—s+l a]=1

ve buradan her 1<k <s+1i¢in

3
[xm » n-s+k 8]=1

oldugundan
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m
- &) .
m m m
1= H x7, ps1ek 8] =[x7 ,p5a]
k=1

m:z+1
=[x" 5l

elde edilir. Boylece indiiksiyon tamamdir. Ozel olarak s=n igin

oldugundan
H™ <Cqla)

Lelde edilir.

Lemma 3.2. H, merkezi agikar olan bir mitkemmel lokal nilpotent p-
group ve N, merkezi sonsuz iislii olan H nin bir normal nilpotent altgrubu olsun.

Eger E, H nin 6zaltgrubu 6yle ki EN nilpotent ve EN/N sonlu iislii ise o zaman
EY < H dur.

ispat Z =Z(N), c>0 EN nin nilpotentlik stufi ve m de EN/N nin iissii

olsun. O zaman her a €E igin <a>Z nilpotent ve nilpotentlik sinifi en fazla c
oldugundan <a> nin <a>Z de altnormallik indeksi en fazla ¢ dir. Ayrica N, H
min normal altgrubu oldugundan Z de H da normal ve dolayistyla

[Z,a]<Z

elde edilir. Bundan baska, EN/N nin issi m oldugundan a™ e N<Cy(Z) dir.

Boylece Lemma 3.1 den dolay: her a € E igin
Z™ <Cy (a)

elde edilir. Bu esitsizlik E nin her elemam igin saglandigindan
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E<Cy(Z™)

elde edilir. Fakat hipotezden Z sonsuz sli olduundan Z" 21 ve H da

normaldir. Ayrica tekrar hipotezden dolay1 Z(H) = 1 oldugundan EH <H elde
edilir.

NC-p-gruplarinin elemanlanimin merkezleyenleriyle ilgili olarak asagidaki

lemmalan verebiliriz.

Lemma 3.3. G bir NC-p-grup ve x € G\Z(G) o6yle ki Cg(x) nilpotent

olsun. O zaman Cg; (xZ(G)) de nilpotenttir.

ispat Z=Z(G) olsun. Gozlem 2.4. den dolay1 G=G’ dir. O zaman
-[14] Lemma 2.21 (iii) den dolay:

1=[G", Z,(®)]=[G, Z, ()]

oldugundan Z,(G)<Z(G) ve boylece Z,(G)=2Z(G) dir. Yani
Z(G/Z(G) =Z,(G)/Z(G)=1 dir. xeG\Z ve U/Z=Cgx(xZ) olsun. O
zaman x ¢ Z ve Z(G/Z) =1 oldugundan U/Z # G/Z ve dolaysiyla U# G dir.
Simdi U nun nilpotent oldugunu gosterelim. Her u € U igin u— [u,x] ile verilen
homomorfizmanin ¢ekirdegi K olsun. O zaman K =Cg(x) ve boylece hipotezden
dolay1 K nilpotent ve U da normaldir. Aym: zamanda

U/K=z[U,x]<Z
dir. o(x)=m olsun. O zaman U nun herhangi bir u elemani igin
1=[u,x™]=[u,x]"

oldugundan U/K =[U,x] sonlu uslii ve iissii en fazla m dir.
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Bundan baska U# G oldugundan, U bir NC-gruptur. O halde U nun
U/V Cemikov olacak gekilde normal nilpotent altgrubu Y vardir. O zaman U/KY
C ernikov ve sonlu iislii oldugundan sonludur.

Béylece U nun U=F (KY) olacak sekilde sonlu F altgrubu vardir.

Teorem A (i) den dolayr G, normal nilpotent 6zaltgruplarin bir artan birlesimi
olarak yazlabildiginden G nin F<N olacak gekilde bir normal nilpotent

ozaltgrubu N vardir ve boylece F® <N <G oldugundan FC, G nin normal,
nilpotent 6zaltgrubudur. Aynca K'Y, U nun normal nilpotent altgrubu oldugundan

U=(UnF%)KY

nilpotenttir.

s

Lemma 3.4. G, bir ﬁa-p-gmp oyle ki her xe G\Z(G) i¢in Cq (%)
nilpotent olsun. O zaman G/Z(G) nin asikar olmayan koéklii, abelyan altgrubu
yoktur.

Ispat. D/ Z(G), G/Z(G) nin bir koklii, abelyan altgrubu olsun.

Once Z(G)=1 oldugunu kabul edelim. N, G nin bir normal, nilpotent
altgrubu ve x € D olsun. <x>, G nin sonlu altgrubu oldugundan <x> <1< G ve
ayrica <x> nilpotenttir. Fakat N, G nin normal nilpotent altgrubu oldugundan,
[12] (1) Lemma dan dolayt <x>N nilpotenttir. Y=Z(<x>N)NN olsun.
<x>N nilpotent oldugundan Y=#1 ve YD<Cg(x) dir. Hipotezden dolay:
Cg(x) nilpotent oldugundan YD nilpotent ve boylece [4] Lemma 2.2. (iii) den
dolay1 D, Cg(x)1 merkezler. Simdi DN < Cg(Y) oldugundan DN nilpotent ve
dolayistyla D, N yi merkezler. Fakat Teorem A. (i) den dolayt G normal nilpotent

altgruplanin bir altan birlesimi olarak yazildifindan D, G yi merkezler. Fakat
Z(G) =1 oldugundan D =1 elde edilir.

Simdi Z(G) #1 oldugunu kabul edelim. G =G/Z(G) olsun. O zaman
G Lemma 3.3.in hipotezlerini saglar. Fakat Gozlem 2.4. den dolayi G



27

miikemmel oldugundan Z, (G) = Z(G) ve boylece Z(G) =1 dir. O halde ispatin
ilk kismindan dolayr G nin agikar olmayan kokli abelyan altgrubu yoktur.

Lemma 3.5. H bir nilpotent grup oyle ki H/Z(H) sonlu isli olsun. O

zaman H’ sonlu tshidiir.

Ispat. c>1, H nmn nilpotentlik simifi olsun. c iizerine inditksiyonla H’
niin sonlu iislit oldugunu goésterelim. ¢ =1 ise H abelyan oldugundan H’ =1 ve
iddia agiktir. Boylece kabul edelim ki ¢>1 ve iddiamiz ¢—1 i¢in dogru olsun.
[17] Sayfa 15 deki sonugdan dolay1.

YO(H) =< [xhxz,m,xc] D X1yesXe EH>

ve aymt zamanda H min nilpotentlik sinifi ¢ oldufundan y (H)<Z(H) dur.
H/Z(H) nin tssii m ve t =[xy,...,X, ] olsun. t € Z(H) oldugundan

tT = [xl,...,xc]m =[X1,...,X¢']
dir. Fakat xg' € Z(H) oldugundan

tm =[x1,...,xgl] =1

elde edilir. Ustelik y (H) abelyan oldugundan vy (H) sonlu usliidiir.
H=H/y.(H) olsun. O zaman H nin nilpotentlik smifi c—1 oldugundan
(H/y.(H) =H' (H)/y,(H) sonlu uslidir. Fakat y,(H) sonl sl
oldugundan H’ sonlu aslidir.

Lemma 3.6. T bir lokal nilpotent p-grup oyle ki T/Z(T) bir HM*-grup
olsun. O zaman (T/Z(T)) sonlu iiskii ise T sonlu dishiidir.

ispat. Z=Z(T) ve H=T'Z olsun. O zaman Z<Z(H) ve hipotezden
dolayt H/Z(H) sonlu iislii oldugundan Lemma 3.5. den dolay: H” sonlu uslidiir.
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Ozel olarak T” sonlu islidiir. Dolayisiyla T” =1 oldugunu kabul etmek genellidi
bozmaz ve boylece T’ abelyandir.

T’Z/Z niniissiim ve a € T olsun. Her t € T igin
1=[a",t]=[a,t]™

oldugundan [a,T] sonlu islii ve ssii <m dir. a, T niin herhangi bir eleman: ve
T’ abelyan oldugundan [T’,T] sonlu uslidir. Simdi T/Z bir HM*-grup
oldugundan Lemma 2.6. (i) den dolay1

T'Z/Z=[T"T|Z/Z

dir. Buradan
T'Z=[T",T| Z
ve
T=[T",T|(T'nZ)
elde edilir.

$imdi T=T/[T",T] olsun. T=T <7Z oldugundan T nilpotenttir.
Aynica T/T’ kokli abelyan oldugundan [14] Teorem 9.23 (ii) den dolayt T
abelyandir. Buradan T’=1 olduundan T’<[T’,T| elde edilir. Fakat [T”,T]
sonlu iisli oldugundan T” sonlu uslidir.

Lemma 3.7. T bir lokal nilpotent p-grup ve N, T nin normal nilpotent
altgrubu 6yle ki T/N bir HM*-grup olsun. K, N tarafindan igerilen T nin normal
altgrubu dyle ki N/K sonlu iislii olsun. Eger W/K, T/K nmn tek maksimal HM*-
altgrubu 6yle ki T/W sonlu iislii ise o zaman

(T/K) =(W'N)K/K
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dir.

Ispat. T=T/K olsun. Hipotezden dolayy T/N bir HM*-grup
oldugundan (T/N)/(T/N) koklii abelyan Cernikovdur ve aynca T/W sonlu
istii oldugundan

T/N) |, WN/N) (T/NY
(T/NY (T/NY
koklii abelyan ve ayni zamanda sonlu iisliidiir. Agikar olarak bu

(T/IN) _ (WN/N)(T/N)Y
(T/INY (T/NY

s

demektir. Buradan
T/N=(WN/N)(T/N)

elde edilir. W N/N, T/N nin normal altgrubu oldugundan, Lemma 2.6 (ii) den
dolay1

T/N=WN/N
elde edilir. Boylece T=WN dir.

Simdi

esitlifin sag tarafindaki herbir faktor T/W niin normal nilpotent altgrubu

oldugundanT/ W nilpotenttir. Ustelik W/ W kokli abelyana oldugundan [4]
Lemma 2.2. (iii) den dolay:

W/W <Z(T/W)
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dir. Bundan dolay1

T/W =(T/W )

~~

dir, ¢iinki W’/ W’ < Z (T/ W’) diir. Buradan

L4

T =NW

elde edilir.

Lemma 3.8. H bir N_C-p-grup ve N, Teorem A(i) yi saglayan H nin bir
normal nilpotent altgrubu olsun. Kabul edelim ki H nin sonlu sl her 6zaltgrubu E

icin EY < H olsun. O zaman T/N, H/N nin bir HM*-altgrubu ise T’F < H dir.

Ispat: T/N, H/N nin bir HM*-altgrubu olsun. Teorem A(i) den dolayr T
nin normal nilpotent Y altgrubu vardir 6yle ki T/Y Cemikov ve YN/N sonlu
asladiir. Lemma 2.7 den dolay1 (T/N)’ < YN/N oldugundan (T/N)’ =T'N/N
sonlu iislidiir. Ustelik Gozlem 2.4. den dolayr H miikemmel gruptur.

Z=Z7Z(H) olsun. Z<N olarak almak genellii bozmaz. Once kabul
edelim ki Z =1 olsun. Eger Z(N) sonsuz iislii ise 0 zaman Lemma 3.2 den dolay

T'H<H dr Boylece kabul edelim ki Z(N) sonlu usli olsun. O zaman [14]
Teorem 2.23 den dolayt N sonlu iisliidiir. Ayrica TN/ N sonlu islii oldugundan

T’ sonlu iislidir. Boylece hipotezden dolay: T'H < H drr.
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Simdi Z#1 oldupunu kabul edelim. H mikemmel oldugundan
Z(H/Z)=1 dir. H=H/Z olsun. H bir NC -p-grup oldugundan H de bir NC -

p-grubudur. Boylece eger Z(N) sonsuz tslii ise ispatm ilk kismindan dolay:

(rz/z)"* <H/Z
=(12)" /1Z<H/Z
=THZ/Z<H/Z

=THc<H

dir. Bundan dolayr Z(N) nin sonlu iislii oldugunu kabul edebiliriz. [14] Teorem
2.23 den dolay1 N/Z sonlu sliidiir. Ayrica

(T'N/Z)/(N/Z)=T'N/N

sonlu iislii oldugundan T'N/Z sonlu uiskidiir. Aym zamanda T/N bir HM*-grup
oldugundan (T/Z)/(T’N/Z) Cemikov dur. Boylece Lemma 2.13 den dolay: T/Z
nin tek maksimal HM*-altgrubu V/Z vardir 6yle ki T/V sonlu asliidiir.

Simdi Lemma 3.7 den dolay:
(T/Zy =(V/ZY(N/Zy =(V'N)Z/Z
dir ve boylece
T'=V'N(T'NnZ)
elde edilir.

Simdi VM <H oldugunu gosterelim. T'N/Z sonlu dsli ve
V’Z/Z<T'N/Z oldugundan (V/Z)’ sonlu uslidir. O halde Lemma 3.6 dan

dolay1 V” sonlu iislidiir. Boylece hipotezden dolayt V' < H dir. Aynica N, H min
normal altgrubu oldugundan
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NH<N®=N<H
dir. O zaman

(T = (VN (T’ Z)H

<VEN'T(T' A Z)

dir. Fakat H bir ﬁ(—?-p—grubu, dolayistyla H iki 6z normal altgrubun ¢arpimu olarak
yazilamadiZindan

'S VENH (T’ nZ)<H
dir.

‘ Lemma 3.9. G bir ﬁ-p—grup ve N, G nin Teorem A (i) yi saglayan bir
normal nilpotent altgrubu olsun. H/N, G/N nin biitin HM*-altgruplan tarafindan
iiretilen altgrubu olsun. O zaman ya H=G veya G nin H tarafindan igerilen bir

normal nilpotent altgrubu K vardir 6yle ki G/K bir ﬁ-gruptur.

Ispat: Kabul edelim ki H# G olsun. Agik olarak H, G de normaldir.

Once G/H nmn bir NF -grup oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki G/H bir NF-
grup olmasin. O zaman G/H bir NF-grup veya G/H nin NF-grup olmayan bir 6zalt

grubu X/H vardir. Fakat G bir NC -grup oldugundan G/H min NF-grup olmasi
miimkiin degildir. Bundan dolay1 G/H nin NF-grup olmayan bir X/H 6zaltgrubu
vardir. O zaman X/N bir NC-grup fakat NF-grup olmadigindan X/N bir normal
nilpotent altgrubun sonsuz Cemikov genislemesidir. Boylece Lemma 2.13 den
dolayt X/N nin tek bir maksimal HM*-altgrubu T/N vardir &yle ki X/T sonlu
usliidiir. Hipotezden dolayt T/N<H/N ve X/T sonlu usli oldufundan X/H
sonlu usliidiir. Ustelik X/H NC-grup oldugundan nilpotenttir. Fakat X/H bir NF-

grup olmadiFindan bu bir geligkidir. Bundan dolayr G/H bir —N—F-gruptur.

Simdi H, G nin bir NC-altgrubu oldugundan H/K Cemikov olacak
sekilde bir normal nilpotent K altgrubu vardir. H, G nin normal altgrubu
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oldugundan [10] Lemma 4.7 den dolay1 K y1 G de normal kabul edebiliriz.
G=G/K olsun. H Cemikov oldugundan ve [14] Teorem 3.29 (2) den dolay:

G/ Ca (ﬁ) _ G
HC; (H)/Cz () ~ HC5 ()

Cemikov dur. Fakat Gozlem 2.4. den G mitkemmel ve dolaysiyla G miikemmel
oldugundan

G=HCz®
dir ve G iki 6z normal NC-altgrubun ¢arpim olarak yazilamadigindan, bu ancak
G=Cg(H) olmasiyla miamkiindir. Boylece H< Z(G) dir. Ustelik G/H bir

,NF -grup oldugundan kolayca gorildigi gibi G bir NF -gruptur.

Lemma 3.10. G bir NC -p-grup olsun. Kabul edelim ki her i >1 igin T,

ler G nin normal HM*-altgruplan oyle ki Ti’ < i_'H olmak {izere

6=t
i=1
olsun. O zaman bir i21 igin K< Ti' olacak gekilde G nin normal nilpotent K

altgrubu vardir ve G/K min merkezinde olmayan ve merkezleyeni nilpotent olmayan

bir elemani vardir.

ispat: le #1 olacak sekilde en kiigiik tamsay1 k=1 ve S=T; olsun.
Hipotezden S, G de normal HM*-altgrubu oldugundan S/8’, G/$’ niin koklii
abelyan ve Cemikov altgrubudur. O zaman [14] Teorem 3.29 (2) den dolay:

G/§
Carsr(8/8)
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sonludur. Fakat Gézlem 2.4 den G mitkemmel oldugundan G/8’" =Cg/s (S/ S')

ve boylece S/8’ < Z(G/ S’) diir. Buradan 6zel olarak [S,G]< S’ elde edilir.

i>k ve T=T; olarak alahm. Once S’ niin elemanter abelyan oldugunu
kabul edelim. D =[S”,T’] ve G =G/ D olsun. O zaman

[S’, T’]=1
ve ayn1 zamanda [S,G]< S’ oldugundan [S, G]< S dir. [T, G]< T dir. seS

ve ue T’ elemanlarim alalim. O zaman kabulden dolayr S elemanter abelyan ve

[5, ]l e Z(T') oldugundan
[5,uP]=[5, 0] =1
dir. Béylece s ve u, sirastyla S ve T’ niin herhangi elemanlan oldugundan
IS, (T )P1=1
dir.

Bundan bagka kolayca goriildiigi gibi

e=Uar=Ur =6

i=1 i=1

dir. Ciinkii Lemma 2.6 (ii) den dolay1 V i 21 i¢in TP =T; oldugundan T, <GP
dir. Dolayistyla (T; ) £ Z(G) olacak sekilde i>k segilebilir. $imdi T=T; ve

1e (T )P\ Z(G) olsun. O zaman [S, (T )P]=1oldugundan

S< Cg(f)<§

veS =1 oldugundan S nilpotent degildir. Ustelik
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D=[s’, T]<§’
oldugundan D nilpotenttir.
Simdi G=G/S”(S)® olsun. Miimkiinse S =1 olsun. O zaman

S’=8"(S)? ve aynca S’nilpotent oldugundan [14] Lemma 2.22 den dolay:

S’ =(8")P ve boylece S’/S” koklii abelyandir. Bu ise [14] Teorem 9.23 (ii) den
dolay1 S’ niin k¢kli abelyan olmasmni gerektirir. Bundan bagka S nin her sonlu
altgrubu F, altnormal oldugundan FS’, S nin normal nilpotent bir altgrubudur.
Aynica S’ kokli normal abelyan altgrup oldugundan [14] Lemma 3.13 den
[S”, FS’] =1 ve buradan 6zel olarak

[F,8]=1

elde edilir.

Yani S/, F yi merkezler. F, S nin herhangi bir sonlu altgrubu oldugundan
S’ < Z(S) dir. O zaman Lemma 2.6 (i) den dolay:

S’ =[$",S]=1
dir, bu ise bir geligkidir. O halde S’ #1 dir. Simdi ilk durumda oldugu gibi, i > k

bulabiliriz. Oyle ki D=[S,T,] ise o zaman G/D nin merkezinde olmayan,
merkezleyeni nilpotent olmayan bir elemam vardir. Aym zamanda

D=[S8", {1 8"() <&
dir. Béylece D <8’ oldugundan D nilpotenttir. Buradan K =D ahnabilir.

Artik Teorem 1’in ispatim tamamlayabiliriz.



36

Teorem 1 in ispati. Kabul edelim ki iddiamiz dogru olmasin. Gézlem 2.4
den G mikemmeldir. N, G nin Teorem A(i) de verilen normal nilpotent altgrup

olsun.

Once G/N nin bir HM*-altgrubunun oldugunu gosterelim. G/N bir NF-
grup olmadifindan, G/N nin NF-grup olmayan X/N 6zaltgrubu vardir. Teorem

A(i) den dolay1 X in X/Y sonsuz Cemnikov olacak sekilde bir normal nilpotent Y
altgrubu vardir ve YN/N sonlu isliidiir. Boylece Lemma 2.13 den dolayr X/N nin
bir tek maksimal HM*-altgrubu W/N vardir 6yle ki X/W sonlu tsliidiir.

Once G/N nin her HM*-altgrubunun G/N nin bir normal HM*-altgrubu
tarafindan igerildigini gosterelim. T/N, G/N nin bir HM*-altgrubu olsun.
L=T'SN ve G=G/L olsun. Simdi hipotez (i) den ve Lemma 3.8 den dolay:

T'C <G dir. Ayrica N, G nin normal 6zaltgrubu oldugundan ve G iki normal
Ozaltgrubunun garpimi olarak yazilamadigindan

L=T"°N<G
dir.
Simdi L nin G de nilpotent oldugunu gosterelim. Lemma 2.7 den dolayi
T'N/N<YN/N ve YN/N sonlu usli oldugundan T'N/N sonlu uslidir.

Boylece hipotezden ve [3] Lemma 2.3 den dolayt (T'N/N)® sonlu ushi
nilpotenttir. Dolaysiyla

L/N=T8N/N=(T'N/N)¢

oldugundan L/N sonlu tslii ve nilpotenttir. Fakat L bir NC-grup oldugundan L/K
Cernikov olacak sekilde normal nilpotent K altgrubu vardir. Béylece L/NK sonlu
iisli ve Cemikov oldugundan sonludur. Bundan dolay: L = (NK)F olacak sekilde
L nin sonlu F altgrubu vardir. F, L nin altnormal altgrubu ve NK normal nilpotent
altgrup oldugundan [12] (1) Lemma’dan dolay: L nilpotenttir. Sonu¢ olarak G
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hipotezin (i) sikkim saglar. Aynca T,G nin kokli abelyen altgrubu oldugundan
Lemma 3.4 den dolay1 T < Z(G) dir. Béylece 6zel olarak LT, G de normaldir.

Lemma 2.13 den dolayi LT/N nin tek maksimal HM*-altgrubu W/N
vardir. Agtk olarak W/N nin maksimallifinden ve tekliginden dolay1 T/ N<W/N
ve ayrnica LT/N, G de normal oldugundan W/N, G/N nin normal altgrubudur.

Boylece ara iddia gosterilmis olur.
Simdi P, G/N nin biitiin normal HM*-altgruplaninin kiimesi ve

H/N=<T/N.T/NeP>

olsun. O zaman H, G nin normal altgrubu ve G/N nin her HM*-altgrubu H/N
tarafindan igerilir. Eger H+# G ise Lemma 3.9 dan dolayi G nin H tarafindan

igerilen bir normal nilpotent K altgrubu vardir 6yle ki G/K bir ﬁ-gruptur. Fakat
bu kabulumiizden dolay: bir geligkidir. Boylece H = G oldugunu kabul edebiliriz.

Simdi G = G/ N olsun. P nin elemanlarinin bir artan zinciri
T<h $<T, < 1)

ve

dir. Ayni zamanda Lemma 2.7 den dolay1

pu—y 4 -7
T Ty
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dir. Bundan dolayr Lemma 3.10 dan G nin bir normal nilpotent K altgrubu vardir
oyle ki bir n>1 igin K< 7[‘: ve G/XK nin merkezinde olmayan ve merkezleyeni
nilpotent olmayan bir elemam vardir. Fakat aym zamanda yukarda L nin
durumunda oldugu gibi T” yerine T; alinirsa TN nin nilpotent oldugunu gésterir.
Ozel olarak K < TN oldugundan K nilpotenttir. O zaman G/K nmn merkezinde

olmayan ve merkezleyeni nilpotent olmayan bir elemam oldugundan bu (i) ile
celigir. Sonug olarak T # G edilir.

Simdi T bir NC-grup oldugundan, bir 6nceki paragraftan, N nin
tanimindan ve Lemma 2.13 den dolay1 T nin bir tek maksimal HM*-altgrubu W
vardir. Bundan dolayr T =W dir. Yani T bir HM*-gruptur. $imdi her n 21 igin
TT /T kokli abelyan ve

TT /T <T,,T /T

diir. Fakat T/T koklii abelyan ve Cemikov oldugundan

’

TT /T =T/T
olacak sekilde bir n 2 1 vardir. Béylece Lemma 2.6.(it) den dolay
T=TT =T,

dir. Bundan dolay1 (1) formundaki herhangi bir artan zincir sonludur, bu ise P nin
herhangi bir elemanimin P nin bir maksimal elemam: tarafindan igerildigini gosterir.

G=H oldugundan, G, P nin elemanlan tarafindan iretilir. Fakat
yukanda goriildiigii gibi, P nin her elemam P nin bir maksimal elemam tarafindan
igerildiginden, P nin birbirinden farkh U ve V gibi en az iki maksimal eleman:
olmalidr. Y=UV olsun. G iki normal b6zaltgrubunun carpimi olarak

yazilamadigindan Y # G dir. O zaman Y bir NC grup oldugundan Lemma 2.13
den dolayt Y nin bir maksimal HM*-altgrubu R vardir. Aym zamanda Y,G de



39

normal oldugundan R de G de normal ve nbéylece ReP dir. Fakat R nin
maksimalliginden U, V<R oldugundan U=V olur. Bu ise geligkidir. Boylece
Teoremin ispati tamamlanir.
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BOLUM 4

HER OZALTGRUBU NC-GRUP OLAN BIiR GRUBUN NF-GRUP OLMA
SARTI

Bu boliimde her 6zaltgrubu NC-grup olan bir lokal nilpotent p-grubunun
kendisinin NF-olmast igin bir yeter sart verilmigtir. Béylece Arikan ve Asar’in [2]

de verilen Teorem C nin bir genellemesi elde edilmigtir.
Simdi yukanida sozii edilen esas teoreminin ifadesini verelim.

Teorem 2. G, her 6zaltgrubu NC-grup olan bir lokal nilpotent p-grup

olsun. Kabul edelim ki G nin her sonlu altgrubu F igin F¢ =G veya F® bir FC-
~grup olsun. O zaman G bir NF-gruptur.

(Kolayca goriildiigii gibi sonsuz lokal dihedral 2-grubu D,oo, Teorem 2
nin . hipotezini saglar.)

Artik [2] de verilen Teorem C yi Teorem 2 nin bir sonucu olarak
verebiliriz. BilindiZi gibi Teorem C de her 6zaltgrubu NC-grup olan bir lokal
nilpotent p-grubun, her normal nilpotent dzaltgrubu bir CC-grubunun Cernikov
genislemesi ise bu grubun NC-grup oldugu gosterilmigtir.

Sonu¢. ([2], Teorem C) G, her o6zaltgrubu NC-grup olan bir lokal
nilpotent p-grubu olsun. Kabul edelim ki G nin her normal nilpotent N altgrubu
i¢in,D, N nin bir CC-altgrubu olmak iizere N/D Cemnikov olsun. O zaman G bir
NC-gruptur.

Teorem 2 nin ispatma gegmeden Once, teoremin ispati igin gerekli olan

lemmalanin ifade ve ispatlanm verelim.

Asapidaki Lemma [2] Lemma 3.1 in bir genellemesidir.
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Lemma 4.1. T bir lokal nilpotent p-grup ve K, T nin bir normal nilpotent
altgrubu olmak tizere T/K koklii abelyan grup olsun. N, K tarafindan igerilen T nin
bir normal CC-altgrubu olsun. Eger her t € T igin N < t > bir CC-grup ise ¢, K nin
nilpotentlik simifi olmak tizere N < Z_(T) dir. Ozel olarak N =K ise T nilpotent ve

T nin nilpotentlik sinifi <c+1 dir.

Ispat: Her 1<i<c igin A; =NNZ;(K) olsun. i iizerine indiiksiyonla
A; £Z;(T) oldugunu gosterelim. t € T olsun. O zaman A, < Z(K) oldugundan

B=[K<t>,A1]=[<t>,A1]

dir. Hipotezden dolay1 A; <t> bir CC-grup oldugundan Teorem 1.1 (i) den

dolayr B, Cemikovdur. Aym zamanda B, T de normaldir. Béylece [14] Teorem
3.29.2 den dolayn T/Cp(B) sonludur. Ustelik K <Cp(B) ve hipotezden T/K

koklii abeliyan oldugundan T/Cy(B) kokli abeliyandir. O zaman
B=[tA, ] <Z(T)

dir. Burada t, T nin keyfi bir eleman1 oldugundan

[T,A, 1< Z(T)

Simdi yeT,a€ A, ve o(a) = m olsun. T/K koklii grup oldugundan bir
se€T vardir oyle ki yK =s™K dir. Ozel olarak y =s™c olacak gekilde ceK

vardir. Buradan

[y.a] =[s™c,al=[s",a]
=[s,a]"
=[s,a™]

=1
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oldugundan [y,a]=1 bulunur. y ve a, swasiyla T ve A; in keyfi elemanlan
oldugundan

elde edilir. Béylece iddia 1= 1 i¢in dogrudur.

Simdi i > 1 ve iddia i-1 igin dogru olsun. T=T/Z; ;(K) olsun. T nin
hipotezi sagladign agtktir. Ustelik A; <NNZ(X) oldugundan, ispatin ilk
kismindan dolay1 A; < Z(T) bulunur. Buradan

[A;,TISZi  K)NT
=Aj1£Z;i(D)

oldugundan A; < Z;(T) elde edilir. O halde indiiksiyon tamadir. Ozel olarak i = ¢
igin
NNZ (K)=A.<Z (T)
dir ve ayrica K mn nilpotentlik sinifi ¢ oldugundan
NNnK=Z_(T)
dir.
Simdi N = K ise o zaman K<Z (T) ve T/K abelyan oldugundan
T/Z (T) abelyandir. Béylece Z . (T) =T elde edilir.

Asagidaki lemma [2] Lemma 3.4 iin basit bir genellemesidir.

Lemma 4.2: G bir ﬁ_(-f-p-grup ve bir n21 igin E, G nin N,C-grubu
olan, bir normal CC-altgrubu olsun. O zaman E nin nilpotentlik smifi £ n+2 dir.

ispat: Gozlem 2.4 den dolayr G nin her sonlu altgrubu G de altnormaldir.
Aynica E, G nin bir CC-altgrubu oldugundan [2] Lemma 3.2 den dolay1 bir FC-
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altgrubudur. Hipotezden dolay: E bir N, C-grup oldugundan E nin E/K Cernikov

olacak gekilde normal K € N, altgrubu vardir. R/K =(E/K)" olsun. O zaman

Lemma 4.1. (veya [2] Lemma 3.1) den dolay1 R € N, dir. Bundan bagka E/R
sonlu oldugundan E =FR olacak sekilde E nin bir sonlu F altgrubu vardir.

E bir FC-grup oldugundan FE, E nin sonlu normal altgrubudur.
C =Cg(FF) olsun. O zaman E/C sonludur.

Simdi her 1 2 1 igin
Ci =C nZi (R)

olsun. Her i 21 i¢in

[C;,E,...,E]1=[C;,FER, ... ,FFR]
—1—= “— | —>

= [C1’R3>R]
—i—>
dir. Fakat C; < Z;(R) oldugundan

[C;.E,..,E]=[C;,R,..,R]=1

i —i—
ve dolayistyla C; < Z,(R) dir. Ozel olarak i =n+1 igin Z,;(R) =R oldugundan
CnR= Cn+1 < Zn+1 (E)

dir. Fakat E/C ve E/R sonlu oldugundan E/C AR sonlu ve béylece E/Z,,(E)
sonludur. Ayrica E, G de normal oldugundan Z,,(E) de G de normaldir.

G =G/Zy,(E) olsun. O zaman G/ Cg(E) sontudur. Fakat Gozlem 2.4
den dolay1 G mitkemmel oldugundan G = Cg (E) dir. Buradan [E, G]< Z,,,(E)
elde edilir. O zaman E’<Z_,,(E) oldugundan E/Z,,,(E) abelyandir. Bundan



dolayt E=Z_,,(E) dir.

Lemma 4.3. H bir NC-p-grup F, H nin bir sonlu altgurubu 6yle ki F bir
FC-grup olsun. O zaman FH nilpotenttir.

fspat. L=F" olsun. Hipotezden L, H nin bir normal FC-altgrubudur.

Ayna zamanda L bir NC-grup oldugundan L/K Cemikov olacak sekilde L nin
normal nilpotent K altgrubu vardir.

LT=L/K ve (D)°=K olsun. T bir FC-grup oldugundan L nin her X

elemam igin

[f:Cf(i)|<oo

dur. Boylece
[R:RnCr (®)|=[R: Cx (%)<

dur. Fakat R koklii abelyan oldugundan R =Cs (X) dir ve boylece R<Z()
elde edilir. Fakat L/ R sonlu dolayisiyla nilpotent oldugundan L nilpotenttir. Ozel

olarak T nin mertebeleri yukaridan simirh olan biitiin elemanlarinm kiimesi L nin

bir sonlu altgrubunu iiretir. Bundan dolay

L=L/K=FIK/K

sonludur. O zaman L = EK olacak sekilde L nin soniu E alt grubu vardir.
Dolayisiyla L =E'K dr. Burada K, L nin normal nilpotent altgrubu ve
hipotezden L bir FC-grup oldugundan E', L nin bir sonlu normal altgrubu ve
dolayisiyla nilpotenttir. Bundan dolay1 L = EL'K nilpotenttir.

Lemma 4.4. H bir NC-p-grup olsun. Eger H nin her sonlu F altgrubu igin
F! bir F C-grup ise o zaman H nilpotenttir.
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ispat: H bir NC-grup oldugundan H/K Cemikov olacak sekilde H nin
normal nilpotent bir K altgrubu vardir. T/K =(H/K)’ olsun. O zaman H/T sonlu

oldugundan H = YT olacak sekilde H nin sonlu bir Y altgrubu vardir. H = YHT ve
Lemma 4.3. den dolay1 YH nilpotent ve H da normal oldugundan H nin
nilpotentligini gdstermek i¢in T nin nilpotent olduunu géstermek yeterlidir.

¢, K nin nilpotentlik sinifi olsun. F, K nin herhangi bir sonlu altgrubu ve
L=F" olsun. O zaman K, T nin normal altgrubu oldugundan

L=Fl <K

dir. Béylece L, T nin bir normal FC-altgrubudur. Aym1 zamanda T nin her t eleman
i¢in < F,t >, H nmin sonlu altgrubu oldugundan hipotezden dolay1 < F,t >H bir FC-
gruptur. Ayrica

L<t>=Fl<t><<Ft>T<<F,t>"

oldugundan L<t > de bir FC-gruptur. Boylece Lemma 4.1 den dolay1 F < Z (T)
ve F, K nin herhangi bir sonlu altgrubu oldugundan K < Z_(T) elde edilir. Bundan
dolayr T/K abelyan oldugundan T/Z_ (T) abelyan ve boylece T=Z_,;(T)dir.
Yani T nin nilpotent oldugu gosterilmis olur.

Lemma 4.5. H bir NC-p-grup oyle ki H nin her sonlu F altgrubu icin
FEi=H veya FHoir FC-grup olsun. O zaman H bir NF-gruptur.

ispat. H bir NC-grubu oldugundan H/K Cemikov olacak sekilde H nm
bir normal nilpotent altgrubu K vardir. T/K=(H/K)° olsun. O zaman T/K

koklii abelyan Cernikov ve H/T sonludur. Eger T/K =1 ise H/K sonlu ve ayrica
K nilpotent oldugundan H bir NF-gruptur. O halde T/K #1 oldugunu kabul

edebiliriz. F, T nin herhangi bir sonlu alt grubu ve [F|=m olsun. O zaman

FK/K<Q,(T/K) char T/K
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oldugundan Q_(T/K), H/K nn normal altgrubudur. Boylece

FIK/K <Q_(T/K) oldugundan F'K/K sonludur. Buradan FPK/K < T/K
oldugundan

Fl«T<H

elde edilir. Boylece hipotezden dolayt FH bir FC-grupbudur. O halde Lemma 4.4
den dolay: T nilpotent ve boylece H bir NF-gruptur.

Artik Teorem 2 nin ispatin1 tamamlayabiliriz.

Teorem 2 nin ispati. Kabul edelim ki G bir NF-grup olmasm. Eger

G’ < G ise Teorem A(ii) den dolayt G bir NC-gruptur. O zaman Lemma 4.5. den

dolay1 G bir NF-grup olur ki bu bir geligkidir. O halde G =G’ olsun. X, G nin bir

fézaltgrubu olsun. X in her sonlu F altgrubu Teorem A(i) den dolayr G nin bir
normal nilpotent 6zaltgrubu i¢inde oldugundan

F¢ <G

dir. O zaman hipotezden F© bir FC-grup dolayistyla FX bir FC-grup oldugundan
Lemma 4.4 den dolay1 X nilpotenttir. Yani G nin her o6zaltgrubu nilpotent

oldugundan G bir mitkemmel NF -gruptur.

Once G nin sayilabilir sonsuz grup oldugunu gosterelim. G nilpotent
olmadigindan her i21 igin G nin nilpotentlik smmfi i den biiyik ve F; <F,
olacak gekilde sonlu bir F; altgrubu vardir. Agik olarak

F=0Fi

i=1

nilpotent olmadigmdan ve G bir NF -grup oldugundan F = G dir.

Simdi her 121 igin
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E. =F¢

1 1

olsun. O zaman E;, G nin FC-altgrubu ve E; nin tammindan E; SE;,; dir.
Bundan bagka F = G oldugundan

oo

G=UEi

i=1
dir.
aeG\Z(G) ve C=Cg(a) olsun. C#G oldugundan yukanda

gosterildigi gibi C nilpotenttir. C nin nilpotentlik siufi n>1 olsun. a € E; olarak
almak genelligi bozmaz. O zaman E; bir FC-grup oldugundan

[Ei:E; N C|=[E;:Cg, (a)| <o
dur.

D; = (] (Cg, (@)"
xeE;
olsun. O zaman D; <E; ve E;/D; sonludur. Ustelik D; <Cp, (a) oldugundan
D; nilpotentlik smifi <n olan bir nilpotent gruptur. O halde i2>1 igin E; bir
N, F ve dolayistyla N,C-grup oldugundan Lemma 4.3. den dolay1 E; nilpotent

ve nilpotentlik sinifi < n+2 dir. O zaman G = U E; nilpotent ve nilpotentlik sinifi

i=1

<n+2 dir. Fakat G nilpotent olmadigindan bu bir geligkirdir.

Sonug’un Ispati. Kabul edelim ki G bir NC-grup olmasin. O zaman G bir
ﬁa-grup oldugundan Gozlem 2.4. den dolayt G =G’ diir. F, G nin bir sonlu alt
grubu olsun. G miikemmel oldugundan F < E’ olacak gekilde G nin bir sonlu E

altgrubu vardir. Teorem A (i) den dolayr G normal nilpotent altgruplarin bir artan
birlesimi oldugundan G nin bir E < N olacak gekilde normal nilpotent N altgrubu
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vardir. D, N nin CC-merkezi olsun. O zaman D, G de normal ve hipotezden dolay:
N/D Cemikovdur. G=G/D olsun. O zaman [14] Teorem 3.29 (2) den dolay:
G/ Cs (N) Cemikovdur. Fakat G=G’ oldugundan buradan G = C-@(N)

oldugu elde edilir. O halde [N, G]< D dir.

Ozel olarak N’ < D dir. Fakat
F<E'SN’

oldugundan, F<D dir ve D <G oldugundan F® <D dir. Ustelik [2] Lemma 3.2

den dolay1 D bir FC-grup oldugundan F¢ FC-gruptur. F, G nin herhangi bir sonlu
altgrubu oldugundan béylece Teorem 2 nin hipotezi saglanir. Fakat o zaman G bir
NE-grup oldugundan bir geliski elde edilir. Boylece ispat tamamdir.
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