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Hg-KONVEKS FONKSIYONLAR

OZET

Bu tezde Hg-Konveks fonksiyonu adi verilen yeni bir fonksiyon sinifi
tanimlanmustir. Bazi yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilmistir.

Tezin birinci bolimiinde sirasiyla esitsizlik teorisi, konveks fonksiyonlarin tarihgesi
ve konvekslik hakkinda giris niteliginde bilgiler yer almaktadir.

Ikinci béliimde tezin kuramsal temelleri icin gerekli temel kavramlar, tanimlar,
teoremler verilmis ve ayrica Ag-konveks fonksiyon sinifi literatiir ¢alismasiyla da
desteklenerek aktarilmistir.

Uciincii boliimde tez calismasinda kullanilan klasik esitsizlikleri iceren teoremler,
ispatlar1 ve bu calismaya kuramsal temel teskil eden baz esitsizlikler verilmistir.

Dordiincii bolimde ise Hg-Konveks fonksiyon isminde yeni bir fonksiyon sinifi
tanimiyla, fonksiyon sinifinin literatiirle olan iligkisi verilmis, fonksiyonlarin bu
sinifinin bazi cebirsel 6zellikleri incelenmis ve daha sonra yine literatiirde olan bir
6zdeslik yardimi ile Hg-Konveks fonksiyonlar sinifi i¢in Hermite-Hadamard tipli
bazi yeni esitsizlikler elde edilmistir.

Anahtar kelimeler: Konveks Fonksiyon, Hermite-Hadamard Esitsizligi, integral
Esitsizlikleri, Ag-Konveks Fonksiyonlar, Hg-konveks fonksiyonlar.
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Hg-CONVEX FUNCTIONS

SUMMARY

In this thesis, a new function class, named Hg-convex function is identified. Some
new Hermite-Hadamard typed simple inequalities are given.

In the first part of the thesis, introductory informations about inequality theory,
history of convex functions and convexity take part respectively.

In the second part of the thesis basic notions, definitions and theorems necessary for
theoretical foundations of the thesis are given and also the relations of Ag-convex
function classes with each are transferred by the literature study.

In the third part, theorems that include classic inequalities used in thesis study, their
proofs and some inequalities that constitute that theoretical basic of this study are
included.

In the forth part, with the definition of a new function class named Hg-convex
function, the relation of the function class with the literatiire is given, Ssome
algebraic properties of this class of function are examined. And then Hermite-
Hadamard type fort he class of Hg-convex functions with the help of identity in the
literature, some new inequalities have been archieved.

Keywords: Convexity, Hermite-Hadamard Inequality, Integral Inequalities,
Harmonic Convex Functions, Hg-convex functions
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BOLUM 1. GIRiS

Konvekslik, tarihi M.O. 250 yilinda Archimedes’in iinlii © degerini hesaplamasina
kadar uzanan basit ve bilinen bir kavramdir. Bu kavram fizik, endiistri, tip,
miithendislik, veri analizi, bankacilik, sanat gibi bilim dallarinin niimerik
uygulamalarinda da kullanilmaktadir. Gilinlimiizde gelisen disiplini ve artan
uygulamalariyla matematiksel analizin merkezi alanlarindan biri olarak yerini
almistir. Konvekslik kavrami matematigin bir¢ok alaninda karsimiza ¢ikmaktadir.
Geometri, analiz, lineer cebir ve topolojide kullanilir ve sayr teorisi, klasik
ekstremum problemleri, lineer programlama, oyun teorisi ve esitsizlikler teorisi

(lineer, klasik ve matris) gibi ¢esitli konularda 6nemli rol oynar.

Konvekslik teorisinin matematiksel finans, ekonomi, miihendislik, isletme bilimleri
ve optimizasyon teorisi alanlarinda merkezi ve temel bir rol oynadigl iyi
bilinmektedir. Son yillarda, konvekslik kavrami, yeni ve yenilik¢i fikirler
kullanilarak ¢esitli yonlerde genisletilmis ve genellestirilmistir (Dragomir and
Pearce , 2000; Chen, 2002; Cristescu and Lupsa, 2002; Niculescu and Persson,
2006).

“Konvekslik” kavrami ilk olarak 1883 yilinda Charles Hermite tarafindan dile
getirilmistir (Hermite, 1883). Daha sonra Hadamard’in c¢alismasinda (Hadamard,
1983) konvekslige rastlansa da konveks fonksiyonlarin sistematik olarak ¢alisilmasi
1905- 1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen ile baslamistir. 19.-20.yy’da bulunan
esitsizliklerin bir kismi konveks fonksiyonlarla iliskilendirilerek temel esitsizlikler
haline gelmistir. Konveks fonksiyonlar daha kapsamli bir sekilde A. W. Roberts ve
D. E. Varberg tarafindan "Convex Functions" adli eserde kaleme alinmistir. Sadece
konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler hakkinda ise Pecaric 1987 yilinda "Convex

Functions: Inequalities" adli eseri yayinlamistir.

Esitsizlikler, matematigin tiim dallarinda genis ¢alisma alani olan, siirekli gelismekte

olan bir konudur. Koklii bir tarihe sahip olup, 19. yiizyilldan beri biitiin alanlarda



kullanilmistir. Bu konu, son yillarda ¢ok sayida aragtirmacinin dikkatini ¢cekmektedir.
Jensen, Hadamard, Hilbert, Hardy, Opial, Levin ve Lyapunov isimleriyle 6zdeslesmis
bircok esitsizlik tipi arasinda derin kokler vardir ve bu esitsizlik tipleri matematigin

farkli alanlarinda kullanilmaktadir.

Esitsizlikler teorisi igerisinde 6n plana ¢ikmig birgok esitsizlik vardir. Bunlardan biri
de esitsizlikler teorisinin gelismesinde 6nemli rol oynayan konveks fonksiyonlar ile
iliskili olan Hermite-Hadamard esitsizligidir. Bu esitsizlik ilk olarak 1881’de Ch.
Hermite’nin Mathesis dergisine gonderdigi bir mektupta elde edilmesine karsin uzun
yillar bu durum anlagilmamistir. Fakat bu durum daha sonraki yillarda ortaya ¢ikmis
ve bu esitsizlik literatiire ya Hadamard esitsizligi ya da daha ¢cok Hermite-Hadamard

esitsizligi olarak girmistir.

Hermite (1822-1901), Ekim 1881°de, Journal Mathesis dergisine yazdigi mektup
Mathesis 3 de (1883, p.82) asagidaki gibi basilmistir.

“Sur deux limites d’une integrale definie. Soit £(X) une Fonction qui varie toujours

dans le méme sens de u = a; au; = b. On aura les relations

b
b — a)f (aTer) < J £u)du < (b — a)f(a)z;f(m

ou bhien

§(a) +&(b)

(b — a)f(“T”’) > Jabf(u)du > (- )=

Suivant que la courbe v = &(u) tourne sa convexité o usa concavite vers [’axe des

abcisses

1883 yilinda Hermite tarafindan elde edilen bu esitsizlik bundan on yil sonra
Hadamard tarafindan yeniden ele alinarak bu ¢alisma simdi giiniimiizde Hermite-

Hadamard esitsizligi olarak bilinen asagidaki



b
b 1 b
f(aJZr )sb_aff(x)dxéf(a);f()

a

esitsizligi vermistir.

Bu onemli esitsizlikler, integraller i¢in ortalama deger teoreminin fonksiyon ve
gorlntiilerinin ortalama degerlerine iliskin bir esitsizlik olup fonksiyonun konkav
veya konvekslik durumuna gore degismetedir. Cesitli konveks fonksiyon siniflari
icin Hermite-Hadamard esitsizliginin detayli anlatimi S.S. Dragomir ve C.E.M

Pearce tarafindan yazilan "Selected Topics on Hermite Hadamard Inequalities and

Applications" adl1 eserde bulunabilir.

Son yillarda, ¢ogu arastirmacilar tarafindan ozellikle gesitli ortalamalar ve cesitli
parametreler yardimiyla bircok konvekslik siniflar1 tanimlanmis olup, bu fonksiyon
smiflarinin cebirsel 6zellikleri incelenmistir. Ayrica elde edilen yeni fonksiyon
smiflar1 i¢in farkli ¢esit integral esitsizliklerine ait yeni sonuglar elde edilmistir. Bu
fonksiyon siniflarindan biri de Ag-konveksliktir (Kadakal ve Iscan, 2019). Kadakal
ve Iscan’in yaptig1 calismadan yola cikilarak bu tezde, aritmetik ortalama yerine
Harmonik ortalama alinarak Hg-konvekslik adinda yeni bir konvekslik sinifi
tanimlanmis ve bu fonksiyon sinifinin 6zellikleri incelenerek, fonksiyonlarm bu

sinifl i¢in bazi yeni integral esitsizlikleri elde edilmistir.



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. On Bilgiler

Bu boliimde gerekli olan bazi temel kavramlar, tanimlar, teoremler ve esitsizliklere

yer verilmistir.

Tanim 2.1.1 (Siireklilik): /:S € R - R, u, € S ve € > 0 verilmis olsun. Eger
lu —uyl <6 olan Vu € S igin |f(u) — f(up)| < e

olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa f, u, da siireklidir denir (Bayraktar, 2010).

Tanim 2.1.2 (Diizgiin Siireklilik): /:S € R - R ve € > 0 verilmis olsun.
|lu; —u,| < & sartini saglayan Vuq,u, € S igin |f(uq) — f(uy)| <€

olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa f, S de diizgiin siireklidir denir (Bayraktar,
2010).

Tanim 2.1.3 (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): f , [ araliginda taniml bir fonksiyon
olsun. u; < u, olan Vv uy,u, € I igin

i.  f(uy) > f(uy) ise f fonksiyonu I {izerinde artandir,

i.  f(uy) < f(uy) ise f fonksiyonu I tizerinde azalandir,

iii.  f(uy) = f(uy) ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandir,
iv.  f(uy) < f(uy) ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir,

denir(Adams and Essex, 2010).

< ==

2.2. Konveks Fonksiyonlarla flgili Temel Tanim ve Ozellikler

Tamm 2.2.1. (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak

lizere;



B={zel:z=tx+(1—-t)y 0<t<1}c A

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z€B ise z=ax+ (1—a)y
esitligindeki x ve y katsayilari i¢in @ + (1 — a) = 1 bagintis1 her zaman dogrudur.
Bu sebeple konveks kiime tanimindaki «, (1 — «) yerine a + f = 1 sartin1 saglayan
ve negatif olmayan «a,f reel sayilarmi alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi ug
noktalar1 x ve y olan bir dogru pargasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime,

bos olmayan ve iki noktasini birlestiren dogru pargasimi ihtiva eden kiimedir

(Bayraktar, 2000).

t .
z t y v /./’
%1 ¢

Sekil 2.1. Konveks kiime Sekil 2.2. Konkav kiime

Tamim 2.2.2. (Konveks Fonksiyon): [ € R bir aralik ve f:I SR — Rbir

fonksiyon olsun. Vu,v € I ve t € [0,1] igin

fu+ A —-0v) <tf(w)+ A —-t)f(v) (2.1)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna I iizerinde konveks fonksiyon denir.

Yukaridaki formiile es deger olarak asagidaki gerek ve yeter kosulu verebiliriz:

f:1 = Rkonvekstir & x <y <z olanVvx,y,z € I igin,

x f(x) 1
y fO 11=0
z f(z) 1

Eger (2.1) esitsizligi u # v ve t € (0,1) igin kesin ise bu durumda f fonksiyonuna

kesin konvekstir denir (Pecari¢, 1992).



flu+A-tv) <tf(w)+ A -0)f(v)

olur. Bu durumda bu fonksiyona kesin konvekstir denir.

Esitsizlikte " = " olmas1 durumunda ise

fu+ A=) 2tf (W + A -)f W)

f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir.

B Eke——===
Flm————————

Sekil 2.3. Konveks fonksiyon sekli

Sekil 2.4. Konkav fonksiyon sekli



Konveks fonksiyon igin bazi gereklilikler asagida siralanmustir.

1. f’nin [ aralif1 iizerinde konveks olabilmesi icin gerek ve yeter sart secilen

FG)-f(©),
.

. nin [ araliinda artan bir fonksiyon

herhangi bir ¢ € I noktasi igin
olmasidir.
2. f:(a,b) > R fonksiyonunun konveks olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her

¢,x € (a,b) i¢in,

FG) - () = f g(Ddt

olacak sekilde g: (a, b) — R artan fonksiyon olmasidir.

3. f tlirevlenebilir bir fonksiyon olmak {izere, f ’nin konveks olmasi i¢in gerek ve
yeter sart f' fonksiyonunun artan olmasidir.

4. f",(a,b) arahginda mevcut olsun. Bu durumda f’nin konveks olmasi igin gerek
ve yeter sart f"(x) = 0 olmasidir.

5. f:(a,b) > R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her x, €

(a, b) i¢in f fonksiyonun en az bir destek dogruya sahip olmasidir. Yani

fG) = f(xo) + Alx —x0)  Vx e (ab)

esitsizligini saglamasidir. Burada 4, x(’a baglidir ve eger f' varsa o zaman

A= f(xo) yada f'(x0) # f ', (xo) ise A € [ f"_(xo), f, (xo)] dir.

6. f:(a,b) = R fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart P, Q ve R

noktalar1 f fonksiyonunun grafigi iizerinde herhangi {i¢ nokta olmak tiizere,

egimP(Q < egimPR < egimQR

esitsizliginin saglanmasidir (Pecari¢, 1992).

Asagida konveks fonksiyonun bazi 6zellikleri verilmistir:



I.  Kapali aralikta tanimli konveks fonksiyon sinirlidir.

ii.  f:1 > R konveks fonksiyon ise, I°(I nun ici) inde siireklidir.

iii.  f:1 - R konveks fonksiyon ise I”de f (u) ve f,(u) tiirevleri vardir ve
artandir.

iv.  f:I - R konveks fonksiyonu I agik araliginda konveks ise, sayilabilir bir E
kiimesi haricinde f mevcuttur ve siireklidir.

v. fplcR->R,j=1.23..ktane konveks fonksiyonlar olsun. Bu takdirde;

K
fw) = Zajfj(u), 420 (j=123...k

j=1
fonksiyonu da konvekstir.

vi. g: R — Razalmayan konveks fonksiyon ve h: R = R konveks fonksiyon
olsun. f: R - R, f(u) = (goh)(u) bileske fonksiyonu da konvekstir
(Dragomir ve Pearce, 2000).

Teorem 2.2.1. (Hermite-Hadamard Integral Esitsizligi): f : I - R konveks bir

fonksiyon olsun. Her a,b el ve a < b igin,

b
b 1 b
f(a;r )Sb_ajf(x)dxsw (2.2)

esitsizligine Hermite-Hadamard esitsizligi denir. Eger bu esitsizlikte f fonksiyonu
konkav ise esitsizlik tersine doner (Hadamard, 1893, Hermite, 1883).

Ispat: f fonksiyonu I’da konveks oldugundan A = aTH’ noktasinda en az bir destek

dogrusuna sahiptir. Yani

fG) = f(A) +m(x — A)
olacak sekilde A noktasina bagli en az bir m € R mevcuttur. Yukaridaki esitsizlikte x’e

gore [a, b] tizerinden integral alinirsa
b b
ff(x)dx > f(A)(b-a)+ mf(x —A)dx
a a

= fA0b-a)



olur. Buradan

F) < 5— f () dx

elde edilir ki, bu da (2.2)’nin sol tarafindaki esitsizligi verir.

Diger taraftan, f’in I’da konveksligi kullanilirsa Vx € [a, b] igin,

DR

olur. Bu esitsizlikte, tekrar x’e gore [a, b] tizerinden integral alinirsa,

b
i £(@) + £(b)
e ) xS

elde edilir. Bu ise (2.2)’deki esitsizligin sag tarafini verir. Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 2.2.2. f ve g fonksiyonlarinin [a, b] araliginda gergek degerli, negatif
olmayan ve konveks fonksiyonlar oldugunu varsayalim.

O halde

3 1 b b 1
gmj J JO flex + (1 —t)y)g(f(tx + (1 — t)y))dtdydx

< be f fx)gx)dx + = 1 [M(a b) + N(a,b)] (2.3)

ve

biaLbfolf<tx+(1—t)(a7+b>>dtdx



1
b—a

IA

b
f fx)g(x)dx + % [M(a,b) + N(a,b)] (2.4)

esitsizlikleri gegerlidir. Burada
M(a,b) = f(a)g(a) + f(b)g(b)
N(a,b) = f(a)g(b) + f(b)g(a)

gosterimleri kullanilmistir(Cristescu ve Lupsa, 2002).

Tanim 2.2.3. (Harmonik Konvekslik): I € R\{0} reel sayilarda bir aralik olmak
tizere f:1 — R fonksiyonu her x,y € I vet € [0,1] i¢in

Xy
f (m) <tf+A-0)f(x) (2.5)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir. Eger

esitsizlikte “<” yerine “>" kullanilirsa, bu durumda f’ye harmonik konkav denir

(Iscan, 2014).

Tanim 2.2.4. [a,b] c R\ {0} ve f:[a,b] > R bir fonksiyon olsun. Eger her
x € [a, b] igin

abx )

100 = Fa™ 57 =) = (g

esitligi saglamiyorsa f’ye 2ab /(a+b) noktasina gore harmonik simetrik
fonksiyon denir (Latif ve ark., 2017).

Onerme 2.2.1. I € R\{0} gercek (reel) bir aralik ve f:I — R bir fonksiyon olsun.
Bu taktirde

i) I € (0,x), f konveks ve azalmayan bir fonksiyon ise bu taktirde f fonksiyonu

harmonik konvekstir.

10



ii) I € (0,), f harmonik konveks ve artmayan bir fonksiyon ise bu taktirde f
fonksiyonu konvekstir.
iii) I € (— 0, 0), f harmonik konveks ve azalmayan bir fonksiyon ise bu taktirde f
fonksiyonu konvekstir.
Iv) I € (—x,0), f konveks ve artmayan bir fonksiyon ise bu taktirde f fonksiyonu

harmonik konvekstir (Iscan, 2014).

Teorem 2.2.3. (Harmonik Konveks Fonksiyonlarda H-H Esitsizligi): Harmonik

konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi asagidaki gibidir.

a,b €1 dyleki a < b olmak lizere f: 1 € R\{0} — R bir harmonik konveks
fonksiyon olsun. Eger f € L][a, b] ise bu taktirde,

<2ab>sbab fbf(X)dxsf(a)+f(b).

a+b —-a x2 2 (2.6)

a

esitsizligi saglanir (Iscan, 2014).

Ispat: f:1 > R harmonik konveks oldugundan dolay1 V x,y € I igin ve t = % icin

harmonik konveksligin f (L) <tf(y)+ (A —-t)f(x) scklindeki tanimi

tx+(1-t)y
yardimiyla
f( 2xy ) SO+
x+y 2
- el qs _ ab _ ab
yazilir. Eger bu esitsizlikte x = ara—op’ Y = mra-na olarak alinirsa

(Zab)<f<ﬁ)+f(%>
a+b) ™ 2

olur. Daha sonra esitsizligin t degiskenine gore [0,1] araliginda integrali alinirsa
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1

f(az-cll-bb)sé ff(tb+(1—t)a dt+ojf ta+(1—t)> t

0

elde edilir. Koseli parantezin igindeki her bir integral %f:%dx ifadesine esit
oldugundan, esitsizligin sol tarafi ispatlanmis olur.

f, I da harmonik konveks oldugundan; a < b olan Va, b € I ve Vt € [0,1] i¢in

ab
i e t)a) < tf (@) + (1 - OF(b)

yazilir. t € [0,1] i¢in integral alinirsa

1 b
L @ [1W
Off ta+(1—t)b)d b-a)) du

ab f(x) _f@+f(®)
- a) ) a5 2

olur. Simdi f: (0, ) — R fonksiyonu f(x) = 1 bigiminde tanimlansin. Boylece her
x,y € (0,00) ve t €[0,1] igin

1= f(Grazsy) = YO +a-or@ =1

olur. f fonksiyonu (0, «0) araliginda harmonik konveks oldugundan

2ab (f) f(@) + f(b)
Flen)=

) x=1 A b A
a+b b—a) x2 ve 2
a

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Onerme 2.2.2. ] ¢ R\{0} biraralik, f:1 < R\{0} — R verilen bir fonksiyon
olsun ve g(x) = % x > 0 olsun.
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f, I da harmonik konvekstir & f o g™, g(I) alt kiimesinde konvekstir.

Ispat : = u,v € g(I) ve t € [0,1] keyfi alinan noktalar olsun. Bu durumda

Fegpu+ @ -tv) <t(feg)W)+ A -)(feg9)()
1
gl = {g(x) =7 ,X € I}

oldugu gosterilmelidir.

u,v € g(I) oldugunda 3a,b € I: u = %, v= %dir. Dolayisiyla

-1 it (A=1)
(fog )(tu‘l‘(l—t)v):(fog )<E+ - )
b+ (1-
:(fog_l)<¥>

b+(1— b
_ f(g—l <#>) p f(thr(“Tt)a) < tf(a) + (1 - Of(b)

=t(feg ™ HW + (1 -)(feg )W)

olur.

"<" a,b€lvet € [0,1] olmak iizere
f (—ab ) < tf(a) + (1 — t)f(b) oldugu gosterilmelidir.

th+(1-t)a

a,bel , g(a) =% ve g(b) = % € g(I) ve f o g~ 1, g(I)’da konveks oldugundan;
t € [0,1] olmak tiizere,

(feg™) (t%+ (1- t)%) <t(fog™ (%) (1= O(fog Y G)

dir. Dolayistyla

o (B2 )= (o @) +a-or (o7 5)
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ab < 1 ,
ﬁf(m)— tf(a) + (1 —t)f(b)

olur ve ispat tamamlanir.

Uyari 2.2.1. Yukaridaki 6nermeyi kullanarak harmonik konveks fonksiyonlar igin
Hermite-Hadamard esitsizligi asagidaki gibi kolayca ispatlanabilir.

f:I € R\{0} - R harmonik konveks bir fonksiyon ise g(x) = % x > 0 olmak

lizere yukaridaki énermeye gore f o g~1, g(I)’da konveks bir fonksiyondur. u > v
olan vu,v € g(I) i¢in,

u

1 o1 o1
(fog1)(“;”)su_vf(fog1)(x)dxs(f RIORAGI RO

v

, U

Qr

olur. u,v € g(I) oldugu 3a,b € I:u=g(a) = gb) = % dir.

1 1
P>v:—>—za<4
a b

Boylece
1
1 1 1 1
-+ (fog—l) = +(f°g_1) 1
(feg™ azb Sl_l f(g_l(x))dxﬁ (a)Z (b)
a b
1
b
olup
2ab b H b
f(a i b) = (ba_ a)Jf(g_l(x))dx SM
5
yazilirsa
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1 du
u=gk)= ;,du =-——dx=dx = =z
oldugundan
1
[ f@w
ff(g_l(x))dx = f —du
1 a
b
olur.

Uyan 2.2.2. a,b € RT = (0,) olsun.

Harmonik ortalama: H = H(a, b) = %

Geometrik ortalama: G = G(a,b) = Vab
Aritmetik ortalama: A = A(a, b) = azﬁ olmak lizere H < G < A dur.

Onerme 2.2.3. a,b € R* ve t € [0,1] olsun.

Agirlikli (genellestirilmis) Harmonik Ortalama: H,_H,(a, b) = ﬁ

Agirlikli Geometrik ortalama: G,-G.(a,b) = ath*~t

Agirlikli Aritmetik ortalama: A;_A;(a,b) =ta+ (1 —t)b ise H; < G, < A, dir
(Iscan, 2022).

Ispat:
3 1
| |l
H, <G, < A,
|
2

yazilirsa,
(1) igin;

fi(0,0) > R, f(x) =—Inx fonksiyonu (0,©) da konvekstir (Cinki f(x) =
—Inx fonsiyonunun ikinci tiirevi pozitiftir). Yani Va, b € R* ve ¥Vt € [0,1] i¢in

fta+ (A —-t)b) <tf(a) + (1 —-t)f(b) (2.7)
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—In(ta+ (1 —t)b) < —tlna— (1 —t)Inb = —In(atbl™)
In4, > InG, = e"4t > NG

G; < A; olur.
(2) icin ; f: (0,0) > R, f(x) = i konveks olup V(a, b) € [0,%) ve ¥t € [0,1] icin
(2.7)’den

1 _1<t+1—t_tb+(1—t)a_1
ta+(1—-t)b A " a b ab " H,

= Ht S At
olur.

(3) igin; kabul edelim ki 3(a, b) € R* ve 3t € [0,1] i¢in dyle ki H; > G, olsun.
In H; > In G,
In(a,b) —In(th + (1 — t)a) > In(a*h*™ ") =tlna+ (1 —t)Inb

yazilirsa
—In(th+(1—-t)a) >tlna+ (1 —t)Inb—Inab

=—(1—-t)lna—tlnb
= —In(a'"th?)
= —In(4,_,) > —-InG,_;
=2 A <G

olur ki bu ¢eligkidir. Yani Va, b € R* ve Vt € [0,1] i¢in H, < G, dir.
Sonug olarak H; < G, < A, ispatlanmis olur.

Onerme 2.2.4. f:(0,0) - R, verilen bir fonksiyon olsun.

1) f azalmayan ve konveks ise f harmonik konvekstir.
i) f artmayan ve harmonik konveks ise f konvekstir.
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Ispat: Bilindigi iizere; Va, b € I ve Vt € [0,1] igin

. = ab
T th+ (1 —t)a

<A, =ta+(1-1t)b
dir.
1) f azalmayan bir fonksiyon ise yukaridaki esitsizlikten
fH) < f(A) =f(ta+ (1 -0)b) <tf(a) + (1 -0)f (D)

yazilir.

i1) f artmayan bir fonksiyon ise yukaridaki esitsizlikten

f(A) < f(H) < tf(a) + (1 —t)f(b)
yazilir.

2.3. HH-Konveks Fonksiyonlar

Tanim 2.3.1. f:1 c R\ {0} - (0,) olsun. Vx,y € I vet € [0,1] igin,

xy fx) fy)
o - t>y> SA-0fm+f@ (2.8)

esitsizligi saglaniyorsa f ye I lizerinde HH-konveks (Harmonik-Harmonik-konveks)
fonksiyon denir. Yukaridaki esitsizlik ters yonde saglanirsa f fonksiyonu HH-
konkavdir, denir (Anderson ve ark.,2007).

(2.8) esitsizliginin Vx,y € [ ve t € [0,1] igin,

1 1 1
(1 — t) +t <
(x) ) Xy
I o f (tx + (- t)y) (2.9)

esitsizligine denk oldugu agikca goriiliir.
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Lemma 2.3.1. f:1 c R\ {0} - (0,0) fonksiyonu I’da HH-konveks (konkav)
ve g:1cR\{0}—- (0,0) olsun. g(x) = ﬁ , I’da  HA-konkav (konveks) tir
(Dragomir, 2018).

Yukaridaki esitsizlikleri dikkate alarak asagidaki sonuglari elde ederiz.

Onerme 2.3.1. f:[a, b] c (0,0) = (0,0) olsun,
Py: [%ﬂ c (0,0) - (0,), P;(x) = f(ll) ve Qs:[a,b] < (0,%) - (0,0), Q(x) =

X

fx)

fonksiyonlar1 verilsin. Bu taktirde,

(i) f fonksiyonu [a,b]’da HH-konveks(konkav) ,
(ii) Pr fonksiyonu [%,ﬂ’da konkav(konveks),
(iii) Qf fonksiyonu [a,b]’da konkav(konveks)

ifadelerine denk oldugu goriiliir (Dragomir, 2018).

2.4. Ag- Konveks Fonksiyonlar

Bu kisimda ilk kez tanimlanan Ag-konvekslik (Kadakal ve Iscan, 2019) ile ilgili bazi
tanim ve On bilgilere yer verilmistir.

Tamim 2.4.1. [ € R bir aralik, f:1 > R, g:J = R, J D f(I) fonksiyonlar olsun..
Eger,

flex+ (1 —-0)y) <tg(Ff () + A -g(f») (2.10)

esitsizligi her x,y € I ve t € [0,1] i¢in gegerli ise f fonksiyonuna Ag-konveks denir.
I aralig1 tizerindeki Ag-konveks fonksiyonlarin kiimesi AgC (1) ile gosterilir.

g fonksiyonu g(x) < x, x € f(I) sarti1 saghyorsa, o zaman f fonksiyonu ayni
zamanda konvekstir.

Onerme 2.4.1. [ c R bir aralik, f:] > R, g:J > R ve ] o f(I) olsun. Eger f
fonksiyonu Ag-konveks ise, 0 zaman her y € f(I) igin y < g(y) saglanir.
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Ispat: Keyfi y € f(I) alalim. O halde, y = f(x) olacak sekilde bir x € I vardur.
a € I\{x} sabit olarak alirsak , o zaman her t € [0,1] igin f fonksiyonu Ag-konveks
oldugundan

fitx+ (A =t)a) <t(geHHx) + (1 -6)(ge f(a)

dir. t=1 i¢in f(x) < g(f(x)), yani y < g(y) dir. Bu bize, her y € f(I) i¢in
y < g(y) oldugunu gosterir.

Sonu¢ 2.4.1. i) Onerme 2.4.1’¢ gore her konveks fonksiyon Ag-konveks
fonksiyondur. Gergekten, her t € [0,1] ve her a, b € I i¢in

fta+ (A =0)b) <t f(a)+ A —1t) f(b) <tg(f(a)) + (1 —1t) g(f(b))
<tlge @)+ A -0(g°fb)
dir. Bu esitsizlikler C (1) € AgC(I) oldugunu gosterir.

i) Ancak, yukaridaki ifadenin tersi her zaman dogru degildir. Yani, her Ag-
konveks fonksiyon, konveks fonksiyon olmayabilir.

Omegin, f:(—x,0) > R,f(x) = i, g R->R, g(x)=—x olsun. Her
x,y € (—,0) i¢in,

! < t1 1 t1
tx+(1-t)y~ «x ( )y

oldugundan, f fonksiyonu Ag-konvekstir. Ama bu fonksiyon (—oo,0) araliginda
konveks degildir.

i) AgC(I) = C(I) © g(x) = x oldugu aciktir.

2.5. Baz1 Onemli Esitsizlikler

Teorem 2.5.1. (Ucgen Esitsizligi) Herhangi u, v reel sayilari icin
lu+v| < |ul + vl

llul = vl| < lu—v|
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[lul = [vl| <lu+vl

ve timevarim metoduyla
lus+... +uy| < |lugl+...+u,l

esitsizlikleri gegerlidir (Mitrinovi¢ ve ark.,1993).

Teorem 2.5.2. (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu) f, [a,b] araliginda
tanimli siirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b
Sf |f(w)|du(a<b) (2.11)

fbf(u)du

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ ve ark.,1993).

Teorem 2.5.3. (integraller i¢in Holder Esitsizligi) p > 1 ve % + % = 1 olsun.f ve

g, [a, b] araliginda tanimli reel fonksiyonlar ayn1 zamanda |f|? ve |g|9, [a, b]

araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

b b 1/p b
f |f<x>g<x>|dxs(f If(x)lpdx) (f |g(x)|qu>

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ ve ark,1993).

1/q

Tamim 2.5.1. (Power mean Esitsizligi) g > 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda
tanimli reel fonksiyonlar ayn1 zamanda |f| ve |g|?, [a, b] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise

b b 1-1/q b
f |f(x>g(x)|dxs<f If(x)ldx> <f If(x)llg(X)I"dx>

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ ve ark.,1993).

1/q

Ispat: p > 1ve % + $ = 1 ise Holder esitsizligine gore
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b b
f F(0)g(0)ldx = f FOOIPIF GOV g (0] dx

a

b 1/p b
s(f |f(x)|dx) (f If(x)llg(x)lqu>

esitsizligi elde edilir. Son esitsizlikte % =1- % yazilirsa, g = 1 i¢in de bu esitsizlik

1/q

saglanir ve bdylece istenilen esitsizlik elde edilmis olur.
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BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Ag-Konveks Fonksiyonlar

Bu boliimde, Ag-konveks fonksiyon (Kadakal ve Iscan, 2019) olarak adlandirilan
konveks fonksiyon sinifi igin hem Hermite-Hadamard tipi integral esitsizlikleri hem
de Ag-konveks fonksiyonlar ile ilgili yeni esitsizliklere yer verilmistir.

Teorem 3.1.1. ¢ € [0,%) olsun. Eger f fonksiyonu Ag-konveks fonksiyon ve g
lineer ise, cf fonksiyonu Ag-konveks fonksiyondur.

Ispat: c € [0, ) icin,
(eHtx+ A -y) <cltg(f(x))+ Q-1 g(f()]
=tg(cf(x) + (1 —1t) glcf ()
=t(ge(cfNX)+ A -t)(ge(cNW)

yazilir. Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 3.1.2. f, h fonksiyonlar1 Ag-konveks ve g lineer ise, f + h fonksiyonu Ag-
konveks fonksiyondur.

Ispat: x,y € I ve t € [0,1] igin,

(f+m)(tx+ (A =-0y) = f((tx + (1 = )y)) + h((tx + (1 = t)y))
<[tg(F )+ A -g(f NI+ [tgh(x)) + (1 — )g(h(y))]
=tlg(f () + g(h(GN] + A = Dlg(f () + g(h())]
=tg(f(x) + h(x)) + (1 = Dg(f ) + h(¥))
=t(ge(f+ M) +A-0(g°( + ).

Béylce ispat tamamlantr.

Teorem 3.1.3. f fonksiyonu Ag-konveks ve azalmayan ve h konveks fonksiyon ise,
f oh Ag-konvekstir.
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Ispat: x,y € I ve t € [0,1] igin,
(f e B)(tx + (1 = )y) = f(h(tx + (1 = O)y)) < f(th(x) + (1 = OR())
< tg(f(h(0))) + (1 = g (F (h(¥)))
<t(ge (F)) @+ @ -1 (g (FM)) »)

olur ve ispat tamamlanir

Teorem 3.1.4. f,h:1 — R fonksiyonlarinin her ikisi de negatif olmayan, monoton
(artan veya azalan) ve g:J = R, J D f(I) fonksiyonu monoton (artan veya azalan)
ve g(u)g(v) < g(uv) sartin1 saglasin. Eger f, h Ag-konveks fonksiyon ise, 0 zaman
fh fonksiyonu Ag-konveks fonksiyondur.

Ispat: f,h:I > R fonksiyonlarinin her ikisi de negatif olmayan, monoton (artan
veya azalan) ve g:J = R, J D f(I) fonksiyonu monoton (artan veya azalan) ve
gw)g(v) < g(uv) sartin1 saglasin. Eger x < y ise (y < x durumu benzer sekilde
yapilir) o zaman

[9(F () = g(fFWNILg(h()) — g(h(x))] < O
dir. Boylece

g(f())g(r() + g(f 1)) g(h(x)) (3.1)
< g(f())g(h(®) + g(f»))g(h(»)

elde edilir. Diger yandan x,y € [ ve t € [0,1] i¢in

(FR)(Ex+ (1 - 0)y) = fltx+ (1 = O)y)h(tx + (1 —)y)
<[tg(f () + (A —)g(fNItgh(x) + (1 — Ogh())]
=t2g(f(0)g(h()) +t(1 - )g(f(x))g(h())
+t(1 - g(fO)gh() + (1 — ) g(f (1)) g(h()).

yazilir. Daha sonra (3.1) kullanilirsa,
(FR)(tx + (1 = )y) < 2g(f () g(h(x)) + (1 = )*g(f (1)) g(h())
+t(1 - O[g(f(0))g(h(x)) + g(f ) g(r()]
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<tlt+ (A -)]g(f(x)Ngh(x) + A -t + 1A —-O)]g(f())gh(®))
= tg(f(x))g(h(x)) + 1 = )g(f ) g(r())
<tg(f(x)+ 1 -t)g(fR)(y)

elde edilir ve ispat tamamlanur.

3.2. Ag-Konveks Fonksiyonlar I¢in Hermite-Hadamard Esitsizligi

Teorem 3.2.1 f:1 - R Ag-konveks fonksiyon, g:] = R, ] D f(I), a < b olacak

sekilde a,b € I ve g o f € L[a, b] olsun. Bu taktirde

(a;b)sbiaj:(gof)(u)du

esitsizligi gecerlidir (Kadakal ve Iscan,2019).

Ispat: f fonksiyonunu Ag-konveks oldugundan,

a+by ([ta+ (1 —-6)b]+[(1—1t)a+ th]
f( 2 >_f< 2 >

1 1
<@ NHltat @ =6)b) +-(ge°fH((1—t)a+th).

elde edilir. Daha sonra, son esitsizlikte [0,1] {izerinden t’ye gore integral alinirsa

() <52 [ @ nooa

olur ve ispat tamamlanir.

Uyan 3.2.1. Eger Teorem 3.2.1 de g(x) = x alinirsa, konveks fonksiyonlar igin

Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafini elde edilir.
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Teorem 3.2.2. f:1 — R fonksiyonu Ag-konveks fonksiyon, g:J = R, ] > f(I),
a < b olmak tizere a,b € I ve f € L[a, b] olsun. Bu taktirde

1 b ° o f)(b
b—afa f(x)dxg(g f)(a);r(g (b)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: f fonksiyonunun Ag-konveksligini kullanarak ve x = ta + (1 — t)b degisken
degistirmesi yapilirsa

1 1 b
fo f(ta+ (1 —t)b)dt = mfa FGo)dx

< jo [tg(f (@) + (1 — Dg(Fb)]dt

_ @ N@+@°N®)
2

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonu¢ 3.2.1. Eger teorem 3.2.2 de g(x) = x alinirsa, konveks fonksiyonlar igin
Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi elde edilir.

Teorem 3.2.3. f ve h reel degerli, negatif olmayan ve [a, b] araliginda Ag-konveks
fonksiyonlar olsun. Bu taktirde

b rb 1
j j j ftx+ (1 —-t)y)h(tx + (1 — t)y)dtdydx (3.2)
a Ya Y0
b — b
<29 " (ge pg s w@ix
1 b b
+§< | @ f)(x)dx) ( | @ h)(y)dy) (32

ve
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[ (v a-o(5)a(m a-o (52 s

a

[ @enegemeax+ 5@ o0 (S5) g m (S5)

W =

<

+2gon(27) f: (9 NEdx + (g ) (220 fab (g o W) ()dx

esitsizlikleri elde edilir.

Ispat: f ve g fonksiyonlar1 Ag-konveks oldugundan, her x,y € [a,b] ve t € [0,1]
i¢in,

flex+ (A -0Dy)<t(ge )+ (1 -0)(g°H)
htx +(1—-t)y) <t(ge )+ (A -t)(goh ()

esitsizlikleri saglanir.

Yukaridaki esitsizlikler taraf tarafa cgarpilirsa

ftx+ (1 -t)y)h(tx+ (1 —t)y) (3.3)
St?(goHX)(ge () + (A —-1)*(ge (g (Y)
+t(1=0[(g e X)(Geh) )+ (gefH¥)(geh)(x)]

elde edilir. Ag-konveks fonksiyonun 6zelliginden yararlanilarak esitsizligin her iki
tarafinin  [0,1] araliinda integrali alinirsa

b b 1
j J J f(tx+ (1 —-t)y)h(tx + (1 — t)y)dtdydx
a Ja Y0

<2(b—a)

b
<= fa(gof)(x)(goh)(x)
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1 b b
+3([ @ o) ([ @enoma) (34

elde edilir. Buradan f ve g fonksiyonlar1 konveks oldugundan
a+b a+b
flex+(@1-1) (T) <t(ge ) +A-0)(g°f) (T)

h(“‘ +(1-1) (%b» <tlgen(@) +A-6(goh) (%b)

yazilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa carpilirsa

f(tx+(1—t)(%b>>h<tx+(1—t)<a;b)>

< £2(ge NEIg W) + (1 - 029 o ) (S5~ )<9 h>(a+b)

+a-0]@eNWeen(S2)+@on() genw| @9

elde edilir. ik esitsizligin ispatina benzer sekilde, (3.5)’in her iki tarafinin [0,1]
araliginda integrali alinirsa

Llf (tx +(1-1) (aT-I_b)> h (tx +(1-1) (aT-l_b>> dt (3.6)

3@ n@@ene +@en () wow (50
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+2|@enm@en (37) + o () (om0

olur. f ve h fonksiyonlar1 Ag-konveks oldugundan (3.6)’nin her iki tarafinin [a, b]
tizerinden integrali alinirsa

fbf1f<tx+(1—t)(asz))h<tx+(1—t)(aT+b)>dtdx

| —_

<3 [ e nwie @i+ T2 wen (50 wen (43

+2om () f: (9o NGx+2 (g () f: (g - (W dx

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Uyan 3.2.2. Eger Teorem 3.2.3’deki g o f fonksiyonu konveks ise, bu durumda

3 1 b b 1
E(b _ a)zj j j fltx+ (1 —-t)y)h(tx + (1 — t)y)dtdydx
a Ja Y0

1
“b—

f (92 NG = D@)dx +5 M@ b) + N(a,b)] @3.7)

ve

b 1
biaj f f<tx+(1—t) (#))h(tx+(1—t) (aT-l_b>>dtdx
a Y0
1 b 1
<] (9NN > WEdxdx +3[M(a,b) + N, )] 39
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esitsizlikleri gegerlidir. Burada

M(a,b) = (g ° f)(a)(g > h)(a) + (g ° f)(b)(g ° h)(Db)
N(a,b) = (g ° f)(a)(g > h)(a) + (g ° f)(b)(g ° h)(b)

dir.

3.3. Harmonik Konveks Fonksiyonlar I¢cin Hermite Hadamard Tipli
Esitsizlikler

Bu kisimda (iscan, 2014)’de Harmonik konveks fonksiyonlar i¢in elde edilen

Hermite-Hadamard tipli esitsizliklere yer verilmistir.
Lemma3.3.1. f:I c R\ {0} » R [°da tiirevlenebilir bir fonksiyon a,b € I ve
a <bolsun. f € L[a,b] ise

f@+f®) _ _ab [f@)

2 b—a) x2
a

_ab(b—a) q 1-2t , ab
a 2 OJ (th + (1 — t)a)? f (tb + (1 - t)a) dt

(3.9)

esitligi gecerlidir.

Ispat: f:1 c R\ {0} > R I° da tiirevlenebilir bir fonksiyon a,b € I ve

a < bolsun.

1
,_ab(b—a) 1-2t , ab
r=— Of(tb+(1—t)a)2f(tb+(1—t)a>dt

olsun.

Kismi integrasyon metodu ile

2t—1

'=—; f(tb+(1 t)a Off tb+(1—t)a>

dt
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elde edilir.

Son integralde

_ ab _ —ab(b—-a) _ —x*(b-a) e . .
X = rioe P = Graopa? dt = . dt doniistimleri yerine yazilirsa

@+ f)  ab [fQ)
= — dx

2 b—a) x?
a

I*

olur ve ispat tamamlanur.

Teorem 3.3.1. f:I c R\ {0} » R, I° da tiirevlenebilir bir fonksiyon, a,b € I ve
a<bolsun.q = 1igin |f|*, [a,b]’de harmonik konveks bir fonksiyon ise

/1_1 2 | (a + b)?
L= ab h—a)2 "\ 4ab

4 -1 3a+b1 (a + b)?
Z_b(b—a)+(b—a)3n< 4ab )

1= 1 3b+al (a + b)? P
3T ab—a) -a)3 "\ 4ap )T

olmak iizere,

f@+f®) __ab [0
—_ X

2 b—a) x2

a . (3.10)
< wal‘émzlf’@lq +2lf )] 7

elde edilir.

Ispat: f:1 c R\ {0} » R, I° datiirevlenebilir bir fonksiyon, a,b € I ve

a < b olsun. Lemma 3.3.1.’de Power mean esitsizligi kullanilirsa
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F@+f®) __ab [0

2 b—a) x2

a

<ab(b—a)1 1-2t
- f|(tb+(1—t)a)2

f,(tb + (alb— t)a>| dt

1 1_%
ab(b —a) 1-2t
=73 (f |(tb Fd-0a)y dt)

- 1 !
(f @ra Ett)a)z 4 (ﬁﬂ dt)

yazilir. Buradan |f'|*, [a,b]’de harmonik konveks oldugundan

fl@+fb) ab f(x)

2 b—a) x?

a
1
1-2
dt

<ab(b—a) 7 1-2t
r 2 ”(tb+(1—t)a)2

<J|1—2t|[t|f(a)| +(1—t)|f(b)|] )

J (th + (1 — t)a)?

ab(b—a)  1-1 , ' i
<———4" [h|f @ +a|f ®)|]7
olur. Boylece

1

|1 — 2¢t| p
@+ 1 -2t

0

1 2 p (a + b)?
“ab (b-a)? n( 4ab >'

1

11— 2¢)(1— )
j(tb T a-paz

0
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B 1 3b+aL1 (a+b)?
“albb—a) (b—a)? n( 4ab >'

1
|1—2t|t
dt
(th + (1 —t)a)?
0

-1 3a+b1 (a + b)?
“bb-a) -y “< 4ab )

hesaplamalar1 dikkate alinirsa ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.2. f:1 c (0,0) - R [°da tiirevlenebilir bir fonksiyon a,b € I,
a<bvef €L[a,b] olsun.q > 1ve %+ % = 1 olmak iizere |f'|* , [a, b]’de
harmonik konveks fonsiyon ise

b

f@+f(b) ab J @

2 b—a x2 (3.11)

a

<ab(b—a)( 1
- 2 P+1

2 1
) (| @[+ |F B

724 + b'74[(b — a)(1 — 29) — a]]
2(b - (1 - 9)(1 - 29)

_ [p*720 + a" (b — a)(1 - 29) — B]]
BT T 0 -’ - 90 - 20)

U =

esitsizligi elde edilir.

Ispat: f:1 c (0,00) > R [°da tiirevlenebilir bir fonksiyon a,b € I ,a < b ve
f' € L[a,b] olsun. Lemma 3.3.1.’de, Hélder esitsizligi uygulanip |f’|q ‘nun
[a,b]’de harmonik konveksligi kullanilirsa,
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b

f(@+f(b) ab j @

2 b—a x2

a

1
D
_ab(b—a) <f|1—2t|p dt)
1 , ab qd
% (th+ (1 —t)a)> f(tb+(l—t)a>| t

0

ab(b—a)( 1 )1
< P
oy p+1
1

1 q
tlf @]+ Q@ -6)|f B
i (f (th + (1 — t)a)? qe,

0

elde edilir. Boylece

3 [a?729 + b1749[(b — @) (1 — 2¢) — a]]
Oj (th + (1 —t)a)2a 2(b —a)2(1 - q)(1 - 29q)
ve
X ¢ _[p?20 + at9[(b — a)(1 — 2q) + b
Oj (th+ (1 -ta)2a 2(b — a)2(1 - q)(1 - 29q)

esitliklerinden (3.11) esitsizliginin ispat1 tamamlanmis olur.
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BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimiin temel amaci, Hg-konveks fonksiyon olarak adlandirilan yeni bir
konveks fonksiyon smifi vermek ve hem Hermite-Hadamard tipli integral
esitsizlikleri hem de Hg-konveks fonksiyonlar ile ilgili yeni esitsizlikleri
olusturmaktadir. Ozel durumlarda elde edilen sonuglar literatiirde elde edilen
sonuglarla ¢akismaktadir.

4.1. Hg-Konveks Fonksiyonlar

Tanim 4.1.1. ] c R\ {0} biraralik f:I > R, ] 2 f(I), g:J » R, tiirevlenebilir
fonksiyonlar olsun. Eger,

f (ty+(x+t)x) < tlgF@)]+ A -0 [g (f 3)] (4.1)

esitsizligi her x,y €I ve t € [0,1] icin gegerli ise f fonksiyonuna Hg-konveks
(veya (Harmonik ,g) —konveks ) fonksiyon denir. Eger (4.1) esitsizligi tersine ise f
fonksiyonu Hg-konkav olarak adlandirilir. I araligi tzerindeki  Hg- konveks
fonksiyonlarm kiimesi HgC (1) ile gosterilir.

Yukaridaki esitsizligi ¢ (x) = 1/x, x # 0 olmak lizere
(f o o) (te() + (1 =) < tlg(f ()] + 1 - O[g(f )]

yazmak miimkiindiir. Burdan yola ¢ikarak asagidaki onermeyi yazmak miimkiindiir.
Ayrica g(x) = x alimirsa Hg-konveks fonksiyon tanimi harmonik konveks fonksiyon
tanimina indirgenmis olur.

Onerme 4.1.1. I ¢ R\ {0} biraralik, f:] > R, g:J >R, J o f(I) olsun. Eger
f fonksiyonu [ iizerinde Hg-konveks fonksiyondur ancak ve ancak fo¢@™!
fonksiyonu ¢@(I) = {@(x) = 1/x : x € I} tlizerinde Ag-konvekstir.

Onerme 4.1.2. I c R\ {0} biraralk , f:I >R, g:J >R, J > f() olsun.
Eger f fonksiyonu Hg-konveksise, her y € f(I) i¢in y < g(y) saglanr.
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Ispat: Keyfi y € f(I) alahm. O halde, y = f(x) olacak sekilde bir x € I
vardir. a € I \ {x} sabit olarak alirsak , her t € [0,1] i¢in f fonksiyonu Hg-
konveks oldugundan

flea—az) < tlo(F@)] + 1 -0 g (f @)]

ta +(1—1t)x

dir. t = 1 igin f(x) < g(f(x)) , yani y < g(y) dir. Bu bize, her y € f(I) igin
y < g(y) oldugunu gosterir.

Teorem 4.1.1. ¢ € [0,%) olsun. Eger f Hg-konveks fonksiyon ve g lineer ise , cf
fonksiyonu Hg-konveks fonksiyondur.

Ispat: c € [0, ) icin, f Hg-konveks fonksiyon ve g lineer oldugundan

xy
(f) (ty (1 - D)x

= tg(cf(®)) + 1 - g(cf )
= t(g [¢) (Cf))(x) + (1 - t)(g ° (Cf))(y)

)sqmg@n+u—wdﬂwn

elde edilir ve ispat tamamlanir.
Teorem4.1.2. f,he Hg C(I) ve g lineerise, f + h € Hg C(I)’drr.

Ispat: x,y €1 ve t €[0,1] igin, f,h € Hg C(I) ve g lineer oldugundan

¢+ (G560 =/ (5w —o0) * 570 —o0)

< [tg(f(0) + A —1) g(fW)] + [tg(h(x)) + (1 — ) g(h()]
=t[g(f () + g(h())] + 1 = D[g(F ) + g(h()]
=tg(f(x) + h(x) + 1 = )g(f ) + h())
=t(ge (F+ M) + (1= 0)(go (f +R))
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olur ve ispat tamamlanur.

Teorem4.1.3. I c R\ {0} , h:I - R\ {0} HH konveks fonksiyonve J oI
olmak tizere f:] - R Hg-konveks ve azalmayan ise f o h Hg-konveks
fonksiyondur.

Ispat: x,y €I ve t €[0,1] i¢in, h:] -» R\ {0} HH konveks fonksiyon ve
f:] = R Hg-konveks ve azalmayan oldugundan

xy Xy h(x)h()/)
(Feh) (ty +(1— t)x) =/ (h(ty +(1 - t)x)) <f (th(y) + (- t)h(x))
< tg (f (h(x))) +(1-1t)g (f (h(y)))
<t(ge(FM)) @+ -0 (g (FW))»

olur ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.4. f,h:1 — R fonksiyonlarinin her ikisi de negatif olmayan , ayni
monotonluga (artan veya azalan) sahip fonksiyonlarve g:J - R, J 2 f(I) U h(I)
fonksiyonu monoton (artan veya azalan) ve g(u)g(v) < g(uv) sartin1 saglasin.
Eger f,h Hg-konveks fonksiyon ise, o zaman fh fonksiyonu H g-konveks
fonksiyondur.

Ispat: Eger x <y ise (y < x durumu benzer sekilde yapilir) f,h ve g aym
monotonluga sahip fonksiyonlar olduklarindan

[9(f @) = g(FON][g(h)) — g(h(x))] < 0
dir. Buda

g(f())g(r) + 9(f 1)) g(h(x)) 42)
< g(f())g(h(®) + g(f»)g(h() '

oldugunu gosterir. Diger yandan x,y € I vet € [0,1] igin,

2 . T 2

<[tg(f() + @ -1 g(f )] [tg(h(x)) + (1 — ©) g(R())]
=t2g9(f(x))g(h(x)) + t(1 — D g(f(x)g(h(»))
+t(1 - 0g(f)g(h(x) + 1 = 2g(f ) g(h())
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yazilir. Simdi (4.2) kullanilirsa,

(FR)(tx + (1= 0)y) < t* g(f())g(h(x)) + (1 = > g(f (1)) g(h()
+t(1 = O[g(f(0))g () + g(f ) g(h(M)]
= t[t + (1 =] g(f(x))g(h(®) + (1 = [t + (1 = O] g(f () g(h())
=tg(f(0)g(h(®) + (1 - 1) g(f)g(h®))
=tg(fHx)+ 1 -g(fR ()

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

4.2. Hg-Konveks Fonksiyonlar icin integral Esitsizlikleri

Teorem 4.2.1. 1 c R\ {0} bir aralik, f:I - R Hg-konveks fonksiyon, g:J] - R,
J 2 f(I) , bir fonksiyon 6yle ki a < b olan a,b € I i¢in gof € L [a,b] olsun.
Bu taktirde

b

f(Zab)< ab f(g°f)(”)du

a+b/) " b—a u?

a

esitsizligi saglanir.

ab

—— olmak tizere
th+(1-t)a

Ispat: f fonksiyonunun Hg-konveksligine gore , H, =

2ab 2H.H,_,
Favs) = )

<

1
(geof) (Ht)+§ (ge°f)(Hi—p)

N| =

elde edilir. Simdi , t € [0,1] ye gore son esitsizlikte integral alinirsa

b

2ab ab | (ge°fHw)
f(a+b)sb—aj u? du

a
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elde edilir ve ispat tamamlanir.

Uyan 4.2.1. Eger Teorem 4.2.1 de g(x) = x almirsa, o zaman harmonik konveks
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafi elde edilir.

Teorem 4.2.2. I c R\ {0} bir aralik, f:I -> R  fonksiyonu Hg-konveks
fonksiyon, g:J = R, J D f(I) bir fonksiyon dyle ki a<b olan a,b €1 igin
f €L]Ja,b] ise

b
f(x) (g°f)a)+(g°f)b) (4.3)
dx <
b—a| x? 2
a
esitsizligi gecerlidir.
Ispat: f fonksiyonunun Hg-konveksligi kullamlir ve x = ﬁ degisken

degistirmesi yapilirsa

1

v < [[ra(r@) + - 0(rm)]ae

0

f (x)

Ojf tb+(1—t)a)dt=b—

a

_ @GN @+@gHB
2

olur ve ispat tamamlanir.

Uyant 4.2.2. Eger Teorem 422 de g(x) =x almrsa, harmonik konveks
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafini elde edilir.

Teorem 4.23. [ c R\ {0} bir arahk, f:I - R  fonksiyonu Hg-konveks
fonksiyon, g:J > R, /D f(I) ve a<b olan a,b €l igin f €L [a,b] olsun.
Bu taktirde , f, 2ab/(a+ b) noktasina gore harmonik simetrik ise her x €
[a, b] i¢in

(g° ) (@) + (g f) () @)

f() < >

esitsizligi saglanir.
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Ispat: x € [a, b] bir nokta olsun. Bu taktirde en az bir ¢t € [0,1] sayis1 vardir dyle
ki

ab
X=—
th+ (1 —t)a

ve bu durumda

abx _ ab
(a+b)x—ab ta+(1—-0)b

olup, bu iki esitlikte , > nin 2ab / (a + b) noktasina gére harmonik simetrik ve
Hg-konveks fonksiyon oldugu kullanilirsa

abx )
(a+b)x—ab

ab ab
=fb:ﬂt§ﬁ+ﬂara:%)
<tlg(f @)+ @ -0)[g (f ®)]+t[g(f ®)]+ A -0]g (f (@)]
= g(f(@) + g(f ().

olur. Boylece istenilen esitsizlik elde edilmis olur.

2£(0) = () + £ (

Yukaridaki teoremin yardimiyla 2ab / (a + b) noktasina gore harmonik simetrik
olan iki Hg-konveks fonksiyon i¢in asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.24. [ c R\ {0}biraralik, f,h:I >R Hg-konveks fonksiyonlar,
g:J->R, Jof(I)U h(I) ve a<b olan a,b €l igin f,h €L [a,b] olsun.
Bu taktirde, f, 2ab / (a + b) noktasina gore harmonik simetrik ise

(gefl@+(g°f) (b)l (goh)(a)+(geoh)(b)

. b
> > l-l—b_aff(x)h(x)dx

_@eN @+ ®
- 2 b

b
iaf h(x) dx

a

b
(geh)(@+(geh) () 1
+ > b_ajf(x)dx
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esitsizligi saglanir.

Ispat: f,h:1 - R Hg-konveks fonksiyonlar oldugundan (4.4) esitsizliginden her
x € [a,b] i¢in,

(gof)(@)+(gef)(b)
2

—f(x)=0
ve

(geoh)(a)+(geoh)(b)
2

—h(x) =0

yazilir. Boylece her x € [a, b] igin

(geh)(@)+(geoh) (b)

o o b
9o f) @+ (g ﬂ()_ﬂwl 2 o

2

>0

olup, buradan

l(g of)(@+(ge°f) (b)l l(g oh)(a) + (goh)(b)

. . ]+ﬂwmw

> (ge°f) (a);(g°f) (b)h(x)+(g°h) (a)-;(g°h) (b)

fx)

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafinda [a, b] izerinde integrali alinirsa

GefH)@+(g-f) (b)l (geoh)(a)+(geoh) (b)

) b
> > l+b_ajf(x)h(x)dx
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L@eN@+gef) )
= 2

b
! fh( )d
b—a X X
a

b
(geh)(@+(geoh) () 1
+ > b_aff(x)dx

a

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.25. [ c R\ {0} bir aralikk, f:I - R  fonksiyonu Hg-konveks
fonksiyon, g:J > R, J > f(I) ve a,b €1 6ylekia < b olsun. Bu taktirde, f,
2ab / (a + b) noktasina gore harmonik simetrik ise her x € [a, b] i¢in

2ab
) <@ p@ 5)

esitsizligi saglanir.

Ispat: x € [a, b] keyfi alinan bir nokta olsun. Bu taktirde en az bir t € [0,1] sayisi
vardir dyle ki

_ ab _y
T+ U-ta ¢

seklindedir. f fonksiyonunun Hg-konveksligi g6z oniine alinirsa

2ab 2H,H,_,
Haws) = )
a+b H.+H,_;

<

(9 1) () +5 (g o) (Hr-o).

N| =

elde edilir. Ayrica yukaridaki esitsizlikte, f fonksiyonu 2ab / (a + b) noktasina
gore harmonik simetrik oldugundan

f(x) =f (Hp) = f (Hy—¢)

yazilir. Boylece istenilen esitsizlik elde edilmis olur.
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Yukaridaki teoremin yardimiyla 2ab / (a + b) noktasina gére harmonik simetrik
olan iki Hg-konveks fonksiyon i¢in asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.2.6. I c R\ {0} bir aralikk, f,h:I >R  Hg-konveks fonksiyonlar ,
g:J->R, Jof(DU h(I) ve a<b olan a,b €l i¢in f,h €L [a,b] olsun.
Bu taktirde, f, 2ab / (a + b) noktasina gore harmonik simetrik ise

b
ﬁ f (9o HX)(gon)(x)dx + f (azibb> h (azibb>

b b
= A (azibb) b i a f(g ) dx +f (azibb) ﬁ f(g °h)(x) dx

esitsizligi saglanir.

Ispat: f,h:1 >R Hg-konveks fonksiyonlar olduklarindan (4.4) esitsizliginden
her x € [a,b] i¢in

>0

2ab )

(92N = f (o

ve

yazilir. Boylece her x € [a, b] igin

(9o f)x)—f <%>] |gom@-n (azjbb)] > 0

olup , buradan

(gef)x)(geh)(x) +f (azjl_bb> h (az-(ll-bb)
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2 (g0 @ h(2) 4 (g o) () £ ()

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafinda [a, b] lizerinde x e gore integral alinirsa

2ab )

—f(g ) @em @dx+ (o) h (o

Zab

2ab
Zh(

= —j(g m () dx

—j(g H@dx+ f (=

elde edilir.

Teorem 4.2.7. [ c R\ {0} bir aralik, f:I - [0,0) fonksiyonu Hg-konveks
fonksiyon, g:J >R, J D> f(I) ve f €L][a,b] olsun. Bu taktirde a < b olan
her a,b €1 igin

abx ) 1

— 4.6
(a+b)x—ab xzdx (4.6)

<2 [0 (F@) g(r®)] + 3 [6* (F@) + g (F)]

esitsizligi saglanir.

ab
th+(1-t)a
degistirmesi yapilirsa ve f fonksiyonunun H g-konveksligi kullanilirsa

Ispat: (4.6) esitsizliginin sol tarafindaki integralde x = degisken

b
%ff(x) f((a+Z§7jcC—ab> xizdx

a

Off th + (1—t)a> f(ta+ (a1b— t)b) dt
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= f{t[g(f(a))] +1 -0 [g FO)}tlg(FB)]+ A -0 [g (f(@)]ydt

2 1
=3 lg (F@) g(fr®)] + 2 [9* (F@) + g2 (FB))]
olur. Boylece teoremin ispati tamamlanur.

Uyan 4.2.4. Eger yukaridaki teoremde f fonksiyonu 2ab / (a +b) noktasina
gore harmonik simetrik alinirsa

b

b
= j PO 4x < (@) = 92 0)

a

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.2.8. I ¢ R\ {0} bir aralik, f,h: 1 — [0,0) Hg-konveks fonksiyonlar,
g:J-> R, ]D2f(I)U h(I) 6yleki a<b olan a,b€l igin f,h €L]a,b]
olsun. Bu taktirde

S j FOORC) 5 dx < 3 My (@ b) + 5 Ny a(ah) @n

esitsizligi saglanir.

Burada M, ;,(a,b) =g (f(a)) g (h(@))+ g (F(b)) g (R(b)) ve Nyn(ab) =
g (f(@) g (h)) + g (f(B)) g (h(a)) olur.

ab
th+(1-t)a
degistirmesi yapilirsa ve f fonksiyonunun Hg-konveksligi kullanilirsa ,

Ispat: (4.7) esitsizliginin sol tarafindaki integralde x = degisken

b
ab 1
m[f(x)h(x);dx

Off th + (1 - t)a) h(tb + (alb— t)a) di
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< f {tla(f@)1+ =0 [g GB)H elg(r@)] + A = 1) [g (rD))]}

- % [ 9(f(@) g(h(@) + g(f(B)) g(r(D))]

+= [g(f@) g (hB))+g (fB) g (h ()]

N

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanur.

Teorem 4.29. I c R\ {0} bir aralik, f,h: I — [0,) ve g:[0,0) > R
fonksiyonlar , oyle ki p,gq>1 ve 1/p+1/q =1 olmak lizere a <b olan
a,b €1 igin fP,h? € L[a,b] olsun.Bu taktirde f? ve h? [a,b] iizerinde
Hg-konveks fonksiyonlar ise

ab ‘ 1
mff(X) h(X) ﬁdx
< <<g o )P(@) + (g f)P(b))“" ((g o h)(@) +(g° h)ﬂ?(b))” "
- 2 2

esitsizligi saglanir.

Ispat: (4.7) esitsizliginin sol tarafindaki integralde 6nce Holder integral esitsizligi
uygulanir , sonra f fonksiyonunun Hg-konveksligi kullanilirsa, (4.3) esitsizligi
yardimiyla

ab ; B 1 p
[ £ ) = ax

b 1/p 1/q

b
[z ax) (32 [ 5
[P 2 b—a ¥ e X
a

a

<
b—a

- ((g o f7)(@) + (g ° f”)(b))l/p ((g o W)(@) + (g hq)(b)>1/q
- 2 2

esitsizligi elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.
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4.3. Hg-Konveks Fonksiyonlar Icin Hermite Hadamard Tipli Esitsizlikler

Bu kisimda elde edilen sonuglar sirasiyla Teorem 3.3.1. ve Teorem 3.3.2°de elde

edilen sonuglarin bir genellemesi olup, g(x) = x  kosulu altinda ayni sonuglara
inmektedir.

Teorem 4.3.1. f:1 c R\ {0} » R, [°da tiirevlenebilir bir fonksiyon, g > 1
olmak iizere | D |f'|q € (I%) , g:] - (0,0) verilen bir fonksiyon , a,b € I° ve

a<b olsun. f' € L[a, b] ve |f'|q , [a,b] iizerinde Hg-konveks bir fonksiyon
ise,

, 2 ((@+by
L= -2 "\ 4ab

y -1 3a+b1 (a + b)?
Z_b(b—a)+(b—a)3n< 4ab )

1 3b+a (a + b)?
ln =11_12

A3 = alb—a) (b—a)? 4ab

olmak iizere,

f@+fb)  ab [fQ) ]
— X

2 b—a) x2
a

(4.8)
ab(b—a) _ .1 )
S———24 1 A2 (geolf'1D(a)

+23(geIf'|DMB)]4

dir.

Ispat: Lemma 3.3.1.°den yararlanarak Power mean esitsizligi kullanilirsa

f@+f®) __ab [0
- X

2 b—a) x?
a
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1
<ab(b—a).[‘| 1-2t
- 2 (th

0

F(1-Da)? fl(m(a+t)a>|dt

1
1-=
q

1
ab(b — a) 1-2t
Lae-off i
2 (th
0

+ (1 -t)a)?

1
q

[ 1-2 (___ab !
’ !‘(tb+(1—t)a)2 f<tb+(1_t)a)‘ “

elde edilir.

Boylece [a,b] de |f'|" nun Hg- konveksligi ile

f@+f®)__ab (1)
— X

2 b—a) x2
a

1
1-=
q

dt

<ab(b—a) f| 1-2t
- 2 ) (th + (1 — t)a)?

1

) f|1—2t| [t @ lf 1@+ -0 lr1e] '
0

(th + (1 — t)a)?
ab(b—a) ;.1 , , 2
S——— X4 ¢ [A2 (@ e If'1D(@) + A3 (g If'D(b)] 4

bulunur ve ispat tamamlanir.

Teorem4.3.2. f:1 c R\ {0} - R, [°da tiirevlenebilir bir fonksiyon, ¢ > 1 ve
%+$= 1 olmakiizere ] © |f'|7 € (I®) , g:] — (0,0) verilen bir fonksiyon,

a,b€1°, a<bve f €Lab] olsun. Eger |f|*, Hg-konveks bir fonksiyon
ise,
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b

f(@+f(b) ab jf&)

2 b—a| x? (4.9)

a

Q|

1
ab(b—a); 1 \p a 4
< (o] o
=" (P+1) (“1 ) ’

B [a?729 + b*~24[(b — a) (1 — 2q) — d]]
B 2(b—a)*(1—q)(1—2q)

251

[p?720 + a'~24 [(b — a)(1 — 2q) — b]]
2(b—a)*(1—q)(1 - 29)

Uz =

esitsizligi elde edilir.

Ispat: Lemma 3.3.1., Holder esitsizligi ve | f '|q ‘nun Hg- konveksliginden

b

fl@+fb) ab f(X)
2 b—a x2

a

5
_ab(b—a) <J|1—2t|p dt)
1
1 q
1 , ab qd
% (th+ (1 —t)a)? f (tb+(l—t)a) t

0

ab(b—a)( 1 )l
< P
2 p+1

1

! q
[l D@+ a-0(g-lF®
(th + (1 — t)a)?4

0
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elde edilir. Boylece

7 t B [a?724 + b1~ [(b — a)(1 — 2q) — a]]
Of (th+ (1 -t)a)2a 2(b —a)2(1 - q)(1—2q)

ve
g t _ [b2724 + a9 — a)(1 — 2q) + b]]
J.(tb+(1—t)a)2q B 2(b—a)?(1—q)(1 —2q)

esitliklerinden (4.9) esitsizliginin ispat1 tamamlanmis olur.
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasmin arastirma bulgular boliimiinde Hg-konveks fonksiyon olarak
adlandirilan yeni bir fonksiyon sinifi tanimlanmig, bu fonksiyon simifina bazi
ornekler verilmis ve 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra Hg-konveks fonksiyonlar
icin integral esitsizlikleri elde edilip, daha once literatiirde mevcut olan bir 6zdeslik
yardimi ile Hg-konveks fonksiyonlar i¢in bazi yeni Hermite Hadamard tipli

esitsizlikler elde edilmistir.

Boylece literatiire yeni bir fonksiyon sinifi ve Hg-Konveks Fonksiyonlar icin
Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler kazandirilmis, fonksiyonlarin bu sinifi i¢in yeni
sonuglar elde edilmistir. Kullanilan ispat yontemi konveks fonksiyonlarla ilgili daha
onceki ¢aligsmalara benzer olarak yapilmigtir. Bulgular kisminda elde edilen sonuglar
yeni olup 06zel durumlarda harmonik konveks fonksiyonlarla ilgili sonuglara
inmektedir. Bu anlamda da bu alanda g¢alisan arastirmacilar i¢in yeni bir kaynak

olusturmaktadir.
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