T.C.
INONU UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

HIiLBERT UZAYLARINDA VE HILBERT C*-MODULLERINDE BESSEL
DIZILERI, RIESZ BAZLARI VE FRAME'LER

Stimeyye CAKAN

YUKSEK LISANS TEZI

MATEMATIK ANABILIM DALI

MALATYA
Ocak 2012



Tezin Baghgu: Hilbert Uzaylarinda ve Hilbert C*-Modiillerinde Bessel

dizileri, Riesz Bazlar1 ve Frame’ler
Tezi Hazirlayan: Stimeyye CAKAN

Smav Tarihi: Ocak 2012

Yukarida adi gecen tez, Jirimizce degerlendirilerek Matematik Anabilim Dalinda

Yiiksek Lisans Tezi olarak kabul edilmigtir.

Sinav Jiirisi Uyeleri (ilk isim jiiri bagkan1, ikinci isim tez danigmani)

Prof. Dr. Bilal ALTAY (Inonii Univ.)

Do¢. Dr. Yilmaz YILMAZ (Inonii Univ.)

Yrd. Dog. Dr. M. Kemal OZDEMIR (Inénii Univ.)

In6nii Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Onay1

Prof. Dr. Assm KUNKUL
Enstiti Mudira



Canim anneme, babama, kardeslerime ve esime ...



ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum " Hilbert Uzaylarinda ve Hilbert C*-Modiil-
lerinde Bessel dizileri, Riesz Bazlar ve Frame’ler" baglikli bu ¢aligmamin bilimsel
ahlak ve geleneklere aykir1 diisecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildiginmi
ve yararlandigim biitiin kaynaklarin hem metin iginde hem de kaynak¢ada yontemine

uygun bicimde gosterilenlerden olugtugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.
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OZET

Yiksek Lisans Tezi

HILBERT UZAYLARINDA VE HILBERT C*-MODULLERINDE BESSEL
DIZILERI, RIESZ BAZLARI VE FRAME'LER

Stimeyye CAKAN

Inonii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

102+v sayfa
2012

Danmisman: Do¢. Dr. Yilmaz YILMAZ

Beg boliimden olusan bu calismanin giris boliimiinde; Hilbert uzaylarinda ve
Hilbert C*-modiillerinde frame teorisinin geligim siireci 6zetlendi.

Ikinei boliimde; diger béliimlerde gecen temel tanim, kavram ve teoremler verildi.

Uciincii boliimde; Hilbert uzaylarinda Bessel dizisi, ortonormal baz ve Riesz
baz1 kavramlar1 tanitilip, bunlarla ilgili temel teorem ve sonuglar verildi. Hilbert
uzaylarin- da ortonormal bazlarin giincel bir uygulamasindan bahsedildi.

Dordiincii boliimde; Hilbert uzaylarinda frame’lerin genel teorisi sunuldu ve
ikinci boliimde bahsedilen uygulamanin bir degerlendirmesi yapildi.

Besinci ve son boliimde ise Hilbert C*-modiillerinde frame’ler, Bessel dizileri ve
Riesz bazlarinin genel teorisi verilerek, bu teorilerde Hilbert C*-modiillerinde Hilbert
uzaylarindaki durumdan farkl sonuclarin geldigi vurgulandi.

ANAHTAR KELIMELER: Hilbert Uzaylar1, Hilbert C*-modiilleri, Bessel dizileri,
Ortonormal bazlar, Riesz bazlar1, Frame’ler, Sinyal isleme, Ornekleme.



ABSTRACT

MSc Thesis

THE BESSEL SEQUENCES, RIESZ BASES AND FRAMES IN HILBERT
SPACES AND HILBERT C*-MODULES
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102-+v pages
2012

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Yilmaz YILMAZ

This thesis consist of five chapters. In the introduction development process of
theory of frames in Hilbert spaces and Hilbert C*-modules were summarized.

In the second chapter the basic definitions, concepts, theorems and examples
which will be useful in the next chapters have been given.

In the third chapter some basic results and theorems about Bessel sequences,
orthonormal bases and Riesz bases in Hilbert spaces have been given. Further, an
actual application of orthonormal bases in Hilbert spaces have been stated.

In the fourth chapter a general theory of frames have been presented and the
application was mentioned in the second chapter were assessed in the light of frames.

In the five and final chapter a general theory of frames, Bessel sequences and
Riesz bases in Hilbert C*-modules have been given. In these theories, its emphasized
that Hilbert C*-modules contain some results which are quite different from the
theories of Hilbert spaces.

KEY WORDS: Hilbert Spaces, Hilbert C*-Modules, Bessel sequences, Orthonor-
mal Bases, Riesz Bases, Frames, Signal Processing , Sampling
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BOLUM 1
GIRIS

Bazlar, Banach ve Hilbert uzaylarinin incelenmesinde temel araglardir. Uzaylarin
ayrilabilirligi, yansimalilik 6zelligine sahip olup olmadig1 gibi yapisal 6zelliklerinin
yanisira, s6z konusu uzaylarin elemanlarinin ve bu uzaylar iizerindeki operatorlerin
temsillerinin verilmesi gibi problemlerde énemli rol oynamaktadir. Bu temel kavram-
larla ilgili detayli bilgi kaynag: [1] ve [2] ile verilen eserlerdir. Bu kavramin bazi
genigletmeleri de son zamanlarda ilgi kaynagi olmugtur. Bunlardan bir tanesi de [3]
numarali ¢caligmada verilmigtir.

Son yillarda, 6zellikle uygulama alanlarinin zenginligi itibariyle yogun ilgi géren
kavramlardan biri de Hilbert uzaylarindaki baz kavraminin genellestir- mesi olan
"frame" kavramidir. Bu kavram gectigimiz yirmi yillik siire icerisinde analiz alaninda
en ¢ok ilgi géren konulardan biridir.

Hilbert uzaylariyla ilgili birgok problem (ortonormal) baz kavramima dayanmakta-
dir. Fakat problemdeki amaca en uygun bazlar1 ingaa etme isi genelde zordur.

Bir {fy} dizisinin baz olmasi, H bir Hilbert uzay1 olmak iizere her f € H

elemaninin
o0
f= Z i fx
k=1

seklinde tek tiirlii temsil edilmesi, yani skaler dizisinin tek tiirlii olmasi ile tanimlanir.
Fakat bu temsilin tek tiirlii olmas1 sart1 oldukca agir bir sarttir. Bunun yerine

tek tiirlii olmasa da her f € H elemanmin f = ) ¢4 fj temsilini veren {f;} dizisi
k=1
ihtiyaca daha uygun olabilir. Béyle rahat temsilleri veren diziler frame’lerdir ve bu

esnek yapilari, onlar1 bazlara nazaran daha ¢ekici kilmaktadir.

Fourier doniigiimii, bir yiizyil agkin siiredir analizde Onemli bir arac¢ olarak
kullanilmasina ragmen, sinyal analizi ile ilgili hususta bir sinyalin iletimi ve devamliligi
siiresine iligkin bilgi fourier doniisiimiiniin agamalarinda gizli kaldigi i¢in ciddi eksiklik-

leri barindirmaktaydi. Literatiirde ihtiya¢ duyulan sey, fourier déniisiimiinde kodlama-



s1 yapilacak olan bu bilgiyi iceren lokalize edilmig bir zaman-siklik temsiliydi.

1946 'da D. Gabor, basit sinyaller vasitasiyla sinyali analiz etmede temel tegkil
eden bir yaklagim formulize etti ve bu eksikligi gidermis oldu. Daha sonra, Gabor’un
yaklagimi zaman-siklik metotlariyla alakali bulunan spektral analiz i¢in bir paradigma
oldu. Gabor, bilim diinyasina kazandirdigi bu 6nemli ¢aligmalariyla 1971 'de Nobel
Fizik 6diliinii almaya hak kazandi. Bugiin Gabor’un bu fikri hala Gabor (W-H)
framelerin temelinde yatan bir¢ok uygulama i¢in esas teskil etmektedir.

Frame’ler, resmi olarak 1952 ’de Duffin ve Schaeffer tarafindan [4] numaral
kaynakta ilk olarak tanimlanmis olup, Duffin ve Schaeffer burada frame’leri, harmonik
olmayan fourier serileri ile ilgili galismalarinda bir arag olarak kullanmiglardir. Aslinda
temel olarak Duffin ve Schaeffer, sinyal igleme ¢aligmalarinda Gabor’un temel fikrini
ozetlemiglerdir.

Duffin ve Schaeffer’in sundugu bu fikrin, 1986 ’da Daubechies, Grossmann ve
Meyer ’in doniim noktasi niteligindeki makalelerinin yayimlanmasina kadar, harmonik
olmayan fourier serileriyle ilgilenenler i¢in ¢ok da biiyiik ilgi olusturdugu soylenemezdi.
Daubechies, Grossmann ve Meyer frame’lerin wavelet teoride ¢ok faydali araglar
oldugunu fark etti. Bunu [5] numalar: kaynakta bir érnek olarak gérmek miimkiindiir.

Wavelet ¢aginin bagladigi 1985 'de, Daubechies, Grossmann ve Meyer, ortonormal
bazin kullanildig1 agilimlara ¢ok benzeyen Ly(R) 'deki fonksiyonlarin seri agilimlarini
bulmada, frame’lerin kullanilabilecegini diiglindiiler. Bu, ¢ogu matematik¢inin konu-
nun niteligini yeni yeni fark etmeye bagladigi zamanlardi. Wavelet’lar heniiz ¢ok fazla
gelisme gostermemis olmasina ragmen, bu ¢igir acan calismadan sonra frame’lerin
teorisi ile ilgili ¢ok zengin ve oldukca 6nemli caligmalar ortaya konmaya baglanmigtir.
Frame’ler ve bazlarla ilgili teori, son yirmi yil agkin siiredir hizli ve verimli bir gekilde
gelismektedir. Ozellikle de Wavelet ve Gabor sistemler ile ilgili hususlar epey ilerleme
kaydetmigtir. Bundan sonrasinda ise ¢cabalarin ¢cogu amaca uygun frame’lerin ingaa
edilmesine ayrilmigtir. Bunun bir érnegi [6] numarali kaynakta goriilebilir. Ayrica
[7], [8], 9], [10] numarali kaynaklar da konunun temellerini ve giincel geligmelerini
ortaya koyan ve bu tezin derlenmesinde en ¢ok bagvurdugumuz temel nitelikteki
onemli eserlerdir.

Frame teori hakkinda soylenebilecek seylerden biri de, teorinin ¢ok 6nemli ve



ongoriilen belki ¢cok daha biiyiik kisimlarinin hala az gelismis durumda olmasidir.
Ayrica kapsamli olarak gelistigi diigliniilen baz1 konular hala pek ¢ok temel agik
problem barimdirmaktadir.

Genel olarak bir Hilbert uzayi icin verilen frame teorisi, soyut matematikteki
arastirma alanlarinda oldukca ige yarar olmasinin yanisira, sinyal igleme, goriintii
isleme, dagitim igleme, bilgi depolama, kablosuz iletigim, wavelet teorisi, 6rnekleme
teorisi, optik, hatali bilgi taginmasi, filterbank, sinyal tespiti, jeofizik, kuantum
teknigi ve gelisen teknolojiye bagl olarak her gecen yil yeni pekc¢ok uygulamayi iceren
¢ok genis ¢apli alanlariyla miihendislikte ve matematikteki uygulamalariyla giindeme
gelmektedir. Frame’ler, Banach uzay teorisinde, Besov uzaylarindaki ¢aligmalarda
kullanilmasinin yanisira, operator teorisi, harmonik analiz ile ilgili teorilerin kurulma-
sinda da kullanilmaktadir. Ayrica, operator teori ve Banach uzaylari teorisinde gegen
pekgok 6nemli araclar ve derin sonuclar da frame teorisinde kullanilmaktadir.

Bu alandaki diger bir ¢zellik de, bu caligma alaninin, biyologlar, miihendisler,
matematikgiler (6zellikle de, fonksiyonel ve harmonik analiz, Banach uzay teorisi,
operator teorisi... vb. alanlarda gahganlar), fizikgiler ve daha pekgok dalda galiganlar
da kapsayan farkli alanlardaki, pekgok insanin caligabildigi ¢ok genis bir cevrede
daha da deger kazanmasidir. Her bir grup kendi alaninda ¢alismasina ragmen, ortaya
¢ikan iriinler farkl bakig agilariyla gozlemlenmistir. Ayri alanlara hitap ediyor gibi
goriinmesine kargin durum hi¢ de dyle olmayip, tam aksine bu, alana zenginlik ve
cesitlilik katmakla birlikte bu genis spektrum ile ilgilenenleri birbirlerinden etkilemek-
tedir.

Hilbert C*-modiilleri, (bir cisim iizerindeki) bir vektor uzayi yerine, (bir halka
tizerindeki) bir A-modiiliin diigiiniildiigi ve kompleks sayilar cismi yerine C*-cebirinde
degerler alan i¢ carpima izin veren yapidaki Hilbert uzaylarinin bir genellegtirmesidir.
Dolayisiyla Hilbert uzaylari igin frame diisiincesinin bir benzerinin Hilbert C*-modiil-
leri icin verilebilecegi fikri dogaldir. Iste Hilbert C*-modiil frame’leri, tanimi ilk
olarak nonharmonik fourier analizindeki bazi problemlere cevap arayan Duffin ve
Schaeffer tarafindan verilen Hilbert uzaylarinda frame’lerin bir genellegtirmesidir.

Boyle frame’ler Hilbert C*-modiiler frame’ler veya daha kisa olarak modiiler



frame’ler olarak adlandirilir. Son yillarda pek¢ok matematikei, Hilbert uzaylarindaki
klasik frame teorisinin Hilbert C*-modiillerine uyarlamasina katkida bulunarak boyle
bir genellestirme ile frame teorisinin zenginlesmesini saglayan énemli sonuglar elde
etti.

Frank ve Larson 1998 de Hilbert C*-modiillerinde standart bazlar1 ve birimli
C*-cebirleri lizerindeki sayilabilir veya sonlu iiretecli Hilbert C*-modiillerinde standart
frame’leri tanimlayarak Hilbert C*-modiilleri i¢in frame’ler (moduler frame’ler) ile
ilgili baz1 temel ozellikler verdiler. [11], [12], [13].

Frame teorinin uygulamalarina bakildiginda, Hilbert C*-modiillerine genellegtiril-
mis yapinin avantaji, katsayilarin bir C*-cebirinden geliyor olusundan ve Hilbert
uzaylarindaki davranigin benzeri olarak genellestirilmis temel niteliklerinin ele alinmasiyla
birlikte Hilbert C*-modiillerinin 6zel i¢ yapisindan ileri gelmektedir.

Ik bakildiginda Hilbert C*-modiilleri icin frame kavraminin Hilbert uzaylarindaki
igerige ¢ok benzermis gibi goriiniiyor olmasina ragmen, Hilbert C*-modiillerinin
temelindeki C*-cebirlerinin karmasik yapisi ve Hilbert uzaylarinda mevcut pekcok
temel nitelikteki tekniklerin Hilbert C*-modiillerinde bilinememe ya da elde edilememe
seklindeki eksikliklerden dolay1 Hilbert uzaylari igin frame teorisinin direkt sonuglar
olarak gelmedigini, dolayisiyla basit bir genellestirme yapilabiliyor olmadigini burada
belirtmek gerekir.

Hilbert C*-modiillerinin teorisi Hilbert uzaylarmdan oldukca farklidir. Ornegin,
bir Hilbert uzayimin herhangi bir kapali alt uzayi bir ortogonal tiimleyene sahiptir.
Fakat bu durum bir Hilbert C*-modiiliiniin herhangi bir kapal alt modiilii direkt
toplam o6zelliginden yoksun olusu nedeniyle Hilbert C*-modiillerinde artik gegerli
olamamaktadir. Yine, Hilbert uzaylarinda siirekli fonksiyoneller i¢in verilen Riesz
temsil teoremi Hilbert C*-modiillerinde gegerli degildir, bu durum Hilbert C*-modiil-
leri lizerindeki tiim sinirli lineer operatorlerin bir adjoint operatore sahip olmak duru-
munda olmayisindan kaynaklanmaktadir.

Bu tiir yap1 farkhiliklarindan dolayr Hilbert uzay teorisindeki sonuglarin tiimii
Hilbert C*-modiillerine kolay bir sekilde genellestirilemez. Ornegin her Hilbert uzay1
bir ortonormal baza sahiptir. Hilbert uzayindaki lineer bagimsiz, iireten bir kiime

Gram-Schmidt ortonormallestirme siirecinden gegirilerek bir ortonormal baz olarak



kolaylikla elde edilebilecektir. Fakat her Hilbert C*-modiilii bir "ortonormal baz" ’a
sahip degildir. Bu husus Hilbert C*-modiillerindeki ¢alismalarda daha ziyade frame
teorinin irdelenmesine bir sebep tegkil etmektedir. Her Hilbert C*-modiiliiniin bir
ortonormal baza sahip olmasi gerekmedigi gibi, ayrica standart bir frame barindirma-
sina ragmen ortonormal baz hatta ortogonal Riesz bazina bile sahip olmayan sayilabilir
iretecli Hilbert C*-modiilleri vardir.

Hilbert uzay frame’leri ve Hilbert C*-modiil frame’leri arasinda pek ¢ok temel
farkliliklar vardir. Bunlardan birkaci siralanacak olursa, her Hilbert uzayimin bir
frame’e sahip olmasimma ragmen Li, [17]’da her Hilbert C*-modiiliinin bir frame
barindirmak zorunda olmadigini gosterdi. Hilbert C*-modiillerindeki Riesz bazlarinin
tiimii bir tek duale sahip olmak zorunda degildir (bknz. [14]), fakat Hilbert uzaylarin-
da her Riesz bazi bir tek duale sahiptir ve bu dual de bir Riesz bazidir. Hilbert
uzay frame’leri ve Hilbert C*-modiil frame’leri arasindaki temel bazi farkliliklar ile
ilgili daha genis bilgi i¢in [12], [13], [14], [15], [16], [17] yayinlar1 incelenebilir. Ancak
Hilbert uzaylarindaki frame’lerin bazi 6zellikleri Hilbert C*-modiilleri i¢in de saglanir
ve genellikle oldukea farkli ispatlar: gerektirir. Ornegin, birimli C*-cebiri {izerindeki
her sayilabilir iiretecli Hilbert modiilii bir frame’ye sahiptir. Hilbert uzaylarinda
agikar olarak var olan bu durumun ifade ve ispat1 i¢in Frank ve Larson [13]’deki
makalelerinde Hilbert C*-modiillerinde ¢ok derin bir sonug olan "Kasparov’s Stabi-
lization Theorem" ’ini kullandilar.

Kasparov’s Stabilisation Teoremi, her sonlu ve sayilabilir tiretegli Hilbert C*-mo-
diiliiniin bir frame’ye sahip oldugunu ifade etmektedir. Ayrica C*-cebirinin birimli ve
komutatif yapida olmasi da ozellikle uygulamalar i¢in ¢aligmalarda oldukga avantajh
olmaktadir. Yukarida da bahsedildigi gibi, bir C*-cebiri lizerindeki sayilabilir tiretecli
bir Hilbert C*-modiiliinde standart frame’ler her zaman mevcuttur. Bu nedenle
genellikle ¢aligmalarin ¢ogunda temel olarak bir A C*-cebiri iizerindeki sonlu veya
sayilabilir iirete¢li H Hilbert C*-modiilleri {izerinde ¢aligilmigtir. Biz de iste bu
sebepten dolay1 bu tezde bir A C*-cebiri iizerindeki sonlu veya sayilabilir iiretegli H
Hilbert C*-modiilleri ile ilgilenecegiz.

Hazirlanacak olan bu tez, bazlar ile frame’ler arasindaki iligkileri detayli bir

sekilde ortaya koymay1 ve Hilbert uzaylarinda ve Hilbert C* modiillerinde frame’lerin,



Riesz bazlar1 ve Bessel dizilerinin genel teorisini sunmay1 amaclamaktadir. Ulkemizde
bu alanda fazla ¢alisma olmamasi nedeniyle alanin temellerini ve mevcut bazi uygula-
malarini ortaya koyan ve bu alanda ¢alisacaklarin faydalanabilecegi bir eser derlenmis

olacaktir.



BOLUM 2
TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde konuyla ilgili daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim

ve teoremlere yer verilecektir.

Tanim 2.0.1. [18] X bostan farkle bir kime ve K bir cisim olsun. X dzerinde

toplama ve skalerle carpma islemlers
+: XXX =X, (r,y) > x+y

ve

S Kkx X - X, (o) = ax

seklinde tanimly olsun. Eger her x,y,z € X ve her o, 8 € K igin,

r+(y+z)=(x+y)+z
r+y=y+<x
x4+ 0 = x olacak sekilde 6 € X
Her x € X i¢in x + 2’ = 0 olacak sekilde ' € X wvardar.
a(z+y)=ax+ay

(a+ B)xr = ax + Sz

sartlar saglanwyorsa (X, +,.) yaprsina IC cismi tizerinde bir vektér uzayr denir. K
ya X wvektor uzayinwn skaler cismi denir. IC cisminin R reel sayilar cismi ya da C
kompleks sayilar cismi olup olmadigina bagl olarak X uzayina reel ya da kompleks

vektor uzayr denir.



Tamim 2.0.2. [18/ X ve Y bir K cismi tizerinde iki vektor uzays olsun. U : X —Y

bir doniisim olmak tizere her x,y € X ve her a € K i¢in
Ulazy + Brz) = aU(x1) + BU(x9)
saglanwyorsa U 'ya X “denY ’ye bir lineer doniisim veya lineer operator denir.

Tamim 2.0.3. [18/ X bir K cismi dzerinde bir vektor uzayr olsun. U : X — K

dondistimii lineer ise U ’ya lineer fonksiyonel denir.
Tamim 2.0.4. [18] X bostan farkl bir kiime olmak tzere,
d: X xX >R, (z,y) = d(z,y)

dontisimi her x,y,z € X i¢cin

dlz,y) =0 x=y

d(z,y) = d(y, z)

d(z,y) < d(x,z) +d(z,y)
sartlarine saghyorsa, d 'ye X tzerinde bir metrik, (X, d) ikilisine de metrik uzay
denir.

Tamim 2.0.5. [18] Bir X metrik uzayinda bir (x,) dizisini ele alalim. Eger;

lim d(z,,z) =0

n—oo
olacak sekilde bir x € X wvarsa (x,) dizisi yakinsaktir ya da x noktasina yakinsar
denir. x noktasina, (x,) dizisinin limiti ady verilir ve lim,_,o x, = x ya da kisaca
T, — x seklinde gosterilir.
Tamim 2.0.6. [18] X bir metrik uzay ve (z,), X ’de bir dizi olsun. Eger her e >0

sayrsina karsilik n,m > N oldugunda,
d(xn, xm) < €
olacak sekilde bir N = N () sayst bulunabiliyorsa, (z,) dizisine, X ’te bir Cauchy
dizisi denir.
Tanim 2.0.7. [18] X bir metrik uzay olmak tzere X ’deki her Cauchy dizisi,

yakinsak ise yani; X ’de bulunan bir limit noktasina sahip 1se X wuzayr tamdur

denir.



2.1 Normlu Uzay ve Banach Uzaylari

Tanim 2.1.1. [18] Bir X vektor uzay uzerinde bir norm, asagidaki ii¢ sarte saglayan,

.l : X — [0, +00) seklinde bir fonksiyondur:
(i) ] =0 2 =0
(i) |laz|| =|af.||z|| , her x € X, a € C igin
(i) [lz +yll <[l +llyll , her z,y € X i¢in
||.]| ile birlikte, (X, ].||) ikilisine normlu uzay denir.

Tamim 2.1.2. [18] Bir (X, ||.||) normlu uzays,

d(z,y) = ||z =y

ile verilen d : X x X — R metrigi ile bir metrik uzaydir. Bu metrige ||.|| normundan

turetilen metrik veya norm metrigi denir.

Tanim 2.1.3. [18/ X bir normlu vektér uzay ve S C X olsun. S = X ise S ye X

‘de yogundur denir.

Tanim 2.1.4. [18] Bir normlu vektor uzayr saydabilir ve yogun bir alt kimeye

sahipse ayrilabilirdir denir.

Tanim 2.1.5. [18/ (X, ||.||) bir normlu uzay olsun. Eger X, d(x,y) = ||x — y|| norm

metrigiyle tam ise (X, ||.||) ye bir Banach uzayt denir.

Bir Banach uzayimin cismi R ise reel Banach uzayi, cismi C ise kompleks

Banach uzay: olarak adlandirilir.

2.1.1 Banach Uzaylar1 Uzerindeki Operatérler

Tamim 2.1.6. [9/ X ve Y Banach uzays olsun. U : X — Y lineer bir donisim
olsun. U, X ’deki her simrl kiimeyi, Y ’‘de sinwrly bir kiimeye dondistiriyorsa U’

ya swarly (veya strekli) operatér denir.



Diger bir ifade ile eger her x € X i¢in
U ()] < K. ||| (2.1.1)

esitsizliging saglayan bir K > 0 sayst bulunabiliyor ise U ‘ya swnmarly operator

denir.

Tamim 2.1.7. [9] U operatériinin normu, ||U|| ile tanimlanan ve (2.1.1) egitsizligi-

ni saglayan en kicik K sabitidir. Baska bir deyisle,
Ul = sup {|Uz] -z € X, [lf =1}
dir.

Tanim 2.1.8. /9] X, Y, Z Banach uzaylarive Uy : Y — Z, Uy : X — Y iki operator
olmak tizere U Uy : X — Z operatorine Uy ve Uy ‘nin bileske operatori denir.

Eger Uy ve Uy svrly ise U Uy de sinarldir ve
U0 < [[UL]] [ U]
“dir.

Teorem 2.1.1. [9] (Diizgiin Svnerlidik Prensibi) (U,), -, bir X Banach uzayimdan
normlu bir Y wzayr icine olan sinarl lineer U, : X — Y operatdorlerinin bir dizisi
olsun. Her x € X i¢in (|Uy(2)|),, dizisinin sinirl oldugunu varsayalim. Bu

durumda (||U,||),—, dizisi stnarldr.

Teorem 2.1.2. [9] (Banach-Steinhaus Teoremi) X ve Y Banach uzaylar, ve
n € N olmak tizere her bir U, : X — Y, bir U : X — Y doniisiimiine noktasal
yakinsayan, sinwrly lineer operatérlerin bir dizisi olsun. Bu durumda U lineer ve

sinarbider. Ayrica ||Uy|| normlarimin dizisi sumarlider ve ||U|| < liminf ||U,|| dir.

Tamim 2.1.9. [9] Bir U : X — Y déndsimi birebir ve orten ise tersi mevcuttur.

Bu durumda U operatorine tersinirdir denir.

Teorem 2.1.3. [9] Banach uzaylar: arasindaki sinarly, birebir ve érten bir operator

swarly bir inverse (terse) sahiptir.
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Teorem 2.1.4. [9] (Neumann Teoremi) X bir Banach uzay: olmak iizere,

U:X — X stnarl ve ||[I — Ul <1 ise bu durumda U tersinirdir ve

o0

U => I-U)F

k=0

“dir. Ayrica
1

-1
(U S i

olur.

2.2 I¢ Carpim Uzaylar: ve Hilbert Uzaylar:

Tamim 2.2.1. [18] X, K cismi dzerinde bir vektor uzayr olsun.
() XXX =K, (2,y) = (2,y)
fonksiyonu, her her x,y,z € X ve a, 5 € K ig¢in,

(ax + By, z) = a(x, z) + By, 2)

(z,9) = (y,z)
(r,2) >0,

sartlarina saghyorsa X tzerinde bir i¢ ¢arpvm adim alir. (X, (.,.)) tkilisine de i¢

(r,2) =0=2=0

carpym uzayt denir.
Bir (.,.) i¢ garpimiyla bir X uzay1 € X olmak iizere
]| = v/ (z, z)
normuyla bir normlu uzaydir.

Tamim 2.2.2. [18/ X bir i¢ carpvm uzayr olsun. Eger X, ||z|| = \/(z,x) normuna

gore tam ise, Hilbert uzayr adiny alir.

Hilbert uzaylari i¢in temsili olarak belirledigimiz X uzay1 i¢in notasyon olarak
bu tezde H yazilimini kullanacagiz.

Herhangi bir H Hilbert uzayi, her z,y € H igin

[, < =l lyll

Cauchy-Schwarz esitsizligini saglar.
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Tamim 2.2.3. [9/ Bir H Hilbert uzayinda

(z,y) =0

isex,y € H elamanlar ortogonaldir denir. H ’nan bir V' alt uzayinin ortogonal
tumleyent

Vi={zecH: (z,y)=0 YyecV}

kiimesidir.

Simdi bu tez boyunca da sik¢a kullanilacak olan birka¢ temel tanim ve sonucu

ifade edelim:

Tamim 2.2.4. [9] H bir Hilbert uzay: olmak tzere H “da bir { i}, dizisi

spand fi}pz, = H
ozelligine sahipse totaldir denir.

Lemma 2.2.1. [9] Bir H Hilbert uzayindaki bir {fi}32, dizisi icin asaqidakiler
denktir:

(1) {fe}r, totaldir.

(ii) Eger her k € N i¢in (f, fx) = 0 ise bu durumda f =0 ’dur.

Bir Hilbert uzay:1 tizerindeki lineer operatorler arasinda, fonksiyonel olarak
adlandirilan U : H — C operatorlerlerinden siirekli lineer olanlar énemli yer tutar

ve Riesz Temsil Teoremi ile karakterize edilebilirler:

Teorem 2.2.1. [19] (Riesz Temsil Teoremi) U : H — C sirekli lineer bir

dontistim olsun. Bu durumda her x € H i¢in
Uz = (z,y)
olacak sekilde bir tek y € H vardar.

Bir fonksiyonele temsil veren y € H elemaninin tekligi agagidaki énemli sonug

ile verilmigtir:
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Sonug 2.2.1. /9] H bir Hilbert uzay: olsun. Her z € H igin x,y € H 'man

<l‘, Z> = <y7 Z>
esitligint sagladigine kabul edelim. Bu durumda x =y dir.

Son olarak herhangi bir x € H elemaninin normunun, H nin birim kiiresi
tizerindeki elemanlar ve x arasindaki i¢ carpima dayanarak yazilabilecegini de belirte-

lim:
Lemma 2.2.2. [9] H bir Hilbert uzay: olsun. Her v € H igin

]| = sup (2, y)] (2.2.1)
'y =

dir.

2.2.1 Hilbert Uzaylar1 Uzerindeki Operatorler

Tamim 2.2.5. [9/ U, bir K Hilbert uzayindan, bir H Hilbert uzayina sinurle bir

operator olsun. U -nun adjoint operatori, her x € H ve her y € K i¢in,
(z,Uy) = (U"z,y)

esitligini saglayan bir tek U* : H — K operatoridiir.

Lemma 2.2.3. [9/ U : K — H sumrl bir operator olsun. Asagqidakiler saglanur:

@) U] = [lU*|| ve |UU*|| = |U|* dir.

(ii) U drtendir ancak ve ancak her y € H igin |[U*y|| > C||ly|| olacak sekilde bir

C > 0 sabiti vardar.

Bu calismada, daha ziyade K = H oldugu durumlar diistiniilecektir.

Tamim 2.2.6. [9]/ Bir U : H — H swrh lineer operatori eger UU* = U*U = 1
(U* = U™Y) ise tiniterdir denir. U diniter ise, bu durumda her x,y € H igin,
(Ux,Uy) = (x,y) saglanar. Eger U = U* ise U ya self-adjoint denir. UU* = U*U

1se U mormal operator olarak adlandirilur.

13



U self-adjoint oldugunda
[U[l = sup [(Uz,z)] (2.2.2)

“dir.
Self-adjoint operatorlerin kiimesi tizerinde bir kismi siralama bagintisi, her x € H
icin
Uy < Uy & (Uyz,z) < (Usz, x)

seklinde verilir.

Teorem 2.2.2. [9] Uy, Uy, Us self-adjoint operatorler olsun. Eger Uy < Uy ve
U3 Z 0 use U1U3 S U2U3 “dir.

Self-adjoint operatorlerinin 6nemli bir sinifini ortogonal projeksiyonlar olugturur:

Tanim 2.2.7. [9] H "mun bir V kapalv alt uzayr verilsin. H 'nain'V izerine ortogonal

projeksiyonu P : H — H olmak tzere

Pr=x,2xeV

Pr=0,zeV*t
seklinde tanymlanan P operatoridiir.

Lemma 2.2.4. [9/ U : H — H sumrl bir operator olsun. Her x € H ig¢in,

(Uzx,z) = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda asagidakiler saglanur:
(i) H kompleks bir Hilbert uzay: ise bu durumda U =0 ’dor.
(i) H reel bir Hilbert uzayr ve U self-adjoint ise bu durumda U = 0 ’dar.

Tamim 2.2.8. [9] Eger her v € H igin (Uz,x) > 0 ise U : H — H sumrh

operatoriine pozitiftir denir.
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2.3 LP(R), L*(R), I*(I) Uzaylar:

1 < p < oo olmak tizere LP(R) uzaylar1 Banach uzaylarinin ¢ok énemli bir sinifini

olugturur.

Tamim 2.3.1. [20/
IP(R):=< f:R — C : f dlgiilebilir ve / |f(2)| do < oo

olarak tanimlaniwr. Burada |f|° nin integrali Lebesque dlgiisiine gore alinmaktadar.
LP(R)
1/p

1l = /umwm

normu ile bir normlu uzaydir.

p = 2 durumu 6nemlidir. Ciinkii L*(R) uzay1
L*R):={ f:R— C: f dlciilebilir ve /|f(x)|2dx < 00

i¢ carpimla donatilabilen LP(R) uzaylarindan sadece biridir. Gergekten de L*(R),
f,g € L*(R) olmak iizere

<ﬁ@=/¥@ﬁ5w

i¢ carpimiyla bir Hilbert uzayidir.
L*(R) ’de her f,g € L*(R) igin
oo 0o /2 7 1/2
[ reg@ad < | [1r@ras) | [ lo@p

Cauchy-Schwarz esitsizligi saglanir.

Tamim 2.3.2. [20] I*(I) uzayr I saydabilir bir indeks kiimesi olmak iizere

() = {{xk}kel say € C, Z ENERS oo}

kel
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seklinde tanymlidir. Bu uzay

o} fud) = 3 2T

kel

1¢ carprmayla bir Hilbert uzaydar.

I>(I) da her {wk}kel, {yk}kel icin

2
Z%% < Z EDk Z |

kel kel kel

Cauchy-Schwarz esitsizligi saglanir.

2.4 Bir Serinin Sartsiz ve Mutlak Yakinsakligi Kavrami

Bu calismanin temel amaglarindan biri de X bir vektor uzayir olmak iizere,
her f € X ’in {f;} vektorlerinin lineer kombinasyonu seklinde, yani baz ¢, € C

katsayilari igin,
f= Z Crfr (2.4.1)
k=1

seklinde bir temsile sahip oldugunu ve bu { f } dizilerinin gesitli formlarinin oldugunu
bilmek, ayrica boyle bir temsili verecek olan {fi} vektorlerinin tizerindeki gartlari
bulmaktir. Bu, fonksiyonel analizde gozlemledigimiz pekgok uzayda, sonlu bir { f}
dizisiyle yapilamaz. Burada {f;};2, ’lar aracihigiyla f 'nin temsilini sonsuz bir seri
verecektir. Bu sebeple sonsuz serilerin yakinsakligi ile neyi kastettigimizi agiklayarak

baslayabiliriz:

Tamim 2.4.1. [10] {fr} bir X normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger n — oo iken
Hf - ckka — 0 ise Y. ¢ fx serisinin f € X e toplandign (yakinsadign) soylenir.
k=1 k=1

Tanimdaki bu sart saglanmiyorsa f = > ¢, fr yazariz. Bu tamimda {f;} dizisi

k=1
00

belirlenmig bir sirada olugturulmustur. Ancak burada, Y ¢ f serisinin yakinsama
k=1
ozelliginin sadece {fi} dizisi ve {cx} katsayilarina bagh olmadigini, ayn1 zamanda

siralamanin da 6nemli oldugunu belirtmekte fayda vardir.
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Ornegin, en c¢ok bilinen bir Banach uzay1 6rnegi olan R uzayinda bir {a;}

dizisi igin ) «y serisi yakinsak olabilir, fakat dogal sayilarin belli herhangi bir
k=1
o permiitasyonu i¢in ) a,y) 1raksak olabilmektedir. Iste bu gozlem su ikinci
k=1
yakinsama ¢esidini vermemize ihtiya¢ oldugunu gostermektedir:

Tanim 2.4.2. [10/ {fi}72, X normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger Y fo) serisi N

k=1
o
‘nin biitin o permitasyonlary i¢in yakinsak ise Y fr serisine sartsiz yakinsaktur
k=1

(unconditionally convergent) denir.
Bu durumda serinin limiti toplamin sirasina bakilmaksizin ayni kalr.

Tanim 2.4.3. [10] {fx}32, bir X normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger > || fxll
k=1

o0
< 00 ise Y fi serisi mutlak yakinsaktir denir.
k=1

Teorem 2.4.1. [10] {fx}2, bir X Banach uzayinda bir dizi olsun. Eger Y fi
k=1
serisi mutlak yakinsak ise sartsiz yakinsaktar.

Herhangi bir Banach uzaymda bir > fi serisinin mutlak yakinsak olmasi sartsiz
k=1
yakinsak olmasini gerektirir. Fakat bu durumun tersi sonsuz boyutlu uzaylarda

saglanmayabilir. Sonsuz boyutlu uzaylarda sartsiz yakinsak olup mutlak yakinsak

olmayan seriler olabilir. Ornegin; ¢, ’da n € N olmak {izere n—yinci koordinati 1,
[e.o]

diger koordinatlar1 0 olan {e,} dizisini alahm. z,, = e, olarak tammlansm. > ,
n=1

serisi (£) € ¢y elemanina sartsiz yakinsaktir, ancak bu seri mutlak yakinsak degildir.

n

Sonlu boyutlu uzaylarda ise her iki yakinsaklik gesidi ayn1 manaya gelir:

Teorem 2.4.2. [10] (Dvoretsky-Rogers Teoremi) Bir X Banach uzaynda sartsiz

yakinsak her seri mutlak yakinsak ise X sonlu boyutludur.
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BOLUM 3
HILBERT UZAYLARINDA BESSEL DIZILERI,
ORTONORMAL BAZLAR VE RIESZ BAZLARI

Bazlar sonlu boyutlu vektor uzaylariin yanisira sonsuz boyutlu vektor uzaylariin
analizinde de 6nemli bir rol oynar. Fikir her iki durumda da aymdir: Diigiliniilen
uzaydaki biitiin elemanlar bu uzaydaki elemanlarin olugsturdugu bir ailenin elemanla-
rinin lineer kombinasyonu seklinde tek tiirlii ifade edilebilir.

Fakat sonsuz boyutlu uzaylarda bu durum daha karmasiktir: Sonsuz serilerle
calismakta zorlaniriz ve istenilen yakinsama oOzelliginde serilere bagh olan farklh
tiirden bazlar olusturabiliriz.

Uygulamalar, bazlarla ilgilenmeyi daha kolay kilabilen 6zel 6zelliklere sahip tiirden
bazlar arz edebilir. Ornegin; (2.4.1) serisi sartsiz yakinsak ise, yani eger indeks
kiimesinin her o(n) permiitasyonu igin ) com)fo(m) serisi f ’ye yakinsiyor ise, bu
durumda {f;} sartsiz (unconditional) nbazdlr.

H ayrilabilir bir Hilbert uzay: olmak tizere H ’da sirali bir { fi }7° ; dizisi dendigin-
de, {fe}32, = {f1, f2, ...} seklinde sirali bir kiimeden bahsedilmektedir. Uygunluk
agisindan, indeksleme yaparken dogal sayilar se¢ilmistir. Daha sonra tiim sonuglarin
keyfi bir yolla siralanmig f; elemanlariyla da (keyfi sayilabilir indeks kiimeleriyle de)
saglandig1 goriilecektir.

Hilbert uzaylarinda sartsiz yakinsaklik Bessel dizileri ile 0zdeglesmistir. Bu
nedenle bu boliimde 6ncelikle Bessel dizilerinin tanimi ve Bessel dizileri ile ilgili baz
teorem ve sonuclara yer verilecektir. Daha sonra Hilbert uzaylarinda ortonormal
bazlar ve ortonormal bazlar ile ilgili baz1 karakterizasyonlar ele alinacak, ayrica
Riesz bazlarinin tanimi verildikten sonra dualleri incelenecek ve Riesz bazlari i¢in
bazi karakterizasyonlar verilecektir. Son olarak ortonormal bazlar ile ilgili sinyal
isleme {izerine bir uygulamadan bahsedilerek, sinyal iletiminde sampling problemine

deginilecektir.
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3.1 Hilbert Uzaylarinda Bessel Dizileri

Lemma 3.1.1. [9] H Hilbert uzayinda bir { fi }32, dizisini alalvm ve 2 i fr serisinin

tim {ci}2, € l2(N) igin yakinsak oldugunu farzedelim. Bu durumda
T:0(N) = H
T{ertpsy = Z Crfr
k=1

stmarhi-lineer bir operator tanimlar. Bu T operatoriine sentez operatori denir. T

‘nin adjoint operatorii,
T* : H — [5(N)
T°f =A{(f, fr)}ita

ile verilir ve bu T operatori analiz operatori olarak adlandurilur.

Ayrica her f € H ig¢in,
> WF ) P <ATIP A1 (3.1.1)
k=1
dir.
Ispat. Simirh-lineer operatorlerin

T, : lg(N) — H

To{crtis, = Z ke fr

k=1
seklindeki dizisi goz 6niine alinirsa, n — oo i¢in T,, — 1" (noktasal) olur.
Banach-Steinhaus teoremi geregince, T' doniistimii sinirli lineer bir operator tanimlar.

T* ifadesini elde etmek i¢in, f € H ve {c}52, € lo(N) alalim. Bu durumda

(f, T{er}rzr) <f chfk> :Z fi fe) o (3.1.2)

dir.
Simdi 7% f ’yi bulalim:
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T : I5(N) — H smurh bir operator ise, 7% : H — I3(N) smirh bir operator

oldugundan, H 'dan C ’ye k—ymc koordinat fonksiyonu sinirhidir ve Riesz temsil

teoremi geregince T, H ’daki bir {gx}72, i¢in

T f = {{f 900 13

formuna sahiptir. 7™ in tanimi geregince, (3.1.2) esitligi; her {cx}32, € [H(N) ve

f € H icin,

oldugunu gosterir. Buradan g, = f olur.

Bir T sinirhi operatoriiniin adjointi de sinirhdir ve ||T|| = ||T%|| dir. Lemmanin

ifadesindeki varsayimlar altinda her f € H igin,

T F 1P < I 112
'dir. Gergekten de, T*f = {(f, gi) }32, ve T*f € Iy(N) oldugundan
T FII* = (T f. T f)
= ({32 AU S
(s i) (s )

I
WE

k=1

I
WE

i

1

olup (3.1.1) saglanr.

Tanim 3.1.1. [9/ H bir Hilbert uzay: olmak tzere her f € H igin,

SIS P < BIFIP
k=1

(o) P < TP = 1T 11

(3.1.3)

esitsizligini saglayan bir B > 0 sabiti var ise { fy}72, dizisine Bessel dizisi denir.

(3.1.3) esitsizligini saglayan herhangi bir B sayisina { f; } 72 ; i¢in bir Bessel sinir1

denir.

Verilen bir {f;}32, dizisi i¢in optimal simr, (3.1.3) esitsizligini saglayan en

kiiciik B > 0 degeridir.
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Ornek 3.1.1. ¢; = {1,0,0,..}, e; = {0,1,0, ...}, e5 = {0,0, 1, ...}, seklinde tanvmla-
nan {e}>° € lo(N) baziny diisiinelim. {fi}32, = {e1, ez, e3,...} dizisi B =1 Bessel
swnary ile bir Bessel dizisidir:

Her f € I5(N) igin,

STUL I =D [ el
k=1

k=1

= [(f,en)” + [(f,e2)” + [(f, es)]” +
= || II*

olup, B =1 Bessel sinar ile { fy} bir Bessel dizisidir.

Teorem 3.1.1. [9] Bir H Hilbert uzayinda bir {fr}3>, dizisi alalim ve B > 0
verilsin. Bu durumda { fr}32, B Bessel sinuri ile bir Bessel dizisidir ancak ve ancak

T:1(N) = H , T{c}2, = > cufr dondsimi sirle bir operator tanumlar ve

k=1
IT|| < VB “dir.
Ispat. (=) { fr}32, dizisinin B Bessel s ile bir Bessel dizisisi oldugunu kabul
edelim. {cx}32, € lo(N) alalim.
T{ck ¥, iyl tanimhdir:
m,n € N ve n > m olsun. Bu durumda,

chfk_zckfk Z Chfr

k=m+1
dir. Lemma 2.2.1 ve Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanarak,

n m
Z Ckfk - Z Ckfk
k=1 k=1

n

Z i fr

k=m-+1
= sup Z e, g
< sup Z ek (frs )
llgll= 1k m+1
n 1/2 " 1/2
< sup Z |ng|2 . Z |<fk79>|2
llgll=1 k=m+1 k=m-~+1

. 1/2 . 1/2
< ( > |Ck|2> . sup < > !<fk,g>l2>
k=m+1 llgll=1 k=m+1
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bulunur.
n

B = Sup”g”:l ( Z |<fk‘7.g>|2) denirsea
k=m+1

=m

n 1/2
< @.( > |ck|2>

k=m+1

n m
Z Cufr — Z e fr
k=1 k=1

elde edilir. {cx}32, € I5(N) oldugundan, {Z || } , C de bir Cauchy dizisidir.

n=1

Yukaridaki hesaplamalar { > ek fk} nin H da bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

k=1 n=1

n

Boylelikle {Z Ck fk} yakinsak olup T{c}?2, iyi tanimhdir.
k=1 n=1
T 'nin lineerligi aciktir.

Ayrica T smrhdir. Ciinkd,

IT{cr izl = sup (T{cr}iZs, 9)]

llgll=1

= sup
lgll=1

< sup Z|Ck s 9)

lgll=1 4=

1/2 o 1/2
< (Zm, ) .(zw)
llgll=1 k=1

s 1/2
= VB. (Z \ck\2>
= VB. [{c )72l

olup, ||T|| < VB elde edilir.
(<) Kabul edelim ki, T, ||T|| < V/B ile, siurl bir operatér olsun. Bu durumda

Lemma 3.1.1, {fx}32; 'nmn B smuri ile bir Bessel dizisi oldugunu gosterir. O

{fr}32, dizisinin Bessel dizisi oldugunu kontrol etmek igin Bessel sinirii bulmaya

caligmak yerine, T operatoriiniin iyi tanimli olup olmadigini kontrol etmek yeterlidir:

Sonug 3.1.1. [9] Eger {fi}32, H 'da bir dizi ve Y, ¢ fr tim {ci}32, € [2(N) i¢in
k=1
yakinsak ise, bu durumda { fi}32, bir Bessel dizisidir.
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(3.1.3) ile verilen Bessel sart1, { fx}72; elemanlarinin nasil siralandigina bakilmak-

sizin ayni kalir. Bu, Teorem 3.1.1 ’in ¢ok 6nemli bir sonucunu ortaya koyar:

o0

Sonug 3.1.2. [9/{fr}?2,, H ’da bir Bessel dizisi ise bu durumda >, ¢y fy serisi tim
k=1
{cr}32, € 1(N) igin sartsiz (unconditional) yakinsaktur.

Béylece { fi}72, 'daki elemanlarin yerlerinin yeniden diizenlenmesi i ¢k fr serisi-
nin yakinsakligini etkilemeyecektir. Seri yine ayni elemana yaklnsayalé;f(tlr.

Iste bu sebeple, Bessel dizisinde elemanlarin keyfi bir indekslemesini secebiliriz.
Yani 6zellikle tiim bu sonuglari, indeks kiimesi olarak dogal sayilar1 secerek vermek
gibi bir kisitlama yoktur.

Ileride gorecegimiz gibi, tiim ortonormal bazlar, Riesz bazlar1 ve frame’ler birer

Bessel dizisidir.

Burada belirtelim ki; bir H Hilbert uzayinda bir {f}?2, dizisinin Bessel dizisi
oldugunu gérmek i¢gin H 'nin yogun bir alt kiimesi iizerinde (3.1.3) ile verilen Bessel

sartininin saglanip saglanmadigini kontrol etmek yeterlidir:

Lemma 3.1.2. /8] H bir Hilbert uzay, { fr}32,, H ’daki elemanlarin bir dizisi olsun.

H ’‘nan yogun bir V' alt kiimesindeki tim f ’ler i¢in,

[{f. ) P < B

NE

i

1

esitsizligini saglayan bir B > 0 sabiti bulunabiliyorsa bu durumda { f,}32,, B Bessel

swnart tle bir Bessel dizisidir.

Ispat. Bessel sartimm H ’'daki elemanlarm tiimii icin saglandigim ispatlamamiz
gerekmektedir. Bunun i¢in bir ¢ € H elemani alalim ve Bessel sartinin saglanmadigini

kabul edelim. Yani A ’daki bir g elemani igin

(g, fe) > > B gl?

NE

i

1

oldugunu varsayalim. Bu durumda sonlu bir /' C N kiimesi vardir, 6yle ki

> g, fu) P> Bl

keF

23



‘dir. V' H ’da yogun oldugundan bu ifade
D 1 ) P> BllR|?
kel
olacak gekilde bir A € V' ’nin varligin1 da gerektirir. Oysa bu bir ¢eligkidir. O halde
her g € H igin
[{g: fi) I < Bllgl’

NE

i

1

saglanir. [

3.2 Ortonormal Bazlar ve Ortonormal Bazlar i¢in

Baz1 Karakterizasyonlar

Tanim 3.2.1. [10] Bir H Hilbert uzayinda vektorlerin bir {ey }72, dizisini digtinelim.

(i) Her bir f € H i¢in

f=> alfer (3.2.1)

k=1
olacak sekilde bir tek {c(f)}72, skaler katsaylar: var ise {ey}3>, dizisine H

icin bir (Schauder) bazdur denir.

(ii) Eger (3.2.1)’de verilen seri her bir f € H igin sartsiz yakinsak ise {e}r,

bazina sartsiz bazdir denir.

191) Eger {ei 122, bir ortonormal sistem ise, yani ejer {ey,e;) = Or; oluyor ise
q kJSk=1 ;Y g ky €y k,j Yy

{ex}32, bazina ortonormal bazdir denir.

Tanim 3.2.2. [10] Bir {e;}?2, bazi verilsin. {cx(f)}32, katsayilary f 'nin bir lineer

fonksiyonudur. f — cx(f) dontsimlerine katsayr fonksiyonelleri denir.

Katsay1 fonksiyonellerinin siirekli oldugunu da belirtelim. Ustelik c(f) ’ler
baz tarafindan tek tiirlii tamimlanir. Yani bir {e;}2, baz, ¢, : H — K lineer
fonksiyonellerinin tek tiirlii bir dizisini tamimlar. Bu nedenle {¢} ’ya katsay:

fonksiyonelleri dizisi denir.
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Tamm 3.2.3. [10] Bir Hilbert uzayinda ejer (fi, g;) = ok ise {fu}ez, ve {gr}iy
dizilerine biortogonaldir denir. ({fi}32,{9x}32,) ikilisine de biortogonal sistem

denir.

Sonug 3.2.1. [10] {ex}32; 'min H Hilbert uzay i¢in bir baz oldugunu kabul edelim.
Bu durumda {eg}72, ve {cx}32, katsay fonksiyonelleri biortogonal bir sistem olugtu-

rurlar.

Teorem 3.2.1. [9] {ex}32, 'nin H Hilbert uzay: i¢in bir baz oldugunu kabul edelim.
Bu durumda her f € H igin

F=> (fo) (3.2.2)
k=1

olacak sekilde bir tek {gx}3>, ailesi vardur, {gr}s2, H igin bir bazdir ve {ex}32, ile
{9}, biortogonaldir.

ispat. {e;}22, ’larla eslesen {c;} katsay: fonksiyonelleri siirekli oldugundan Riesz

Temsil Teoremi geregince her f € H igin

cx(f) = (f, 9x)

olacak gekilde H ’da bir tek {gx}72, ailesi vardir. Boylece her f € H igin

F=> (fae
k=1

yazilabilir. (3.2.2) esitligini saglayan {e}2; ile {gx}?2; 'min biortogonal oldugu
gortilebilir. {gx}72; 'mn H igin baz oldugu gergegi ise bir Hilbert uzaymin yansimali

olusundan gelmektedir. O

(3.2.2) esitligini saglayan {gx};>, bazi dual baz veya {e;}72, ’lar ile eslesen

biortogonal baz olarak adlandirilir.

Ortonormal baz i¢in baz1 denk tanimlar vermeden 6nce her ortonormal sistemin
bir Bessel dizisi oldugunu belirtelim. Teorem 3.1.1 ’in ispatindaki basamaklara
benzer iglemler yapilir ve Lemma 3.1.1 gézoniine alinirsa H i¢in bir {ey }32; ortonormal

sisteminin H ’da bir Bessel dizisi oldugu goriiliir. Gergekten de;

25



m,n € N ve n > m olsun. Bu durumda,

n

n m
E Crer — E Crer = E Cre
k=1 k=1

k=m+1
dir. Lemma 2.2.1 ve Cauchy-Schwarz egitsizligini kullanarak,

n m
E Crer — E CrCk
k=1 k=1

n

E CrEk

k=m+1

(£
k=m+1

n

< sup Z |ck (ex: 9)]

= sup
llgll=1

llgll=1 k=m+1
n 1/2 n 1/2
< sup Z |ck\2 . Z \<€k79>’2
llgll=1 k=m-+1 k=m+1
n 1/2 n 1/2
(5 wf) o (3 o)
k=m+1 lglI=1 \ =1

olur.

B =suyyies ( 5 o)) denivse
—m4+

n

n 1/2
< \/§.< > |ck]2>

k=m+1

m
CLer — E CLEL
k=1

k=1

elde edilir. {cx}32, € [2(N) oldugundan, {Z |ck|2} , C de bir Cauchy dizisidir.
k=1

n=1

O halde {Z ckek} da H ’da bir Cauchy dizisidir ve H Hilbert uzay: tam
k=1 n=1
oldugundan {Z CLek yakinsaktir. Dolayisiyla Y ey, serisi yakinsak ve Sonug
k=1 n— k=1

1
3.1.1 geregince {ex}32; ortonormal sistemi H ’da, bir Bessel dizisidir.
Simdi verecegimiz teorem, ortonormal baz olan bir {ej}72, ortonormal sistemi

i¢in denk sartlar1 verir:
Teorem 3.2.2. [9] {ex}?2, ortonormal sistemi i¢in asagqrdaki ifadeler denktir:
(i) {ex}2, bir ortonormal bazdar.

(i) Her f € H igin f =) (f,ex)ex temsili vardur.
k=1
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(1) Her f,ge H, (f,g) = i (f,ex) (ex,q) ozelligini saglar.

=1

bl

(iv) Her f € H icin > |(f,ex) [* = |f|* “dir.
k=1
(v) span{e,}s, = H ’dur.
(vi) Eger her k € N igin, (f,ex) =0 ise, bu durumda f =0 ’dur.

Ispat. (i) = (i1) : f € H alalm. {e;}?>, bir ortonormal baz olsun. Bu durumda

¢ 2, katsayilar: var, dyle ki
k=1 y , Oy

olur. Her j € N i¢in

(frej) = <Z Ckek’€j> = crleres) =Y (brs) = ¢

olup (ii) saglanir.
(i) = (iii) . Her f € H icin
F=> (frex)en
k=1

olsun. Her g € H i¢in

<Z f?ek €k, g

k=1

(frer)er + (f,ex) ea+ (f,ez)es + ..., g)
= (f,e1) (e1,9) + (f e2) (e2,9) + (f,e3) (€3, 9) + ...

olur.

(1i) = (i) : {ex 72, ortonormal baz iken

F=> (frexyer ve (f.9)=>_ (f.ex)(exg)
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ozellikleri saglamir. (iii) de f = g alinirsa

oo
:Z (fren) (ew, |

I1£1* = <f er) (fren) = D (frex)l
b1

\Mg I

olur.

(iv) = (v) : Her f € H i¢in

AP = fen)?
k=1

olsun. span{e;}72, = H oldugunu yani {e;}?°, 'nin total oldugunu goéstermeliyiz:
Lemma 2.2.1 den, k € N olmak iizere f € H tiim e, "lara dik ise, yani (f,ex) =0
ise (iv) ’den

ST f el = IfI1P =0
k=1

olup f = 0 elde edilir. Boylelikle {e;} total olup span{e,}r>, = H ’dur.
(v) = (vi) : Lemma 2.2.1 'nin direkt sonucudur.
(vi) = (i) : f € H alahm. {ex}32; ortonormal sistem oldugundan bir Bessel
dizisidir. .
Z frex)
k=1
iyi tanimhdir. Gergekten de; i (f,ex) e serisi sartsiz yakinsaktir: {e;}2>, Bessel

k=1
dizisi oldugundan

Sl f e < BIfI?
k=1

olup {(f,exr)}22; € [o(N) dir. Sonug 3.1.2 geregince > (f,ex) ex serisi yakinsak ve
k=1

= > ([, ex) e iyl tammhidir. g bu sekilde tanimlanmak tizere tiim j € N ler i¢in
k=1

= (frex) = D {f.e5) (ejoen) = (frew) — (fren) =0
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olup
<f -9, ek) =0
olur. (vi) 'den

F=9=) (frex)ex

k=1

sonucuna varilir. {ex}%2; 'nmn bir baz oldugunu ispat etmek i¢in sadece bu temsildeki
{{f, ex) }22; 'mn tek tiirli oldugunu géstermemiz gerekmektedir. Bu ise (i) = (i7)

ispatinda kullanilan yolla saglanir. O

(1v) ile verilen bagint1, Parseval egitligi (Plancherel denklemi) olarak bilinir.
Daha sonra bu esitligi saglayan {ez}?2; ’larin Hilbert uzaylarinda frame’lerden

bahsedilirken parseval frame olduklar1 gergegiyle kargilagilacaktir.

Sonug 3.1.2 ’den Teorem 3.2.2 ’'in agagidaki 6nemli sonucu elde edilir:

Sonug 3.2.2. [9] Eger {ex}32, bir ortonormal baz ise bu durumda her bir f € H

f= (frex)ex (3.2.3)

00
k=1

seklinde sartsiz (unconditional) yakinsak bir agilima sahiptir.

Iste bu yakinsama 6zelligindeki (3.2.3) acilimi, ortonormal bazlar tercih etmemi-
zin temel sebebidir.
Her ayrilabilir Hilbert uzayinda bu agilimin yapilabilmesi imkani oldukc¢a avantaj-

I1 bir durumdur.
Teorem 3.2.3. [9] Her ayrilabilir Hilbert uzayu bir ortonormal baza sahiptir.
Ispat. Bakmiz [9], Sayfa 57. O

NOT: Pratikte kullanim agisindan, en uygun bazlar ortonormal olanlaridir.
Zaten ileride de bazlarin diger tipleri igin (3.2.3) esitliginin daha karmagik bir ifade
ile yer degigtirdigini gorecegiz. Ayrica belirtelim ki; herhengi bir {e} dizisinin,

bir ortonormal baz olmasi garti oldukca agirdir, ancak ortonormal bazlarin mevcut
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olmasi da yeterli degildir. Bu ortonormal bazlar1 ingaa etme kabiliyetine de sahip
olmamiz gerekir. Ancak, extra bazi sartlar saglatarak ortonormal baz ingaa etmenin
kolay bir ig olmadigini soyleyelim. Burada, verilen bir bazdan bir ortonormal baz
ingaa etmek igin Gram-Schmidt ortonormallegtirmesini kullanmak akla ilk olarak
gelebilir ve ortonormal baz ingaasi isinin aslinda oldukca kolay oldugu diistiniilebilir.
Ama bu diiglince sonuglar1 agisindan daima iyi bir fikir degildir. Bu iglem bazlarin
ozel dzelliklerine zarar verebilmektedir. Ornegin Gabor ve Wavelet bazlarin 6zel

yapilar1 bu iglem neticesinde kaybolmaktadir.

Teorem 3.2.4. [9] Her ayrilabilir sonsuz boyutlu H Hilbert uzay: lo(N) “ye izometrik

1zomorfiktir.
Ispat. Bakinz [9], Sayfa 57. O

Ornek 3.2.1. k € N olmak tizere k—ywnce koordinaty 1, diger koordinatlars 0 olan

{ex} dizisini alalim. Bu durumda {ex}52, lo(N) icin bir ortonormal bazdur.

Teorem 3.2.5. [9] {ex}2,, H igin bir ortonormal baz olsun. Bu durumda H i¢in
bitin ortonormal bazlar, U : H — H tniter bir operatér olmak tzere {Uey},

seklindeki dizilerdir.

Ispat. {f,}2°,, H icin bir ortonormal baz olsun. {c;,}32, € l5(N) olmak iizere

U:H— H,
U <Z Ck€k> = chfk
k=1 k=1

operatoriini tanimlayalim. U, H 'dan H ’ya sinirh, birebir ve 6rten bir doniigim

olup
fe=Uey
dir.
fyg € H igin f = li (f,er)er ve g= Ii (g, ex) ex yazilabilir.
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U doniigiimiintin tanimi ve Teorem 3.2.2 ’den,

(U*Uf,g) = (Uf,Ug)
= (> (frex) fi: Y (g ex) fk>
k=1 k=1

= <f7 ek> <g7€k>

1

f,9)

—_~ >

bulunur. Bu ise U*U = I olmasi anlamina gelir ki, bu sonug, U 6rten oldugundan
U ’nun iiniter operator olmasi demektir. Diger taraftan U bir iiniter operator ise bu

durumda

(Uey,Uej) = (U Uey, e;) = (ex, €;) = O

vani {Uey}52, bir ortonormal sistemdir. {Uey}2; 'min bir baz oldugu ise Teorem

3.2.2 ’den elde edilir. O

H ’da bir {eg }?2, dizisi normallestirilmig vektorlerin bir dizisi ise ve Teorem 3.2.2
'de (iv) ile verilen Parseval denklemini sagliyorsa {ey}7>, H i¢in bir ortonormal

bazdir:

Onerme 3.2.1. [9] {e;}3, H ’da normallestirilmis vektorlerin bir dizisi olsun ve

her f € H igin
Yol P =111
k=1

saglansin. Bu durumda {ex}5>, H igin bir ortonormal bazdur.

3.3 Riesz Bazlari, Dualleri ve Riesz Bazlar: Icin
Bazi1 Karakterizasyonlar
Teorem 3.2.5 ’de bir tek ortonormal baz iizerinden hareketle iiniter operatorler
vasitasiyla tiim ortonormal bazlar1 karakterize ettik. Simdi de bir tek ortonormal

baz iizerinden hareketle sinirli, bire-bir ve 6rten operatorler vasitasiyla biitiin Riesz

bazlarinin karakterize edilebilecegini sdyleyecegiz:
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Tamim 3.3.1. [9/ H ig¢in bir Riesz baz, {ey}3>,, H icin bir ortonormal baz ve

U: H — H sinwrli-bijektif bir operator olmak tizere {Uex}32, formunda bir dizidir.

Bir Riesz baz1 aracihgiyla f € H elemammin (3.3.1) seklindeki agilimi, ortonormal

bazlar araciligiyla elde ettigimiz (3.2.3) ifadesinden daha detayldir:

Teorem 3.3.1. [9] {fi}32, H igin bir Riesz bazi ise bu durumda, {fi}3>, bir Bessel

dizisidir. Bunun yamsira, H 'da bir tek {gx }32, dizisi vardur dyle ki; her f € H igin

F=>_(f ) (3.3.1)
k=1

dur. Ayrica {gr}72, dizisi de bir Riesz bazidur ve (3.3.1) serisi her f € H i¢in sartsiz

yakinsaktar.

Ispat. f e H icin,

S I fe) | Z| FUe) P =Y 1(U fen) > = IU*fII?
k=1 k=1

< 1T 11117

= o 1£1°

olup, B = ||U||* olmak iizere, {f,}3>, bir Bessel dizisidir. {f;}?>, Riesz baz
ise, Riesz baz tammi geregince, {e;}7, bir ortonormal baz ve U sirl, bijektif

(birebir ve 6rten) bir operator olmak {izere, { fr}52, = {Uex }32, vazlabilir. {ex}32,

ortonormal baz iken, her f € H elemani f = > (f, ex) e, seklinde bir agilima
k=1

sahipti. Bunu kullanarak; U~!f 'nin agihmina bakalim;

U= (U feyer=> (f, (U ) ex)ex
k=1 k=1

olur.
gk = (U ") er

olarak tanimlarsak, f 'nin temsili;

f=U0U""f=U (Z (f,(U ) exr) €k> = Z<fa(U_1)*€k> Uey,
= (frox)
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seklinde olacaktir.
(3.3.1) esitligini saglayan ispat i¢inde ingaa edilen bu {gx} dizisinin tek oldugunu
gorelim:

[k olarak, eger bazi ¢ (f) ve di(f) katsayilar icin,

F=Yal)fe = du(£) (3.3.2)

saglaniyor ise, (3.3.2) esitliklerinin her ikisine de U ™! operatérii uygulanarak ve {e; }
‘min baz oldugu bilgisi kullanilarak her k£ € N i¢in ¢, (f) = di(f) oldugu goriiliir. Bu
sonug, her Riesz baziin bir baz oldugu anlamimi da iginde barmdirir. Simdi, {gx}

ve {h}, her f € H igin

(3.3.3)

&h
Mg
&.ﬁ
§
uMg
&h
5

esitliklerini saglayan H ’da iki dizi ise her k € N i¢in g = hy oldugunu gostermemiz
gerekir. Yukaridaki bilgiler iiginda (3.3.3) ’den, her k£ € N igin

(fsar) = (f, )

esitligi elde edilir ve Sonug 2.2.1 'den g = hy, istenen egitligine ulagilir.

Simdi de {gx} 'min da Riesz baz1 oldugunu gosterelim:

U swmrh, bijektif bir operatér idi. (U~!)* da simrh ve bijektif bir operator
oldugundan g := (U~1)*e; tammlanmigi ve Riesz bazi tanmim geregince, {g;} da
Riesz bazidir.

Son olarak;

{fx}32, Riesz baz1 Bessel dizisi oldugundan, (3.3.1) ile verilen seri unconditional

(sartsiz) yakimsaktir. O

Tanim 3.3.2. [9] (3.3.1) esitligini saglayan bir tek { g} 3>, dizisine { fr}32, dizisinin

dual Riesz bazi denir.

Ayrica {gx}72; min duali de {fx}32, ’dir. Birbirlerinin duali olan {fx}32, ve
{gr}32; 'va bir dual Riesz baz ¢ifti denir.
(3.3.1) "un simetrik versiyonu miimkiin olup, ayrica bir Riesz bazi ve onun dual

Riesz bazi, 6nemli bir ortogonallik iligkisi saglar:
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Sonug 3.3.1. [9] Bir {fi}32, ve {gr}32, dual Riesz baz ¢ifti i¢in asagudakiler

saglanar:

(1) {fr}e2, ve {gr}, biortogonaldir.
(i) Her f € H igin,
F=Y (foan) fo=D_{f fe) o (3.3.4)
k=1 k=1
dir.

Bir Riesz bazi, "karsit esitlik (opposite equality)" diye isimlendirilen agagida-
ki esitsizligi saglar:
Onerme 3.3.1. [9] Eger { f}32, = {Uex}32,, H i¢in bir Riesz baz ise bu durumda,

A, B > 0 sabitleri vardwr, oyleki; her f € H igin,

AP <1 R P < BIIFIP (3.3.5)

k=1

dir. A sabiti i¢in mimkin en biiyik deger - 1”2 ve B i¢in mimkin en kigiik deger
U1 “dir.
Ispat. f € H icin

S I )] Z| FUe) P =Y |[(U f.e) |
k=1 k=1

= U fII> < WU 12112 = 012 L £1P

olup B = ||U||* bulunur.

11 = | U*’“U* 7| < @)= w s = o= o
> T 7 1Al < o sl

AP <D I fid P
k=1

Ma 1H2

olup A = T 1”2 elde edilir.
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Simdi verecegimiz teorem, Riesz bazi olan bir {f;}?2, icin denk bir gart verir.
Teoremdeki (3.3.6) sart1, bazi yazarlar tarafindan Riesz bazinin tanimi olarak verilmek-

tedir.

Teorem 3.3.2. [9] H “da {f}32, dizisi i¢in asaqidaki sartlar denktir:

(1) {fr}s>, H igin bir Riesz bazdar.

(i) {fr}s2, H ’da totaldir ve A,B > 0 sabitleri vardur, dyleki; her sonlu {cy}

skaler dizisi i¢cin

oo 2 o0
A el < <B) el (3.3.6)
k=1 k=1

saglanar.

Ispat. (i) = (ii) : {fx}3>, 'min Riesz bazi oldugunu kabul edelim ve tanimdaki gibi
{Uex} formunda yazalim. Her k € N igin (f, fx) = 0 olsun. Buradan (f,Ue;) = 0
olup f = 0 elde edilir. Dolaysiyla {f;}3>, H 'da tamdir.

Bir sonlu {¢;} skaler dizisi verilsin. Bu durumda

chfk = Uchek (337)
k=1 k=1
< Ul
- ||U||2 <Z CkCk; ch€k>
k=1 k=1
= lU1*. ) et (exs ex)
k=1
= U1 > lexl?
k=1
ve
0o 2
= U_lU (Z@c@c) S HU_1H2.
k=1
o0 o0 2
||U T Z <D s (3.3.8)
k= k=1
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(3.3.7) ve (3.3.8) 'dan

||U s Z| ol < < [u)? Z|ck|

Ck:fk

dir.
(i7) = (7) : Bakimz: [9], sayfa: 62. O

Eger {fr}%2, bir Riesz baz ise, (3.3.6) esitsizligini saglayan A, B > 0 sayilar
sirasiyla alt-Riesz smir1 ve tist-Riesz sinir1 olarak adlandirilir. Bu sinirlar tek
degildir. A i¢in miimkiin olan en biiyiikk deger ve B i¢in miimkiin olan en kiigiik

degere optimal Riesz sinirlari denir.

Ornek 3.3.1. ¢, = (0,0,...,0,1,0,0,...) olmak dizere {e;}3, ailesi l5(N) Hilbert
uzay i¢in bir ortonormal baz olup, { fr}22, = {2ex}r2, ailesi [o(N) Hilbert uzayinda
bir Riesz bazidar.

Bunu gostermek i¢in Teorem 3.3.2 i kullanalim:

Oncelikle; {fi}32, = {2e1}2, totaldir:

k € N i¢in (f, fr) = 0 olsun. Bu durumda,

(fifr) =2(f,ex) =0
= <f,6k> =0

= f=0 (ex. total oldugundan)

oldugundan, {fi} totaldir.
2

Simdi || erfr|| degerine bakalvm:
k=1
- 2
ek =lleahi+afotesfs+ ot eafat
k=1

= [|(2¢1, 262, 2¢3, ..., 26, 2p 11, )|

olup, A =4, B =4 Riesz sumarlary ile { fi,} bir Riesz bazidur.
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Tiim sonlu {c}72, dizileri i¢in (3.3.6) esitsizligini saglayan bir {f}2, dizisine
bir Riesz dizisi denir.
Asikardir ki; eger (3.3.6) sart1 bir {f}72, ailesi i¢in saglaniyorsa, bu durumda,

{fx}32; 'mn her bir alt dizisi i¢in de saglanir:
Sonug 3.3.2. [9] Bir Riesz dizisinin her alt ailesi de bir Riesz dizisidir.

Tamim 3.3.3. [9] (5.5.6) sarti, A = B = 1 ile saglanirsa, { fx} dizisi ortonormaldir.

(1) {fr}s2, H igin bir Riesz bazdar.

(i1) {fr}s, total bir Bessel dizisidir ve biortogonali olan total bir {gy}7>, Bessel

dizisine sahiptir.
Ispat. Bakimz [10], sayfa: 67,68. ]

Onerme 3.3.2. [9] Span{fi};>, = H ve tiim sonlu {c.} skaler dizileri i¢in

2

k=1 k=1

oldugunu kabul edelim. Bu durumda {fr}32, H i¢in bir ortonormal bazdur.

Ispat. Onermedeki varsayimlar, Teorem 3.3.2 geregince, {fr} 'min H i¢in bir Riesz
baz1 oldugunu soyler. Bu durumda H i¢in {e;}32; ortonormal bazim alarak, uygun
bir smirli-tersinir U operatori igin { fi}72, = {Uer}32, yazabiliriz.

Buradan, tiim {c;}72, € [5(N) i¢in

2 2

el =D k| = U(Z%%)
b1 b1 k=1

oldugundan (3.3.6) esitsizligindeki A = B = 1 Riesz sinirlar1 olup Teorem 3.3.2 'nin

ispatindaki acilimlarla, B = ||U||* = 1 ve A = W =1=||UY =1 oldugu
agiktir.
Onerme 3.3.1 geregince, her f € H igin Z I(f, fi) P = || fII” sonucuna ulagilir.

(3.3.9) varsayimi her k € Nicin || fg]| =1 oldugu anlamini tasimaktadir. Dolayisiyla
Onerme 3.2.1 ’den {f;,}32, H icin bir ortonormal bazdur. O
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Sonug olarak her Riesz bazi, ortonormal baz degildir. Bir Riesz bazinin ortonormal

baz olmasi i¢in A, B Riesz siirlarinin 1 olmasi gerekir.

Agagida verilen teorem bazlarin topolojik izomorfizmalar altinda korundugunu
ifade etmektedir. Bu teoreme dayanarak, bu boliimde ele aldigimiz ortonormal
bazlar ve Riesz bazlarinin da topolojik izomorfizmalar altinda korundugu elbette

soylenebilir. Bu ifadelerin ispatlari [10] numarali kaynakta mevcuttur.

Teorem 3.3.4. [10] Bazlar topolojik izomorfizmler altinda korunurlar. Yani eger
{fr}32, X Hilbert uzayr i¢in bir baz ve S:X — Y bir topolojik izomorfizma ise,
{Sfe}2, da'Y Hilbert uzay i¢in bir bazdor.

Ispat. Eger y, Y 'nin herhangi bir elemam ise S~'y € X ’dir. {fr}32, X igin bir
baz oldugundan X ’in her bir elemani i¢in

o0

Sy = chfk

k=1
olacak gekilde bir tek {cg} skalerlerin dizisi mevcuttur. S siirekli oldugundan

o0

S(57ly) = ZCkak

k=1

yazilir. Simdi y 'nin
y=> bSh
k=1

seklinde bir bagka temsilinin oldugunu kabul edelim. Bu durumda S—! siirekli

oldugundan
Sy => bl
k=1

sonucu elde edilir ki, { fz}72; baz oldugundan her k igin
b, = ¢,

olur. Dolaysiyla {Sfr}22,, Y i¢in bir bazdir. O
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3.4 Ortonormal Bazlar ve Sinyal Isleme Uzerine Bir Uygulama

3.4.1 Sinyal ve Sinyal Isleme

Sinyal, bilgi iceren fiziksel niceliklerdir. Bu fiziksel nicelikleri yazinsal olarak
belirtmek i¢in, sinyalleri matematiksel gsekilde ifade ederiz. Matematik diliyle, bir f
sinyali dendiginde, X bir Banach uzay1 veya Hilbert uzay1 ve C kompleks sayilar
cismi olmak {izere, f : X — C bir kompleks degerli fonksiyonel kastedilmektedir.

Burada, X uzayinn farkh secilisleri ile, degisik tiirden sinyaller elde edilir. Ornegin;

e X = R olmak {izere, f : R — C, bir siirekli-zaman sinyali,

e X =7 veya X = N olmak iizere, f, ayrik zamanl sinyali,

e X =[a,b] , —00o <a<b<oo alindiginda f simirh zaman sinyali olmaktadir.
Boyle sinyaller arasinda, asagidaki siniflandirmalar da yapilabilir:

o f(t)=f(t+kt),teR" ve k € Z ise f ’ye t-periyodik sinyal

o f € Ly(R) veya f € l3(Z) ise f ’ye sonlu enerji sinyali

o fe L (R) veya f € [(Z) ise f ’ye sirh sinyal

o f e Li(R)ise f ’ye integtallenebilir sinyal

e f€l1(Z)ise f ’ye toplanabilir sinyal denir.

Sinyallere 6rnek olarak, insan sesi, elektromagnetik dalgalar, lazer ve kizil Gtesi

dalgalar, devrelerde gozlemlenebilen akim ve potansiyel fark, ... vs. verilebilir.

3.4.2 Sinyal Iletiminde Sampling (Sinyalin Orneklenmesi)

ve Analog-Digital Doniisiim

Sinyal dedigimiz bilgi tagiyan fiziksel nicelikleri temsilde kullandigimiz matematik-
sel fonksiyonlar: iki genig sinifa ayirabiliriz:

- Stirekli degigkenli matematiksel fonksiyonlar (~ siirekli degigkenli sinyaller)
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- Ayrik degigskenli matematiksel fonksiyonlar (~ ayrik degigkenli sinyaller)

Sinyallerde degisken parametresi genelde zaman ya da frekans olmaktadir. Zaman
degiskeni olarak diigiiniildiigiinde, sinyaller; siirekli zaman sinyalleri ve ayrik zamanlh
sinyaller seklinde gruplandirilir.

Strekli zaman sinyalleri analog sinyallerdir. Zamanin her ani i¢in sinyalin belli
bir degeri vardir ve sinyalin ¢; ve t; anindaki aldigi degerler aymdir. Hiz, miizik
sinyali, ... analog sinyallerdir.

Ayrik zamanh sinyaller dijital sinyal olarak adlandirilir. Zamanin belli anlarinda
degerler alan yani siirekli olmayan sinyallerdir.

Dig diinyadaki fiziksel biiyiikliiklerin ¢ok biiyiik bir kismi analog degerlerdir.
Ornegin; 1s1, sicaklik, agirlik, nem orani, 151k siddeti, ses siddeti, vs. gibi biiyiikliikler
analog olarak degigirler. Dig diinyanin daha c¢ok analog degerlerden olugmasina
karsilik, bilgi igleyen cihazlar (dijital sistemler, mikroiglemciler, bilgisayarlar, radyo,
tv, ses sistemleri, ... ) dijitaldir. Bunun nedeni, dijital sinyal iglemenin paraziti
azaltmasi ve sinyali isleme esnekligine (sinyali kaydetmek, iletmek, saklayip yeniden
tiretebilmek, sinyale diizenleme ve degisiklik katabilmek, ... vs. ) sahip olmasidir.
Dijital sistemler bilgiyi daha giivenli, daha hizh isler ve degerlendirir.

Dijital sistemlerin dig diinya ile baglantilarin1 saglamak igin, o6lgiilen fiziksel
biytikliiklerin dijital /analog ve analog/dijital doniigiimlerinin yapilmasi gerekir. Bu
islemler ADC (analog-dijital convertor) ve DAC (dijital-analog convertor) ’ler
sayesinde gergeklegir. ADC analogdan dijitale, DAC ise dijitalden analoga doniigiim
yapan devreleri ifade eder.

Ornegin bilgisayarlardaki ses kartlar1, hem analogdan dijitale, hem de dijitalden
analoga doniisiim yaparlar. Mesela, bilgisayara ses kaydetmek istiyoruz. Bu ses ilk
once mikrofon sayesinde analog sinyal olarak bilgisayara iletilir. Bilgisayarda ise,
analog sinyal, dijital bilgiye ¢evrilir ve harddiskte depolanir. Daha sonra bu sesi
dinlemek istedigimizde dijital bilgi, tekrar analog sinyale cevrilir ve hoparlorde ses
olarak duyulur.

Bu dontigtiiriiciilerin gerceklestirdigi her doniisiimde veri lizerinde belli bir kayip
oldugunun unutulmamasi gerekir.

Sonug olarak; teknolojik gelismeler, dijital bilginin kullanim alanini hizla artirmak-
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tadir. Hayatimizin her alaninda (haberlesme, akilli ev teknolojileri vs.) dijital bilgiyi
kullanan gerecler bulunmaktadir. Dolayisiyla dig diinyadaki analog bilgilerin dijital
bilgiye, dijital bilgilerin de analog bilgiye doniigiimlerini saglayan ¢eviricilerin 6nemi

artmaktadar.

Analog - Dijital Sinyal Déniigiimii ve Ornekleme (Sampling)

Bilgisayarlar analog sinyaller iizerinde direkt olarak islem yapamazlar. Dijital
sinyal iglemenin bir¢cok avantajindan dolayi, analog siyaller iizerinde iglem yapmak
gerektiginde bu analog sinyal bir bilgisayar tarafindan islenmeden énce, dijital forma
dontistiiriliir:

Yaygin bir 6rnek, siirekli bir zaman sinyali olan ses dalgalarini, bir diskrete
(siireksiz) zaman sinyali olan 6rneklerin bir dizisine doniigtiirme isi, bir 6érnekleme
(sampling) dir.

Bir analog sinyalin dijital karsiliginin alinmasinda iki 6nemli kriter vardir; 6rnekle-
me ve her ornek ig¢in kag bit kullanilacagi. Ne kadar sik 6rnekleme yapilmigsa ve
bunun i¢in ne kadar ¢ok bit kullanilmigsa tekrar iiretim o kadar kaliteli olur. Bit
derinligi ise ne kadar biiyiikse, o kadar ¢ok ses karakteristigi saklanabilir ve yeniden
olusturulabilir demektir. Ornekleme oranm saniyede ka¢ bin kez tekrarlandigiyla
olgiiliir ve kHz (kilohertz) ile ifade edilir. Sinyal hangi siklikta 6rneklenirse, o kadar

iyi kaydedilmis olur.

Dijital sinyalin, analog sinyale dontigtiiriilmesinde, 6érneklerin alindigi bu noktalarin
birlegtirilmesi gerektiginden noktalarin sikligi 6nemlidir. Yani 6rnekleme sikliginin
uygun segilmesi gerekir. Aksi halde orijinal sinyal, tekrar elde edilemez. Cok
fazla 6rnek géndermek de, hem zaman ve enerji israfi, hem de elektronik devrelerin
ihtiyacindan fazla calistirilmas: anlamina gelir.

Ornekleme islemi icin ise, oncelikle sinyalin band-sinirh (band-limited) olmasi
gerekecektir. Boyle bir band sinirinin, 6érnegin B Hz oldugunu kabul edelim. Bu
kosul saglandiktan sonra orneklerin zamanda esit araliklarla alinmasi1 gerekecektir.

Bu homogen aralig1 saglayan kavram, "6rnekleme frekansi" olarak anilmaktadir ve
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F, ile gosterilmektedir. Ornekleme frekansi F, band-smirl sinyalin (maksimum B
frekansli) frekansinin en az iki kat1 kadar olmalidir kogulunu saglamahdir. (Fs > 2B)

Nyquist kurali olarak anilan bu prensibin garanti edilebilmesi durumunda
ancak band-siirli analog sinyal, tekrar orneklerinden elde edilebilmektedir. Bunun
saglanmamasi durumunda tekrar elde etme (reconstruction) miimkiin olmayacaktir.

Band diginda Fourier doniigiimii sifir olan sinyal, band-sinirhdir.

Sinyalin sonsuz biiytikliikteki ((—o0, 00)) band genisligine sahip olmasi durumun-
da, sinyalin enerjisinden, dolayisiyla da band genigliginden bahsetmek miimkiin
olmaz. Bu yiizden 6rneklemeye dahil olacak sinyalin band-sinirli ve Fourier déniigiimii-

nlin mevecut olmasi gerekir.
Dijital - Analog Doniisiim ve Shannon’s Sampling Teoremi

Analog kaynaktan aliman ses, dijitalde istenilen degisiklikler yapildiktan sonra,
tekrar kulagin yapisina uymasi i¢in, analoga cevrilir, ya da dijital {iretilmig bir ses
kulagin yapisina uymasi i¢in analoga ¢evrilir.

Sampling problemine gegmeden 6nce fourier doniisiimii ve bir fonksiyonun destegi
tanimini verelim.

Uygulamada, sinyaller ¢ogunlukla, zaman-degisiklik siirecinde sinyali izleme ve
diizenleme (degigiklik katma) veya siddetine miidahale etme ve bdoylelikle sinyali
temin de edebilme olanaklarinim miimkiinati icin, 6lciilebilirdir. Olciilebilir bu sinyal-
lerin, hizli ve etkili bir degerlendirme ve yorumlamaya izin veren bir formda olusturul-
mas1 gerekir. Bunu yapabilmek icin, f sinyalinin déniigiim altindaki f goriintiisii
daha kolay yorumlanabilir ve analiz edilebilir oldugu i¢in, f sinyaline doniisim

uygulanir:

Tanim 3.4.1. [9] f € L1(R) i¢in, f iR — C fourier déniigimyii;
foyi= [ f@e )y er

olarak tanimlanar.

Tanim 3.4.2. [9] Bir [ fonksiyonunun destegi (support), f altindaki gorintisi

sifir olmayan elemanlarin kimesidir.
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Ornekleme problemini kisaca su sekilde ifade edebiliriz:

"I sayilabilir bir indis kiimesi olmak iizere, eger sadece {f(Ax)}rer fonksiyon
degerlerinin sayilabilir bir kiimesini biliyorsak, bir f : R — C fonksiyonunu nasil
ingaa edebiliriz?"

Verilen sayilabilir bir kiime {izerinde ayni deger alan sonsuz ¢oklukta fonksiyon
vardir. Bu nedenle problemi daha iyi ortaya koymak icin f fonksiyonu iizerinde
ekstra gartlar koymamiz gerekir. Genelde, bu, f 'nin belli bir fonksiyon uzayina ait
olma zorunlulugu kosularak yapilir. Klasik olarak, Fourier doniigiimiiniin kompakt
destege sahip olan fonksiyonlarin (band-sinirh fonsiyonlar) bir uzay: segilir. Bu uzay,

PW = {f € Ly(R) : supp f C [—%é] }
seklinde tanimlanan Paley-Wiener uzayidir.

Ly’deki fonksiyonlar ele alindigindan, Paley-Wiener uzayi, fonksiyonlarin denklik
sinifindan olusur, ancak bu fonksiyonlarin fourier doniistimleri kompakt destege
sahip oldugundan, bu denklik siniflarinin herbiri, siirekli bir fonksiyon icerir.

Simdi Paley-Wiener uzayimmin, bir tek fonksiyonun otelemelerinden olugan bir
ortonormal baza sahip oldugunu séyleyecegiz:

‘ { sin(mx) T 7& 0
sinc(x) = ) T

seklinde tanimlanan sinc fonksiyonunu tanimlayalim.

, =10

Shannon’s Sampling teoremi, Paley-Wiener uzayinda, herhangi bir siirekli fonksi-
yonun, tamsayilarindaki 6rneklerinden, yeniden tamamen insaa edilebilecegini soyle-

mektedir:

Teorem 3.4.1. [9] (Shannon-Sampling Teoremi) {sinc(.—k)}rez fonksiyonlars,

PW wzay i¢in bir ortonormal baz olusturur. Eger, f € PW siirekli ise, bu durumda,

flw) =Y f(k)sinc(z — k)

Ly(R) ’deki simetrik kismi toplam ile yakinsak ve tim x € R ler i¢in noktasal

yakinsaktar.
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Burada Ly(R) ’deki simetrik kismi toplam ile yakinsamasindan,

So(x) = f(0)sinc(x)
Si(z) = f(=1)sinc(x + 1) + So(z) + f(1)sinc(x — 1)
So(x) = f(—2)sinc(z + 2) + Sa(z) + f(2)sinc(x — 2)

Sn(z) = f(—n)sinc(x +n) + Sp—1(x) + f(n)sinc(z —n)

olmak tizere, bir s € Ls(R) igin
1/2

Is = S,[| = /]s(x)—Sn(x)\2dx 0 (n— o0)

olmas kastedilmektedir.

Her x € R igin noktasal yakinsamadan kasit ise

Un(x) = Y f(k)sinc(z — k)

k=—n
olmak tizere {U,(x)} dizisinin f(x) ’e C 'de yakinsak olmasidir.

Burada belirtelim ki; uygun ayarlama yapmak kaydiyla, Teorem 3.4.1 ’deki sonug,
Fourier dontigtimii keyfi belirlenmisg bir aralikta destege sahip olan fonksiyonlar i¢in
de pekala verilebilir. Ornegin; f € Ly(R), baz1 o > 0 skalerleri icin,
supp f C [—5, §] olan, siirekli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu, » € R olmak iizere,

flz) = Z f(ﬁ)smc(ax — k) (3.4.1)
vez &
seklinde, f 'nin 6rneklerinden yeniden ingaa edilebilir.

Shannon’s Sampling teoremindeki prensip, modern iletigimin temelini olugturur.
Pratikte gozlemlenebilen ¢ogu sinyal, siirekli bir degigkene (genelde de zaman degigke-
nine) baghdir. Bdyle bir sinyalin iglenmesi yapilirken, 6rneklemelerin bir dizisi
kullanilabilir ve sinyal depolanabilirse, sinyal igleme isi kolaylagir. Teorem 3.4.1
‘deki varsayimlar altinda bu mimkiindiir: Bir f € PW fonksiyonu ile ilgili tiim

bilgiler {f(k)},cz skaler dizilerinde barmdirilir.
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Somut bir durum olarak, bir miizik parcasini diigiinelim. Temelde, biitiin frekans-
lar gbzlemlenebilir, ancak insan kulagi, sadece belli bir oran araligina ait frekanslari
igitebilir. (En fazla 20.000 Hz. ’e kadar) Boylece bizim duyabilecegimiz frekansin

iistliindeki sinyalleri diistinmeyiz ve

s 40000 40000
suppf C [—T, T] = [—20000, 20000]

olacak gekilde band-sinirli olan sinyalleri ve sonuglarini gézlemlemeye calisiriz. Teorem
3.4.1, band-sinirh olan bu sinyalin, yeterince yogun, esit mesafeli zaman araliklarinda,
bu sinyalin kendi 6rneklerinden, yeniden ingaa edilebilecegini gostermek- tedir. Yani
(3.4.1) ’daki gekilde uygun bir degerlendirme yoluyla bu sinyal k € Z olmak {izere
sinyalden alinan Wkoo birim araliklardaki 6rneklerinden yeniden olugturulabilir. Bu
prensip, CD-player’larda ve bir analog sinyalin digital bir sinyale doniigtiirtilmesinin
ihtiyag arz ettigi diger bagka yerlerde de kullanilir.

Boylece bir Hilbert uzayi olaan PW uzayinin bir ortonormal bazinin, band-sinirh
analog bir sinyali, 6rnekleri olan dijital bir sinyalden (3.4.1) temsili yardimiyla nasil
ingaa edilebilecegini gormiis oluruz. Band-simirli olmayan sinyallerin benzer ingaa
metotlart olup olmadigi, yani Shannon Sampling Teoreminin genellestirmelerinin
olup olmadig giincel aragtirma konularindandir. Ortonormal bazlarin bu uygulamasi
aslinda agir sartlar istemektedir. Bu yiizden daha hafif sartlar1 isteyen temsiller

farkli uygulamalar i¢in talep edilen bir durumdur. Bu sebeple diger béliimlerde bu

husustaki bir uygulamadan kisaca bahsedilecektir.
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BOLUM 4
HILBERT UZAYLARINDA FRAME’LER

Bu boliimde Hilbert uzaylarinda frame’lerin genel tanimindan ve 6zelliklerinden
bahsedilecek ve bazi frame érnekleri de verilerek frame’lere iligkin bir teori sunulacak-
tir. Sonrasinda frame’lerin kanonik ve alterne dualleri tanitilip, frame’lerin, Riesz
bazlari ile olan iligkisine deginilecek ve frame’ler i¢in baz1 karakterizasyonlar verilecek-
tir. Ve son olarak 3. Boliimde bahsi gecen ortonormal bazlara iliskin uygulamaya,

bu béliimde benzer bir igerikle frame’ler 1s181inda yer verilecektir.

4.1 Frame’ler Ile Tlgili Temel Kavramlar ve Ozellikler

Bir H Hilbert uzayinda bir {f;} bazinin temel 6zelligi, her f € H 'nin bazdaki
fr elemanlarinin bir sonsuz lineer kombinasyonu olarak,

F=> )t (4.1.1)

k=1
seklinde temsil edilebilmesidir. Burada cg(f) katsayilar1 tektir. Bir frame de, her
f € H igin; (4.1.1) ’deki temsile imkan saglayan H ’da {fi}32; elemanlarimin bir
dizisidir. Ancak bu temsilde gelecek ¢ (f) katsayilarmin tek tiirlii olmasi gerekmez.
Boylece bir frame baz olmayabilir.
Simdi bu boliimde kullanacagimiz temel kavramlara deginecegiz:

H # {0} aynilabilir bir Hilbert uzay: olsun.

Tanmim 4.1.1. [9] Bir H Hilbert uzayindaki elemanlarin bir { fi.}72, ({ fx trer eleman-

larin sayilabilir bir ailesi) * dizisine, her f € H i¢in

ANFIP < SIS P < BISIP (41.2)
k=1
esitsizligini saglayan 0 < A < B < oo katsaylary bulunabiliyor ise bir frame denir.

* NOT: Eger {fi} bir frame ise Y | (f, fx) |* serisi non-negatif sayilarin mutlak
k=1

yakinsak bir serisidir. Boylece Teorem 2.4.1 geregince bu serinin yakinsamasi sartsiz-
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dir. Bu nedenle N "nin her bir ¢ permiitasyonu i¢in

ST o) P= ST ) P < o0
n k=1

olur. Bu nedenle bir frame’in elemanlariin yeniden diizenlenmesi (siralarinin degistirilmesi)
de bir frame’dir. Bu nedenle, istendiginde bir frame’yi indekslemede herhangi bir
sayilabilir kiime kullanilabilir.

Tanimdaki esitsizligi saglayan A, B sayilari, sirasiyla, alt ve iist frame sinirlar:
olarak adlandirilir. Her f € H ic¢in frame egitsizligini saglayan en biiyiik A > 0 ve

en kii¢iik B > 0 sayilar1 optimal frame sinirlari olarak adlandirilir.

Bir { fx}rer frame’i Bessel dizisi oldugundan,

T:1,(N)—> H (4.1.3)
T{ckpe, = Z i fr
k=1

siurli-lineer bir operator tanimlar. Bu T operatoriine sentez (pre-frame) operato-

rii denir. 7" 'nin adjoint operatorii,

T* . H — Iy(N) (4.1.4)
T f = {{f, fr) 1o

dir ve bu T™ operatorii analiz operatorii olarak adlandirilir.
Eger { fx }xer H igin bir frame ise bu durumda, frame operatorii olarak adlandiri-
lan § = TT* operatorii,
S:H—H, Sf=TTf=Y (f.f) (4.1.5)
k=1

seklinde tanimhdir ve H iizerinde tersinir bir operatordiir.

Her f € H igin,
(ST £ =D 1{f fu) I (4.1.6)
k=1
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olur. Gergekten de;

1

f7f1>f1+<f7f2>f2+<f7f3>f3+--'>f>

af1> <f7f1>+<f7f2> <f7f2>+<fvf3> <faf3>+
’<f>fk> ’2

N
gL

=

[M]8

B
Il

1
dir.
Asagidaki lemma, {f;}7°, dizisi igin frame olma gartlarinin sadece H ’da yogun

bir kiime iizerinde saglandigini kontrol etmenin yeterli geldigini gostermektedir:

Lemma 4.1.1. [9] {fi}32,, H ’daki elemanlarn bir dizisi ve H 'nan yogun bir V

alt kimesindeki tim f ‘ler icin A, B > 0 sabitleri var, oyleki;

AIFIF <Y I ) P < BISIP (4.1.7)

k=1

sart saglansin. Bu durumda { fi}32,, A, B sinarlar ile H i¢in bir frame’dir.

Ispat. (4.1.7) egitsizliginin saglanmasi durumunda {fx}?2; 'min B s ile bir
Bessel dizisi oldugu Lemma 3.1.2 ’de ispatlanmigti. Simdi (4.1.7) esitsizliginin
saglanmasi durumunda alt frame smirimmin H 'nin her elemani igin saglandigini
gosterecegiz. T sentez operatorii vasitasiyla, (4.1.7) ile verilen kabul, her f € V
icin

AlFIP < T fI? (4.1.8)

anlamina gelir. T simirli ve V' H ’da yogun oldugundan (4.1.8) 'nin her f € H igin

saglandig1 goriiliir. O
Tamim 4.1.2. [9] H i¢in bir frame, ejer

e Her k € I i¢in || fx]| = 1 ise, normallestirilmis frame

e A = B ise, tight frame

e A= B =1 ise, parseval frame
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e Her i, 5 € I icin ||fi|| = || f;]| ise, uniform frame

e Uniform frame sartina ek olarak bir de A = B (= 1) sart1 saglamyor ise,

uniform (parseval) tight frame

e Frame’deki elemanlardan herhangi biri kaldirildiginda frame olma durumu

bozuluyorsa, frame’e exact frame

e Eger frame’den en az bir tane eleman kaldirilabiliyor ve bu elemani kaldirma
igsleminden sonra, frame tegkil eden vektorlerin kiimesi hala H i¢in frame olarak

kaliyorsa (belki farkl bir frame sinir ile) overcomplete
olarak adlandirilir.

Eger {fx}, H i¢in bir frame ise bu durumda span{f;}32, = H ’dir. Yani eger,
k € N olmak iizere, f € H biitiin f; ’lara dik ise, bu durumda frame esitsizligi
olarak adlandirilan (4.1.2) egitsizligi f = 0 oldugunu gosterir.

Siksik H ’da total olmayan dizilerle ugragtigimiz olur. Total olmayan bu diziler,
H igin bir frame olusturmazlar, fakat, bu dizilerin elemanlarinin kapali lineer gereni

i¢cin bir frame olugtururlar:

Tamim 4.1.3. [9] {fc}32,, H ’da bir dizi olsun. Eger, {fx}32, Span{fi}i>, i¢in

bir frame ise { fi}32, ‘ya bir frame dizisi denir.

NOT: Burada, span{ fi }7>, = H 6zelliginin saglayan her { f; }7°, dizisinin frame
olugturmayacagini belirtmekte yarar vardir. H sonlu boyutlu bir Hilbert uzay iken,
H ’da bir {fi}2, dizisi span{fi};>, = H Ozelligini saghyorsa bu durumda her

f € H, {c}2, belirli skaler katsayilar1 olmak iizere

[ = Z Cr fr
k=1

seklinde bir agilima sahiptir. Fakat sonsuz boyutlu bir Hilbert uzayinda bunun
saglanmasi gerekmez. Asagida boyle 6zellikte bir 6rnek verilecektir. Ornegin ¢oziimii

ile ilgili detaylar [§], sf. 98-99 ve [9], sf. 104-105 'de mevcuttur.
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Ornek 4.1.1. {e;}$2,, H icin bir ortonormal baz ve k € N olmak iizere,
Jr = er +epp
seklinde { fiy}72, dizisini tanimlayalim. Bu durumda
(1) span{ fi}il, = H
(ii) {fr}22, Bessel dizisidir fakat bir frame degildir.
(iii) cx katsayilariman belirli bir se¢ilisi i¢in i ckfr formunda yazilamayan f € H

k=1
eleman(lar)r mevcuttur.

Bu galismada frameler ile ilgili bahsedecegimiz teorik bilgilere ge¢meden 6nce,

bir kag frame 6rnegi verelim:

Ornek 4.1.2. {(1.1), (3. 1), (3, -1), (3, 1)} vektorlerinin ailesi C* igin tight bir

frame olusturur:

Her f = (g1,92) € C? igin

S UL P = 1 PP+ 1 R4 1 F) P+ 1 fa))

’<(91 92); (; ;)> 2+’<(91 92); (; ;)>
+‘<(91792) ] (oo <; )

— gtal | |a—iel |a-¢  |atie]
2 2 2 2

_ (91t 91+ 92 + g1 — 12 g1 — 192
2 2 2 2
g =92\ (91— 92 g1 +192\ [ 91+ 12
S () () ()
= |£71|2 + |92|2
= | £II?

2

2

+ + +
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Ornek 4.1.3. Onceki drnekteki vektorlerin uzunlugu

1
/el = 7
idi. Bu vektorlerin uzunlugunun degistirilmesiyle elde edilen; {(\%,\%), (\/LE’ \/Li)’

(\/Lﬁ, _\/LE)’ (\/Lﬁ, —\/Li)} vektorlerinin ailesi normallestirilmis vektorlerin olusturdudgu,

frame sinary 2 olan bir tight frame’dir:

SR P =1 O+ 1 )P+ 1 )P+ 1 )l

2" V2
1 1\ 1 i \|?
(a5 T + (o (5. -5)
B a+aelt |a—igl® |g-g g +iga|?
Tl T T

() (5
() (5 () (53
=2|g1|* + 292" = 2(9191 + 925)
=2(f./)=2|fI’

Ormek 1. U = (052 (-5 0100 (B0 D).

(— 6’ 0, \/;>} ciimlesi C3 igin tight bir frame’dir:
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Her f = (glaQQag?)) € CS 1(;1n

S KE FIP =1 PO+ 1 L)+ 1 )P+ 1 )P+ [ )]

- ) ‘<(g1,92793>’(0’ \/g, \/§)> <(91792793)7(07_\/§’ \/g)>‘2
<(91792,93)> (\/%70’ \/g)>‘2

2
+

+ |<(917927g3)7 (07 170)>|2 +

2
5 1
/2.0 -
+ <(91792793)7< 67 7\/g)>'
2 2
LYY N N B A ‘|—\/§ + |go|?
= 392 393 392 393 g2
2 2
+ \/g + ! + > + L
691 693 691 693

Ornek 4.1.5. {e;}2, H i¢in bir ortonormal baz olmak iizere,

(i) {ex} ortonormal baz, A = B =1 ile bir tight frame-dir. Ayrica {ex} exact

frame’dir:

{ex} = {e1, e, €3, ...} ailesi ortonormal baz oldugundan

[{fen) [ = 11"

NE

i

1
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Parseval esitligini saglar ve A = B = 1 frame sinary ile tight bir frame’dir.

{ex} exact bir frame’dir: Cinki {ex} ailesinden k # m olmak tizere herhangi

bir e, elemany gikarldigu taktirde belirli bir f € H igin >, | {(f,ex)|* = 0
k#m

olup, buradan {ey} ailesinin bir frame teskil etmedigi sonucuna varir.

(ii) {ex}r2, ‘daki her bir elemanin tekrarlanmaswyla olusan
{fe}2y = {e1, e1, e, €9, €3, €3, ...} ailesi A = B = 2 sumrlar ile tight,

inexact bir frame’dir:
SUE P = 1 B+ 1 P+ 1 £+ 1 £+
k=1

= |<f761>|2+ |<f7 €1>|2+ |<f7 62>|2+ |<f7 62>|2+
=2[(fren)* +2[(frea)” + ...

=2 [f,en)l”
k=1

olup, {ex} = {e1, ez, €3, ...} ailesi ortonormal baz oldugundan Parseval esitligini

saglar.
D UL =2 [fren” = 2|1
k=1 k=1

olup, {fr}i2, = {e1, e1, eq, €9, €3, €3, ...} ailesi A = B = 2 sunrlary ile tight

bir frame’dir.
Bu aile aynt zamanda inexact bir framedir:

Clinki {fr}32, ailesinden herhangi bir eleman kaldimldiginda dizinin frame
olma durumu bozulmayacaktir. Sézgelimi kaldirilan boyle bir eleman f3 olsun.

Yeni {fi}32, dizisi {e1, e1, eq, €3, €3, ...} seklinde olacaktur.
k£3

Z\ £l = 1 foen)l” + [(fen)l” + [(Frea) " + [ ea)* + (S ea)]” +

k;é?,

= 2((foel) + [(fyea) P+ 21(f ea) P +
<23 |(f.e)P

k=1
=2 £
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olup B = 2, { fx}32 i¢in bir dst sinrder. Yine,

STUE I =21(f e +1(f,e2)” +21(f,es)]” +
k=1
> |(f,e) )+ [{f, ea)|” + [(fres)]” + .
:Z|<fve/€>|2
k=1
= [I£II”

olup B =1, {fi}32, i¢in bir alt ssnarder. f5 elemanymin kaldirmlmasiyla yeniden
olusturulan { fr}32, dizisi H i¢in bir frame olusturdugundan, drnekte verilen
{fr}32, = {e1, €1, €9, €9, €3, €3, ...} ailesi inexact bir frame’dir. Bu sekilde
davranarak, hangi eleman kaldirilirsa kaldvrilsin bu dizinin frame olma durumunun

bozulmayacage goriliir.

(iii) Yine sadece ey tekrar edilmek izere, A =1, B = 2 simrlary ile,

{fe}32, :={e1,e1,ea,€3,...} frame’si elde edilir:

S U Sl = 1 P+ 1 PP+ 1 )+ 1 fa) P+
k=1

= [(fren)* + [{f en)l” + [{f e2)|” + [(F, fad o
= 2|<f761>’2+ |<f762>|2+ |<f763>|2+“'

<23 [(foe)P
k=1

=2| /I
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ve

ST FP = 1O+ 1 P+ F) P+ 1 1P+

= [(fren)* + [{f.en)l” + [{f e2)|” + [(F, fad o
=2[(f,e)|" + [(f ea)” +1{f ea)]” + .

2 Z|<f7 ek>’2
k=1
= |If1”
olup A=1 ve B =2 dir.

() {fe}32, = {61,\[62,\[62, \[63, feg,feg,. 3 diyelim. Yani { fr}32,
I € N olmak tzere, her bir vektori | kez tekrarlayarak, %el seklinde yazilan
bir dizi olsun. Bu durumda A = B =1 sinarlarwyla, {fx}32, tight, inexact bir

frame’dir:

S U =1 RO+ 1 £+ 1 )P+ 1 )P+

-t (s <) )

-+
= (el + 3 i o)l +—|<f er)
b e+ 510 es) P 5 1 el +

Sl

2

olup A = B =1 frame sinari ile {fi}32, tight bir frame’dir. Ezact degildir,

¢tinkii bu aileden herhangi bir eleman ¢ikaridiginda bu dizinin frame olma
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durumu bozulmamaktadur. Sozgelimi { fi}52, ailesinden f3 elemana ¢ikarildigin-

da {ey, 2 7562 \}363, \/Lgeg, feg, ..} dizisi elde edilir.

DL =1(fren)) +—\(f eo)|” +1(f.ea)|” +

<[{fren)” +1{frea)* + [(f )] +

=Y IS el =111
k=1

e
é £ AP = K e+ 5 e + 1 f, el +
§|<f DE+ 5 e+ 5 1(F e + .
=52 Il = 511
olup A = § ve B = 1 frame simrlar ile {fi};2, dizisinden f; elemam

¢rtkarilarak elde edilen yeni dizi bir frame’dir.

(v) {e1,%,%,...} ailesi total ortogonal bir dizi ve H igin bir bazdwr. Ancak alt

frame sinwrina sahip olmadige i¢in frame degildir:

ST FN = 1 P+ 1 2P+ 1 £ +

=|<f7el>|2+1<f7%>r+1<f%>r--.

2

(e +' (Foea)? + ' (frea)?+
> f ek
=K-||f||

olup st frame simirt mevcuttur. Fokat alt frame sinwry bulunamayacaktur:

Kabul edelim ki her f € H i¢in bir D > 0 sayst var, 6yle ki,

[(Fred) + L 1Cfre) P + [5P 1Fes) | +
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> D|f|?

=D (|(f.en)l” +{fre2)” + [{f,ea)* +...)
= D[(f,e))]" + D|{f.e2)|” + D[(f,e5)" + ..

olsun. Bu durumda m = m(D) € N vardwr, éyle ki; her n > m i¢in = < D

n

olur. Fakat f = e,1 € H eleman i¢in > D olmaktadir. Bu ise bir

1
(m+1)2
celiskidir. O halde bu aile i¢in frame esitsizligi saglanmaz Alt frame siniri

mevcut olmadigr i¢in bu aile H i¢in bir frame olusturamaz.

Ornek 4.1.6. {er}i_,, tizerinde bir i¢ carpym tanamh, iki boyutlu V vektor uzay igin
bir ortonormal baz olsun. fi = ey, fo = e1 — e, f3 = €1 + es seklinde tanvmlayalim.

Bu durumda {fi.}i_,, V i¢in bir frame’dir:

S UL L = 1O+ 1 P21+ 1K )P

k=1
= [(fren)|* + [(fr ex — e2)[* + [ (f, €1+ ea)
= [(fre)* +[{f,e1) = (fre) | + [(f,e1) + (f,e2)]
= [(fre)|* + [{f, el + [(Fs e[ + [{f,e) | + [(f, e2)|”
<3[(fr e +3|(f, )]’
=3

ve

ST S = 1 PO+ 1K )P+ 1 f3)P

k=1
= [(fre)|* +[{f,e1 — e2)|” + |(f, 1 + €2)]”
= |(fre)[ + [{frer) = (fyea)[ + [(fren) + (f, )]
= |{fre)) " + (e + [(f,e2)[* + [(f, e [* + [(f, e2)[*
> 2[(f, e)* +2|(f, e2)|”
=2||f|I"

olup A =2 ve B =3 frame sumrlary ile {f.}3_,, V icin bir frame’dir.
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Lemma 4.1.2. [9] {fi}32,, S frame operatori ve A, B sumrlar ile bir frame olsun.
Asagqidaki sartlar saglanir:

(o)

(i) Sf = > (f, fx) [x ile tamamlanan S : H — H operatori, Al < S < B.I
k=1
ozelligini saglayan ve H tizerinde sinirl, tersinir, self adjoint ve pozitif olan

bir operatordiir.
(ii) {S7fi}e,, St frame operatori ve B™', A~ sumirlary ile bir frame’dir.

(iii) Eger A ve B, {f.}32, i¢in optimal frame simrlary ise, B~ ve A™! sinarlar da

{S7fi )2, icin optimaldir.

Ispat. (¢) = S 'nin simirli oldugunu gosterelim. S frame operatori iki sinirli operatoriin

(analiz ve sentez operatorleri) bilegkesi oldugundan,
* * 2
ST =TT\ = [[TIT = ITI" < B

olup S smirhdir.

S* = (TT*) =TT* =8

olup, S, self-adjointtir.
(4.1.2) egitsizliginde (4.1.6) esitligi kullanihirsa,

ANFIP < (ST f) < BIFIP

olup A, B, ||f||> > 0 oldugundan (S f, f) > 0’dir. Sonug olarak S pozitif operatérdiir.

Bu esitsizligi kullanarak

Al < S < BI
—BI < -S<-A]

0<BI-S<BI—-AI

B-A

0<I-B'S< I
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olup, buradan

£ —B7'S|| = sup [((I = B7'S)f. [)|
< sup

Ifl=1
B—A
______[ ,
ﬂk1<< B )ff>
B A
Ifl=1

B—A )
sup ||| f]]
B mﬂ} |

_BoA A
- B B

Sy

elde edilir. Teorem 2.1.4 geregince, bu S 'nin tersinir oldugu sdylemektedir.

(i1) : S, self-adoint oldugundan, S~! de self-adjointtir. Her f € H igin,

STHESTRI =D (ST )|
k=1 k=1
< B[S~

< B||S7Y |I£1?

olup, bu ise {S™!f,.}?°, 'mmn bir Bessel dizisi oldugunu gosterir. Yani {S™!f,.}7°,
dizisi i¢in frame operatérii iyi tammmhidir. Simdi S~ frame s ile {S™! £, 1%, 'nin

bir frame oldugunu gostercegiz. Bunun igin,
S:H—H

SF=TT"f =Y _{f, fx) fx
k=1

tanimini kullanacagiz:

ST ST ) ST e = ST ST R e (4.1.9)
k=1 k=1

— 5185 f

=S7f

Bu, {S7!fx}32, dizisi icin, frame operatoriiniin S~ oldugunu gostermektedir.
Al < S<BI
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egitsizligini S™! operatorii ile goz oniine alirsak, Teorem 2.2.2, (ii) ’de kullanilarak,
her f € H igin,
Bl I<S1'<AI

ve buradan

BTHIFIF < (ST ) < AT

yazilabilir.(4.1.9) egitligini de goz 6niinde bulundurursak, her f € H igin,

BT < <Z<f, S—lfk>s—1fk7f> < ATHfIP
k=1
= B7FIP <D (87 ) (ST s £) S ATHIFIP
k=1

= B fIP < Y[ s < AT
k=1

elde edilir. Boylece {S!fy}32,, B!, A! frame siurlar ile bir frame’dir.

(i17) : A, {f}22, igin optimal alt sinir olsun ve {S™!f;.} igin optimal {ist siirin,
C < A7! oldugunu kabul edelim. {S™!fx}2, frame’si igin (i7) ’yi uygulayarak
{fit = {(SH'S  fi}e; mmm, C7! > A alt smurma sahip oldugunu buluruz.
Bu ise bir geligkidir. Boylece {S™!f;}22,, A~! optimal iist frame simirma sahiptir.

{S7!fx}32, ‘mm optimal alt smirmin B! oldugu da benzer sekilde gosterilir. O]
Simdi frame’lerin topolojik izomorfizmalar altinda korundugunu ifade edecegiz:

Teorem 4.1.1. [10] Frame’ler topolojik izomorfizmalar altinda korunur.
Yani {fi}32, H Hilbert uzayr icin bir frame ve T : H — K bir topolojik
izomorfizm ise {T fr}72,, K Hilbert uzays i¢in bir frame’dir. Bu durumda asagidaki

ifadeler verilebilir:

(i) Eger{f,}3>, A ve B frame sinrlarina sahip ise {T fi}:2,, AT~ ve B||T||”

frame sinarlarina sahiptir.

(i1) Eger{fi}2, S frame operatirine sahip ise {T f.}32, TST* frame operatorine
sahiptir.
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Ispat. Her f € K icin
TST*f =T (Z (T*f, fi) fk) =Y (£ TH)T fi
fe=

1 k=1

oldugunu biliyoruz. Lemma 4.1.2 geregince, eger
AT P <TST < B||T|P 1

oldugu gosterilirse {T'fx}?2; 'min hem (i) hem de (ii) 6zelliklerini saglayan bir frame
oldugu sonucuna ulagilacaktir.

Eger f € H ise bu durumda

(TST™f, f) = (S(T"f),(T" )
dir. Sonug olarak

AI<S<B.I

gerceginden

AT f,T7f) < (ST f,T°f) < BT f, T f)

ve buradan

AT f|I? <(TST*f, f) < B||T* f|° (4.1.10)

elde edilir. Ayrica T topolojik izomorfizm oldugundan,

I WL e < it e — 1 ey
i = ey < IS ITIA=ITA e

(4.1.10) ve (4.1.11) esitsizlikleri birlikte diigiiniiliirse,

2
A\MHZ < (TST'f,f) < BITIF I

ve buna denk olan

AT Y1 <TST* < B||T|* I

istenen ifadesine ulagilir. Buradan Lemma 4.1.2 geregince (i) ve (ii) saglanir. O
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4.1.1 Frame’ler ve Dualleri

Bu boliimde bir {f}52, frame’inin dualleri tamitildiktan sonra { f;}7°, frame’si

ile baglantil tiim {gx}%>, dual frameler’i i¢in bir karakterizasyon verilecektir.

Tamim 4.1.4. [9] {fx}32, S frame operatori ile bir H Hilbert uzaye igin bir frame
olsun. {S7Ufi.}52, {fe}2, 'min kanonik dual frame’si olarak adlandirilir. Bu

durumda her f € H i¢in
F=Y_{f.5"f) fu
k=1

dur.

Asgagidaki (4.1.12) ile verilen frame ayrigimi (frame decomposition), frame’ler
i¢cin gok onemli bir sonugtur. Bu ifade, eger {fx}22,, H i¢in bir frame ise, bu
durumda, H ’daki her bir elemanin, frame elemanlarinin sonsuz lineer kombinasyonu
seklinde bir temsile sahip oldugunu soyler. Bdylece bir frame’ye, bazlarin genellestiril-

mis bir tiirii olarak bakilabilir.

Teorem 4.1.2. [9] {fc}32,, S frame operatorii ile bir frame olsun. Bu durumda;

= {f.5"fi)fu . her f€H igin (4.1.12)

k=1

ve -
F=>_(ff)S . her feH igin (4.1.13)

k=1

olup, biitin f € H ’lar i¢in, her iki seri de sartsiz yakinsaktor.

ispat. f € H alalm. Lemma 4.1.2 ’de verilen frame operatoriiniin 6zellikleri

kullanilirsa

F=8ST =Y (ST fe)y fo=D (ST ) fi
k=1 k=1

elde edilir. {f;}5°, bir Bessel dizisi ve {(f, S7!fx)}32, € lo(N) oldugundan Sonug
3.1.2 geregince bu seri her f € H i¢in sartsiz yakinsaktir. Benzer gekilde ve benzer
sebeplerden her f € H igin
f=871Sf=57" <Z (fs fr) fk) = Z(fv fr) 8™ fi
k=1 k=1

olup bu seri de sartsiz yakinsaktir. O]
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Bu teoremde gegen f € H vektorii ile ilgili tiim bilgiler, {{f, S~ fi) }32,, dizisinde

barmdirihr. (f, S™!f;) sayilari, frame katsayilar: olarak adlandirilir.

Ornek 4.1.7. {er}i_,, ki boyutlu bir V vektér uzayr i¢in ortonormal baz olsun.
fi =e1, fo =€ — €9, f3 = €1 + ey seklinde tammlayalom. {fi}i_,, V igin bir
frame’dir:

Sf= ) ([ fe) I

B
Il w
—

frame operatori tanimany kullanarak,

=e+e —exte+e

= 361

ve

3

Sey =Y (ea, fi) fi

k=1

= (eq, f1) f1 + (e, f2) fa + (e2, f3) [3

{e2, /1) 1
= (eg,€1) €1 + (€2,61 — €2) (61 — €2) + (eg, €1 + €3) (€1 + €3)
= (e, e1) €1+ (ez, 1) (e1 — e2) — (€2, €2) (€1 — €2)
+ (eg, 1) (e1 + e2) + (ea, €2) (e1 + €3)

—(e1 —ey) +eg + e
= —e;+e+e+e

= 262

elde edilir. Boylece



olur. Kanonik dual frame ise

{S_lfk}zzl = {S_lfh S_1f27 S_1f37 }
= {3_161, 5_161 — 5_162, 5_161 + 5_162}
DL SRS U U
= 361; 361 2€2> 361 262
seklindedir. Her f € H min frame tarafindan temsili

3
F=Y (£S5 )
k=1
1 1 1 1 1
=3 (fren)er+ <f> 34~ §€2> (e1 —e2) + <f; 34 + §€2> (e1 + €2)

dar.
Ornek 4.1.8. {e;}2,, H icin bir ortonormal baz olsun. frame swars A = 2
olan {fi}2, = {e1,e1,e9,e3,...} frame’ini disinelim. {fi}7>, 'nin kanonik dual
frame’si

Sf=> (i fu)
k=1

1di. Frame operatori tanvmine kullanarak,

Sh=> (e fi) fr
k=1
= (e, f1) fi + (ex, fa) fo + (er, f3) fs + (er, fu) fa+ .
= <61,€1> e+ <€1,€1> e+ <€1, 62> € + <€1, 63> ez + ...
= 261
den
Sfl =2e¢ = Silfl = %61
ng =2e = S_lfg = %61
Sfs =Y (ea fx) fi
k=1

ez, f1) f1 + ez, f2) fo + (€2, f3) fa + ...

=
= <62, 61> €1 —|— <€2, 61> €1 —|— <€2, 62) €9 + <€2, 63> €3 +
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den

Sfa=ey = S fs=ey

o0

Sfi=Y_ (es, fi) fr

k=1
= (es, f1) f1 + (es, fo) fo+ (€3, f3) fs + ...
= <€3, 61> €1 -+ <€3, 61) €1 -+ <€3, 62> €9 —+ <€3, 63) €3 =+ ...

den

Sfi=es = S fi=es

elde edilir. Kanonik dual frame ise

(S ftio ={S7 ., S o, ST f5, o}

- 1 1
= 261, 2€1> €2, €3, ...

olarak bulunur. Her f € H 'min frame yardimiyla temsili

NE

F=> (.57 ) fu

e
Il
—_

<f761>61+%<f761>61+<f762>62+<f,€3>€3+...

N —

"dir.

Uyari1: Bu teorem, frame teorisindeki temel zorluklardan birini agiga ¢ikarir.
Aslinda (4.1.12) ve (4.1.13) agihmlar1 pratikte uygulanabilir olduklari igin, S~* frame
operatoriinii bulmak veya S~! ’in, k& € N olmak iizere biitiin f; 'lar {izerinde etkisini
hesaplamak gerekir. Ancak genelde bu (frame elemanlari sonsuz oldugunda) biiyiik
bir problemdir. Bu problemlerde frame olarak sadece tight olanlar1 gbz 6niine almak,

bdéyle bir problemi hafifletecektir:
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Sonug 4.1.1. [9] Eger {fi}32,, A frame sinuru ile tight bir frame ise, bu durumda
kanonik dual frame {A™! fr}22, olup,

i (f, fu) f , her f € H igin (4.1.14)
k;:

olur.

ispat. {fe}2y, A frame smur ve S frame operatorii ile tight bir frame ise, her
f € H i¢in
(S, )= 1 fo)* = AllFIIP = (AS, f)
k=1

olacaktir. Buradan

(Sf—Af f)=0 = (S=A)f,f)=0

yazilabilir. S = Al ve S7' = < olup (4.1.12) ’den, istenen (4.1.14) esitligi elde
edilmis olur. O]

Uyari: Burada su iki 6zelligi de belirtmeden ge¢gmeyelim:

1. Her frame bir (normalized) tight frame’ye denktir.

2. Her tight frame icin de frame’deki f; elemanlarinin yeniden diizenlenmesiyle

A =1 elde edilebilir.

Tight frame’ler ile elde edilen (4.1.14) ’deki f € H igin temsil, ortonormal baz
yardimiyla (3.2.3) ile verilen temsildeki gibi bir forma sahiptir. Sadece agilimda
% carpani gelmektedir, bu ¢arpan ise tight frame parseval iken kalkmaktadir. Bu
nedenle boyle frame’ler ( (parseval) tight frame’ler ) sartlar1 elbetteki daha agir olan
ortonormal bazlarin kullanimiyla kargilagtirildiginda herhangi bir extradan hesaplama
da olmaksizin, uzaydaki elemanlar1 temsil etmede kullanilabilir.

Tight frame’ler baska avantajlara da sahiptir. Istenen ozelliklerde frame’lerin
ingaasi i¢in kanonik dual frame’nin davranigini kontrol etmek esastir. Fakat frame
operatoriiniin karmasgik yapisi ve onun tersi bu kontrolii gliclestirebilir. Ancak frame

tight iken bu igin zor olmadigini da ifade edelim.
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Kanonik dual frame'nin, frame’den H 'nmin elemanlarini yeniden insaa etmede
kullanilabilecegini gérmiis olduk.

Fakat, boyle bir yeniden ingaay1 verecek olan, H ’da bagka dizilerin mevcut
olabilecegini de belirtelim. Bu, S frame operatoriiniin tersini alma probleminden

kacindigimiz durumlar i¢in bir alternatif olacaktir:

Tanmim 4.1.5. [9] {fx}32,, bir H Hilbert uzay igin bir frame olsun. Her f € H ig¢in

F=> (fo) (4.1.15)
k=1

esitligini saglayan { S~ fr}32, ‘dan farkl {gy}3>, ailesi mevcuttur. Béyle bir ailenin
varlhgr Teorem 4.1.5 ’de ifade edilmistir. {gx}3>, ailesine { fi.}32, i¢in bir (alterne)

dual frame denir.

Ornek 4.1.9. {e;}2, H i¢in bir ortonormal baz olmak tizere

{fk}k 1 — {61,61,62,63,...}
frame’sini tekrar géz oniine alalim. Kanonik dual frame
_ o 1 1
s 1fk}k:1 ={;e1, 561,62, €3,...}
2 2
seklindedir. Bu frame icin
{gk}iozl = {07 €1, €2, €3, }

ve
1 2
{ontis = {3 61,361,62,63,--.}

dizileri { fr}72, ‘min kanonik olmayan dual frame’leridir.

Uyarr:
1. Verilen bir frame igin pekgok alterne dual frame vardir.
Ayrica su sonuglar [21] ve [29] ’de gdzlemlenmigtir:

2. Eger {fi}32, H icin bir parseval frame ise, bu durumda { f}32, icin, bir tek

parseval alterne dual frame, {f;}72; min kendisidir.
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3. Bir frame, bir tek alterne dual frame’ye yani kanonik dual frame’ye sahiptir

< Frame, Riesz bazidir.

{fe}2y ve {gx}32,; 'min Bessel dizileri oldugunu kabul edelim. Bu durumda
onlara kargilik gelecek sentez (pre-frame) operatorlerinin varligim diigtinebiliriz. Ge-
nelde 7" ile { fx }72 , i¢in sentez (pre-frame) operatoriinii ve U ile {gx } 32, i¢in pre-frame
operatoriinii tanimlayacagiz. Tanim 4.1.5 'de (4.1.15) esitligini saglayan { f}32, ve
{gr}32; Bessel dizileri birbirlerinin dual frame’leridir. Béyle {fx}72, ve {gr}3,
dizilerine bir dual frame ¢ifti denir. Jimdi (4.1.15) esitliginde { fi}22, ve {gx}32;
‘min rollerinin degistirilebilecegi ve eger (4.1.15) ’in saglanmasi durumunda { f; }7°
ve {gr}r2, Bessel dizileri igin alt frame sartinin otomotik olarak sagladigim ifade

eden bir lemma verecegiz:

Lemma 4.1.3. [8] {fx}32, ve {gx}32, 'mun H ’da Bessel dizileri oldugunu kabul

edelim. Bu durumda her f € H i¢in saqidakiler denktir:

(i) | = ki:: (Frge) fo
(i) | = ki:: o f) g

(iii) {f,g) = f: U, i) (900 9)

Bu denk sartlarin saglanmast durumunda { fi }72, ve {gi}7>, H i¢in dual frame’lerdir.

Ispat. Bakimz [8], Sf. 112. O

4.1.2 Frame’ler ve Riesz Bazlari

Bilindigi gibi, H Hilbert uzayinda bir { f }22; frame’si, bir bazin temel 6zelliklerin-
den birine sahiptir: Verilen bir f € H icin f = i e fr olacak sekilde {cp )2, €
l2(N) katsayilar1 vardir. Bu nedenle frame’ler ve lf;zllar arasindaki mevcut iligkileri
degerlendirmeye ¢alismak dogaldir. Bu alt baglikta tiim Riesz bazlarinin birer frame

olduklarim ve frame’lerin Riesz bazlar1 yardimiyla da karakterize edilebilecegini ifade

edecegiz.
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Teorem 4.1.3. [9] H i¢in bir {fi}32, Riesz bazu H i¢in bir frame’dir ve Riesz
baz siarlary frame svmrlary ile ¢akigor. Dual Riesz baz {S™ fr}32, kanonikal dual

frame’sine denktir.

Ispat. Onerme 3.3.1 geregince H icin bir {f;}3>, Riesz bazn H icin bir frame
olup, frame simirlarina iligkin ifadeler de ayni 6nerme iginde Riesz sinirlar1 olarak
gortilmektedir. Teorem 4.1.16’deki {gx}%>; dual Riesz bazinin tekligi ile Teorem
4.1.2'deki (4.1.12) esitligi ile verilen frame ayrigimi birlikte géz 6ntinde bulunduruldu-
gunda dual Riesz bazinin da {S™!f;.}%2, kanonik dual frame’si oldugunu goriiriiz.

]

Riesz bazi olmayan bir frame overcomplete olarak adlandirilir. Literatiirde bu
tiir frameler i¢in redundant frame terimi de kullanilmaktadir. Teorem 4.1.4’de
"overcomplete" kelimesinin kullanmilmasinin nedeni biraz daha agqga kavusacaktir.
Frame’leri ¢ok kullanmigh kilan onlarin temel 6zelligi redundant oluslaridir. Yani,
uzaydaki vektorler frame’ler yardimiyla sonsuz coklukta temsillere sahiptir ancak
her bir vektor frame katsayilar ile verilen bir tek dogal temsile sahiptir. Frame’lerin
redundant olusglarinin onlara kattigi bu 6zellik 6zel uygulamalarda kendini hissettirir.
Ornegin vektorlerin daha genis bir orani iizerinden bilgi yayimina izin vererek hatalar
daha ¢ok hafifletilebilir ve yeniden insaa oldukca iyi yapilabilir. Bu, érnegin internet
kodlamada, verinin dagitim siirecinde, beyinin modellenmesinde ve daha pekgok
uygulamada kendini gosterir. Daha genig bir oran iizerinden bilgiyi yaymak istememi-
zin bir diger avantaji ise sinyaldeki parazitin etkilerini olduk¢a aza indirgemek
ve daha saglikli bir sinyal veya goriintii isleme siirecinin gergeklesmesine imkan
saglamaktir. Frame’lerin redundant oluslarinin bagka bir avantaji, kuantum tomogra-
fisi alaninda da kargimiza ¢ikar. Bu hususla ilgili teknik ve matematiksel bilgiler bu
alan tizerine yazilmis ilgili kaynaklardan edinilebilir.

Gergekte eger { fr}72, Riesz bazi olmayan bir frame yani overcomplete ise

o0

> erfr=0 (4.1.16)

k=1
olacak sekilde {cx}72, € I5(N)\{0} katsayilar1 vardir. Yani boyle frame’ler i¢in frame

elemanlar1 arasinda bazi baghliklar vardir.
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Teorem 4.1.4. [9] {fx}32, H i¢in bir frame olsun. Bu durumda asagidakiler
denktir:

(i) {fx}22, H i¢in bir Riesz bazidur.

(i1) Eger baz {cr}72, € lo(N) katsaylar i¢in Y ¢ fr = 0 ise bu durumda her bir
k=1
¢, = 0 olur.
Frame’ler ve Riesz bazlar1 arasindaki iligkiler ile ilgili pek ¢ok detay igin [8] ve
[9] incelenebilir.
Eger {fx}32; bir overcomplete frame ise bu durumda verilen bir f € H eleman,

k € N olmak {izere f; frame elemanlar1 yardimiyla pekgok temsile sahiptir. Ayrica

(4.1.16) esitligini saglayan herhangi bir {cg }72, € lo(N)\{0} dizisi igin frame ayrigum

F=Y (LS ey o= ((F 87 fu) + ) fi
k=1 k=1

seklindedir.
Simdi 6nceki kisimlarda da anlatildig: gibi her overcomplete frame’in kanonikalden

bagka dual frame’lere sahip oldugunu ifade eden bir teoremi ispatsiz olarak verecegiz.

Teorem 4.1.5. [9] {fx}32, 'man overcomplete bir frame oldugunu kabul edelim. Bu

durumda her f € H i¢cin

F=> {00 I
k=1

esitliging saglayan {gx}32, # {S7 fr}52, frame’leri vardar.

4.1.3 Frame’ler Icin Bazi1 Karakterizasyonlar

Simdi sentez (pre-frame) operatorleri vasitasiyla frame’lerin bir karakterizasyonunu

verecegiz. Bu karakterizasyon frame sinir1 ile ilgili herhangi bir bilgiyi icermemektedir.

Teorem 4.1.6. [9] H da bir {fi}32, dizisi H i¢in bir frame’dir ancak ve ancak

T{eeil, = Z Ch S
k=1

TlQ(N) — H

1yt tanamly bir dondstimdir.
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H igin Riesz bazlari, {ex}p>,, H i¢in bir ortonormal baz ve U : H — H
smirhi-bijektif (birebir ve 6rten) bir operator olmak tizere, {Uey }32 , aileleri seklinde

karakterize edilmekteydi. Frame’ler i¢in benzer bir karakterizasyon agagidadir:

Teorem 4.1.7. [9]{er}32,, H i¢in keyfi bir ortonormal baz olsun. H i¢in frame’ler,
U : H — H sumrl ve surjektif bir operator olmak dizere, {Uex}>, seklindeki

dizilerdir.

Simdi frame sinirlari ile ilgili bilgileri de igerebilecek frame’lerin bir karakterizasyo-

nunu verecegiz. Elde edilecek sonug teorik acidan oldukca kullanighdir.

Lemma 4.1.4. [9] H ’da bir {fi}32, dizisi A ve B frame sinrlary ile H ig¢in bir

frame’dir ancak ve ancak asagidaki sartlar saglanar:

(i) {fx}2, H ’da totaldir.

(i) T sentez (pre-frame) operatiri lo(N) dzerinde iyi tansmbdur ve her {ci}32, €
N igin
o |2
AY lal < IT{alall < BY  laf
k=1 k=1

dir.

4.1.4 Hilbert Uzaylarinda Frame’ler ve Sinyal Isleme

Boliim 3.4 ’de sinyal ve sinyal igleme ile ilgili temel bazi bilgiler aktarildi.

Bilindigi gibi bir f sinyali dendiginde, X bir Banach uzay1 veya Hilbert uzay1 ve
C kompleks sayilar cismi olmak tizere, X tizerinde kompleks degerli bir f fonksiyoneli
kastedilmektedir.

Simdi bir sinyalin iglemesi siirecini sozlii olarak ifade etmeye calisalim:

Modern iletisim aglari, bir kaynaktan, bir aliciya bilgi paketlerini tagiyarak caligir.
Her paket, kontrol parametrelerinin bir kolleksiyonu seklinde, temel bilgiyi, yani
bizim tagimak istedigimiz bilgiyi icerir. Bu kontrol parametreleri, paketteki verinin
hatasiz dagitilmasina olanak kilan, hata kontrol, adresleme ve zamanlama bilgisi

bakimindan donatilmig belli uzunluktaki bilgi parcalarinin dizileridir. Eger bu diziler
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kendi i¢cinde hatalar iceriyorsa, paket daha dagitilmadan hatalar diizeltilir. Buradaki
hatalar kayip paketleri yeniden tagiyan kullanicinin géremedigi (farkedemeyecegi)
bir oncelikten kaynaklanmaktadir. Bu nedenle pek ¢ok kullanici i¢in bir paket
network’un davranigi rastgele eksiltiglerle belirlenemez. Hatta paketlerin yeniden
taginmasi, orijinal taginmasindan daha uzun siirer. Bu gibi nedenlerden dolay1 bir¢ok
uygulamada kayip paketlerin yeniden taginmasi kullanigsh degildir ve ayrica biiyiik
zaman kayiplar1 (gecikmeler) gibi, barindirdig1 potansiyel risk kabul edilemez.

Anlagildigi tizere bir hata olusmasi durumunda, paketin tiimii birden dagitilmaya-
caktir. Eger kayip bir paket, taginan diger bilgilerden bagimsiz ise, bu durumda;
bilgi alic1 i¢in gergekten kayiptir. Yani cesitli paketler arasinda iligki yoksa, eksilen,
kayip pakete ait olan bilgi geri alinamaz. Fakat, tasinan paketler arasinda iligki
(baghliklar) var ise; paketteki bilginin en azindan kaybolan kisminin telafisi miimkiin-
diir, yani paketin i¢eriginin bir kismi veya tamami geri alinabilip, eksiklikler (hatalar)
telafi edilebilir.

Matematiksel olarak, bir frame’in overcomplete olmasi durumu, bazdan daha
kullanigh bir konsept olusturur. Ozelliklerini istedigimiz gibi belirleyebilecegimiz
sistemler ingaa edebilme gansimizi artirarak bizi daha 6zgiir kilar. Simdi overcomlete-
ligin sinyal iletiminin temelinde ne gibi yararlar1 oldugunu agiklamaya calisacagiz:

Frame’ler, uzaydaki her bir vektor i¢in dogal bir temsil veren, bir Hilbert uzayinda-
ki vektorlerin (gok elemanli) kiimeleridir. Frame’ler taginacak olan sinyallerin 6zellikle-
rini belirlemede, kisiyi daha fazla esnek birakmasi ve bir sinyalin yeniden ingaasindaki
sayisal kararliliklarinin yanisira; eleman sayisi miktarlarindaki esneklik ve sinyale,
frame katsayilar1 vasitasiyla parazit ekleme (veya tersi olarak, paraziti minimum
yapma) manalarindaki zelliklerinden dolay sinyal iglemede kullanmilmaktadir.

Iste yukarida bahsi gecen tagimmacak olan bu paketler, frame katsayilar: yardimiyla
modellenebilmektedir. Peki, kiginin bu kodlamalar1 yaparken, bu amag dogrultusunda
kullanacagl en iyi (isine en yarayacak) formdaki frame modelleri nelerdir? Son
yillarda (uniform tight) frame’ler igin, birkag yeni uygulama geligtirilmigtir. Bunlardan
ilki; paket kaynakli iletigim sistemlerindeki kayiplarin etkilerini azaltmada bir frame’in
elemanlarinin ¢oklugunu kullanan Goyal, Kovacevic ve Vetterli tarafindan geligtirildi.

Biz burada 6ncelikli olarak frame’in overcomplete’liginin ne gibi artilarinin oldugun-
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dan bahsedelim:

Tasimacak paketler, frame katsayilar1 ile modellendiginden, dagitilmayacak bir
paket frameden bir elemanin kaldirilmasi anlamina gelecektir. Eger frame overcomplete
olmasayd1 bir eleman kaldirildiktan sonra, artik baz olmayacakti. Fakat frame
overcomplete ise bir eleman silindikten sonra yine frame olarak kalmasi miimkiindiir.
Ancak; uygulamada bir paketten daha fazlasi yani bir frame elemanindan daha
fazlasi kaybedilebilir. Boylelikle bir eleman- dan daha fazlasinin kaldirilmasina kars:
dayanikli olan frameleri nasil ingsaa edecegiz sorusuyla karslasiyoruz. Bir frame
icin, alt frame sinir1 ve frame elemanlarimin normu hakkinda bilgiye sahipsek; en
az saylda ka¢ eleman kaldirabilecegimiz hususunda bir kriter saglayabiliriz. Bkz:
([9], proposition 1.5.2)

Sinyal iglemenin temelinde, frame’lerin overcomplete olusu parazit bastirma etki-
sinde ¢ok 6nemli bir yarara sahiptir. Simdi bunu sezgisel bir agiklamayla bir miktar
ifade edecegiz. Ancak biz bu calismada sadece frame’lerin uygulamada bdoyle bir
yararimin olduguna deginecegiz, [9] veya [21] ’den bu bilgilerin detaylarina ulagilabilir.

Bir A yayicisindan, bir R alicisina, bir V' vektor uzayina ait f sinyalini tagimak
istedigimizi kabul edelim. Eger hem A hem de R, V igin bir {f;}}7, -nn, frame
oldugu bilgisine sahip ise bu iglem yapilabilir. Eger A, bu sayilarin bilgisi temelinde,

{{f, fr)} 7, katsayilarini tagiyorsa; R alicisi, frame ayrigimini kullanarak; f sinyalini,

m

(f, fry S™ i

k=1

f

seklinde yeniden diizenler.

Simdi R'nin parazitli bir sinyal aldigini, yani dogru katsayilarin bir

{5 fo) + e tisy

parazitli sinyalini aldigin1 kabul edelim. Alinan katsayilara baktiginda, R; taginan

sinyalin,

m

D WL +e)ST =D (fifi) ST e+ ST ek
k=1 r=1

k=1

=f+87)

k=1
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oldugunu soyleyecektir. Bu, S™t Y7 | ¢ fr ifadesinin varhig sebebiyle, dogru olan
f sinyalinden elbette farklidir.

Eger {fi}7, overcomplete ise,

m

T{cr}p, = Z ke fr

k=1
sentez (pre-frame) operatorii agikar olmayan bir gekirdege sahiptir, bu hepsi birden
sifir olmayan {c;}}", katsayilar1 i¢in de > /", ¢, fr, = 0 olacagi anlamina gelir. Bu
durum ise sinyalin parazit katkisi olan S~ Y7 | ¢ f degerinin sifira toplanabilmesi
durumunun mevcut oldugunu soyler. Zira eger { fi }7*; overcomplete olmasa paraziti
saglayan ve sifirdan farkl olan {c; }7*, katsayilari igin ortaya ¢ikan Y, | ¢ fi, degeri
asla sifira toplanmaz. Bu ise sinyalin parazitli pargasi olan S~ > | ¢ fi degerinin
asla elimine edilemeyecegi, yani sinyalin parazitten kurtarilamayacagi manasina
gelir. Halbuki eger {f};", overcomplete ise Y, , ¢, fr = 0 olma ihtimali mevcut
oldugundan sinyalin S~ >/ | ¢4 fi, parazitli kismin yok etme sans: dogar.
Yukaridaki veriler, parazit icin istatistiksel modeller kullanilarak diizenlenebilir.
{fx}i, frame’inin maksimum diizeydeki paraziti bastirma etkisini elde etmek
i¢in nasil bir segim yapmasi gerektigini analiz etme hususunda [21]ve [29] kaynaklar
incelenebilir.
Detaylarina inmedigimiz boyle bir uygulamanin oldugu bahsini, asagidaki teoremi

vererek sonlandiracagiz:

Teorem 4.1.8. [9]/ R" i¢in, n,m € N -inci elemanlary sabitlenmis olan, {fi}7,

normallestirilmis frame’sini disinelim. Bu sekildeki bitin { fi.} 7", frameleri arasinda
MSEY minimaldir < frame tight'tur.

Ulasilan minimal deger

MSE = 52
m
dir.

) MSE : mean- sequare error. (Detaylarina ilgili kaynaklardan ulagilabilir).
Bu ifade gostermektedir ki; sabitlenmig bir n € N degeri i¢in, frame’in elemanlari-

nin sayist arttiginda, yani frame’de daha fazla sayida eleman oldugunda, MSE azalir.
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Bu manada bazlara kiyasla frame’deki elemanlarin fazla sayida olabilirligi 6zelligi
MSE’nin diigmesine yardim edecektir.

Goyal ve Kovacevic, [7] 'de;

"uniform frame ortalama hatayr (MSE) minimize eder < bu uniform frame
tight tir."

oldugunu gosterdi.

Sonug olarak, igte boyle frame’ler (bu amag igin en iyi frameler), frame’lerin

uniform parseval olan smifidir.

4.1.5 Sampling Problemi

Boliim 3.4.2 ’de genel bir igerikle tamitilan 6rnekleme (sampling) problemi; Eger
sadece { f(Ax) }rer fonksiyon degerlerinin sayilabilir bir kiimesini (yani bir 6rnekleme-
sini) biliyorsak, bir f : R — C fonksiyonunu nasil elde edebiliriz? geklindeydi.

Problem bu sekilde diigiiniilecek olunursa ¢oziimii olduk¢a zor hatta imkansiz
olmaktadir. Ciinkii verilen sayilabilir bir kiime iizerinde ayni deger alan sonsuz
goklukta fonksiyon vardir. Bu nedenle problemi daha iyi ortaya koymak igin f
fonksiyonu iizerine ekstra sartlar koymamiz gerekir. Genelde, bu, f'nin belli bir
fonksiyon uzayina ait olma zorunlulugu kogularak yapilir. Klasik olarak, fourier
dontigiimiiniin kompakt destege sahip olan fonksiyonlarin (band-smirh fonsiyonlar)

bir uzay1 secilir:

PW ={f € Ly(R) : supp f C [-5.5]}
seklinde tanimlanan Paley-Wiener uzayim diisiinelim.

Paley-Wiener uzayi, bir tek fonksiyonun 6telemelerinden olugan

. { sin(7x) Lz 7& 0
sine(x) = 1 e

seklinde bir ortonormal baza sahiptir.

,r=20

Shannon’s Sampling teoremi, Paley-Wiener uzayinda, herhangi bir siirekli fonksiyo-
nun, tamsayilarindaki érneklerinden, yeniden tamamen ingaa edilebilecegini s6ylemek-

tedir:
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Teorem 4.1.9. [9] {sinc(. — k)}rez fonksiyonlar, PW uzay. ig¢in bir ortonormal
baz olusturur. Eger, f € PW siirekli ise, bu durumda, f, {f(k)}rez Orneklerinden
flw) =Y f(k) sinc(z — k)

keZ

seklinde yeniden olusturulur.

Shift-Invariant uzaylarda sampling’in kisa bir tanimini verecegiz. Daha fazla
detay igin Aldroubi ve Grochenig’in [27] numarali makalelerine bakiniz.
Lo(R) "nin siirekli fonksiyonlarinin olugturdugu bir A kapali alt uzayin diigiinmek

baslangi¢ noktasi olacaktir. Her z € H igin

f= f(x)

dontistimii H tizerinde siirekli lineer bir fonksiyoneldir. Bu durumda H yeniden
iireten ¢ekirdek Hilbert uzayi olarak adlandirilir. Riesz temsil teoremi geregince,

herbir x € H igin bir tek 2z, € H vardir, 6yleki her f € H igin

flx) = ([, z) (4.1.17)

yazilabilir. {z,} ., fonksiyonlarmin ciimlesi yeniden iireten ¢ekirdek olarak adlandi-

rilir. Eger her f € H igin
AP < D 1FOWE < BISI?
k=1

esitsizligini saglayan A, B > 0 sabitleri var ise bir {\(k)}rez C R dizisi H igin
orneklerin bir kiimesidir. (4.1.17) geregince bu H igin bir frame olan {z), }rez 'va
denktir.

Bir yeniden iireten gekirdek Hilbert uzay: 6rnegi olarak; ¢ € Ly(R),

> lloxwasnl| < oo
kEZ
ozelligindeki siirekli bir fonksiyon olmak {izere
H:={) aTw : {atrez € L2(2)}
keZ

shift invariant uzay1 alinabilir.
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Burada; k € R ve x € R olmak tizere,
Ty, : Ly((R) = L2(R),  (Tho)(z) = ¢z — k)

seklinde tanimlanan doniigiime 6teleme doniisiimii denir.

[8] numaral kaynagin 8.5. boliimiinde bu uzayla ilgili genis bir igerik mevcuttur.
Yine aym kaynakta sinyal igsleme ve sampling {izerine uygulamalarla ilgili detayl
bilgilere ulasilabilir.

[9] numarali kaynagin 5.9. ve 7.5. béliimlerinde bu tezde gok fazla detaylandirma-
digimiz oldukga teknik detaylar iceren ve miihendislik bilgileri gerektiren uygulamala-

rin daha teknik bilgiler ¢ercevesinde matematiksel ifadeleri mevcuttur.
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BOLUM 5
HILBERT C*-MODULLERINDE BESSEL
DIZILERI, RIESZ BAZLARI VE FRAME’LER

Hilbert C*-modiilleri, (bir cisim {izerinde) bir vektor uzay1 yerine, bir A-modiiliintin
diisiiniildiigii ve kompleks sayilar cismi yerine C*-cebirinden degerler alan i¢ carpima
izin veren yapidaki Hilbert uzaylarinin bir genellestirmesidir. Dolayisiyla Hilbert
uzaylar1 i¢in frame diigiincesinin bir benzerinin Hilbert C*-modiilleri i¢in verilebilecegi
fikri dogaldir.

Bu boliimde Hilbert C*-modiiliintin tanimi ve temel 6zellikleri verildikten sonra,
onceki boliimde genel bir teorisi sunulan, Hilbert uzaylarindaki frame teorinin bir
genellegtirmesi niteliginde, Hilbert C*-modiillerinde frame’ler ve Bessel dizileri ile
ilgili temel tanim, teorem ve sonuclar ele alinacak, frame’ler ve Bessel dizileri i¢in
denk tanimlar ve baz1 karakterizasyonlar verilecektir. Ayrica, Riesz bazlarinin tanimi,
Riesz bazlari igin denk tanimlar ve baz karakterizasyonlara deginilecektir. Riesz
bazlarinin dualleri, érnekler 1s181nda incelenecek ve bu teorilerde Hilbert C*-modiille-

rinde Hilbert uzaylarindaki durumdan farkli sonuclarin geldigi de vurgulanacaktir.

5.1 Temel Kavramlar

Tanim 5.1.1. [15] A, K cismi dzerinde bir vektor uzays ve . : A x A — A bir
doniigiim olsun. Eger bu diontsim her x,y,z € A ve her a € K i¢in asagidaki

ozellikleri saghyorsa A “ya (IC cismi tzerinde) bir cebir denir:

(zy)z = x(yz)
x(y+2) =ay+az
(x+y)z =22+ yz

a(zy) = (az)y = z(ay).

IC = R veya C ise A ’ya sirasiyla reel veya kompleks cebir denir.
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Eger her x,y € A i¢gin xy = yx oluyorsa, A ’ya komutatif (degisimli) veya
Abelian cebir denir.
Her z € A igin ex = xe = x olacak sekilde bir e € A var ise A 'ya birimli cebir

denir.

Tanim 5.1.2. [15] A kompleks saylar cismi tizerinde bir cebir olsun. Eger her bir
x elemanina karsilik x in normu denilen bir ||z|| reel sayisi var, oyleki her x,y € A

i¢in asagrdaki ozellikler saglaniyorsa A cebiri norm cebiri olarak adlandirilur:

|z]| >0 ve ||z|| =0< 2 =0
[l +yll < llzll + [yl
[Az]| = [A]. {l]
eyl < =] - [yl

Veya kisaca, bir norm cebiri, her z,y € A icin ||zy|| < ||z|.|y| 6zelligini
saglayan ve bir cebir olan normlu A uzayma denir.

e € A, A ’nin birim eleman olmak iizere, A birimli bir cebir iken |le|| =1 ise A
norm cebirine birimli norm cebiri denir.

Calismalar gostermistir ki, her norm cebiri birimli bir norm cebiri igerisine izomet-
rik olarak gomiilebilmektedir. Bu nedenle sadece birimli norm cebirleri iizerinde
calismak genellik kaybina yol agmaz. Bu ¢alismada da bir norm cebiri dendiginde,

bu norm cebirinin birimli oldugu kastedilecektir.

Tanim 5.1.3. [15] Bir norm cebiri, norm metrigine gore tam ise bir Banach cebiri

adina alir.

Ornek 5.1.1. a) R ve C Banach cebiridir.

b) Cla,b] uzayr bir komutatif Banach cebiridir.

c¢) Tim polinomlardan olusan Cla,b] nin alt uzayr komutatif bir norm cebiridir.
Fakat Banach cebirt degildir.

d) n x n tipindeki tim kompleks terimli matrislerin vektor uzayr M, (C), bir
Banach cebiridir.

e) X bir kompleks Banach uzayr olmak tizere, B(X) sinurly lineer operatorlerin

uzayr, operatorlerin bileskesi islemine gore bir Banach cebiridir.
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Tamim 5.1.4. [15] A bir Banach cebiri ve a € A olsun. Eger ab = ba = 1 olacak

sekilde bir b € A var ise a elemamina tersinirdir (invertible) denir.
Inv(A) = {a € A : a invertible} kiimesi skalerle garpma iglemi ile bir gruptur.

Tanim 5.1.5. [15] A bir Banach cebiri olsun. *: A — A, x — z* déndisimi, her

x,y € Ave )€ C igin

sartlarine saglaniyorsa tnvolusyon olarak adlandirilir. Bu durumda A bir Banach

x—cebirt olarak adlandirilir.

Tanim 5.1.6. [15] Bir A Banach x—cebiri, ejer her x € A i¢in
« 2
lo" ]| = []]
ozelligini saghyorsa C*-cebiridir.

Ornek 5.1.2. a) R ve C Banach cebiridir.
b) Cla,b] uzayr bir komutatif bir C*-cebiridir.
c) nxn tipindeki tim kompleks terimli matrislerin uzayr M, (C), bir C*-cebiridir.
d) Bir H Hilbert uzay: tzerindeki sinarle lineer operatérlerin cebiri B(H) bir
C*-cebiridir. Burada her bir A € B(H) operatori i¢in A*, A 'nan adjointidir.
e) B(H) ’nin herhangi bir kapaly x-alt cebiri bir C*-cebiridir.

Tanim 5.1.7. [15] A bir C*-cebiri ve a,p,u € A olsun. Bu durumda;
1) Eger a*a = aa* ise a normaldir,
2) Eger p = p* = p? ise p bir projeksiyondur,
3) Eger u*u = uu* =1 ise u dnaterdir,
4) Eger u*u =1 ise u bir izometridir,
5) Eger uu* =1 ise u bir co-izometridir

denir.
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Tamim 5.1.8. [19] Bir A C*-cebirinin bir a elemaninan spektrumu o(a), a— Xe,

A ’da tersinir olmayacak sekildeki tiim A kompleks skalerlerinin olusturdugu kiimedir.

Tamim 5.1.9. [15] Bir A C*-cebirinin bir a elemans igin ejer a* = a ve o(a) C RT
1se a elemanina pozitiftir denir.
Bir a pozitif elemani kastedildiginde a > 0 yazilor.

Pozitif elemanlar i¢in asagidaki karakterizasyonlar verilebilir:

Onerme 5.1.1. [15] A bir C*-cebiri olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
1) a € A pozitiftir.
2) Bir pozitif b € A elemant i¢in a = b* “dir.
3) Bir x € A igin a = xx* dur.

utun t > ||a|| 1cin a® = a ve ||t —al|| < dir.
/) Biitiin t > L <t di

5.2 Hilbert C*-Modiilleri

Hilbert C* modiilleri, Banach uzaylari ve Hilbert uzaylar1 arasindaki bir kategoriden
olusmaktadir. Temel fikir, lineer uzayin yerine C*-cebiri tizerinde bir modiil diigiinmek
ve C ’den daha genel olan, bir C*-cebirinde degerler alan i¢ ¢carpima izin vermektir.
Yap1 ilk olarak Kaplansky tarafindan 1952 ’de kullanilmig, daha sonra Rieffel ve
Paschke tarafindan 1972/73 yillarinda gahigilmigtr.

Tanim 5.2.1. [13] A bir halka ve H bir abel grup olmak iizere her a,b € A ve her
x,y € H elemanlar: i¢in
a(r+y) =ar +ay
(a+b)x =ax + bz
a(br) = (ab)x
laz =z, eger A birimli bir halka ise

kosullar, saglanacak bicimde bir A x H — H islemi ile donatilan H kiimesine bir

(sol) A—modiil denir.

Tanim 5.2.2. [13] A bir C*-cebiri ve H bir (sol) A—modil yapisina sahip kompleks

bir lineer uzay olsun. A ve H dizerinde verilen lineer yapilarin uyumlu oldugunu
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kabul edelim, yani her A € C, a € A ve x € H i¢in N az) = a(Ax) = (Aa)x olsun.
Bu durumda,

(1) {x,x) =0

(2) (x,z) =02 =0

(3) (z,y) = (y, )"

(4) {ax,y) = az,y)

(5) Az +y,2) = Mz, 2) + (y, 2)

sartlarine saglayan bir (.,.) : H x H — A donistimiine A—degerli i¢ ¢arpim
ve (H,(.,.)) ikilisine de bir (sol) on Hilbert A—modiili denir.

Tamm 5.2.3. [13] (H,{.,.)) én Hilbert A—modiilii izerinde |z| = |(z,z)||"*
bir norm tanwvmlar. Eger H bu norma gore tam ise bu durumda H ’ya Hilbert

A—modili denir.

Ornek 5.2.1. Bir A C*-cebiri, her a,b € A i¢in, dizerinde, (a,b) = ab* i¢ carpima

tanamlanarak bir Hilbert A—modilii yapilabilir.
Hilbert C*-modiillerinde Cauchy-Schwarz esitsizliginin saglandigini belirtelim:

Onerme 5.2.1. [13] H bir Hilbert C*-modiilii ve x,y € H olmak iizere

2 < a2 Ky, vl

Iz, )|

dar.

Tamm 5.2.4. [13] Bir H Hilbert A—modiil olsun. Eger; a; € A olmak tzere,

her x € H elemaninin v = Zaixi lineer kombinasyonu (A—lineer kombinasyonu)
i=1

seklinde ifade edilmesini saglayan sonlu bir {xy,xs, ...,x,} € H kiimesi varsa H ya

sonlu tretegli Hilbert A—modiilii denir. {1, s, ...,x,} kimesine de H 'nan bir

tretect denir.

Tamim 5.2.5. [13] Eger dreteglerin sayilabilir bir kiimesi varsa H Hilbert A—mo-

diiliine sayilabilir treteclidir denir.
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5.2.1 Hilbert C*-Modiilleri’'nde Operatorler

Simdi Hilbert C*-modiilleri iizerindeki operatorlerin bazi 6zelliklerini tanimlayalim:

Tanim 5.2.6. F ve F, bir A C*-cebiri tizerinde Hilbert A—modiilleri olsun.

T : E — F bir dontsim olmak tizere her x,y € E, o, f € C ve a € A igin,
T(ox + fy) = oT'(x) + BT (y)
T(azx) = aT(x)
saglanwyorsa T ye E ’den F ’ye A-lineer operator denir.

Tanmim 5.2.7. FE ve F, bir A C*-cebiri tizerinde Hilbert A—modiilleri olsun.

T: E — F bir donisim olmak tizere her x € E i¢in,
[Tz|| < K. ||z||
esitsizliging saglayan bir K > 0 sayist bulunabiliyor ise T "ye swnarly operator denir.

Tamim 5.2.8. [15] E ve F, bir A C*-cebiri tzerinde Hilbert A—modilleri ve
T : E — F bir doniisim olsun. Eger her x,y € E i¢in,

(z, Ty) = (T"z,y)

esitligint saglayan bir T* : F' — E dondsimi mevcut ise T 'ye adjointlenebilir

operator (adjointable) denir. Boyle bir T* doniisimine T' 'nin adjointi denir.

End’;(H) ile H iizerindeki tiim adjointlenebilir déniisiimlerin kiimesi kastedilir.

Her adjointlenebilir operatoriin A-lineer ve sinirli oldugunu da belirtelim.

Onerme 5.2.2. [15] T ve S 'nin bir A C*-cebiri izerindeki bir Hilbert A—modiilii
tizerinde adjointlenebilir olan iki operator oldugunu kabul edelim.
1) T 'min adjointi tektir ve T** =T olmak tizere adjointlenebilirdir.

2) ST, (ST)* = T*S* ile adjointlenebilirdir.

Onerme 5.2.3. [15] H bir A C*-cebiri iizerinde bir Hilbert A—modiilii olsun. Bu
durumda End%(H),

1T} = sup {|T=[| -z € H, [ <1}

operatér normu ile donatilmas bir C*-cebiridir.
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5.2.2 Hilbert C'*-Modiilleri’nde Bessel Dizileri ve Frame’ler

Hilbert C*-modiillerinde frame teorisi ile ilgili cok 6nemli bir teorem olan Kaspa-
rov’s Stabilisation Teoremi, her sonlu veya sayilabilir tiretegli Hilbert C*-modiilii-
nilin bir frame’e sahip oldugunu ifade etmektedir. Sonlu veya sayilabilir tiretecli bir
Hilbert C*—modiiliinde standart frame’ler her zaman mevcut oldugundan genellikle
caligmalarin ¢ogunda temel olarak, bir A C*-cebiri tizerindeki sonlu veya sayilabilir
tiretecli H Hilbert C*-modiilleri ele alinmigtir.

Biz de igte bu sebepten dolay1 bu tezde bir A C*-cebiri iizerindeki sonlu veya
sayilabilir iiretecli H Hilbert C*-modiilleri ile ilgilenecegiz.

Tanmim 5.2.9. [13] A bir C*-cebiri ve J indeks kiimesi N "nin sonlu veya sayilabilir
bir alt kiimesi olsun. Bir H Hilbert A—modilindeki elemanlarin {xj}jej dizisine,
eger her x € H igin,
C(x,x) < Z (,x;) (xj,x) < D (x,x) (5.2.1)
jed
esitsizliging saglayan C,D > 0 reel sabitlert bulunabilmesi durumunda H i¢in bir

modiiler frame denir.

Yukaridaki esitsizlikte gecen serinin yakinsamasi C*-cebirinin normuna gore yakinsamadir.

(5.2.1) esitsizligini saglayan optimal sabitler (C' igin maksimal, D igin minimal
degerler) optimal frame sinirlar: olarak adlandirilir.

Eger C = D ise {z;},., tight frame, C' = D = 1 ise {z,},_, Parseval frame

adim alir.

Tanim 5.2.10. [/13] H, bir A C*-cebiri tizerinde sonlu veya sayilabilir dretegli bir
Hilbert A—modiilti olsun. Eger her x € H igin,
> (a,2;) (xj,2) < D (x,x) (5.2.2)
jet

esitsizligini saglayan D > 0 sayist var ise {x;} D simari ile bir modiiler Bessel

jeJ

dizist olarak adlandirilar.

Tanim 5.2.11. [13/ H ’nin bir A C*-cebiri tuzerinde sonlu veya sayilabilir trete¢li

bir Hilbert A—modiilii oldugunu kabul edelim ve {x;},_; H igin bir (modiiler) frame
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ve {y;};c; H 'da bir dizi olsun. Eger her x € H icin,

T = Z (z, yj) Ly
jeJ
saglanirsa, bu durumda {y;},; 'ye {z;},c; nin modiler dual dizisi denir. {y;},_;
dizisi de bir frame oldugunda {z;},_; ve {y;},.; ¢iftine bir modiler dual frame

cifti denar.

Hilbert uzaylar igin frame’lerin temel ozelligi, uzaydaki her elemanin, frame
yardimiyla basit standart bir ayrigima (decomposition) izin veren yeniden ingaa
(reconstruction) formiiliintin varligidir. Hilbert C*-modiillerinde de Parseval frame’ler

ve modiiler frame’ler i¢in agagidaki sonuglar verilebilir:

Teorem 5.2.1. [13] A bir C*-cebiri, H sonlu veya saylabilir tretegli bir Hilbert

A—modilii ve {z;},.;, H i¢in bir Parseval frame olsun. Bu durumda her x € H

eJ>

icin yeniden ingaa (reconstruction) formdili
T = g (x,xj) x;
jed

seklindedur.

Daha genel olarak, modiiler frame’ler i¢in yeniden ingaa formiiliinii saglayan bir
varlik ve teklik sonucu mevcuttur. Bu sonug herhangi bir Hilbert C*-modiil frame’si

i¢in bir dualin varhigin1 da garanti eder:

Teorem 5.2.2. [13] A bir C*-cebiri, H sonlu veya saylabilir tretegli bir Hilbert

A—modiili ve {x;} H i¢in modiiler bir frame olsun. Bu durumda her x € H

JjeJ?

icin yeniden ingaa (reconstruction) formdili denilen

T = Z (z, S(xj» Lj

jed

esitligint saglayan bir tek S € End%(H) operatori vardur.

Yukaridaki teoremde gegen duale, {z; }je ; nin kanonik veya standart duali

denir ve kanonik dualin de bir frame oldugu aciktir.
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Tamim 5.2.12. [13] J saylabilir bir indeks kiimesi olmak ‘zere,
P(A) = {{aj}jej CA: Zaja; < oo}
jeJ
seklinde tanmimlanan 1?(A),
<{aj}j€J ’ {bj}jeJ> = Z ajb;‘
jeJ
A degerli i¢ ¢arpima ile bir Hilbert A—modiilidir.

Modiiler frameler i¢in analiz operatorii, sentez operatorii ve frame operatoriinii

asagidaki gibi tamimlayabiliriz:

T:H—)lz(.A)

Tz = {<x> xj>}j€J

seklinde tanimli operator analiz operatorii olarak adlandirilir.

T 'nin adjointi olan operator,

T :I*(A) - H
1" {aj}jej = Zajxj
jeJ

ile verilir ve T™ operatoriine pre-frame operatorii veya sentez operatorii denir.

T ve T* operatorlerinin bilegkesi alinarak, S : H — H ,

Sz =T"Tr = Z (x,x) x; (5.2.3)

Jj€J

frame operatorii elde edilir.

5.2.3 Bessel Dizileri ve Frame’ler icin Bir Denk Tanim

Onceki kisimda verilen tanmma gore bir dizinin Bessel dizisi veya bir frame
olup olmadigini test etmek i¢in C*-cebirindeki pozitif elemanlar1 kargilagtirmamiz

gerekecektir. Ancak bu kolay bir is degildir. Simdi uygulama yapilabilirligi agisindan
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daha kolay olan Hilbert C*-modiillerindeki Bessel dizileri ve frame’ler i¢in denk bir
tanim verecegiz.
Ik olarak, Bessel dizisinin analiz operatériiniin adjointlenebilir oldugunu ifade

edecegiz:

Lemma 5.2.1. [15] {x;},_; bir C*-cebiri olan A izerindeki sonlu veya sayilabilir

tretecli bir H Hilbert A—modiiliinde bir Bessel dizisi olsun. Bu durumda,

Tr = Z (x,x;) €

jeJ
seklinde tanimh olan T : H — 1*(A) analiz operatiri adjointlenebilirdir ve her j
wein T™e; = x; dur.
Asgagidaki lemma bazi sonuglarin ispatinda kullanilacaktir:

Lemma 5.2.2. [15] M ve N bir A C*-cebiri izerinde birer Hilbert A—modilii ve

T : M — N lineer bir doniisim olsun. Bu durumda asagidaks ifadeler denktir:
(i) T operatori sinrl ve A—lineerdir.

(i1) Her x € M i¢in A 'da (Tx,Tx) < K (z,z) esitsizligini saglayan bir K > 0

sabity vardar.
Hilbert C*-modiillerinde Bessel dizileri i¢in agagidaki denk tanimi yazabiliriz:

Lemma 5.2.3. [15] {x;},_; bir A C*-cebiri izerinde sonlu veya sayabilir iretecli

bir H Hilbert A—modilinde bir dizi olsun. Bu durumda {xj}jej, D sinwry ile bir

Bessel dizisidir ancak ve ancak her x € H i¢in,

Z <l‘,$j> <$j7x>

jed

2
< Dl

olur.

ispat. (=) : Asikar.
(«<):Herz € Higin, Tz = Y (z,z;) e;ilebir T : H — [?(\A) lineer operatoriini
jes
tanimlayalim. Bu durumda,

|T2||* = [Tz, Ta)|| = [(T* T, )|

= | <Z (x, ;) xj,x>

jeJ

2
= < Dl

Z <ZL‘,ZL‘j> <xjvx>

jeJ
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ve buradan |Tz| < VD ||z| elde edilir. Béylece T smirhdr.

T "nin A-lineer oldugu agiktir. Dolayisiyla Lemma 5.2.2 geregince,
(Tx,Tx) < D(x,x)

veya denk olarak
> (a,25) (xj,2) < D (x,x)
jet

yazilabilir. Boylece {x;} D s ile bir Bessel dizisidir. O

JjeJ?

Aymi diisiince ile, Hilbert C*-modiillerinde frame’lerin denk bir tanimi agagidaki

formda elde edilebilir:

Onerme 5.2.4. [15] H bir A C*-cebiri iizerindeki sonlu veya saylabilir iiretecli bir

Hilbert A—modiili ve {x;},.;, H 'da bir dizi olsun. {x;},_;, C ve D sumrlare ile

H icin bir frame’dir ancak ve ancak her x € H i¢in,
2 2
Clzf|” < < Dz

Z <x>$j> <$j7$>

jed

saglanar.

Bu denk tanimlarin avantajlarindan biri C*-cebirindeki herhangi pozitif iki elema-
nin kargilagtirilmasindansa, bu iki pozitif elemanin normlarinin kargilagtirilmasinin

daha kolay olugudur.

Onerme 5.2.5. [15] H 'nan bir A C*-cebiri izerinde sonlu veya sayilabilir tretegli
bir Hilbert A—modiili oldugunu kabul edelim ve {x;},_; ve {y;},., H 'da Bessel

dizileri olsun. Eger her x € H 1i¢in,

T = Z<$,yj> L

jed

saglanarsa, bu durumda hem {xj}jej hem de {y,} H icin frame’dir ve her x € H

jeg
¢,
r=> (z,2;)y
jeJ

olur.
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Ispat. {yj}je ; 'nin Bessel simirmi Dy ile gosterelim. Her z € H igin,

||95H4 = <Z <$ayj>xj7$>

2 2

> (@) (o), x)

jed je
= <;<x,yj) <$j,$>,;<x,yj><xj,$>>”
< ;(zf,yﬂ 7)) ;(xwﬁ@j,fr)
< Dy |- ;(x,wjﬂfcj?@
olur. Buradan,
Dy' |lal* < ; (z, z;) ()

sonucuna ulagihr. Béylece Dy, {x; } ey icin alt frame simir1 olup {;};_ ; bir frame’dir.
Benzer bicimde {y; }j < ; ailesinin de H i¢in bir frame oldugunu gosterebiliriz. [13]
’de Onerme 6.3 iin direkt bir sonucu olarak, her x € H icin, x = Z (x,x;)y; nin

jeJ
saglandig1 gozlemlenebilir. O

5.2.4 Bessel Dizileri ve Frame’ler I¢in Bazi1 Karakterizasyonlar

Bu boliimiin amaci, Hilbert C*-modiillerinde frame’ler ve Bessel dizilerinin opera-
tor-teorik bakis acisiyla bazi1 karakterizasyonlarini vermektir.

Asagidaki lemma Heuser [5] 'dan alinmigtir. Heuser sadece [?(C) ’deki diziler
icin mevcut olabilecek durumu diigtinmiigtiir. Ancak onun verdigi ispat daha genel
kiimeler i¢in de gegerli olmaktadir.

Lemma 5.2.4. [39] A bir C*-cebiri ve {c;},.; A “da bir dizi olsun. Eger EZJ@E?,
j
biitin {&;} ., € I*(A) i¢in yakinsak ise bu durumda {c;},; € I*(A) olur.
Simdi de Hilbert C*-modiillerinde operatorler vasitasiyla Bessel dizilerinin bir

karakterizasyonunu verecegiz:

Onerme 5.2.6. [39] {; }jeq bir A C*-cebiri dizerinde sonlu veya sayilabilir iretegli

bir H Hilbert A—modilinde bir dizi olsun. Bu durumda, {xj}j D Bessel sinir

eJ’
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ile bir Bessel dizisidir ancak ve ancak
U{cities = D¢
jeJ
ile taniml

U:’(A)— H
operatiri, |U|| < /D olmak iizere, iyi tanvml sinarl bir operatirdiir.

ispat. (=) : {z; },es min D Bessel s ile bir Bessel dizisi oldugunu kabul edelim.
Ik olarak U 'nun iyi taniml oldugunu gosterecegiz.
Keyfi n > m icin,

n m
E Cj!lfj — E Cj$j
j=1 j=1

2 2

n
E CjTj

j=m+1

= sup < i cja:j,x>

j=m+1

2

2

= sup Z cj (xj, )

j=m+1

= suf){ < Z cj (xj,x), Z cj(a:j,x>>H}

n

= sup { Z ¢;ic; (25, ) (wj, )"
poRIL

j=m-+1
j=m+1

n

Z <$7xj> <xj>I>

J=m+1

n

§ *

j=m+1

olur. Boylelikle, chxj H ’da Cauchy dizisi olup, H tam oldugundan, chacj
jeJ j€J
yakinsaktir. Dolayisiyla U iyi tanimlidir.

Simdi de U 'nun sinirlihgini gérelim:
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U {e;}I* = sup (U {e;}, )l

I
Jall=1

2
= sup Z CiZj, X
lall=1 || \ 57
2
= sup ch (zj,x)
= sup { <ch (@,:@,ch <$],3:)>H}
[|]|=1 jeJ jeJ

= sup
llzl=1

Z <$’xj> <xj>x>

jeJ
K
CJCj

jedJ

= D}

<chc;k' <l‘j,l’> <xj>x>*>H}

2 /‘ *

jed

< sup
[[=]|=1

< sup {D||z||2}

llzll=1

2 *

jed

<D

olup, buradan |U|| < v/D elde edilir.
(<) : Keyfi v € H ve {¢;},., € I*(A) igin

(x,U{c;}) = <a:, chasj> = Z (z,75) c; (5.2.4)

jedJ jed

yazilabilir. Lemma 5.2.4 geregince {(z,z;)},., € I*(A) dr. (5.2.4) esitliginden,

(2, U{c;}) = {{z,2))}  {e;})

elde edilir ki, bu da U 'nun adjointlenebilir ve U*zx = {(z,z;)}._, oldugunu gosterir.

jeJ

Y (e, ay) (g )| = U] < U ell* = (U |l2)® < Dl

jeJ

olup buradan {x;},_; 'nin D Bessel suur1 ile bir Bessel dizisi oldugu goriiliir. [

Onerme 5.2.7. [15] H bir A C*-cebiri tizerinde sonlu veya saylabilir tiretegli bir

Hilbert A—modiili olsun. {z;}, ;, nin H ’da bir dizi oldugunu kabul edelim. Bu
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durumda, {x;},.; H igin bir frame’dir ancak ve ancak
U{cities =D ¢
jeJ
ile tanwml
U:1*(A) — H
operatori wyi tanimiy sinarly bir operatordir.
Ispat. (=) : Asikar.
(«=) : Onerme 5.2.6 geregince, {z; }jes bir Bessel dizisidir. D {z;},.; nin Bessel

sinir1 olsun. Her x € H igin,

r=UUUU) e =) (UU")  a,2;)

Jje€J

dir. Boylece

lz]l* = Il 2)|I* = H<Z (UU) 2, ) wj,r>

2

— Z<(UU*)*1x,xj>(xj,:c>

< | D_A@U) ) (g, (OU) )| D () ()
jeJ jeJ

< DU a|* |3 (o ay) (g, @)

jeJ

< DU Nell®|[D () (g )

jedJ

olup, buradan frame esitsizligindeki alt sinir olarak,

1 2
4
DU

Z <:E,J,’j> <$j,$>

jeJ

elde edilmis olur. O

5.2.5 Hilbert C*-Modiilleri’nde Riesz Bazlar: ve Dualleri

Bu béliimiin amaci Hilbert C*-modiillerinde Riesz bazlarini tanitmaktir. Bilindigi

gibi bir Hilbert uzayinda her Riesz bazi, kendisi de Riesz bazi olan bir tek duale
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sahipti. Ancak Hilbert C*-modiillerinde biitiin Riesz bazlarimin bir tek duale sahip
olmasi gerekmedigi gibi, her dualin de bir Riesz bazi olmasi durumu séz konusu
degildir. (Bakimuz [13]) Bu boliimde Hilbert uzaylarindaki yapidan daha farkh ve
karmagik olan Hilbert C*-modiillerindeki Riesz bazlarinin duallerini inceleyecegimiz
birkag 6rnek de verecegiz. Ayrica bir Riesz bazinin dual dizisinin de Riesz baz
olmasi icin gerek ve yeter olan sart1 inceledikten sonra bir dual Riesz bazinin bir tek

olmasi i¢in saglanmasi gereken durumu ele alacagiz.

Tamim 5.2.13. [15] Bir H Hilbert A—modiilii i¢in bir {x;},_; frame’si, ejer

i) Her j € J igin xj # 0,

it) S € J ve{a;:j €S}t C A katsayilare ile y ajx; A—lineer kombinasyonu
sifira esit ise bu durumda her bir j € S i¢in ajx; bielis*em' sifirdar

ozelliklerini saghyor ise H i¢in modiler Riesz bazidur.

Hilbert C*-modiillerinde Riesz bazlarmin agagidaki tanimi, bir {z; }j ¢ dizisinin,
Riesz baz1 olup olmadigini test etmek i¢in kullanilabilir. Bunun i¢in eger bir {c;},_, C
A dizisi i¢in ) ¢jz; = 0 ise bu durumda her j i¢in ¢;x; = 0 oldugunu gostermemiz

jet
gerekmektedir.
Sonug 5.2.1. [14] {xj}jej ‘nin H i¢in bir frame oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

{z;};c, bir Riesz bazdur ancak ve ancak

(1) her j igin x; # 0 'dur ve

(ir) eger bir {c;};.; € *(A) dizisi icin Z;]cjxj = 0 ise bu durumda her j igin
je
c;jx; = 0 dor.

5.2.6 Hilbert C"*-Modiillerinde Riesz Bazlarinin Dualleri

Bu boliimde Hilbert C*-modiillerinde Riesz bazlarinin dual dizileri iizerine bir
inceleme yapacagiz. Agagidaki ii¢ 6rnek, Hilbert C*-modiillerindeki Riesz bazlarinin
duallerinin, Hilbert uzaylardaki durumlardan oldukga farkli oldugunu gostermektedir.
Bunlardan ilki, Hilbert C*-modiillerinde Riesz bazlarmim dual Riesz baz(lar)mnm bir

tek olmasi gerekmedigine dair bir 6rnektir:
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Ornek 5.2.2. [14] A = Ma,5(C) ile 2x 2 tipindeki tiim kompleks terimli matrislerin
C*—cebirini tanamlayalim. H = A alalim ve her A, B € H i¢in (A, B) = AB* olarak
tanmamlayalim. Bu durumda H bir Hilbert A—modulidiir.

E;;, 1 <i,5 <2 olmak izere (i,j) -inci koordinaty 1, diger biitin koordinatlar:
0 olan 2 x 2 tipinde bir matris olsun. Bu durumda {E11, Es0}, H 'nin bir Riesz
bazdir ve kendisinin de dualidir. Diger yandan {Ey 1 + Ea1, Eas} de {Ey 1, Eao}

nin bir dual Riesz bazidar.

Bilindigi gibi bir H Hilbert uzaymda, {x;},_; bir Riesz bazi ve {y;},_; de {z;},_;

jeJ
‘nin bir dual dizisi ise, bu durumda {y;},_;, {z;},., nin bir tek duali olan bir Riesz
bazi oluyordu. Asagidaki 6rnek, Hilbert C*-modiillerinde durumun béyle olmadigini

gostermektedir:

Ornek 5.2.3. [14] 1°° tim kompleks terimli dizilerin uzayr olmak tzere, [ ’da
herhangi u = {u;}; ve v = {v;}, o dizilerini goz oniine alalum.
uv = {ujvj}jeNa
ut = {u_j}jEN
ve
Jul = mas ]
olarak tanvmlayalim. Bu durumda A = {I°°||.||} bir C*-cebiridir.
H olarak da sifira yakinsayan tim dizilerin uzayr olan co v distinelim. Her
u,v € H i¢cin
(u,v) = wv* = {ujv_j}jeN
olarak tamimlayalim. Bu durumda H bir Hilbert A-modilidiir.
er = (1,0,0,0,...), ez = (0,1,0,0,...), e5 = (0,0,1,0,...), ...,
e, = (0,0,...,0,0,n,0,0...), ... olmak tizere {ej}jej dizisini tanamlayalim.
{ej}tjcs H man bir ortonormal bazidir. Jimdi
LC]' = €j

ve
e1, j =1 ise

Y . : :
ej +jej_1, j# 1 ise
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olarak tanimlayalim. Her x € H i¢in x = Z (x,y;) x; ‘nin saglandige gosterilebilir.
jeJ
Fakat {y;},; bir Riesz baz degildir. {y;},., Bessel dizisi bile degildir.

Hilbert C*-modiillerinde bir Riesz bazinin dual dizisinin bir Bessel dizisi olsa

bile, Riesz bazi olamama gibi bir ihtimali hala tasiyabilecegini belirtelim:
Ornek 5.2.4. [14] A ve H "y Ornek 5.2.3 “deki gibi alalum.
XTj = €5

ve
e1+ey, jJ=1,21se

ej, j# 1,2 ise

Y; =

olarak tamimlayalim.
Yi .., bir Bessel dizisidir ve her x € H i¢in x = x,y;) x; esitligini saglar.
iSjer i)
jeJ
Béylelikle {y;},c, H icin frame’dir. Fakat {y;},.; ‘nin bir Riesz baz olmadige

acrktur.

Teorem 5.2.3. [14] {z;},., 'nin bir A C*-cebiri iizerindeki sonlu veya sayilabilir
tretecli bir H Hilbert A—modilinde bir Riesz bazi oldugunu kabul edelim. Bu
durumda asagidaki ifadeler denktir:

(i) {yj}te, wilesi, {x;},.; ‘ailesinin bir dual frame’sidir.
(it) {y;},e; ailesi, {x;},.; “ailesinin bir dual Bessel dizisidir.

her j € J ve her x € H 1i¢in

(iti) S, {x;};c; ailesinin frame operatéri ve {z;}, ;.

(x,2;) x; = 0 dzelligini saglayan H ’da bir Bessel dizisi olmak tizere her j € J

igin y; = S™la; + 2z dir.

Bir Riesz bazinin dual dizisinin de Riesz bazi olmasi i¢in gereken durum igin

asagidaki karakterizasyonu verebiliriz:

Teorem 5.2.4. [14]/{x;},_; bir A C*-cebiri izerindeki sonlu veya sayilabilir iretecli

bir H Hilbert A-modiliinde bir Riesz baz ve {yj}jeJ de H da bir dizi olsun. Bu
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durumda {y;},c;, {x;},c; min bir dual Riesz dizisidir ancak ve ancak her j € J
igin y; = S~z + z; olur.

Burada S, {x;},.; min frame operatdri ve {z;},.;, her j € J igin z; = b; S,
olacak sekilde b; € A larn varlgu ile her x € H igin (x,x;)bjx; = 0 ozelligini

saglayan H ’da bir Bessel dizisidir.

Sonug 5.2.2. [1/] H ’nin bir A C*-cebiri uzerindeki sonlu veya sayilabilir trete¢li
bir Hilbert A-modilii oldugunu kabul edelim. Eger A komutatif ise bu durumda H

1¢in her Riesz baz bir tek dual Riesz bazina sahiptir.

Ispat. Bakinz [26], sayfa 255. O

Sonug 5.2.2 'deki sart altinda her Riesz bazinin bir tek dual Riesz bazina sahip
olmasina ragmen pek ¢ok dual frame’sinin olabilecegini belirtelim. Asagidaki 6rnek,

bu durumu yansitmaktadir:

Ornek 5.2.5. [14] A = Dyy»(C), 2 x 2 tipindeki tiim kompleks terimli diagonal

matrislerin C*-cebiri olsun. H = A alalim ve her A, B € H i¢in
(A,B) = AB”

olarak tamimlayalim. Bu durumda H bir Hilbert A-modiiltidiir.

A ‘min komutatif oldugu agiktor.

E;;, Ornek 5.2.2 “deki gibi tanumb olsun. Bu durumda {E11,Es0}, H 'man bir
Riesz bazidir ve bir tek dual Riesz bazi da kendisidir.

Fakat {Ey 1, Ey5} ‘nin dual frame’si tek degildir. Ornegin, A\, € C olmak tizere
{E11+ AE2p, pE11 + Eas} de {Ey 1, Eas} 'nin bir dual frame’sidir.

Hilbert C*-modiillerinde dual frame’lerin tekligi igin bir gerek ve yeter kosul [26]
‘de verilmigtir.

Sonug 5.2.2 'in tersi her zaman dogru degildir. Yani eger bir H Hilbert A-modiiliindeki
her Riesz bazi bir tek dual Riesz bazina sahip ise, A'min komutatif olmasi gerekmez.

(Bakiniz [26], Sayfa 255).
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Bir H Hilbert A—modiilii i¢in
Cu(H)={a€ A: abx =bax, Vb€ A,z € H}
seklinde tanimlanirsa su sonug verilebilir:

Sonug 5.2.3. [15] H ’nin bir A C*-cebiri uzerindeki sonlu veya sayilabilir trete¢li
bir Hilbert A—modiili oldugunu kabul edelim. Bu durumda H i¢in her Riesz bazi bir
tek dual Riesz bazina sahiptir ancak ve ancak A = C4(H) ’dur.

Hilbert C*-modiillerinde Bessel dizileri, frame’ler ve Riesz bazlari ile ilgili teorinin
detaylar icin [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17], [23], [24], [26], [39] numaral:

kaynaklar incelenebilir.

5.3 Hilbert C*-Modiilleri'nde Frame’ler ve Sinyal Isleme

Hilbert uzaylarindaki sonlu frame teorinin 1g1¢1inda sonlu tiretecli bir Hilbert
C*-modiiliinde sonlu modiiler frame’ler ile ilgili ¢alismalara bu tezin hazirlanmasi
stirecinde de oldukga kullandigimiz [11], [12], [13] numarali kaynaklardan ulagilabilinir.
Sonlu tiretecli bir Hilbert C*-modiiliinde frame’lerin teorisinin aragtirilmasina yonelik
egilim sinyal tasimada paket kodlama teorisinden ileri gelmektedir. Bu stire¢ sozli
olarak su sekilde kisaca ifade edilebilir: Bir x sinyali sonlu boyutlu Hilbert uzayindaki
bir vektordiir. Digital medyada iletim, x elemanini kodlamak ve bir ag iizerinden

(internet gibi) bilgiyi géndermek seklinde olmaktadir. Sinyali kodlamak i¢in uygun

m

bir { f; };”:1 frame’sini (genellikle Parseval veya tight) se¢mek ve z elemanim {(z, f;)}7_,

‘ler ile kodlamak gerekir. Fakat / min boyutu biiyiik oldugunda {(z, f;)};_, bilgisinin
iletimi git gide zorlagir. Bu nedenle sinyalleri kodlamada modiiler frame’leri kullaniriz
ve kodlanan sinyaller bilgi paketlerini olugturur. Daha somut olarak, M, (C)®CF 'ya
bir Hilbert M, (C)—modiili olarak bakabiliriz ve n, k € N olmak iizere bir x € H =
M, (C)®CF sinyali, {f; }i—, bir Hilbert M, (C)—modiiliinde modiiler bir frame olmak
tizere {(z, fj>};n:1 dizisinin elemanlari ile kodlanir. Aciktir ki; her (z, f;) bir matristir
ve boylelikle bir data paketidir. Bilindigi gibi internet iizerinden paketlerin taginmasi

sadece bilgi paketlerinin taginmasi geklinde gergeklesir. Sinyalleri kodlamada modiiler
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frame’lerin tercih edilmesi Hilbert uzaylarindaki frame’leri kullanmaktan daha elverig-
lidir. Kodlama igleminden sonra j = 1,2, 3, ..., m olmak iizere (x, f;) data paketleri
ag iizerinden aliciya gonderilir. Alici bilgiyi aldiginda kodlar1 sentez etme siireci
gerekir. Dogal olarak z 'i yeniden olugturmak i¢in yeniden ingaa (reconstruction)
formiilii gerekecektir:

S, {f; };”:1 frame’si i¢in bir frame operatorii olmak tizere

m

v= (&5 f) f;

j=1
dir.

Fakat iletim (tasima) siirecinde bazi bilgi paketleri kaybolabilir ve boylece aliciya
gelen sinyal,

I kayip paketteki elemanlar i¢in bir indeks kiimesini olugturmak tizere

By
I\

seklinde olacaktir. Boylelikle sonlu frame teorideki temel mesele x ile x arasindaki
hatayr minimize edebilen optimal modiiler frame’leri bulmaktir. Boyle frame’ler ise
modiiler frame’lerin uniform (parseval) tight olanlaridir.

Konuyla ilgili daha detayh bilgiler i¢in [16] ve [22] makaleleri incelenebilir.
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