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YUKSEK LiSANS TEZi

HIiPER DUAL MATRISLERIN OKLIDYEN VE LORENTZIAN
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Ulkii KAHRAMAN
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OZET

Bu tez bes ana boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim, giris kismi olarak diizenlenmis, dual sayilar, hiper dual sayilar,
kinematik ve dual doniisiim kavramlarindan bahsedilerek, bu konular ile ilgili yapilan
calismalara deginilmistir.

Ikinci boliimde, tezde kullanilan temel tanim ve teoremler sunulmustur.

Ugiincii béliimde, hiper dual matrisler ve dual déniisiim yardimiyla Oklid uzayi ile
Lorentz uzayindaki hareketler ele alinmistir. Her iki uzayda da sabit kalan eksenler

tizerinde ¢alisilmistir.

Dérdiincii boliimde, Oklid uzayi ile Lorentz uzayinda hiper dual matrisler yardimiyla
ticiincii boliimde verilen hareketlerin kinematik uygulamalarina yer verilmistir.

Son boliim, tezin sonug ve Oneriler kismi olarak diizenlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Hiper Dual Sayi, Hiper Dual Matris, Dual Doniisiim, Lorentz
Uzay1.

Haziran, 2025; 38 sayfa
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ABSTRACT

This thesis consists of five main parts.
The first chapter was organized as an introductary part, where the concepts of dual
numbers, hyper-dual numbers, kinematics and dual transformations are mentioned and

the studies on these topics are mentioned.

In the second chapter, the basic definitions and theorems used in this thesis are
presented.

In the third chapter, with the help of hyper dual matrices and dual transformation,
motions in Euclidean space and Lorentz space are discussed. Axes that remain fixed

in both spaces are studied.

In the fourth chapter, kinematic applications of the motions given in the third chapter
with the help of hyper dual matrices in Euclidean space and Lorentz space are given.

The last chapter is organized as the conclusion and recommendations part of the thesis.

Keywords: Hyper Dual Number, Hyper Dual Matrix, Dual Transformation,
Lorentzian Space.

June, 2025; 38 pages



SIMGELER VE KISALTMALAR

a Dual Say1
a Hiper Dual Say1
D Dual Sayilar Kiimesi
D3 Dual Sayilar Halkas1 Uzerinde D-Modiil
E" n-boyutlu Oklid Uzay1

1 n-boyutlu Lorentz Uzay1
GL(n,R) Genel Lineer Grup
HD Hiper Dual Sayilar Kiimesi
HD3 Hiper Dual Vektorler Kiimesi
o(n) Ortogonal Matrislerin Kiimesi
S0(n) Ozel Ortogonal Matrislerin Kiimesi
SO(n—1,1) Ozel Semi-Ortogonal Matrislerin Kiimesi
SO(n) Ozel Hiper Dual Ortogonal Matrislerin Kiimesi
so(n) Hiper Dual Lie Cebiri

SO(n—1,1) Ozel Hiper Dual Semi-Ortogonal Matrislerin Kiimesi
so(n—1,1) Hiper Dual Lorentz Lie Cebiri
vV Reel Vektor Uzay1



1. GIRIS

Kinematik, hareketin geometrisini inceler ve temelde cisimlerin konum, hiz, ivme ve
zaman arasindaki iligkisini matematiksel anlamda tanimlar, ancak bu hareketi
olusturan kuvvetleri (dinamik) hesaba katmaz. Hareketin tanimi uzaym geometrik
yapisina baghdir. Bu nedenle kinematik, geometri ve matematigin hareketi
tanimlamak igin birlestigi bir alandir. Ozellikle, diferensiyel geometri, Lie gruplari,
dual sayilar ve kuaterniyonlar, robotik ve bilgisayar grafikleri gibi disiplinlerle i¢

icedir. Kinematigin temellerini Miiller, “’Kinematik Dersleri’’ isimli kitabinda

vermistir (Miiller, 1963).

Dual sayilar, 19. yiizyilda irlandali matematik¢i William Kingdon Clifford tarafindan
tanmitilmistir  (Clifford, 1873), daha sonra Eduard Study tarafindan geometrik
uygulamalarda kullanilmugtir. Cllifford” un tanimi kompleks sayilarla benzerlik
gosterirken , Study bu yapilar1 dual vektorler, dual uzaylar ve kinematik doniisiimlerle
iliskilendirmistir. Kompleks sayilara benzeyen ancak farkli cebirsel 6zellikleri olan
dual sayilari, Alman matematik¢i Eduard Study geometrik uygulamalarda kullanmistir
Study, 1901). Ayrica, dual sayilar, dual vektorler, dual uzay ile ilgili temel tanim ve
teoremler “Hareket Teorisi ve Kuaterniyonlar Teorisi” kitabinda Hacisalihoglu
tarafindan verilmistir (Hacisalihoglu, 1983). Matematikgiler, yillar icinde dual sayilari

Lie gruplar1 ve kinematik ¢alismalarinda da kullanmislardir.

Tirev hesaplamalarinda kompleks sayilarin kullanimi fayda saglamakta iken ikinci
tirev alindiginda problem yasanmaktadir. J.A. Fike hiper dual sayilar1 tanimlayarak
bu problemi ortadan kaldirmistir (Fike, 2009). Hiper dual sayilarin tiirev
hesaplamalarinda kullanilmasi ve gelistirilmesi, Fike ve Alonso (2011a,b) tarafindan
yapilan caligmalar ile saglanmistir (Fike ve Alonso, 2011a,b). Hiper dual sayilarin
kinematikte kullanimini ise Cohen ve Shoham caligmalarinda gostermislerdir (Cohen
ve Shoham, 2016; Cohen ve Shoham, 2017). Cil (2020) tezinde hiper dual sayilarin
temel yapilarini sistematik bi¢cimde ortaya koyarak, literatiirde eksik goriilen bazi
ozellikleri aciklamistir. Aslan (2021) ¢alismasinda, hiper dual sayilarin kinematikteki
yorumunu ‘dual dogrular’ iizerinde tanimlamis ve hiper dual birim vektorlerin
geometrik karsiliklarini incelemistir. Ramis ve Yayli (2022) Euler Rodrigues
formiiliinii hiper dual matrisler tizerine uygulamis; hiper dual antisimetrik matrisleri

tanimlayarak, bu doniisiimlerin determinant kosullarini altinda eksen ve agilarinin



belirlenmesini saglamiglardir. Bu c¢alismayla hiper dual doniisiimlerin ‘vida
dontigimii” seklinde yorumlanabilecegi ortaya konmustur. Yiica ve Yayli (2022)
caligmalarinda hiper dual ortogonal matrisleri kullanarak kati cisim hareketlerinin

eksenlerini incelemislerdir.

Hiper dual sayilar, kati1 cisim kinematigi ve genel hareketlerde 6nemli bir rol
oynar. Elemanlar1 hiper dual sayilar olan hiper dual ortogonal matrislere karsilik gelen
doniisiim, hem déonme hem de 6teleme hareketlerini igeren bir kat1 cisim hareketine
karsilik gelir. Bu sayede hiper dual matrisler, hem donme hareketi hem de 6teleme
hareketini ayni anda temsil etmek i¢in kullanilir. Hiper dual ortogonal matrisler,
ortogonal matrislerin hiper dual uzayda genisletilmis halidir. Robotik, uzay dinamigi
ve Dbilgisayar grafikleri, mekanik sistemlerde kinematik ve dinamik
modellenmesinde 6nemli avantajlar saglar. Bir robot kolunun hiz ve ivme analizinin,
hiper dual sayilar yardimiyla daha az hesaplama maliyetiyle yapilabilmesi, uygulama
alan1 bakimidan 6nem arz etmektedir. Uydu donme kinematigi veya robot kollarinin
hareket planlamasinda da hiper dual sayilar kullanilmaktadir. Hiper dual sayilar, kati

cisim kinematiginde kullanilan gii¢lii bir ara¢ olmaktadir (Cohen ve Shoham, 2016).

Oklid olmayan uzaylardan biri olan Lorentz uzayinda yapilan ¢alismalarin sayisi son
yillarda artmaktadir. Yapilan ¢aligmalar ve elde edilen sonuglar, uygulandiklari alanlar
cercevesinde dnem arz etmektedir. Bu tezin amaci, Oklid ve Lorentz uzaylarindaki
hareketler arasindaki iligkinin, hiper dual matrisler ve Dohi vd. (2010) tarafindan
tanimlanmis dual donlisim kullanilarak incelenmesi ve beraberinde kinematik
uygulamalarinin verilmesidir. Bu tez ¢alismasinda ele alinacak kavramlar ile ilgili
temel tanim ve teoremler, Hacisalihoglu (1983), Greub (1967) ve McCarthy (1990)
caligmalar1 temel alinarak verilecektir. Lopez (2014) ve O’neill (1983) tarafindan
yapilan caligmalar 15183inda da Lorentzian geometrideki temel kavramlara
deginilecektir. Yiica ve Yayli (2018) caligsmalarinda dual uzaylarda dual doniisiimlerin
kinematigini incelemislerdir. Bu ¢alisma, tezin hiper dual sayilar yardimiyla hiper dual
uzaylarda dual doniisiimlerin ve kinematik uygulamalar1 {izerinde c¢alisilan
boliimlerine 151k tutacaktir. Bu sayede, Oklid uzay1 ve Lorentz uzayimndaki kati cisim
hareketlerine karsilik getirilen hiper dual ortogonal matrisler ve hiper dual semi-

ortogonal matrisler birbirlerine karsilik getirilmis olacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde, tez c¢alismasinda kullanilacak temel kavramlar sunulacaktir. Bu
kavramlar, temel tanim ve teoremler dahilinde; dual uzay, hiper dual uzay, Oklid

uzay1, Lorentz uzay1 ve dual doniisiim alt bagliklar1 halinde verilecektir.

2.1 Dual Uzay

Dual sayilar, reel sayilar kiimesinin genellestirilmis bir bi¢imi olarak diisiiniilebilir.
Her dual say1 iki bilesenden olusur: reel kisim (a) ve dual kisim (a*). Reel kisim, klasik
reel sayilarin temsil ettigi degeri verirken; dual kisim, ¢cogunlukla diferansiyel bilgiler

veya sonsuz kiiclik (infinitesimal) nicelikler ile iligkilidir.

Tanmim 2.1.1 (Dual say1) V a, a* € R olmak ilizere @ = (a, a”) ikilisine siral ikili

denir. Bu sekilde tanimlanan sirali ikililerin R X R kiimesi D ile gosterilsin. D kiimesi
D ={(a,a")|Vaa" €R} (2.1)

ile gosterilir. D kiimesine dual sayilar sistemi, her bir (a,a*) € D elemanina da dual

say1 denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 2.1.2 Herhangi d,b € D olmak iizere & = (a,a”) b = (b,b") i¢in a = b,

a* = b* oluyorsa d ile b esittir denir ve @=b ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1983).

Dual sayilarda esitlik, hem reel bilesenin hem de dual bilesenin birebir ayni olmasi
kosuluna baghdir. Bu tanim, dual sayilarin cebirsel islemlerinde tutarlilig1 saglar ve

lineer cebirsel yapilarin dogru sekilde isleyebilmesi i¢in temel bir kuraldir.

Tamm 2.1.34 = (a,a*),b = (b,b") dual sayilarimin toplama ve ¢ikarma islemi,

+DXxD->D
a+b=(aa)+(hb?) = (a+ba +b") (2.2)
a—b=(aa)~(bb) = (a—b,a —b") (2.3)

ile tantmlanir (Hacisalihoglu, 1983).

Dual sayilarda toplama ve ¢ikarma iglemleri, reel ve dual bilesenler ayr1 ayr1 islenerek
yapilir. Bu yapi, dual sayilar kiimesinin lineer cebirsel bir yap1 olusturmasini saglar ve
reel sayilarin cebirsel 6zelliklerini korur. Boylece dual sayilar, tiirev ve infinitesimal

analizler gibi uygulamalarda matematiksel olarak tutarli bir bi¢imde kullanilabilir.



Teorem 2.1.1 A € R skaler ve @ = (a, a*) € D dual sayis1 i¢in A skalerinin @ dual

sayist ile carpma iglemi

Ad = A(a, a*) = (Aa, Aa*) (2.4)

(Hacisalihoglu, 1983).

Bu teorem, dual sayilarin skaler carpma ile uyumlu oldugunu gosterir. Hem reel kisim

a, hem de dual bilesen a* ayni skaler ile ¢arpilir, boylece lineerlik korunur.

Tamm 2.1.4 D XD - D i¢ islemi i¢in @ = (a,a*),b = (b,b*) dual sayilarinin

carpma islemi

a.b = (a,a").(b,b*) = (ab,a.b* + b.a*) (2.5)
seklinde tanimlidir (Hacisalihoglu, 1983).
Dual say1 ¢arpiminda reel bilesenler klasik carpma islemine tabi tutulurken, dual

bilesenler birbirleriyle etkilesir. Bu yapi, diferansiyasyon 6zelliklerini yansitarak tiirev

bilgisinin taginmasini saglar.

Tamm 2.1.5 4 = (a, a*) ve a # 0 olmak iizere b dual sayisinin @ dual sayisina bélme

islemi

b (bb*) b ab*-a‘b

=)o M .6

a (aa*) ‘a a?
bi¢iminde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.1.6 Bir @ = (a, a*) € D dual sayisinda “a” reel sayisina @ nin reel kismi,

[TPeL)

a*” reel sayisina @ nin dual kismi denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanimm 2.1.7 (1,0) = 1 dual sayisina D deki ¢carpma isleminin birim elemani veya D
deki reel birim denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.1.8 (0,1) dual sayisi kisaca € ile gosterilecektir. Yani (0,1) = & alinacak

ve dual birim olarak adlandirilacaktir. Dual sayilarda i¢ ¢carpim tanimi geregince,
s.e =¢%=(0,0) 2.7)

oldugu goriiliir (Hacisalihoglu, 1983).



Dual birim €, reel say1 bilesenine eklenen infinitesimal bir biiytikliigii temsil eder.
Kendisinin karesi sifir oldugundan, 2 = 0 6zelligi, dual sayilarin diferansiyel analiz
ve otomatik tiirev islemlerinde kullanisli olmasini saglar. Bu yap1, dual say1 sisteminin
temelini olusturur ve hiper dual sayilar ile yapilan cebirsel genisletmelerde kritik bir

rol oynar.

Teorem 2.1.2 @ = (a,a”) € D dual sayis1 @ = a + ea* seklinde yazilabilir. Yani

(a,a*) = a + ea” dir (Hacisalihoglu, 1983).

Bu teorem, dual sayilarin gosterimini sadelestirerek cebirsel islemleri kolaylastirir.
Sirali ikili bicimindeki (a,a") ifadesi, reel kismi1 a ve dual kismi1 a* olan bir yap1
olarak, &€ dual birimi kullanilarak tek satirlik bir formda yazilabildigini gosterir.
Boylece, dual sayilar tipki kompleks sayilar gibi tek terim seklinde temsil edilir; fakat
g2 = 0 ozelligi ile kompleks sayilardan ayrilir ve 6zellikle diferansiyel

hesaplamalarda avantaj saglar.

Tamm 2.1.9 Dual sayilar degismeli ve birlesimli bir halka olan D3 modiiliinii
olustururlar. D3, D-Modiil olarak da isimlendirilir.

D3 ={d =d+ea’|d, a’ € R3} (2.8)

d € D3 , dual vektor olarak adlandirilir (Veldkamp, 1976).
Teorem 2.1.3 d, a* € R® olmak iizere D-Modiil 'de her bir @ dual vektorii
Gd=d+ea’ (2.9)

seklinde yazilabilir (Hacisalihoglu, 1983).
Teorem 2.1.4 @ = d + a* = (d,a*) dual vektériiniin A € I skaleri ile carpimi

A8 = (Ad, Aa*) (2.10)
dir (Hacisalihoglu, 1983).
Bu teorem, D-Modiil” deki dual vektorlerin skaler ile ¢arpma isleminde lineerligin
korundugunu gosterir. Hem reel bilesen olan vektor d hem de dual bilesen vektorii

a* ayni skaler ile carpilir, boylece dual vektoriin yapisi bozulmadan 6l¢eklendirilmis

olur.

Teorem 2.1.5 & = (a, ?) ve b = (B, F) € D-Modiil dual vektdrlerinin i¢ garpimi

fD3x D3> D



seklinde bir doniisiimdiir ve
f(&b)=(db) = (@+ea’,b +eb*) = (@,b) + e[(@,b) + (@, b")]  (2.11)
olarak tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).

Bu teorem, dual vektorlerde i¢ ¢arpim isleminin nasil tanimlandigint ve klasik i¢
carpim kavraminin nasil genisletildigini ortaya koyar. Reel bilesenlerin i¢ ¢arpimi,
dual vektoriin reel kismini olustururken; capraz ¢arpimlarin toplami, dual birim ¢ ile
carpilarak dual kismi verir. Bdylece hem reel hem de dual bilesenler dikkate alinarak,

diferansiyel bilgiler de igeren zengin bir i¢ ¢arpim yapisi elde edilir.

Tamm 2.1.10 Bir & = d + ea* dual vektoriiniin normu

] = /(@8 = Ial +e 8320 (2.12)

ile tanimlidur. |é| =1ise (|a] =1 ve (3@, a’) =0 ise) a ya birim dual vektor denir
(Veldkamp, 1976).

Dual vektor normu, reel vektoriin normunu ve dual bilesenin reel vektorle olan ig
carpimini birlestirir. Béylece dual vektoriin biiytikliigii hem reel hem de infinitesimal
bilesenleri dikkate alir. Birim dual vektor kavrami, 6zellikle kinematik ve robotik
uygulamalarda, yon ve biiyiikliik bilgisinin dual bilesenlerle birlikte dogru bir sekilde
temsil edilmesini saglar. Bu yapi, lineer cebirsel islemler ve hiper dual analizlerde

temel bir aragtir.

2.2 Hiper Dual Uzay

Hiper dual sayilar, otomatik diferansiyasyon alaninda yayginlik kazanan cebirsel
yapilar olan dual sayilarin genisletilmesiyle, Ozellikle hesaplamali bilimler ve
miihendislik uygulamalarinda tiirev bazli iglemlerin hem daha hizli hem de daha

giivenilir bigimde gergeklestirilmesine olanak tanimaktadir (Fike ve Alonso, 2011a).

Tanmm 2.2.1 Hiper dual sayilar kiimesi,

HD = {d@ = ay + a,&; + ay&, + as&,&,| ag, aq,a,,az€ R} (2.13)

seklinde gosterilir. Burada &; ve &, dual birimlerdir. &; ve &, dual birimleri asagidaki

esitlikleri saglar.



e =¢2 = (g5)2=0, (2.14)
& #0,6 0,61 # & (2.15)
16, =& #0 (2.16)
(Fike ve Alonso, 2011a,b).

Ayni zamanda hiper dual sayilar, iki dual saymin toplami seklinde de ifade edilebilir.
Bird = ag + a,&; + a,&, + aze;&; hiper dual sayisi i¢in €; ve €, dual birimler olmak

lizere,

ELB = ao + a1€1, (217)
ﬁ; =da, + asé&q, (218)
G =a+ae, (2.19)

seklinde iki dual saymin toplami olarak ifade edilebilir.

Tamm 2.2.2 (Hiper Dual Sayillarda Toplama) Va = ay + a,&; + ay&, + aze;€;,
b = by + by&; + bye, + byej e, € HD iki hiper dual say1 olmak iizere, hiper dual

sayilarda toplama islemi,
d + B = (ao + bo) + (al + bl)gl + (az + bZ)SZ + (a3 + b3)€182 (220)
bi¢iminde tanimlanir (Fike ve Alonso, 2011a,b).

Hiper dual sayilarda toplama, her bilesenin kendi karsilig1 ile toplanmasi mantigina
dayanir. Reel bilesenler (ag, by) ve dual bilesenler aq, by, a,, by, as, bsayr1 ayri

toplanir. Bu iglem, hiper dual sayilarin cebirsel yapisini basit ve sistematik héle getirir.

Tamm 2.2.3 (iki Hiper Dual Sayimin Carpim) Vad = a, + a,&; + a,&, + az&,&,,
b = by + by&; + bye, + byeje, € HD iki hiper dual say1 olmak iizere, hiper dual

sayilarda ¢arpma iglemi,

da.b= (ag-bg) + (aghy + ay.by)e;, + (agh, + a,by)e, + (aghs + a;by + a,. by +
asbg)ei€; (2.21)



biciminde tanimlanir. Burada, €;€, = €,&; oldugundan hiper dual sayilarda ¢arpma

isleminin degisme 6zelligi vardir (Fike ve Alonso, 2011a,b).

Hiper dual sayilarin c¢arpimi, reel bilesenlerin ve dual bilesenlerin birbirleriyle
etkilesimini kapsar. ilk ii¢ terim, reel ve birinci dereceden dual bilesenlerin
carpimlarini igerirken; &, &, terimi, ¢apraz etkilesimleri gdsterir. Carpmanin degismeli
olmasi, hiper dual sayilarin cebirsel yapisini klasik say1 sistemlerine benzer sekilde

yonetebilmemizi saglar.

Tamm 2.2.4 (iki Hiper Dual Saymn Béliimil) Vd = a, + a,&; + ay&, + az&;&,,
b = by + by&; + bye, + byej e, € HD iki hiper dual say1 olmak iizere, hiper dual

sayilarda bolme islemi,

a3b02—a0b0b3—a1b0b2+2a0b1b2)

&+ ( e )e1&;  (2.22)

=% 4 (a1b0—2aob1)
bo bo

(azbo—agby)
bo?

S|

&+

bi¢iminde tanimlanir (Fike ve Alonso, 2011a,b).

Hiper dual sayilarin boliimii, her bilesenin hem reel hem de dual kisimlarimi
kapsayacak sekilde tanimlanir. Bolme islemi, & ve &, bilesenlerinin karsilikli

etkilesimlerini ve €, &, terimlerini dikkate alir.

Tamm 2.2.5 (Hiper Dual Saymnin Eslenigi) Va = ay + a,&; + a,&; + az&6; €

HD hiper dual sayisinin eslenigi,

QI

= ao — A& — A&y — a3€1€2 (223)

seklinde tanimli bir hiper dual sayidir (Fike ve Alonso, 2011a,b).

Bir hiper dual saymnin eslenigi, kompleks sayilarin eslenigine benzer bir mantikla
tanimlanir; reel kistm ayni kalirken tiim dual kisimlarin isareti degistirilir. Bu islem,
hiper dual sayilarin cebirsel 6zelliklerini incelemede ve ozellikle norm, inversini
bulma veya i¢ ¢carpim gibi iglemlerde kullanilir. Eglenik sayesinde hiper dual sayilarin

simetrik yapisi ve lineer cebirsel iligkileri daha kolay analiz edilebilir.

Tamm 2.2.6 (Bir Hiper Dual Sayinin Mutlak Degeri) Va = a, + a,&; + ay&, +

aze €, € HID hiper dual sayisinin mutlak degeri,



X,
|a|—|a0|+a1| £1+a2| |e32+(a3| )81£2= —x
)

seklinde tanimlanir.

Bir hiper dual saymin mutlak degeri, reel bilesenin biiyiikliigiinii alirken, dual
bilesenlerin isaretlerini ve oranlari koruyarak hesaplanir. Bu tanim, reel sayilarin
mutlak deger kavramini hiper dual sayilara genisletir ve norm hesaplamalarinda
kullanilir. Béylece hiper dual sayilarin hem reel biiyiikliigi hem de dual bilesenleri

dikkate alinarak cebirsel hesaplamalar yapilabilir.

Tamim 2.2.7 (Hiper Dual Sayilarin Inversi) Vd = a, + a,&; + a,&, + aze,&; €

HD, ay # 0i¢in bir hiper dual sayinin inversi

2a1a2

=———¢ sz +( —%)slsz (2.25)

seklindedir.

Bir hiper dual saymin inversinin var olmasi i¢in reel kisim ay’in sifir olmamasi

gerekir; aksi halde tersi tanimsiz olur. ifade, klasik ai reel sayilardaki ters formiiliind,
0

€1, € Ve 1€, bilesenleri i¢cin genisletir. Boylece hiper dual sayilarla yapilan cebirsel

islemlerde bélme islemi, bu invers formiilii kullanilarak gerceklestirilir.

Tamm 2.2.8 (Hiper Dual Saymin Karekokiil) Va = ag + a,&; + a,&, + aze.€, €

HD hiper dual sayisinin karekokii

Va = J—+2¢—€1 r +(%—4a -)e1e; (2.26)
seklinde tanimlanir.

Hiper dual sayilarin karekoki, reel bilesenin karekokiinii alirken, dual bilesenler &; ve
&, bilesenleri lineer olarak, €; ¢, bileseni ise cift etkilesim terimi ile hesaplanir. Bu
tanim, hiper dual sayilarla yapilan yiiksek mertebeden tiirev ve otomatik

diferansiyasyon uygulamalarinin hesaplarinda kullanilir (Fike ve Alonso, 2011a,b).



Tamim 2.2.9 (Hiper Dual Sayillarda Norm) Va = a, + a,&; + a,&, + az&,&; €

HD hiper dual sayisinin normu,

| d |=+ag?=lagl (2.27)
bi¢iminde tanimlanir (Fike ve Alonso, 2011a,b).

Bir hiper dual sayinin normu yalnizca reel bilesene (a,) baghdir; dual birimler norm
hesaplamasina katkida bulunmaz. Bu durum, hiper dual sayilarla yapilan
hesaplamalarda, biiyliklilk veya uzaklik Ol¢iimiiniin bilinen reel sayr normuna
indirgenmesini saglar. Boylece hiper dual sayilar, tiirev ve diferansiyasyon bilgilerini

tagirken, ayn1 zamanda norm ve mesafe acisindan basit bir yap1 sunar.

Tamim 2.2.10 (Hiper Dual Sayilarin ic Carpmm) Vad = ay + a,&; + ay&;, + az&1€,,
b = by + by&; + bye, + byeje, € HD iki hiper dual say1 olmak iizere, hiper dual

sayilarda i¢ ¢arpim islemi,

< CT,B > = al; = aobo + (albo - a0b1)€1 + (azbo - aobz)sz + (a3b0 - a0b3 -
a1b2 r— a2b1)£1£2 (228)

(Fike ve Alonso, 2011a,b).

Tamim 2.2.11 (Dual Dogru) & bir birim dual vektor ve P de D3 te bir dual nokta olsun.

O halde D3 te bir dogru

QL

d=P+t (2.29)

ile tanimlanabilir. Burada t parametresi bir dual sayi, @ birim dual vektdrii d nin

dogrultman vektorii ve P de d iizerinde bir dual noktadir (Aslan, 2021).

Bu tanim bize, klasik dogrularin dual say1 genellemesini sunar. Dual dogrular, hem
reel bilesenler hem de dual bilesenler lizerinden ifade edilir; bdylece dogrularin
konumu ve yonii lizerinde hem reel hem de infinitesimal degisiklikler tanimlanabilir.

Bu yap1, D- Modiil’ de dogrusal hareket ve parametrik ifadelerin incelenmesini saglar.
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Tamim 2.2.12 HD3 hiper dual vektdrlerin kiimesi asagidaki gibi tanimlanur:
HD? = {& = @ + @ye, + T3¢, + T36,%, |5, a5, @, Ge R} (2.30)

e HD3hiper dual vektdr olarak adlandirilir.

Hiper dual vektorlerin kiimesi, li¢ boyutlu vektér uzaymnin hiper dual sayilara
genellemesidir. Burada her bir vektor bileseni, reel bilesen ay ve dual bilesenler
a,,a,a; ile ifade edilir. Bu yapi, hiper dual sayilarin ¢ok boyutlu vektor
hesaplamalarina uygulanmasini saglar. Boylelikle hiper dual vektorler, reel vektorlerin

sagladig1 tiim geometrik ve cebirsel 6zellikleri, dual bilesenlerle genisletmis olur.

Tamm 2.2.13 (iki Hiper Dual Vektoriin Toplami) Vd = ag + ay&; + aye, +
G36.16,, b = bT) + Eﬁ + b_z)sz + 58132 € HD3 iki hiper dual vektdér olmak iizere,
hiper dual vektorlerde toplama islemi,

d+b=(ag+bo) + (@ +by)es + (@ +by)e;, + (@3 + by)eye,  (231)
biciminde tanimlanir (Aslan, 2021).

Hiper dual vektorlerde toplama islemi bilesen bazlidir ve reel vektorlerdeki toplama
kuralinin hiper dual yapidaki tiim bilesenlere ayr1 ayr1 uygulanmasi ile elde edilir. Bu

nedenle toplama islemi degisme ve birlesme 6zelliklerini korur.

Tamm 2.2.14 (iki Hiper Dual Vektoriin Carpimi) Va = ag + ay&; + ay¢, +
G3616,, b = bT) + bTel + Eez + Belez € HID3 iki hiper dual vektdér olmak iizere,
hiper dual vektdrlerde ¢arpma islemi,
a.b = (ag.by) + (@b + @rbo)e; + (b, + zbo)e, + (@obs + Azby + by +
a3bo)e; £ (2.32)

seklinde tanimlanir (Aslan, 2021).

2.3 Oklid Uzay1

Oklid uzayi, geometri ve analizin temel kavramlarindan olan, noktalar arasindaki
mesafe ve ac1 kavramlarinin tanimlanabildigi, genellikle {i¢ boyutlu olarak diisiiniilen
ancak matematikte n boyutlu olarak da ele almabilen bir yapidir. Oklid uzaymin
matematiksel tanim1 yapilirken 6ncelikle afin uzay kavrami tanimlanir. Afin uzaylar,
tizerinde dogrusal yapinin (vektor uzayi) tanimli oldugu, ancak mutlak bir baglangic

noktasi (orijin) segmenin zorunlu olmadigi yapilardir (Berger, 1987).

11



Tamim 2.3.1 (Afin uzay) U # @ bir kiime ve bir vektor uzay1 W olsun.
Y :UxU — W
(K,L) — ¢ (K,L)= KL (2.33)
doniistimii
i) VK,LLM € A icin KM = KL+ LM
ii) VK €U veyeW iginﬁ = ¥ olacak bi¢imde bir tek L € U noktas1 vardir.

Sartlar1 saglaniyor ise U kiimesine W ile birlestirilmis bir afin uzay denir.

Oklid geometrisinin cebirsel temsili olarak degerlendirilebilen tanimi asagidaki gibi

verilebilir.

Tamm 2.3.2 (Oklid uzay1) U bir reel afin uzay ve U ile birlesen vektor uzayr W

olsun. W de bir i¢ ¢arpim islemi olarak
Gy W XxXW - R

X=(X1, 0, Xp)

Y= (Y1 Yn) (239)

(x,y) — (x,y)=XL1xY; {

Oklid i¢ garpimi tanimlanirsa bu islemin yardimi ile U afin uzayma Oklid uzay1 denir

(Hacisalihoglu, 1983).

Oklid i¢ ¢arpimy, yalnizca vektérlerin biiyiikliiklerini dlgmekle kalmaz, ayn1 zamanda
aralarindaki aginin da tantmlanmasina olanak tanir. Boylece uzunluk, mesafe ve diklik
kavramlar1 matematiksel olarak ifade edilebilir. Afin uzaymm bu i¢ carpim ile
donatilmasi, geometri ile cebir arasinda giiclii bir bag kurar ve ilerleyen boliimlerde
ele alinacak doniisiim, donme hareketi ve kinematik uygulamalar i¢in temel bir yap1

olusturur (Axler, 1997).

Tamm 2.3.3 R iizerinde tanimlanan tiim n X n lik matrislerin kiimesi R]; olmak
tizere, R}, deki tiim regiiler matrislerin ¢arpma islemi ile olusturdugu gruba genel lineer

grup denir ve GL(n, R) ile gosterilir.
GL(n,R) ={A € R}| det(A) #0} (2.35)

(Hacisalihoglu, 1998).
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GL(n,R) kiimesinin tanimi, matrislerin gruplar altinda incelenmesini saglar ve
sonrasinda ortogonal gruplar (0(n)), 6zel ortogonal gruplar (SO (n)) ve Lie gruplari
kavramlarmin temelini olusturur. Genel lineer grup, hem teorik hem de uygulamali

matematikte, 6zellikle lineer doniisiimler i¢cin 6nemli bir yapidir.

Tanmim 2.3.4 GL(n,R)’ nin bir altgrubu olan O(n) kiimesi,
0(n) ={A € GL(,R) |A. AT =AT.A=1,} (2.36)

bigiminde tanimlanir.

O(n) in bir altgrubu olan ve detA = 1 6zelligini tasidigi i¢in yonlendirmeyi koruyan

S0 (n) grubu,
S0(n) ={A:A € 0(n),detA =1} (2.37)

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1998).

Oklid uzayinda reel sayilar {izerinde tanimli n X n lik ortogonal matrislerden olusan
S0(n) grubu, 6zel ortogonal grup anlamima gelir ve n boyutlu uzayda doénme
hareketlerini temsil eder. SO(n) yonlendirmeyi koruyan, uzunluklar1 ve agilar
koruyan lineer doniisiimleri ifade eder. Bu da kat1 cisim donme hareketlerine karsilik

gelir.

S0 (n) bir Lie grubudur. SO (n) in Lie cebiri so(n), antisimetrik matrisleri temsil eder.
S0(n) in elemanlar1 olan ortogonal matrisler, Cayley formiilii kullanilarak
antisimetrik matrisler yardimiyla da elde edilebilir. Donme hareketi yaptiran bir
ortogonal matrisin donme ekseni verildiginde, buna karsilik gelen antisimetrik matris

asagidaki gibi elde edilebilir.

Tamm 2.3.5 § = (s4,5,,53) vektoriine karsilik gelen 3 boyutlu Oklid uzayimnda bir

antisimetrik S matrisi asagidaki gibi ifade edilir:

0 —s3 s,
S = [ S3 0 —51] (2.38)
—S, S 0

(McCarthy, 1990).

S matrisinin bu sekilde ifade edilebilmesi, bir antisimetrik matris formunun 3 boyutlu
Oklid uzaymdaki donme hareketlerinin ve kat1 cisim hareketlerinin incelenmesinde

temel bir ara¢ olarak kullanilmasma fayda saglar. Ilerleyen boliimlerde Lorentz
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uzayinda ele alinacak Lorentzian antisimetrik matris tanimi ile karsilastirildiginda,

metrik yapiya bagl isaret farkliliklarinin ortaya ¢iktig1 goriilecektir.

Tanmm 2.3.6 S € so(n) ve A € SO(n) olmak iizere Cayley formiilii iki sekilde

asagidaki gibi verilir:

[S]=[A-TI][A+1]1 (2.39)

[A] = [T—S]7[I + S]. (2.40)

Cayley formiilii, 6zel ortogonal Lie cebirini ifade eden so(n) ve 6zel ortogonal grup
S50(n) in elemanlar1 olan bir antisimetrik matris ile ona karsilik gelen ortogonal matris
arasinda doniigiim iliskisi kurar. Denklem (2.39), ortogonal bir matristen antisimetrik
matrisin elde edilmesini; denklem (2.40) ise, antisimetrik matristen ortogonal matrisin

olusturulmasin1 saglar.

2.4. Lorentz Uzay1

Lorentz uzayi, fiziksel yasalarin degismezlik ilkesini geometrik bir dille ifade eden bir
yapt olarak, hareketin tanimimi Oklidyen uzaym kati gergevesinden ¢ikararak,
serbestce hareket eden cisimlerin dinamigini, metrigin yapisindan tiireyen bir
geometrik zorunluluk olarak yeniden tammlamistir. Dolayisiyla, Oklid uzayindan
farkli olarak, asagidaki gibi tanimlanan 6zel bir metrik kullanir (O’Neill, 1983; Lopez,
2014).

Tamim 2.4.1 Lorentz uzay1 E} = (R",(,)) metrik uzayidir, (,) metrigi ile sekilde

tanimlanir:
(w,v) =31 1w, —upvy, u= (U, e, Uy), V= (1, .., ), (2.41)
1 0 O
(u,v)=uT|0 1 0|v=uTGw. (2.42)
0 0 -1

(Lopez, 2014).

Tanmm 2.4.2 Verilen u € E3 vektorii igin /|{ u,u)| ifadesi u vektdriiniin normu
olarak adlandirilir ve |u| ile gosterilir. u vektoriiniin normu 1 ise bu vektore birim denir

(Lopez, 2014).

Lorentz uzayinda reel sayilar iizerinde tanimli n Xnlik semi-ortogonal

matrislerden olusan 6zel semi-ortogonal grubu SO(n — 1,1),
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SO(n—1,1) = {4 € GL(n, R)|ATGA = AGAT = G,detA =1}, (2.43)

seklinde tanimlanir. Burada [, ,n X n-lik birim matris ve G isaret matrisi,

G = [Inal _01] (2.44)

bigimindedir.
Ozel semi-ortogonal grubu SO(n — 1,1), EV de dénme hareketlerini temsil eder. Bu

hareketleri Lopez (2014) ¢alismasinda “boost” olarak isimlendirmistir. SO(n — 1,1)

in elemanlar1 yonlendirmeyi koruyan kati cisim donme hareketlerine karsilik gelir.

S0(n —1,1) bir Lie grubudur. SO(n — 1,1) in Lie cebiri so(n — 1,1), Lorentzian
antisimetrik matrisleri temsil eder. SO(n — 1,1) in elemanlar1 olan semi-ortogonal
matrisler, Cayley formiilii kullanilarak antisimetrik matrisler yardimiyla da elde
edilebilir. Lorentz uzaymmda déonme hareketi yaptiran bir semi-ortogonal matrisin
donme ekseni verildiginde, buna karsilik gelen antisimetrik matris asagidaki gibi elde
edilebilir.

Tanm 2.4.3 E3 de S, = (54, S, 53) vektoriine karsilik gelen 3 X 3 - liikk Lorentzian

antisimetrik S; matrisi asagidaki gibi verilir:
O _53 52
SL = [53 O _51] (245)
SZ _Sl 0
(Yiica ve Yayl, 2018).
2.5. Dual Doniisiim

Tanim 2.5.1 Oklid uzayinin ortogonal matris grubu SO (n) ve Lorentz uzayimin semi-

ortogonal matris grubu SO(n — 1,1) asagidaki gibi verilsin.
SO(n) = {A € GL(,R)|ATA = AAT =1, detA =1},  (2.46)
SO(m—1,1) = {A € GL(n, R)|ATGA = AGA” = G,detA =1}, (2.47)

A € 50(n) matrisi, a,, # 0 elemanini ayiracak sekilde,

B C
A= [D ann] (2.48)
seklinde yazilir. Dual doniigiimiin hipotezi olan a,, # 0 sartinin saglanmasi i¢in,
0, ={A€eS0(n);a,, #0}

O, ={A€S0(n—1,1);a,, # 0}
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olacak sekilde O, ve O, kiimeleri arasinda bir dual doniisiim agagidaki gibi tanimlanir:

f:01 -0,
fra o fa) =2 [amB DT C (2:49

(Dohi vd., 2010).

Dual déniisiim kavrami, Oklidyen ve Lorentzian uzaylar arasinda bir yap1 koruyucu
donlisiim inga etme amacini tasir. Burada SO(n) grubu, donme hareketlerini temsil
ederken, SO(n — 1,1) grubu Lorentzian anlamdaki donme hareketine karsilik gelen

doniisiimleri igcermektedir.

ann # 0 kosulu, dual doniisimiin taniminda kritik bir rol oynar; bu kosul
saglanmadiginda, doniisiim tanimsiz kalacaktir. Bu nedenle ©; ve O, kiimeleri,

sadece bu kosulu saglayan matrislerden olusacak sekilde belirlenmistir.

Formiilde goriildiigii izere, f doniisiimii, A matrisinin alt sag kdse elemani olan a,,;,’ye
bagl olarak dl¢ceklenmis bir matris ¢arpimidir. Burada B blogunun transpozu ve tersi
almmakta, C ve D bloklar1 ise uygun isaret ve konum degisiklikleriyle
yerlestirilmektedir. Bu yapi, doniisiimiin hem Oklidyen hem de Lorentzian grup

yapisini korumasini saglar.

Bu nedenle dual déniisiim, geometrik anlamda Oklidyen uzaydan Lorentzian uzaya
(veya tersi) belirli bir simetriyi ve metrik uyumlulugu koruyarak gecis yapilmasini
saglar.
Ispat: f doniisiimii,
f24) = f(f ()

=f(B)

=A

= f? =id. (2.50)

sagladigindan bir dual dontistimdiir.
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f? =id ifadesinin saglanmasi, f doniisiimiiniin ardisik iki kez uygulandiginda
baslangi¢c noktasina doniilmesi anlamina gelir. Bu 6zellik, cebirsel yapisi igerisinde
0zel olarak geometrik baglamda dual doniistim kavramina karsilik gelir. Dolayisiyla,

f doniigiimiiniin bir dual doniisiim oldugu ispatlanmis olur.

Ornek 2.1 A € SO(3) ortogonal matrisi asagidaki gibi verilsin.

1 1 17
V3 V2 Ve
AL L 1
V3 V2 Ve
1 4, _2

3 N

Ae S0(3) ortogonal matrisine f dual donilisiimii uygulanirsa, f (A)=B semi-ortogonal

matrisi asagidaki gibi elde edilir.

V3 V2 1]
2 2 2
g3 V2 1
2 2 2
V2 0 V6
) 2 |
f(A)=B € SO0(2,1) oldugunu gostermek i¢in,
BGBT = G,
1 0 0
esitligi saglanmalidir, burada G = [0 1 0 | isaret matrisidir.
0 0 -1
O halde,
V3 V2 1] V3 V3 V2]
2 2 2 10 o0 2 2 2
o= 22 o 1 0|l 2
2 2 2{lo o =1l] 2 2
V2 0 V6 1 1 6
L 2 24 2 2 2
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elde edilir.

Bu sayede, dual doniisiimiin Oklidyen bir dénme hareketinin (SO (3) kiimesinin bir
elemanini) Lorentzian bir donme hareketine (SO(2,1) kiimesinin bir elemanina) nasil

dontstiirdiigii gosterilmis olur.
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3. OKLIDYEN VE LORENTZIAN UZAYLARDA HiPER DUAL MATRISLER

3.1. Hiper Dual Matrisler

Kati cisim hareketleri, asagidaki 6zellikleri saglayan 3x3 liik hiper dual ortogonal

matrislerden olusan Lie grubu SO (3) iizerinde ¢alisilarak incelenir:
ATA = AAT=1, (3.1)
detA=1. (3.2)
Tiim hiper dual ortogonal matrislerden olusan kiime sdyle tanimlanir:
0(3) = {AeHD3 | ATA = AA"=1; }. (3.3)

Eger hiper dual ortogonal matris detA = 1 6zelligini sagliyorsa, o halde bu kiime bir
Lie grubu olur ve &zel hiper dual ortogonal grup olarak adlandirilir, SO(3) ile

gosterilir.

Oklid uzaymda SO(3) kiimesinin bir eleman: olan hiper dual ortogonal
matrise karsilik gelen donilisim, hem donme hem de 6teleme hareketlerini igeren
bir kat1 cisim hareketini temsil eder. Bu sayede hiper dual matrisler, hem donme
hareketi hem de 6teleme hareketini ayn1 anda ifade etmek icin kullanilir. Hiper dual
ortogonal matrisler, ortogonal matrislerin hiper dual uzaya genisletilmis halidir. O
halde R € 0(3) ve t oteleme olmak iizere, hiper dual ortogonal matrisler, bir P

noktasini
P'=RP+t 3.4

seklinde P’ noktasina doniistiiriir. Bu doniisiim, uzakliklar1 ve agilar1 koruyan bir

hareket oldugu icin kati cisim hareketi olarak adlandirilir.

Ayrica, SO(3) Lie grubuna bagh olarak Lie cebiri ve matrisler {izerinde parantez

islemiyle birlikte su sekilde elde edilir:

s6(3)={ReHD3 | T = —-0}. (3.5
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Bu cebir, hiper dual antisimetrik matrislerden olusur. s6(3) ve HD?3 arasinda

asagidaki izomorfizm elde edilir:

f:s0(3) > HD3

0 _§3 SZ
S:[

§3 0 _§1] —>f(5:) == 5: = (51, §2, §3) (36)
§2 _§1 O

Burada herhangi bir Ae HID? icin su ifade gecerlidir:
SA = AQLA. (3.7

Bir hiper dual doniisiim matrisi Re SO(3), hiper dual ac1 8 ve hiper dual birim eksen

13

5§ = (84, 85, 83) ile birlikte asagidaki gibi tanimlanir:

1—(1—cosB)(B5 +55) (1—cosh)35, —sinbs; (1 — cosb)3,5; + sinbs,
R=|(1—-cosB)3,3, +sinb5; 1—(1—cos®)(5>+53) (1— cosh)3,5; — sinbs,
(1 — cosB)3,5; — sinb5, (1 — cosh)3,3; + sinfs; 1 — (1 — cosB)(E] +53)

(3.8)
(Ramis vd., 2022).

3.2. Hiper Dual Matrisler ve Dual Doniisiim

Bu boliimde, dual déniisiim kullanilarak, Oklid uzaymda hiper dual ortogonal
matrislerden Lorentz uzayinda hiper dual semi-ortogonal matrisler elde edilecektir. Bu

sayede iki farkli uzaydaki hareketler birbirine karsilik getirilmis olacaktir.

Oklid uzayinda kullanilan hiper dual ortogonal matrislerin dual déniisiim araciligiyla
Lorentz uzayina taginmasi incelenecek ve elde edilen hiper dual semi-ortogonal

matrislerin, Lorentz metrik yapisina uygunlugu matematiksel olarak gosterilecektir.

Bu déniisiim siireci, yalmzca teorik bir esleme saglamanin tesinde, Oklid ve Lorentz
uzaylar1 arasindaki yapisal benzerlik ve farkliliklarin anlagilmasi agisindan da 6nem
tasimaktadir. Ayrica, kinematik uygulamalar baglaminda, bu eslestirme ydntemi
sayesinde iki uzayda taniml1 hareketlerin analizi ortak bir hiper dual cebirsel temelde

gerceklestirilebilecektir.
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Tanmm 3.2.1.n X n — lik hiper dual matrislerin iki kiimesi asagidaki gibidir.
SO(n) = {4 € GL(n, HD3})|ATA = AAT =I,,detA =1}, (3.9)
SO(n—1,n) = {4 € GL(n, HD})|ATGA = AGA" = G,detA =1}, (3.10)
burada I, ,n X n-lik birim matris ve G matrisi,

6= 2] (3.11)

bigimindedir.
A € SO(n) matrisi, Red,,,, # 0 elemanim ayiracak sekilde,
B )
seklinde yazilir. Dual doniisiimiin hipotezi olan Red,,, # 0 sartinin saglanmast i¢in,
S, = {A € SO(n); Redy,, # 0} (3.13)
S, ={A € S0(n—1,1); Red,, + 0} (3.14)
olacak sekilde S, ve S, kiimeleri arasinda bir dual doniisiim asagidaki gibi tanimlanir:

h: 61 - 62

hi A — h(4) = - [dnn(éjy ﬂ (3.15)

dnn —D

Ispat: Bu teoremi ispatlamak icin h(A)e 50(2,1) oldugunu gostermeliyiz. G isaret
matrisi ve B= h(/i) hiper dual semi-ortogonal matris olmak tizere,

BT =GB~'G (3.16)
saglanmalidir.

Esitligin her iki tarafi soldan BG ile carpilirsa,

BGB™=G (3.17)
elde edilir. O halde,
5 i1 Gy Qg3
A= |Gy Gy dp3 (3.18)
(31 Qzp dz3

A%~
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_ _ ) A, —dz1 di3
h(Ad)=B=— |-G, @G @; (3.19)
ass ~ ~
—dz; —asp 1

olmak tizere (3.17) kullanilarak,

1 azz —dyq d13][1 0 0] 1 [azz —dy; _a31]

BGBT =C~l_ —aqy a11 fi23 0 1 0 |=— —C~l21 dll —dgzy
33|—dy; —dsz; 110 0 —1133la,;  ay 1
1 0 O
=lo 1 ol=¢ (3.20)
0 0 -1

elde edilir ve h bir dual doniisiimdiir (Yiica ve Yayli, 2022).

(3.8) deki R matrisine h dual doniisiimii uygulanirsa, h(ﬁ) = R, matrisi asagidaki gibi
elde edilir.

[ 1—(1—cosB)Fr+52)  —(1— cos)s,5, —sinb5; (1 — cosb)3,5; + sinbs,]
1—-(1—cosB)2+5) 1—-(1—-cos®)(F+55) 1—(1-cosh)(F +52)

—(1 — c0s0)5,5, + sinb35; 1 —(1—cosd)55+55) (11— cosh)s,5; — sinbs,

R, = 2 2 2, 2 PN
1—(1—cosO)(s]+5s3) 1—(1—cosO)(s]+53) 1—(1—cosO)(s]+53)
—(1 — cos)3,5; + sinf5, —(1— cosB)5,5; — sinfs, 1
[ 1-(1—cosB)(3>+55) 1-(1—cosH)(r+5) 1—(1—cos®)(Er+55)]
(3.21)

R, € $0(2,1) matrisi, hiper dual semi-ortogonal matristir.
Sonug 3.1. Bir & hiper dual sayisinin,
a= (aO + €1a1) + &y (az + €1a3) (322)

biciminde ifade edilebildiginden, (3.22) kullanilarak, daha oOnce yapilan dual

dontistimler tizerindeki caligmalar elde edilebilir.

Eger a, + £;a; = 0 alinirsa, dual uzaylarda dual doniisiim tanimlarina ulasilir (Yiica
ve Yayli, 2018). Ote yandan, aym anda (a, + £,a,)=0 ve a, + ga; = 0 alinirsa,
Dohi vd. (2010) calismalarinda tanimlanan dual doniisiimlere ulasilabilir. Baska bir
deyisle, Yiica ve Yayli (2022) calismalarinda hiper dual sayilar yardimiyla dual

dontisiimlerin bir genellemesini vermislerdir.

Asagidaki teorem ile Oklid uzayindaki hiper dual ortogonal matrislerin ekseni ile

Lorentz uzayinda elde edilen hiper dual semi-ortogonal matrislerin eksenleri birbirine
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karsilik getirilecektir. Bu sayede hiper dual uzaylarda tanimlanan dual doniisiimiin
eksenleri sabit biraktig1 gosterilecektir.
Teorem 3.1. h dual dontistimii asagidaki gibi verilsin.
h: SO(3) - S0(2,1)
A — h(d) =B
A nin dual ekseni ile B nin dual ekseni, dual doniisiim altinda degismez veya paralel

kalir.

Ispat. A € SO olmak iizere,

_ aj; Gy Qg3
A= |Gz1 Gz Ap3 (3.23)
az1 43z dzs
A — AT ile A nin dual ekseni hesaplanir (Ramis ve Yayli, 2010)
d;; Gz Qg3 Gy; dp1 Qs
- |~ = ~ =
A — A" = |Gy Gy Q3| — |01z Gz A3
(3 Q3p ds3 Gi3 Q3 sz
0 A1 —0y1 Gy3 — a3
= |Adz1 — Q12 0 a3 — Az (3.24)
ld31 — A13 A3z — A3 0
Dual ekseninin hiper dual dogrultman vektorii X, (3.24) den,
= ~ ~ ~ ~ ~ ~
X = (G3p — Op3, 043 — Q31,01 — A7) (3.25)
biciminde elde edilir. O halde AX = X esitligini,
. a;; Gy a 3y — Qy3
AX = |Qy1 Ay i3 — d3q
A3y Qgzp dgzllay, —ayg,
532 — dy3
(i3 — a3
Gz — Qg2
=
=X (3.26)

biciminde saglar.

Bunun i¢in dncelikle h(A) = B € S0(2,1) nin donme ekseni bulunmalidir.
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Az —0z1 013
h(A) =B = |-ay an i3 (3.27)
_a31 - 1
olmak iizere, B — B~ matrisi ile B nin dénme ekseni hesaplanir.
~ ~ ) dz; —0y dag
B~ = EBT = a_ _a21 dll d32 (328)
33 ~
=013 —03 1
o ) 0 =01 +ay2 Q13— 03
B - B_1 = (i_ _dlz + 6~121 0 6~123 - d32 (329)
33 ~ ~ ~ ~
—dz; t+ a3 —azpy +dz3 0

E3de, dénme ekseninin dogrultman vektorii, denklem (2.45) yardimiyla, 321 asagidaki

gibidir yazilir:
2 il _ Ny _
y = 5_33(“32 — {3,413 — O31, 021 — G12) (3.30)
Boylelikle,
=2 1 2
y =% (3.31)
ass
oldugu goriiliir.
sp{x} = sp{y } (332)

oldugundan, A ve B nin dual eksenleri paraleldir (Yiica ve Yayli, 2022).

Ornek 3.1. A € SO olmak iizere asagidaki gibi verilsin:

0 25182 -1 281 + &
1 25182 &

A= .
—& 281 + & _28182 + 1

A hiper dual ortogonal matrisinin dual eksenini bulmak igin,

0 28182 -1 281 + &y 0 1 —&y
A - AT - 1 28182 82 28182 - 1 28182 281 + 82
_82 281 + 82 _28182 + 1 281 + 82 82 _26182 + 1
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0 26180 — 2 28+ 2¢
—2&16, + 2 0 —2¢&
—2& — 2¢&, 2¢&q 0

b

antisimetrik matrisi elde edilir.
Buradan § = (&1,&1 + &3, 1 — g1&,) hiper dual eksenine ulagilir.

A € S0(3) ortogonal matrisine h dual doniisiimii uygulanarak h(A)=B hiper dual

semi-ortogonal matrisi elde edilir.

1 2¢€,8, -1 2e1 + &,
E - _28182 + 1 0 82
—2&8& +1 £ 26, — &, 1

h(A) € SO(2,1) oldugu asagidaki sekilde gosterilebilir:

2818 Cal 281t+&;, 2818, 1 &y
[ 2818,+1 —2&1&,+1 —281£2+1—| [—251€2+1 —2€1€2+1]
~ o~ -1 —2&1—8&
BGBT=| 1 0 0 281
| —2€1£2+1| 0 1 0 —2&1&,+1 —2&1&,+1
l —2&81—& J 0 -1 281t+&; & 1
€1£2+1 —2&18,+1 —2&18,+1 —2&1&,+1 —2&1&,+1 —2&1&,+1

1 0 O
=10 1 0]|=¢G.

0 0 -1

B hiper dual semi-ortogonal matrisinin dual ekseni, B — B~! yardimiyla asagidaki
gibi hesaplanir:

0 -2 + 28182 281 + 282
E - E_l =12 — 25182 0 _281
251 + 282 _281 0

Buradan hiper dual eksenin §= (€1,&1 + €3, 1 — £1&,) hiper dual ekseni elde edilir.

Oklid ve Lorentz uzaylarinda birbirlerine karsilik getirilen bu eksenlerin AS = § ve

BS = S yi sagladiklar1 asagidaki gibi gosterilir:

V)Zl
(/JN

A
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0 28152 -1 281 + & &1 &1
= [ 1 2¢,8, & gte|=[ate
—& 281 + & _28182 + 1 1 - 8182 1 - 8182
ve B§=3
1 28152 -1 281 + & &1 &1
i p——t 286 +1 0 & te|=|ate
—caie & —2& — & 1 1-¢&¢ 1-¢6

Dolayisiyla, A ve B nin ayn1 dual eksene sahip oldugu gosterilmis olur.
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4. HIPER DUAL MATRISLERIN KINEMATIK UYGULAMALARI

Hiper dual matrisler, kat1 cisim hareketlerinin kinematik uygulamalarinda sadece bir
hesaplama aract olarak degil, hareketin geometrik yapisini olusturan bir model olarak
diisiiniilebilir. Reel ya da dual sayr sistemleri ile ifade edilen kati hareketler
cismin nerede oldugunu gosterirken, hiper dual sayilar yardimiyla ifade edilen
hareketlerde cismin ayni zamanda nasil oraya geldigini ve su an nereye dogru
gittigini gosterir. Bu 0zelligi ile hiper dual sayilar, kinematik problemler igin

vazgecilmez bir teorik ve pratik bir ara¢ haline gelir (Fike ve Alonso, 2011a,b).

Oklid uzayinda, hiper dual sayilar yardimiyla yapilan kinematik hareketler, mutlak
bir uzayda serbestce donen ve otelenen bir cismin kinematigidir. Hiper dual matrisler,
bu hareketin anlik vida eksenini ve onun geometrik etkilerini ifade etmek icin
kullanilir. Yani Oklid uzayinda hiper dual sayilar ile hareket eden cismin iizerindeki
herhangi bir noktanin hiz ve ivmesi ifade edilir. Lorentz uzayinda ise hiper dual sayilar
bir cismin anlik hizi, ivmesi veya vida ekseni gibi kinematik 6zelliklerini hesaplarken,
bu hareketin uzayin temel metrigini otomatik olarak ve dogal bir sekilde korumasini
garanti etmesidir. Bu yontem, kinematigi, metrik yapiyla uyumlu bir sekilde modeller
(Wang ve Yu, 2021; Fike ve Alonso, 2011a,b).

Bu béliimde, Oklidyen ve Lorentzian uzaylardaki kat: cisim hareketleri, bu anlamdaki
giiclii araclar olan hiper dual matrisler kullanilarak verilecektir. Uciincii béliimde
verilen tanim ve teoremler yardimiyla hiper dual matrislerin yaptirdig1 kati cisim

hareketleri Oklid uzay1 ve Lorentz uzayinda birbirine karsilik getirilecektir.

Oncelikle bir hiper dual eksen verildiginde, buna karsilik getirilen kati cisim
hareketlerinin hem Oklidyen hem de Lorentzian uzayda incelendigi bir kinematik

uygulama asagidaki gibi verilecektir.

Ornek.4.1. Bir § = (g1 — &5,6162,1 + £,&,) hiper dual ekseni i¢in S antisimetrik

matrisi Denklem (2.38) kullanilarak asagidaki gibi verilsin.

0 -1 —¢&¢& £1&
S=1+¢&¢ 0 —&1t&;
—&1& & — & 0

Asagida verilen Cayley déniisiimiinii kullanarak A ortogonal matrisini elde edelim.

A=[1-8]"[1+9]
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—2&¢& +1 —&&—1 & — & T &8

2 2 2
1 -1 —¢ge¢ £1€
. g8 +1 1 —& +& + &8 172 12
A= 1%2 — 1 2 172 1+ £1& 1 —81+€2
2 2 2 —&1&y & — & 1
E1— & — &8 & — & t &8 28165+ 2
2 2 2
—2&1&; —&& -1 &1—& t &5
- 8182 + 1 0 _€1+82 + 8182
E1—&) — &1&y &~ & t &8 26165+ 1

A e SO(3) ortogonal matrisi elde edilir. h dual déniisiim fonksiyonu yardimiyla

h(A) = B matrisi su sekilde hesaplanr:

i —&& —1 &1—& + &85
0 2616, + 1 26165+ 1
- g&+1 —2&1& —&1t& + &8
B 2616+ 1 26165+ 1 26165+ 1
—&te, &8 —&t& — &8 1
L 256+ 1 2816, + 1 2816, + 1

h(A) € SO(2,1) oldugu, yani B matrisinin semi-ortogonalligini, G isaret matrisi ve
BT =GB™'G

esitligi kullanlarak gosterilebilir. Eger esitligin her iki yan1 soldan BG ile carpilirsa,

BGBT =G
elde edilir. Gergekten de,
[t 0 o0
BGB™=[0 1 0
0 0 -1

seklinde hesaplanmis olur.

Oklid uzayindaki hareket matrisi A ve Lorentz uzayindaki B matrisi elde edildigine

gore, her iki matrisin de farkli uzaylarda ayni ekseni sabit biraktig1

Ly

128

A
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ve

%125
Il
%125

B

esitlikleri ile asagidaki sekilde saglanir.

_28182 _8182 - 1 81_82 + 8182 81 - 82
-~
AS = &1&, +1 0 —81+€2 + &1&, &1&
81_82 - 8182 81_82 + 8182 28182 + 1 1 + <c—‘1‘92
€17 &
= &1&2 =3
1+ ¢,
[ 0 —&1& — 1 E1—& + &1&2 1
2816, + 1 2816, + 1 e _ g
. g8, +1 —2&,&, —gte + || T 2
BS = —— S 1€
2616+ 1 26165+ 1 26165+ 1 1+ ¢,
_€1+82 + 8182 _€1+€2 — 8182 1
| 256, + 1 2616, + 1 2616+ 1
€17 &
= &1&2 =3
1+ ¢,

Bu ornekte, verilen hiper dual eksenin dogrultman vektoriine karsilik gelen
antisimetrik ~ $ matrisi tammlanmis ve Cayley formiilii uygulanarak A ortogonal
matrisi elde edilmistir. A matrisi kullamlarak, h dual doniisiim fonksiyonu yardimiyla
semi-ortogonal B matrisi elde edilmis ve bu B matrisinin SO(2,1) grubuna ait oldugu

gosterilmistir. Boylelikle her iki uzaydaki kat1 cisim hareketinin, A5=3 veB§=

(%125

esitlikleri de saglanarak, bu hareketlere karsilik getirilen matrislerin eksenlerinin

dogrultman vektorlerini sabit biraktig1 gosterilmistir.

Her iki uzayda verilen kati cisim hareketinin ekseninin sabit kaldig1 gosterilen bu
ornekten sonra, hiper dual sayilarin bir parametre ile verilmesi durumundaki hareketler

asagidaki 6rnek yardimiyla incelenecektir.
Ornek 4.2. Hiper dual ac1 8 olmak iizere, H € SO(3) hiper dual ortogonal matrisi,

hip =1—(1—cosO)((1+ &,6)% + (—2¢&; + £)?)
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hiy = (1 —cosf) (g + &) (1 + g.&;) — sinB(—2¢; + &)
hiz = (1 — cos0) (&g + &) (—2¢; + &) + sinf(1 + &,&;)
hyy = (1 — cosB) (1 + &) (1 + €16, + sinf(—2¢; + &)
hyy =1 — (1= cosO)((g1 + &,)% + (—2¢&; + £,)?)
hos = (1 —cosO)(1 + e,6,)(—2¢; + &) — sinf (g, + &)
hsy = (1= cos0)(ey + &) (=28, + &) — sinf(1 + &,&;)
hsy = (1 —cosO)(1 + &16,)(—2¢; + &) + sinb(e; + &)
hays =1 — (1 —cosf)(e; +&)% + (1 + £,6,)?
bilesenleri olmak iizere asagidaki gibi verilsin:
5 f:l11 hiz f:l13
A= o o o
hs1  hsz  hss

h dual doniisiimii kullanilarak, h(ﬁ) = H, € SO0(2,1) hiper dual semi-ortogonal

matrisi,

E _ 1 - (1 - COSg)((Sl + 62)2 + (_281 + 82)2)
MU 1 — (1= cosB) (e, + €)% + (1 + ,6,)?

- —(1-cosB)(e; + &)1 + &16;) — sinf(—2¢; + &)
tz 1—(1—cosB)(g +&)2+ (1 +¢¢,)2

P (1 —cosf) (& + &,)(—2¢; + &) + sinb(1 + &.¢,)
M 1—(1—cosO)(g +&)%+ (1 +¢¢,)2

P —(1 —cosB) (&1 + &) (1 + £1&,) + sinb(—2¢; + &)
t2t = 1—(1—cosO)(g +&)2+ (1+¢¢,)?
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- 1—=(1=cosO)((1+e6)* + (=2¢ + &)?)
P22 1 — (1 —cosO) (& + £2)% + (1 + £,6,)?

= (1—cosB)(1 + &18,)(—2&;, + &) — sinf(e; + &)

ks 1—(1—cosB)(g + )%+ (1 +¢.&,)?
P —(1—cos8) (g, + £3)(—2e; + &) + sind(1 + &,5)
B3t 1—(1—cosB)(g + )%+ (1 +¢.&,)?
- —(1=cosB)(A + &1¢,) — sinf(e; + &)
B2 71 — (1 = cosh) (e + €)2 + (1 + &,6,)?
- 1
hiss =

1—(1—cosB)(g +&)2+ (1 + g¢,)2

bilesenleri olmak tizere asagidaki gibi verilsin:

_ }:lLll }:lle EL13
Hy = |hpp1 hyp hias |-

hL31 hL32 hL33

G isaret matrisi ve h(ﬁ ) = H, hiper dual semi-ortogonal matris olmak iizere,

. oo
HGH, =0 1 0|=¢G
0 0 -1

saglandigindan, H, € SO(2,1) oldugu goriiliir. Dolayistyla H; nin hiper dual semi-
ortogonal matris oldugu gdosterilmis olur.

Simdi H hiper dual ortogonal matrisine karsilik gelen ekseni bulalim:

0 sin(—2¢&; +&,) 2sinB(1+ &&,)
H—-HT = |-2sinf(—2¢, + &) 0 —2sinf(g; + &)
—2sinf(1 + ;&) 2sinf (g, + &) 0

matrisi kullanilarak, dual birim eksen
= (&1 + &5, 1+ €165, =261 + &)

olarak elde edilir.
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Ve

oldugu goriiliir.

Dolayistyla, Oklid uzaymdaki hiper dual ortogonal matris H ve Lorentz uzaymdaki
hiper dual semi-ortogonal matris H, nin aym dual eksene sahip oldugu gosterilmis

olur.

Kinematik anlamda, bir parametre ile verilen reel degerli bir matrise karsilik gelen
hareket sadece konum faktoriinii ele alirken, dual sayilarla yazilan bir matrise karsilik
getirilen hareket, dual bilesen yardimiyla konum ile birlikte hiz kavramini da ele alir.
Bir hiper dual matris bir parametre eklenerek yazildiginda ise, konum ve hiza ek olarak
ivme kavramini da beraberinde getirir. Boylelikle bir kat1 cisim hareketinin kinematik
anlamdaki profili tek bir cat1 altinda verilmis olur. Yani, olusturulan bir parametreli
hiper dual donme matrisi artik sadece donme hareketini degil, ayn1 zamanda donme
hizin1 ve donme ivmesini de vermis olur. Bu ¢alismada hiper dual sayilar ile ilgili
verilen temel kavramlarda bahsedilen, hiper dual sayilarin gii¢lii yoniinii olusturan
diferansiyasyon aslinda buradaki hiz ve ivme kavramlari i¢in anlam kazanmaktadir.
Fike ve Alonso (2011a,b) ¢calismalarinda alt1 ¢izilen tiirev hesaplamalarindaki kolaylik
ifadesi, kinematik anlamda bu sekilde verilebilir. Bu durumun Oklid ve Lorentz
uzaylarinda ele alinarak hareket eksenlerinin birbirlerine karsilik getirilmesi de bu

ornekle saglanmis olur.

Son bir uygulama olarak, Oklid uzayinda verilen bir hiper dual ortogonal matris ve
Cayley formiiliiniin denklem (2.39) daki kismi kullanilarak, Oklid ve Lorentz
uzaylarindaki kati1 cisim hareketlerinin eksenlerinin birbirlerine karsilik getirilmesine

ornek verilecektir.

32



Ornek 4.3. Bir 4 hiper dual ortogonal matrisi asagidaki gibi verilsin.

2V3e, ¢, 2618, — 1 (e +e)V3 + & — &
A = 28182 + 1 _2\/§€182 (81 - 82)\/§ - 81 - 82
(82 - 81)\/§ + 81 + 82 (82 + 51)\/§ + 81 - 82 1

Oncelikle A matrisinin hiper dual ortogonal oldugunun saglamasi asagidaki gibi

yapilir:
1 0 0
0 1 0|=1

0 0 1

AAT=

oldugundan A € SO(3) olur. Denklem (2.39) daki Cayley formulii,

[$]=[A—-1[A+1"

kullanilarak,
0 _1 \/581 - 82
S~ = 1 0 —& — \/§€2
\/§£1 +e& &+ \/§£2 0

S antisimetrik matrisi elde edilir. Bu sayede, A hiper dual ortogonal matrisine karsilik

gelen hareketin ekseni:

§ = (81 + \/582, \/§€1 — &y, 1)
olarak hesaplanir.

h dual déniisiim ile A hiper dual ortogonal matrisinden h(A) = B hiper dual semi-

ortogonal matrisi asagidaki gibi elde edilir:

—2V3¢,¢, 288, — 1 (g1 +&)V3—¢ — &,
B = —2&&8+1 2V3¢, ¢, (e, —)V3—g — &
_(82 - 81)\/§ - 81 - 82 _(81 + 82)\/§ - 81 - 82 1
Ayrica,
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oldugundan B € S0(2,1) dir.
Oklid ve Lorentz uzaylarinda ayn1 ekseni sabit biraktiklar:

&+ \/§£2 &+ \/§£2

AlVEe, — | = |V3e, — 5| =
1 1

wy

veE

£1+\/§£2 81+\/§£2
B \3e —e,| = |V3ey — 65| =

Wy

esitlikleri ile saglanir.

Kinematik uygulamalardan da goriildiigii iizere, Oklidyen ve Lorentzian uzaylarda
hiper dual matrisler yardimiyla Oklid uzayindaki hiper dual ortogonal matris A ve
Lorentz uzayindaki hiper dual semi-ortogonal matris B nin ayn1 dual eksene sahiptir.
Diger bir ifade ile, hiper dual uzaylarda tanimlanan dual doniisiimiin eksenleri sabit
biraktig1 gosterilmistir. iki farkli uzay olmalarina ragmen, birbirlerine karsilik getirilen
kat1 cisim hareketlerinin eksenlerinin ayn1 ya da paralel kalmas1 kinematik anlamda

Onem arz etmektedir.

Ayrica daha 6nce de bahsedildigi {lizere, bir @ hiper dual sayis1 ayn1 zamanda, a =
(ap + €1a4) + &2(a, + €a3) bigiminde de ifade edilebildiginden, daha dnce yapilan
dual doniisiimler iizerindeki ¢alismalar da bu ifade ¢er¢evesinde elde edilebilir. Yani,
eger a, + £;a; = 0 alinirsa, dual uzaylarda dual doniisiim tanimlarina ulasilir. Ote
yandan, aynm1 anda (a, + €,a,)=0 ve a, + ;a3 = 0 alinirsa, reel uzaylarda dual
dontigsiimlere ulasilabilir. Baska bir ifade ile, hiper dual sayilar yardimiyla dual
dontigiimlerin bir genellemesi yapilmis olur. Tezin bu boéliimiinde verilen kinematik
uygulamalar yardimiyla dual doniistimler ile ilgili 6nceki yapilan caligmalar
desteklenerek hiper dual uzaylarda kati cisim hareketleri geometrik olarak

yorumlanmugtir.
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5.SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, hiper dual sayilar yardimiyla hiper dual uzaylarda dual
doniisiimler iizerinde calisilmistir. Bu sayede, Oklid uzay1 ve Lorentz uzayindaki
hareketlere karsilik gelen hiper dual ortogonal matrisler ve hiper dual semi-ortogonal
matrisler birbirlerine karsilik getirilmistir. Calismanin temel amaci, hiper dual cebirin
sagladig1 genisletilmis say1 sistemi araciligiyla, farkli uzay tiirlerinde tanimh
hareketlerin matematiksel olarak karsilastirilabilir ve doniistiiriilebilir bir ¢ergevede

ele alinmasini saglamak olmustur.

Tez kapsaminda, elde edilen kuramsal sonuglarin somutlastirilmasi amaciyla ¢esitli
kinematik uygulamalara yer verilmistir. Bu uygulamalar, hem tezde sunulan tanim,
Onerme ve teoremlerin daha iyi anlasilmasini hem de hiper dual cebirin miithendislik

ve fizik problemlerindeki potansiyel kullanim alanlarinin gériilmesini saglamistir.

Bu tez ¢aligmasinda kullanilan hiper dual matrisler ve dual doniigiim yontemlerinin,
kuaterniyon cebiri ile birlikte kullanilmasi hélinde, daha yiiksek boyutlu hareketlerin
ve doniistimlerin incelenebilecegi ongdriilmektedir. Boyle bir yaklasim, ozellikle ii¢
boyutlu uzayin 6tesindeki donme hareketi ve doniisiim problemlerinde yeni arastirma

olanaklar1 sunabilir.
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