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YUKSEK LiSANS TEZIi

HIiPER-FiBONACCI SAYILARININ MAKSIMUM VE MINIMUM
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Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Do¢. Dr. Mustafa BAHSI

OZET

Bu calismada, elemanlar1 6zel olarak secilmis bazi maksimum veya minimum
elemanlt matrislerin determinantlarini, terslerini ve Hadamard terslerini hesapladik.
Inceledigimiz matrislerin elemanlar1 genellestirilmis Fibonacci sayilar1 olan hiper-
Fibonacci sayilarindan olusmustur.

Bu c¢alisma bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde; amag¢ ve problem
tamtilmistir. Ikinci boliimde; probleme ait literatiir verilmistir. Ugiincii boliimde;
calismamiz ile ilgili bazi temel kavramlar ve teoremler verilmistir. Dordiincii
boliimde; maksimumlu veya minimumlu matrislerin determinantlari, tersleri ve
Hadamard tersleri hesaplanmistir. Ayrica, bu boliimde elde edilen sonuglarla ilgili
sayisal ornekler verilmistir. Besinci boliimde ise; sonug ve Oneriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Ters, Karakteristik polinom, Determinant, Maksimum ve
minimum elemanli matrisler.
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APPLICATIONS OF THE HYPER-FIBONACCI NUMBERS IN MATRICES
WITH MAXIMUM AND MINIMUM ELEMENTS
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ABSTRACT

In this study, we have computed the determinants, inverses and Hadamard inverses
of the matrices with maximum or minimum elements. The elements of the matrices
which we have been examined have been consisted of hyper fibonacci numbers
which are the generalized fibonacci numbers.

This study consists of five sections. In the first section; the purpose and the problem
have been introduced. In the second section; it has been given literatiire on problem.
In the third section; some basic concepts and theorems related to our study have been
given. In the fourth section; the determinants, inverses and Hadamard inverses of the
matrices with maximum or minimum elements have been computed. Also, we have
given numerical examples related to obtained results. In the fifht section; conclusions
and suggestions were given.

Keywords: Inverse,  Characteristic polynomial, Determinant, Matrices with
maximum and minimum element.

May, 2019; 47 pages
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1. GIRIS

Insanoglu varolusundan bu yana cevresinde olup bitenleri anlamaya ugrasmaktadir.
Bu ugras sonucunda matematik bilimi ortaya ¢ikip gelismistir. Matematigin alfabesi
olan sayilar, insanoglunun zihninde var olan matematiksel diisiincenin ortaya
cikartilmasinda ve dogadaki ¢okluklarin sembollestirilmesinde insanogluna yardimei
olan ilk unsurlardan biridir. Tarihin seyri i¢erisinde sayilara olan ilgi artmis ve bir¢ok
ozel say1 dizisi kesfedilmistir. Bunlardan birini 1200’ lii yillarda italyan matematikci
Leonardo Fibonacci, “Ergin bir tavsan ciftinin (biri erkek biri disi) her ay yeni bir
yavru ¢ift (biri erkek biri disi) meydana getirdikleri ve yeni dogan bir tavsanin bir
ayda erginlestigi, tavsan oliimlerinin olmadig1 kuralina gore ¢ogalan ve baslangigta
bir ¢ift (biri erkek biri disi) yavru tavsanin bulundugu bir tavsan niifusu belli bir ay
sonra ne olur?” problemi {izerinde ¢alisirken kesfetmistir. Buna gore, herhangi bir
aydaki tavsan niifusu, o aydan onceki iki aydaki tavsan niifuslarinin toplami seklinde
olmustur. Yani, tavsan ¢ifti sayilar1 aylara gore 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,... seklinde
olmustur. Bu sayilar Fibonacci sayilari ve bu sayilarin olusturdugu dizi ise Fibonacci
say1 dizisi olarak adlandirilmistir. Zamanla Fibonacci sayilarina olan ilgi artmis ve
bu sayilarin; bazi c¢igeklerin yaprak sayilarinda, aycekirdegi ¢ekirdeklerinin
dizilisinde oldugu gibi dogada bir¢cok yerde bulundugu tespit edilmistir. Ayrica, bu
sayilarin ardisik terimleri oraninin, estetik ve giizellik kriteri olarak kabul edilen altin
oranla olan iligkisi de dikkate deger bir husustur. Fibonacci sayilari lizerine yapilan
aragtirmalar ¢ogaldik¢a, bu sayilar matrislere eleman olarak tasinmis ve matrislerin
baz1 ozellikleri Fibonacci sayilarina bagli olarak elde edilmistir. Dahasi, Fibonacci

sayilarinin farkl tiirlerdeki genellemeleri de elde edilmistir. Bu genellemelerden biri

de; F,, n. Fibonacci sayist olmak tizere FO = F, ve F{" =0 sartlari altinda r>1

n

tamsayist i¢in Fn(r) = Z Fk(rfl) seklinde taniml1 hiper-Fibonacci sayilaridir.
k=0

Bizim bu tez ¢alismasindaki amacimiz ise; elemanlari, hiper-Fibonacci sayilari olan
maksimum elemanli veya minimum elemanli matrislerin baz1 6zelliklerini

incelemektir.



1.1 Problemin Tanitimi

Elemanlar1 hiper-Fibonacci sayilarindan olusan maksimum ve minimum elemanl

matrisler,
T=[ROuepal (1.1)
s=[RrmeT (L2)
U =[F i 0 (1.3)
V=[Fk<“'m‘”<"”*1)]:j=1 (1.4)

seklinde tamimlanabilir. Bu calismada, yukarida verdigimiz T, S, U ve V
matrislerinin determinantlari, tersleri, Hadamard tersleri gibi 6zelliklerinin hiper-
Fibonacci sayilarina bagli olarak elde edilip edilemeyecegini arastiracagiz. Bizim bu

calismamizda ele aldigimiz matrisler, literatiir 6zetinde bahsedecegimiz Akyliz

(2017) tarafindan hazirlanan yiiksek lisans tezinde incelenen A= [kaax(i' j)_1]:j:1 ve

B=|F

n 4 .. .-
k+min<i,i)71]i,j:1 matrislerinin genel halidir.



2. LITERATUR OZETI

Bu boliimde, calismamizla yakindan alakali daha oOnce yapilmis caligmalar
Ozetleyecegiz.

Catalani (2002), Fibonacci sayilari ile A=(min(i, j)) matrisinin esas mindrleri
arasindaki iliskileri incelemistir.

Bhatia (2006), A=(min(i, j)) seklinde tanimli minimum elemanli matrislerin sonsuz
boliinebilirligini arastirmistir.

Bhatia (2011), minimum elemanli ve benzeri matrisleri daha ayrintili olarak

irdelemistir.

Fonseca (2007), x>0 ve X=Yy olmak iizere C =[min{xi-vy,Xj—y}]{ ., matrisinin

0zdegerlerini ve tersini hesaplamistir.

Chuvd,, (2011), A=[a;,: ; ]/ j-. matrisinin determinanti ve tersi gibi baz1 6zellikleri
ile ilgili Neudecker vd., (2009) tarafindan ortaya atilan problemlere cevap

vermisglerdir.

Bahsi ve Solak, (2011), elemanlarint minimum kavramina bagli olarak tanimladiklar

B, =(k+min(i, j))—1) matrisinin determinantini, Oklid normunu ve tersi gibi bazi

Ozelliklerini incelemislerdir.

Solak ve Bahsi, (2013), elemanlari1i maksimum kavramima bagli olarak
tanimladiklar1 B, =(k+max(i, j)—1) matrisinin determinantini, Oklid normunu,

tersini ve Hadamard tersini hesaplamislardir.

Bahsi ve Solak, (2015), elemanlarini g; =k+min(i, j) -1, b, =k+max(i, j)-1 ve
keR seklinde maksimum ve minimum kavramlarina bagli olarak tanimladiklart A

ve B, matrislerinin karakteristik polinomlarinda, degiskene verilen bazi degerler

sonucunda genellestirilmis Fibonacci sayilarini elde etmislerdir.

Petroudi ve Pirouz, (2016), elemanlari Fibonacci ve Lucas sayilarindan olusan

F=[Fonpalija Ve e" matrislerinin determinantlarmi, terslerini ve spektral

normunu hesaplamiglardir.



Matilla ve Haukkanen, (2016), daha genel olarak tanimladiklari maksimum ve
minimum elemanli matrislerin ¢arpanlara ayrilisini, pozitif tanimliligin1 ve bazi

ayrisimlarini incelemislerdir.
Dil ve Mez6, (2008), hiper-Fibonacci sayilarini Fn(o) =F, ve F{" =0 sartlar1 altinda
r pozitif tamsayisi igin Fn(r) =ZFk(r‘l) seklinde tanimlamislardir.

k=0
Bahsi vd., (2014), hiper-Fibonacci ve hiper-Lucas sayilarinin bazi 6zelliklerini elde
etmislerdir.
Bahsi ve Solak, (2014), baz1 sirkiilant matrisleri, elemanlarin1 hiper-Fibonacci ve
hiper-Lucas sayilarindan olusacak sekilde tanimlayip elde ettikleri matrislerin
normlarini incelemislerdir.

Bahsi ve Solak, (2016), hiper-Fibonacci ve hiper-Lucas sayilarinin ve bunlarin daha

genel hallerinin altin oran ile olan iligkisini vermislerdir.

Akytiz (2017), yiiksek lisans tezinde elemanlarini Fibonacci sayilarina bagli olarak

tanimladigt A= [ K

n n . . .
k+max(i'j)_1]i]j:1 ve B:[Fk+min(i*j)’1:|i,j:1 matrislerinin normlarini,

terslerini ve Hadamard terslerini incelemistir.



3. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde, ¢alismamizla ilgili bazi temel kavramlari ve teoremleri verecegiz.
Tamim 3.1 Baslangig degerleri F, =0, F, =1 olmak iizere
I:n+1 = Fn + Fn—l’ n=1 (31)

bagintisi ile tanimlanan sayilara Fibonacci sayilari, bu sayilarin olusturdugu {Fn}nzo

say1 dizisine ise Fibonacci say1 dizisi denir (Koshy, 2001).

Fibonacci sayilarmin rekiirans bagintisina ait karakteristik denklemi x*—x-1=0

olup, bu denklemin kokleri a:1+2\/§ ve ﬂ:1—2\/§ olarak hesaplanir. « ve f
degerlerine gore n. Fibonacci sayisi
F-%—F (3.2)

seklinde Binet Formiilii ile gosterilebilir (Koshy, 2001). Fibonacci dizisindeki ardigik

terimlerin orani ile altin oran arasinda,

jim T — g - 145

3.3
n—oo Fn 2 ( )

iligkisi mevcuttur (Koshy, 2001). Burada o = % degeri altin oran olarak bilinir.

Fibonacci sayilarinin birgok genellemesi mevcuttur. Bunlardan biri de hiper-
Fibonacci sayilart seklinde Dil ve Mezo tarafindan yapilan genellemedir. Bu

genelleme su asagidaki tanim ile verilmistir.

Tamm 3.2 Fn(o) =F e Fo(r) =0 sartlar1 altinda I pozitif tamsayisi i¢in

F=>"F™ ile verilen F" sayisma r. mertebeden n. hiper-Fibonacci sayist denir
k=0

(Dil ve Mezé, 2008).



Asagidaki tabloda bazi hiper-Fibonacci sayilar1 verilmistir.

Cizelge 3.1. Baz1 hiper-Fibonacci sayilari.

o0 "lol 1| 2] 3] 4 5 6 7
£ o]l oo o] o | o] o 0
= 111 [ 1] 1 [ 1] 1 1
£ 1] 21345 | 6 | 7 8
£ o 4 | 7 10| 16 | 22 | 20 | 37
EO 3| 7 | 14| 25| 41 | 63 | 92 | 129
FO 5 | 12 | 26 | 51 | 92 | 155 | 247 | 376
FO 8 | 20 | 46 | 97 | 189 | 344 | 591 | 967
FO |13 ] 33 | 79 | 176 | 365 | 709 | 1300 | 2267

Hiper-Fibonacci say1 dizisi Fn(r) = Fn(fl) +Fn(r_1) seklinde rekiirans bagintisina sahip

olup iireteg fonksiyonu,

S E(n t 3.
nZ:(J:F“ t (1-t—t*)(1-t) 44

seklindedir (Dil ve Mezd, 2008). Ayrica, r=1 ve r =2 i¢in,

FO=F, -1 (3.5)
ve
F®=F, , -n-3 (3.6)
olup
FY=01,2,4,7122033,... 3.7)
ve
F® =0,1,3,7,14,26,46,... 3.8)

degerleri elde edilir.



Hiper-Fibonacci sayilari ve altin oran arasinda ise,

_F®
_F
lim — —qg-1, (3.10)
nN—o0 Fn(_r]?
FY)
i £t = @11
ve
|:(r)
!Lrg F D =l+a (3.12)

bagintilar1 mevcuttur (Bahsi ve Solak, 2016).

Fibonacci sayilarimin Horadam sayilarina genellemesine benzer sekilde hiper-

Fibonacci sayilar1 da Wn(o) =W, ve Wo(r) =a sartlar ile, w,") =Wn(fl) +Wn(r_1) seklinde

n

hiper-Horadam sayilarina genellestirilebilir (Bahsi vd., 2014).

Tamm 3.3 mxn tipindeki T = (tij) ve S= (sij ) matrislerinin Hadamard ¢arpimu,

ToS=(t;-s;) (3.13)

olarak tanimlanir (Horn ve Johnson, 1991).

= Mmax /Z|t”| maksimum satir normu ve m(S = nax Z|S,J| maksimum

siitun normu olmak tizere, Hadamard ¢arpimmn spektral normu ile k (T) ve m(S)

g:arplml arasmda,
[Tos], <k (T)m(S) (3.14)

esitsizligi vardir (Horn ve Johnson, 1991).



Tamm 3.4 t; # 0 olmak iizere, T :(tij )m ) matrisinin Hadamard tersi,

Tt LEJ (3.15)
b ) en

seklinde tanimlanir ( Horn ve Johnson, 1991).

Tamm 3.5 Herhangi bir T matrisinin spektral normu, |T|, :{}L:/”t,THT > matrisinin

mutlak degerce en biiylikk 6z degerinin karekokii} olarak tanimlanir (Horn ve

Johnson, 1991).

Tammm 3.6 Elemanlart maksimum veya minimum kavramlarina bagli olarak
tanimlanan matrislere maksimum elemanli veya minimum elemanli matrisler denir

(Akyiiz, 2017).

Literatiirde farkli tiirlerde tanimlanmis maksimum elemanli veya minimum elemanl

matrislerle karsilasabiliriz.

Fk Fk+l Fk+2 o Fk+n—1
. I:k+1 I:k+l I:k+2 e I:k+n—1
A= |:Fk+max(i,j)—lj|i’j:1 =| R, Fe Fo o Fana | (3.16)
_Fk+n—1 I:k+n—1 I:k+n—1 et I:k+n—1_
_Fk Fk Fk Fk |
Fk I:k+1 I:k+1 Tt I:k+1
n
B :[Fk+min(i,j)flj|i,j:1 = Fk Fk+1 Fk+2 Fk+2 ) (3.17)
L Fk I:k+1 Fk+2 Tt I:k+n—1_
k k+1 k+2 ... k+n-1]
k+1 k+1 k+2 ... k+n-1
C, =[k+max(, j) —1]:j=1 =

k+2 k+2 k+2 ... k+n-1 (3.18)

| k+n-1 k+n-1 k+n-1 ... k+n-1]

ve



k k k ... k
k k+1 k+1 ... k+1
Dk:[k+min(i,j)—1]:j:1= k k+1 k+2 ... k+2 (3.19)

k k+1 k+2 ... k+n-1
matrisleri maksimum elemanli veya minimum elemanli matrislere 6rnek olarak
verilebilir. (3.16) ve (3.17) ile verilen A ve B matrislerinin elemanlarinin Fibonacci
sayilar1 olduguna ilgi ¢cekelim.

Teorem 3.1 7, <7, <...<Z, olacak sekilde z reel sayillarindan olusan sonlu bir

M= {Zl, Z 0 Zn} kiimesinde tanimlanan maksimumlu ve minimumlu matrisler;

2, 1, 1, Z,
ZZ ZZ Z3 Zn
[M]maxzmax(zi,zj): 2, 7, 7, - 1, (3.20)
A T
'z, z, z, z, 1z,

ile

_Zl Zl Zl Zl_
Zl Z2 ZZ Z2
M), = min(zi,zj): 2, 7, I - I (3.21)
_Zl Z2 Z3 Zn_

olsun. Bu durumda, [M] _ ve (M) __ matrisleri n>2 igin

max

11 1|l z,-2, 0 011 0

01 .1/ 0 z-2z - 0f11 . 0
L2 | | D (3.22)

00 - 1 0 0 211 1



CDNE b A P I cES

seklinde matris ¢arpanlarina ayrilir (Mattila ve Haukkanen, 2016).

Teorem 3.2 [M ]max ve (I\/I )min matrislerinin determinantlari sirasiyla,

det[M ]max = (Zl - 22)(22 - 23)' " (Zn—l - Zn)zn (324)
ve

det(M )min = Z1(22 r Zl)(z3 - Zz)"'(zn - Zn—l) (3-25)

seklindedir (Mattila ve Haukkanen, 2016).

Teorem 3.3 M :{Zl, 22,...,Zn} kiimesinin elemanlar1 birbirinden farkli olsun. Eger

z,#0 ise [M ]max matrisinin tersi var ve bu tersin elemanlari

0 i-j|>1
Z,—1,
1 1 .
+ , 1<i=]<n
La—4L L4y (3.26)
|z -2,
1 1 ..
+—, I=]=n
Z,,—%2, 1,

seklinde ve eger z, #0 ise (I\/l )min matrisinin tersi var ve bu tersin elemanlari ise

10



z, .
I=]=1
Z1(22 Zl)
! + ! : l<i=j<n
=%, Iy~

-2

1 , I=]=n
Zn_zn—l

seklindedir (Mattila ve Haukkanen, 2016).

Teorem 3.4 (3.16) ile verilen A matrisinin k>0 ve n>2 igin tersi,

1 1 0 0
Fk . Fk+1 Fk r Fk+1
1 1 1 1
- + - 0
Fk - Fk+1 Fk - Fk+1 Fk+1 T Fk+2 Fk+1 - Fk+2
-1 _
At= 0 1 y A 0
Fk+1 " I:k+2 Fk+l - I:k+2 I:k+2 o Fk+3
0 0 0 ! B
L Fk+n—2 - Fk+n—1 I:k+n—1 _

seklindedir (Akyiiz, 2017).

Teorem 3.5 (3.16) ile verilen A matrisinin k>0 ve N>2 i¢in determinanti,

olur (Akyiiz, 2017).

n-2
|A| = (_1) e Fk+n—1H I:k+i—1
i=0

Teorem 3.6 (3.16) ile verilen A matrisinin spektral normu igin,

||A||2 < \/an2+n—1 (n-1) Fk2+n—1 +1

esitsizligi mevcuttur (Akyiiz, 2017).

11

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)



Teorem 3.7 k>0 olmak iizere (3.17) ile verilen B matrisinin Hadamard tersinin

determinanti,

Bo—l

Foo& 1
= () - (3.31)
I:k+n—2 ]I;[ F

K+i—1

seklindedir (Akytiz, 2017).

Teorem 3.8 k>0 olmak tizere (3.17) ile verilen B matrisinin Hadamard tersinin

tersi,
I Fk Fk Fk+1 Fk I:k+1 0 v 0 |
k-1 Fk—l
Fk I:k+1 _ Fk Fk+1 L Fk+le+2 Fk+le+2 0
a I:k—l I:k—l Fk Fk
(Bo_l) = 0 I:k+1|:k+2 Fk+1Fk+2 + I:k+2 Fk+3 . O (332)
I:k Fk I:k+l
0 0 0 . W I:k+n—1 I:k+n—2
L Fk+n—3
bi¢cimindedir (Akyiiz, 2017).
Biz ise tezimizde asagida verilen nxn tipindeki
Fk(r) Fk(ﬁ Fk(I% e Fk(+r r)'n—l
N Fk(:l) Fk(g Fk(:; te Fk(+r 21—1
—|E®M —
T _[Fklmax(i’ j)_1:|i,j:1 =lFY FY FO ... FO | (3.33)
L Fk(+r 2171 Fk(l r)1—1 Fk(+r 2171 o Fk(+r 2171 N
Fk(r) Fk(r+1) Fk(r+2) . Fk(r+n—1)
- n Fk(r+l) Fk(r+1) Fk(r+2) . Fk(r+n—1)
S = [Fk(rerax(l,J)fl) l’j:l — Fk(r+2) Fk(r+2) Fk(r+2) . Fk(r+n—l) ’ (334)
+n-1 +n-1 +n-1 +n-1
_Fk(r n-1) Fk(r n-1) Fk(r n-1) . |:k(r n )_
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_Fk(r)
|:k(r)
U:[F(” ]” =| F®

k+min(i, j)-1 ija -

i Fk(r)

ve

Fk(r)
Fk(r)
— Fk(r)

V = |:Fk(r+min(i'j)_l) :|n

i,j=L

_|:k(r)

|:k(r)
(r)
I:k+1
(r)
I:k+1

(r)
I:k+1

(r)

Fk
Fk( r+1)
Fk( r+1)

Fk( r+l)

Fk(r)
(r)
Fk+l
(r)
Fk+2

(r)
I:k+2

(r)
I:k
Fk(r+1)
Fk(r+2)

Fk(r+2)

|:k(r)
(r)
I:k+1
(r)
I:k+2

(r)
I:k+n—l_

(r)
I:k
Fk(r+1)
Fk(r+2)

Fk( r+n-1)

(3.35)

(3.36)

matrislerinin determinant, karakteristik polinom ve ters gibi 6zelliklerini arastirdik.

Tezimizin bundan sonraki bolimlerinde bahsi gecen T,S,U ve V matrisleri (3.33),
(3.34), (3.35) ve (3.36) ile verilen matrisler olup bu durum her defasinda tekrar tekrar

belirtilmeyecektir.
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4. HIPER-FIBONACCi SAYILARININ MAKSIMUM VE MINIMUM
ELEMANLI MATRISLERDE UYGULAMALARI

Bu boliimde hiper-Fibonacci sayilarinin eleman olarak kullanildigi maksimum ve
minimum elemanli matrisler icin buldugumuz sonuglar verilmistir. Oncelikle
belirtelim ki, determinant ve matris tersleri ile ilgili buldugumuz sonuglar Teorem
3.2 ve Teorem 3.3 direkt sonucu olarak yazilabilir. Ayrica, ¢alismamizdaki k ve r

degerleri pozitif reel sayilardir.
4.1 Fibonacci Sayilarinin Maksimum Elemanh Matrislerde Uygulamalari

Teorem 4.1.1 p,(n,1); T matrisinin karakteristik polinomu olmak iizere n>2 icin,
pr(n,4)= (2~ F,, Jor (1-1.2)~ 2o (n—2.2) (4.0)
olacak sekilde Gr(0,2)=1 , 6;(1,2)=22+F') baslangi sartlari altinda
or (1) =24+ F&2 e (n—1,2) - g (n-2,.2) 4.2)

indirgeme bagmtisina sahip g, (n, 1) polinomu vardur.

Ispat.

(r) (r) (r) (r)

A— Fk - Fk+1 - Fk+2 T Fk+n—1
(r) (r) (r) (r)

- I:k+1 A= Fk+l - Fk+2 e - I:k+n—1
— _Tl= (r) (r) (r) (r)

Pr (n’ /1) - |’1I T| - Fk+2 - Fk+2 A- Fk+2 T Fk+n—1 (4.3)
(r) (r) (r) (r)
- I:k+n—l - I:k+n—1 - I:k+n—:|. A= I:k+n—1

olup, sirastyla i =1,2,...,n—1 i¢in (i +1). satir i. satirdan ¢ikartildiginda

/1 n Fk(ll_l) _ 2/ 0 e O O

Fk(:;l) A+ Fk(El’ -4 h 0 0

E D F.(-D) A+ED L 0 0
o (nA)=| ¥ kf3 e - “4)

(r-1) (r-1) (r-1) (r-2)
I:kJrn—l I:kJrn—l I:k+n—1 e A I:k+n—1 —4
5 0) (1 © o
- I:k+n—1 - I:k+n—1 - I:k+n—l T I:k+n—1 A- Fk+”—1

14



elde edilir. Simdi de elde ettigimiz bu son determinantta sirasiyla i =1,2,...,n—1 igin

(1+1). siitun i. stitundan ¢ikartilir ve determinantin dzellikleri g6z oniine alinirsa,

2A+F1Y .y} 0 0 0
.y 24+ FUD .y 0 0
0 s 2A+FY 0 0
pT (n’ /1) = . . : 3 : :
0 0 0 2+F5Y -4
0 0 0 s A-F"
24+ FID ) 0 0 0
.y 22+ FID ) 0 0
| o ) 22+ Y 0 0
0 0 0 20+FES -2
0 0 0 ) 24+ FD
24+ FIY s 0 0
s 22+ FY A 0
| o -1 24+ R 0
0 0 0 22+F" 8 -2
0 0 0 0 A+FO

(4.5)

elde edilir. Yukaridaki son esitligin sag tarafindaki ilk determinanti gy (n, A1) olarak

secersek,

dr (n! 2):

oldugundan, ¢ (L, A)=24+ Fk(iil)

2A+FY -2
A 22+F'Y
0 !
0 0
0 0

0, (0,21)=1 sart1 altinda N>2 igin

k-+n

0
-1
21+ FU
0
0

0 0
0 0
0 0
24+ FY -2
-2 22+ FSY

o (n,2)= 22+ 2 Jar (11, 2) - 22q, (-2, 2)

15

k+n

(4.6)

olup son satira gore determinanti hesaplarsak

4.7)



ifadesini elde ederiz. O halde, (4.5), (4.6) ve (4.7) esitliklerinden
Pr (n’ ﬂ*): Qr (n’ /1)_(2“ + Fk(+rr)1 T (n -1 A)
=(A-F9, o (1-1.2)- 2, (n-2,2) (48)
esitligini elde ederiz.
Teorem 4.1.2 pg(n,1); S matrisinin karakteristik polinomu olmak iizere n>2 icin,

ps(n,2)=(2-F" g (n-1.2)-# a5 (-2, 4) (4.9)

olacak sekilde Js (0, ﬂ)zl, ds (l, i) =21+ Fk(ffl) baslangic sartlar1 altinda

qs(n, 2)=(22+F™ Jog (-1, 2)— 22q5 (n-2, 1) (4.10)

indirgeme bagintisina sahip Qs (n, l) polinomu vardir.

Ispat. Teorem 4.1.1” in ispatindaki yontem izlenerek istenilen elde edilir.
Teorem 4.1.3 S matrisinin determinanti

n-1 .
S| = R (=) [ RS (4.11)
=1

i
bi¢imindedir.
Ispat. S matrisinin karakteristik polinomunu

Ps(MA) =|Al =S| = A"+, A" +5," 2 +... 45,4 +5, (4.12)

, olup, S matrisinin

olarak ele alalim. Bu durumda, A=0 igin ps(n,O)zs

determinanti, karakteristik polinomunun sabit terimine bagl olarak

S]=(-1)"s, =(~1)" p5(n,0) (4.13)

seklinde yazilir. Ayrica (4.9) ve (4.10) esitlikleri bize
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Ps (n,O) = _Fk(Hn_l)qs (n _1'0)
ve
s (N—1,0) =R " Y5 (n—-2,0)=...= RS PRE™ L REPRGY

bagmtilarin verir. (4.13), (4.14) ve (4.15) esitliklerinden

|S| — Fk(r+n—1) (_ l)n—lH Fk(_rl+i)
i=1

elde edilir.

Teorem 4.1.4 T matrisinin determinanti i¢in

|T| 3 Fk(+rr)1—1 (_ 1)n711;[ k(+ri_l)

i=1

esitligi yazilir.

Ispat. Teorem 4.1.3’ iin ispatindaki yontem izlenerek istenilen elde edilir.

Teorem 4.1.5 T matrisinin tersi

1 1
=) ey 0 0 0
ReRY
1
ey o e = 0 0
Fk(+1 K Fk(+l K Fk(+21) le(+ 21)
1
T1= 0 FoD - FOD - S 0 0
' 11 i
0 0 0 © TR TR0 E(D
k+n-2 k+n-1 1 k+n-1 1
0 0 0 =D o tto
I FOA RO R
seklindedir.

Ispat. (3.22)’ de verilen denklem gz 6niine alindiginda

1 .- 1 |:k(r)_|:k(+ri 0 0 1 0 --- 0
T 1 0 FO-FD - 0 11
00 1 0 0 FO |11 1

17

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)



olur. Buradan, F."

S B}
1 00 - 0 0] 7Y o 0
0 -11 0 0 .

0 00 10 : K3 :
0 00 11 1
1 0 0 =
L k+n-1
1 1
— — 0
R R
11 1 0
RO RO Fk(izl lk
o @@ —-— - — T 0
RA R R
' ) 1 1
0 0 e,
Fkl’nl) F(I’ 1
0 0
D
matrisi bulunur. Bu matrisin (i, j). elemam
0 |i — j| >n
1 .
(r-1)
Fk+1
L 1 qiisj<n
=) -1 -
I:k+| -1 l:k+|
1 .
(n (n |
Fk+i—l - Fk+j—1‘
1 +—l i=j=n
(r-1) (n A
I:k+n—1 I:k+n—l

seklinde verilebilir.
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1

-1 0 ---0
1 -1 -0
0 1 0
0 0 1
0 O

0

0

0

1

Fk+n1
——t—
Ry RO

= F}Q + Fn("l) bagintist goz Oniine alinarak islemler yapilirsa,

(4.20)

(4.21)



Teorem 4.1.6 S matrisinin tersi i¢in

1 1
5 F 0 0 0
1 1 1 1
G TR0 TR E(r+2) 0 0
k-1 k-1 1 k-1 1 k-1 1 (4 22)
_ 0 - 0 0 .
S 1_ Fk(gz) Fk(:rz). Fk (r+3) .
: : : 1 1 1
0 0 0 - Fk(£l+n—2) - Fk(:rn—l) Fk (r+n-1)
1 1 1
| 0 0 0 |:k(£1+n—1) - F(Em—l) + Fk(r+n—1)_
yazilir.
Ispat. Teorem 4.1.5” in ispatindaki yontem izlenerek istenilen elde edilir.
Teorem 4.1.7 S matrisinin spektral normu igin
2 2
S|, < n(Fem2 Fln-1(Fem2 F +1) (4.23)
ifadesi gecerlidir.
Ispat. S matrisi iki matrisin Hadamard ¢arpimi olarak,
r 1T 1 2 -]
F" 1 1 1 1 M RFr2 F D
1 1 2 _
Fk(H— ) Fk(H— ) 1 1 1 1 Fk(r+ ) Fk(r+n 1)
— +2 +2 2 )
S=| R Ff R 1 1 1 1 Ry
_Fk(r+n—1) Fk(r+n—1) Fk(r+n—1) Fk(r+n—l) | _1 1 1 1 |
=S, 085, (4.24)

seklinde yazilsin. S, ve S, matrislerinin sirasiyla maksimum satir normu ve

maksimum stitun normu

k,(S,)= ma> /Z‘SL] \/ S 1)

LM/ S, | N )

oldugundan (3.14)’ teki ifadeye gore
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(4.26)



"8”2 = ”Sl ° S2”2 < kl(sl)ml(sz) (4.27)

ve buradan da

Is], <Jn(FE Fln -0 F +1) (4.28)
elde edilir.

Teorem 4.1.8 ||T ||2 . T matrisinin spektral normu olmak tizere

[, <n(FO. F(h-1FESD. ) +1) (4.29)

esitsizligi saglanir.

Ispat. Teorem 4.1.7’ nin ispatindaki yontem izlenerek istenilen elde edilir.

Teorem 4.1.9 [T°?!|, T matrisinin Hadamard tersinin determinant1 olmak iizere;
1 n-1 F("*l)
T o-1 K+i (430)
Fk(+r)1 -1 ]|:l[ I:k(+|) I:k(+|) 1
ifadesi gegerlidir.
Ispat.
1 1 1 1
RO RD RY R
1 1 r 1
RS F2 RS ORD.
T = 1 1 1 1 (4.31)
FoOR2 RD T RDL
1 1 11
Feaoa Raa RO Fao s

determinantinda sirastyla i =1,2,...,n—1 i¢in (i +1). satir i. satirdan ¢ikartildiginda
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11
1 1 1 1
FO RO RO FY

=1 1 1 1 1 1 0
Rl RS RD RY RO R
1 1 1 1

(4.32)

esitligi bulunur. Boylece,

B S O O S S O S R O O S S
RO BOARD RO ARD RY Fh. FBO.)RD,

(r) () g (r) (r) (r)
— Fk+1 — Fk Fk+2 o Fk+l Fk+n—1 — Fk+n—2 1
(NE) (NE) (r) (r) (r)
Fk I:k+l Fk+l Fk+2 I:k+n—2 Fk+n—1 I:k+n—1

T o-1

(r-1) (r-1) (r-1)
I:k+l I:k+2 . I:kJrn—l 1
M) g (r) (r) (r)
Fk I:k+1 l:k+1 l:k+2 I:k+n—2|:k+n—1 I:k+n—1

1 n-1 Fk(+ri_1)
BNSIONE $ SO0 (4.33)
k+n-1 1=l ¥ k+i ¥ k+i-1

seklinde istenilen elde edilir.

Teorem 4.1.10 |s°%Y, S matrisinin Hadamard tersinin determinant1 olmak tizere;
0-1 1 L Fk(_r1+i)
S = Fk(r+n—1) ]I;[ Fk(r+i) Fk(r+i—1) (434)

ifadesi gecerlidir.
Ispat. Teorem 4.1.9° un ispatindaki yontem izlenerek istenilen elde edilir.

Teorem 4.1.11 S matrisinin Hadamard tersinin tersi
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Fk(r) Fk(f+1) Fk(r) Fk(r+1) 0
F(r+1) F(r+1)
- ) EMprD “ (r4) = (+2)
RORC ROR RO 0
TR RS |
(.] 0 Fk(r+n—3)Fk(r+n—2) ' Fk(r+n—2)Fk(r+n—l) Fk(r+n—2)'|:k(r+n—l)
F (:rn-2) Fk(jl“rn-l) Fk(jirn-l)
(r+n-2) £ (r+n-1) (r+n-2) £ (r+n-1)
0 0 [ F( £ RO+ " F‘(rjﬁ)
L k k-1
bi¢iminde ti¢lii band matrisidir.
Ispat.
1 1 1 ]
Fk( r+n-1) Fk( r+n-1) Fk( r+n-1)
1 1 1
Slz Fk(r+n—l) Fk(r+n—2) Fk(r+n—2)
1 1 1
(r+n-1) (r+n-2) (r)
_Fk Fk Fk a
matrisi i¢in
00 ---1
I, = )
' 1 -0
0
olmak iizere
1 1 1 ]
0 0 . 1 Fk(r+n—1) Fk(r+n—1) Fk(r+n—1) 0 0 1
oot 1 1 1 oot
I.S. 1. =| ° T (r+n-1) (r+n-2) (r+n-2) || ° ’
110 ..OFk: Fk: Fk‘ 01 ---0
0 - o] i i i 0
-1 -2
i Fk(r+n ) Fk(r+n ) Fk(r) |
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(4.36)

(4.37)



Fk( r) Fk( r+l) Fk( r+n-1)
1 1 1
=| FI FD W —got (4.38)
N S
Fk(r+n—1) Fk(r+n—1) Fk(r+n—1)

olur. (3.23) esitligine gore

L
0 Fk(r+n—) 1 1
1 1
st 0 O e 0 0 1 ; 1 (4.39)
11 - 1 : : - : 00 - 1
0 0 R S
| Fk(r) Fk(r+1)

1

" 0 0
00 - 1]t 0 ... O] R 11 - 100 - 1
ST - © 1 1 .
go-1_ ) : 1 1 . 0 0 F(r+n—2)_F(r+n—1) 0 O 1 1. .
01 - Of: & . ¢ : k K . : S o1flor -0
10 - 0f|11 1 (') (’) "1 1 |loo 1|20 -0
ﬁfﬁ(ru)
- _
1 F(Hn—l) 0 O 1
k
. 0 0 (1 . (1 . 0 11 0 (4.40)
= r+n— r+n-
oo RETTTOR . .
10 --- 0 O 0 ’1_'1 10 --- 0
1
| Fk(r) Fk(r+)_

esitligi bulunur. Bu esitligin her iki tarafinin tersi alinir ve matris ¢carpimi yapilirsa

_ _ (r+n-1) _ _
00 .00 17 0 0 00 0 0 1
00 01 -1 0 —g——3— 0 00 01 -1
(Hylz 00 - 1-10 | SEECENS N '0 0 -1 -10
01 00 0| o 0 ...%01...00 0
1 -1 .0 0 0] = g L 10 0 0]
L k k i
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_ \ . _
|:k(f)|:k(H ) Fk(r)Fk(H ) 0 0
F(r+1) F(r+1)
) EORD R e
r + + +
Fk(r)Fk(H FR n RR 0 0
F(+D) F(+D F(+2) (4 41)
k-1 k-1 S i ) . '
’ ' -3 -2 -2 E| -2) 1)
0 0 Fk(r+n )Fk(r+n )+Fk(r+n )Fk(r+n ) Fk(r+n )Fk(r+n )
F(r+n—2) F(r+n—1) F(r+n—1)
k-1 k-1 k-1
0 0 Fk(r+n—2) Fk(r+n—1) Fk(”n-l) N Fk(r+n—2) Fk(r+n—1)
1 1
_ GAR R
olur ki istenen elde edilmis olur.
Teorem 4.1.12 T matrisinin Hadamard tersinin tersi
RORSRORY ) 0
e Fi
_ Fk(r)Fk(Q Fk(r)Fk(Q i Fk(H Fk(:)z 0 0
-1 -1 -1
R RS RG] _ | (4.42)
S ) OO, FOFRD, OO,
i) i) i)
Fk(in—)z Fk(in—)l Fk(in—)l
; g LR, L ROLRO,
F(r_l) k+n-1 F(r_l)
L k+n-1 k+n-1

bigiminde ti¢lii band matrisidir.

Ispat. Teorem 4.1.11” in ispatindaki yontem izlenerek istenilen elde edilir.
Simdi n=5 k=2 ve r=3 degerleri icin T ve S matrisleri i¢in elde ettigimiz
sayisal sonuclari verelim.

Ornek 4.1.1 n=5, k=2 ve r =3 degerleri icin T matrisi

E® F® E® E® E®] [4 11 25 51 97]
FO E® F® F® EF®| |11 11 25 51 97
T=|F® F® F® F® F®|=|25 25 25 51 97 (4.43)
F® F® F® F® F® 51 51 51 51 97
FY RO RO F® FP| |97 97 97 97 97

olup T matrisinin determinanti;

2+i

4
T|=FO Y [[R2 =97[FPFPRPF®]-97.7.1446.26 11369176 (4.44)
i=1

T matrisinin tersi;
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1 1
1 1 1 1
Fs(z) _Fg(z)_a(z) F4(2) 0 0
) 1 1 1 1
1 1 1
° ° 22 P P Fe?
1 1 1
. 0 0 0
7 7
i 11 1 0 0
7 7 14 14
-l o 11 1 0
14 14 26 26
0 0 1 11 1
26 26 46 46
0 0 0 N
L 46 46 97
11 0 0 0
7 7
i 3 1 0
7 14 14
o L1 _40 1 o I
14 364 26
0 Y
26 1196 46
0 0 0 151
i 46 4462

T matrisinin Hadamard tersinin determinanti;

o0-1 . 2(2)
‘T ‘ (3) 11 E® |+:I ®
i=1 2+| 1+i

1 F3(2) F 4(2) |:5(2) |:6(2)
- |:6(3) ) |:3(3) |:2(3) ' F 4(3) |:3(3) ' |:5(3) = 4(3) ' |:6(3) |:5(3)

1 7 14 26 46
97114 251151259751

117208
740302472500’

T matrisinin Hadamard tersinin tersi;
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)

[ FOEO G ©) q
& (I:)3 - (I;3 0 0 0
F?3, 3 3) = (3 F3 3G 3G
CFRP FPRP FPRP FOFS 0 0
F?’(Z) FS(Z) 3 3F4(2) 3 3F4(2) 3G )G
0 |:3()|:4() |:3()|:4() |:4()|:5() |:4()|:5() 0
= 4(2) = 4(2) = 5(2) = 5(2)
= 4(3) F 5(3) = 4(3) = 5(3) = 5(3) F 6(3) = 5(3) F 6(3)
0 0 -
< i ® (56(2) Fé(zs)) ®
FOF FOF
O 0 O __5 6 5 6
I F6(2) 6 I:6(2)
4114 0 0 0
7 7
411 411 11.25 11.25
- + - 0 0
7 7 14 14
0 3 11.25 11.25 N 25,51 a 2551
14 14 26 26
0 0 r 25.51 25.51 + 51.97 B 51.97
26 26 46 46
0 0 0 r 5];1.27 97 + 51.97
ﬁ —ﬁ 0 0 0
7 7
_44 363 2 0
7 14 14
o _215 25000 1275 (4.47)
14 364 26
0 0 B 1275 187272 B 4947
26 1196 46
0 o o 4947 9409
L 46 46

olur. Ayrica T matrisinin n=21234,5 degerleri i¢in karakteristik polinomunu

inceleyecek olursak;

. (0,2)

~1,

p; L A)=[1-4=2-4,

0 (LA)=[22+7|=22+7,

pT (2! /1)

Ja-4 -1
|

Jl=/12 -154-77,
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(4.49)

(4.50)

(4.51)



2A+7 -4
2, 1) = =31% —144-98,
®@A=_, 21+1J
A-4 -11 -25
p; (3 A)=|-11 A-11 —25|=2°-964% + 2521 + 2450,
-25 -25 A4-2
2,+7 -4 0
0B AN)=| -4 21+14 -1 |=44*-1137* +1684 + 2548,
0 —A1  2A+2
A-4 -11 -25 -51
-11 A-11 -25 -51
4,0)=
Pr (4,4) -25 -25 A-25 -51
-51 -51 -51 A-5
=% —3032° + 60294 — 60201 —12994¢€ ,
2A+7 =24 0 0
A 2A+14 -2A 0
4,)=
A (4,4) 0 ~1  21+26 -2A
0 0 -1 21+4
=54 —3964° +56321° —26321-117208
A-4 -11 -25 -51 -97
-11 A-11 -25 -51 -97
p,(5,4)=|-25 —-25 A1-25 -51 —97
-51 -51 -51 A-51 -97
-97 -97 -97 -97 A1-97
=1 —7681" +43876F —5514847* +1380961 +11369176,
2+7 -4 0 0 0
-4 2A+14 -2 0 0
9, (5,)=| 0 -4 20+26 -2 0
0 0 -1 21+46 -1
0 0 0 ~A 22+79
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(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)



=62 —10742" —20188%° —4527400° — 264881 + 9259432, (4.58)

olup T matrisinin karakteristik polinomu Teorem 4.1’ e gore;

g (0, 2) =1, (4.59)
prLA)=A-4, (4.60)
ar L A)=21+7, (4.61)
pr2A)=(A-10).A+7) -2 =2 -154-T77 , (4.62)
O (2,4) =(2A-14)(2A+7)— 1> =34 —141-98, (4.63)

P (3 4)=(1—25).34 —141-98) — (24 +7)

= B —962% + 2524 + 2450, (4.64)
G (3, 4) = (24— 26).(37% —141—-98) — 224 +7)

= 47° —11342 +1681 + 2548, (4.65)
D, (4,1) = (A—51).(44° —1134> +1684 + 2548 — 1°.(342 —141—98)

= 2* —3037%° + 602942 — 60201 —129948, (4.66)
G (4, 2) = (24 — 46).(42° 11377 +1681 + 2548 — A2.(34% —141—98)

= 54* —396/° + 563242 — 26321 —117208, (4.67)
P, (5, 1) = (1—97).(64* —3964° +563212 —26321—117208

— 72 (472 —1137% +1681 + 2549
= 15 —7682* +438761° —5514841 +1380961 + 11369176, (4.68)

G, (5, 1) = (24— 79).(54* —3964° +56321> — 26321 —117209

— 72 (472 —1137% +1681 + 2549
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=64 —10744" —201887° —4527407° — 264881 + 9259432

elde edilir.

Ornek 4.1.2 n=5, k=2 ve r =3 degerleri icin S matrisi

|:2(3) F2(4)

|:2(4) |:2(4)

S = |:2(5) |:2(5)
|:2(6) |:2(6)
_F2(7) F2(7)

F® FO| [4 5 6
F® F"| |5 5 6
F® F"|=|6 6 6
FO FO| |7 7 7
F? FP] |8 8 8

olup S matrisinin determinanti;

0 ~N ~N N~
© O O 0 0

4
S|=FO ) TR = 8.[F1(4) FOFOFD ]: 811111=8,

i=1

S matrisinin tersi;

st

1 1
F® F
1 1 1
F1(4) F1(4)1 |:l(5)
G
0 0
0 0

0 0
1
|:1(5) 0
1 1 1
B o FO F©
1 1 1
Fl(G) |:1( 6) |:1( 7
1
0 Fl(7)

29

F1(7)

——

F1(7) |:2(7) |

(4.69)

(4.70)

(4.71)



Lol 0 0 0
1 1
COE 0 0
1 11 1
o 1 111 0
1 11 1
o o + 11 1
1 11 1
o o o o+ I
L 1 1 8]
11 0 0 0]
1 -2 1 0 0
o1 -2 1 0]
0 0 1 -2 1
0 0 0o 1 -1
§ 8.

S matrisinin Hadamard tersinin determinanti;

4 F (3+i)

0—1
S F 7 H F (3+i) F (2+i)

F1(4) |:1(5) |: (6) |:1(7)

OOI|—\

|:(4 F(3) |:(5)|:(4) F(G)F(5) |:(7 F(G)

11111 1

T 854657.687 11289600’

S matrisinin Hadamard tersinin tersi;
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[ @ E@® [©r=4C) )
2 (Ij)2 R (E)2 0 0 0
F% 4 3) - (4 g 4 (5 Hr G
FARM FRE® FOFED FAOFS) 0 0
Fl(4) Fl(4) F1(5) F1(5)
Or=16) (4) () (5) e (6) (5)  (6)
( 0-1 )*1 _ 0 R ('5:)2 F, (';2 . F, '6:2 R 'Zz 0
R F) R R
. . . F2(5) Fz(a) F2(5) Fz(s) F2(6) F2(7) ) Fz(e) F2(7)
FS e FO FO
= (6) = (7) = (6) E (7)
0 0 0 L By S WL .
| F1(7) 2 F1(7)
E - E 0 0 0
1 1
_A5 45 56 56 0 0
1 1 1 1
| o .6 56 67 67 0
1 1 1 1
0 0 _67 67 78 18
1 1 1 1
0 0 0 — 7—8 8 7—8
L 1 1 ]
20 -20 O 0 0 |
~20 50 -30 0 0
| 0 -30 72 -42 0 (4.74)
0 0 —-42 98 -56
|0 0 0 -56 64|
elde edilir.

4.2 Fibonacci Sayillarinin Minimum Elemanh Matrislerde Uygulamalar:
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Teorem 421 p, (n,ﬂ); U matrisinin karakteristik polinomu olmak {izere

py (0,4)=1ve py (L 1): A— Fk(r) baslangig sartlar1 altinda N>2 igin,

py(n,2)= (21 - Fk(:-i)l)pu (n-12)-2py(n-2.2)

indirgeme bagintisi gecerlidir.

Ispat.

py (n, 2)=|Al -U|=

A-F"

_ Fk(r)
_ Fk(f)

_ Fk(r)

_ Fk(r)
1-FY
r r
- I:k(+i A- I:k(+)2

(0
- PR

_ Fk(f)
(r)
- I:k+l

(")
-FR

A-FO

_ Fk(f)
(r)
- Fk+1
(r)
- Fk+2

olup, sirastyla i=n-1,n-2,...,1 i¢in i. satir (i +1). satirdan ¢ikartildiginda

A-F"
-2

Pu (n’l): 0

il Fk(f)
A-FED
-1

0

il Fk(f)

(r-1)
- I:k +1

A-FG
0
0

i Fk(f)
_ Fk(";l)
+

-1
_ |:k(+f2 )

(r-1)
A- I:k+n—2

-1

_ Fk(f)
_ Fk(rjl?l)
+

-1
)

(r-1)
- Fk+n—2

-1
A- I:k(+rn—)1

(4.75)

(4.76)

4.77)

bulunur. Bu son determinantta ise i=n—-1,n-2,..1 i¢in I. siitun (i +1). siitundan

c¢ikarilir ve ardindan elde edilen determinant son satira gore hesaplanirsa

A-F"
-2

Pu (nyﬂ): 0

) 0
2A—-FUY )
.y 24 -FIY
0 0
0 0

0
0

22-Fi

= (21 - Fk(ii)l)pu (I’] -1 ﬂ)_ 2 Pu (n -2, /I)

esitligi elde edilir.
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22-F{h

0
0

-1

(4.78)



Teorem 4.2.2 p,(nA); V matrisinin Kkarakteristik polinomu olmak iizere

Py (0, /1) =1ve p, (l, /1) = 1—F" baslangig sartlar altinda n>2 igin,
b (n,2)=(21-F5"?)p, (-1, 2)- Zp, (n—2,2) (4.79)

indirgeme bagintis1 gegerlidir.

Ispat. 4.2.1 in ispatindaki yontem izlenerek istenilen elde edilir.

Teorem 4.2.3 V matrisinin determinantt igin,

n-1 )
VI=FOTTRY” (4.80)
i=1
esitligi gecerlidir.
Ispat. V matrisinin karakteristik polinomunu

By (N, 2) =AU =V[=2 +v A" +v, A2+ 4V, A+Y,  (4.81)

olarak ele alahm. Bu durumda, A=0 i¢in p,(n0)=v, olup, V matrisinin

determinanti, karakteristik polinomunun sabit terimine bagli olarak

V|=(=1"v, =(-1)"p, (n0) (4.82)

seklinde yazilir. (4.79) esitliginden
py (n0)=-F5"?p, (n-10)

— _Fk(jfn—l) [_ Fk(jfn—Z) Py (n . 2,0)] S (_ 1)n Fk(:—n_l) Fk(,rfn_z) . Fk(jfl) (4.83)
elde edilir. (4.82) ve (4.83) esitliklerinden

n-1
[V| — Fk(r)H Fk(jfi)
i=1
(4.84)

oldugu goriiliir.
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Teorem 4.2.4 U matrisinin determinanti

-1
|U| = Fk(r) ln_[ Fk(+ri_l)
i=1

seklindedir.

Ispat. 4.2.3” iin ispatindaki yontem izlenerek istenilen elde edilir.

Teorem 4.2.5 U matrisinin tersi

[ S S 0
-1 1
RORDED
_ N __1
) ) ) 1
R RO R R
_ 0 - +
1_ 1) ) 1)
v ARG RED
0 0 0
0 0 0
seklindedir.

Ispat. (3.23)’ te verilen denklem géz 6niine alindiginda

EM
0 0 ) (r)o (r)
L. ol 0 F2-FR
U= .o e : .
11 -1 0 0
0 0

o

(r) (r)
I:k+n—2 - Fk+n—3

0

0 0
0 0
0 0
1 1 1
(r-1) + () (D
l:kJrn—Z l:kJrn—l Flim—l
=) E
Fk(in—)l I:k(in—)l a
8 1
. 1
0 . . N
00 1

(r) (r)
Fk+n—1 - Fk+n—2

(4.85)

(4.86)

(4.87)

olur. Buradan F” =F () + F"™ bagintis1 géz 6niine alinarak islemler yapilirsa,

M1
i A== 0
1 -10 0 O]F"
01 -1 -0 0
0 5 O
ye_|0 0 1 0 0 SN
; o -
F0D
0 0 1 -1 k12
0 0 0 1], 0
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(r-1
I:k+n—1_

1 0
-1 1
0 -1
0 O
0 0

o

o




matrisi bulunur.

[ 1 1 1 i
—+ - 0 0 0
RO RS R
1 1 1 1
- + 0 0
R RGY RGYRGY
0 - + 0 0 (4.88)
Rz R R . ‘
: : Ly Y
0 0 0 + -
FEACEIE
0 0 0 - -
L Fk(inl—)l Fk(inl—)l i

Bu matrisin (i, j). eleman1

seklindedir.

0 li—j>1
1 1
FO T EGD =1=1
k k+1
1 L l<i=j<n
(r-1) (r-1) -
I:k+i—1 Fk+i (489)
— i—j=1
(r) (r) |
I:k+|—1 - Fk+j—1‘
1 _jan
(r-1) -
I:k+n—1
seklinde verilebilir.
Teorem 4.2.6 V matrisinin tersi
[ 1 1 1 1
— —— 0 0 0
ROR R
1 1 1
- + - 0 0
R ORDRD R o0
1 1 1
§ 0 - + 0 0 -
V- R R R | |
° ° ’ R R R
0 0 0 - Fk(:rn—l) Fk(EIn—l)
bigimindedir.
Ispat. 4.2.5 in ispatindaki yontem izlenerek istenilen elde edilir.
Teorem 4.2.7 V matrisinin Hadamard tersinin determinanti
n-1 pn-1 (r+i)
No—l‘ _ (— 1) g Fk—l (4 91)

Fk(r) L Fk(r+i) Fk(r+i71)
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Ispat.

1 1 1 1
|:k(r) Fk(r) Fk(r) Fk(r)
1 1 1 1
Fk( r) Fk( r+1) Fk( r+l) Fk( r+l)
Vel 1 1 1 1 (4.92)
Fk(r) Fk(r+l) Fk(r+2) Fk(r+2)
1 1 1 1
Fk(r) Fk(r+l) Fk(r+2) Fk(r+n—1)
olup, sirastyla i=n—-1,n-2,...,1 igin (i +1). satirdan i. satir ¢ikartildiginda
1 1 1 1
h 1 4 11 1 1
h Fk(f+1) Fk(f) Fk(r+1) Fk(f) Fk(Hl) Fk(r)
VeIl 0 1 1 1 1 (4.93)
Fk(r+2) B Fk(r+1) Fk(r+2) o Fk(r+1)
' ' 1 1
0 0 0 Fk(r+n—1) - Fk(r+n—2)

elde edilir. O halde;

ol 1 1 1 1 1 1 1
’V - Fk(r) Fk(r+1) - Fk(r) Fk(r+2) - Fk(r+1) Fk(r+n—1) - Fk(r+n72)

_ 1 Fk(r) _ Fk(r+1) Fk(r+1) _ Fk(r+2) Fk(r+n—2) _ Fk(r+n—1)
Fk(r) Fk(r) Fk(r+1) Fk(r+l) Fk(r+2) Fk(r+n—2) Fk(r+n—1)

(r+1) (r+2) (r+n-1)
_ 1 - Fk—l — Fk—l o Fk—l
- Fk(r) Fk(r) Fk(r+1) Fk(r+1) Fk(r+2) Fk(r+n—2) Fk(r+n—l)
() RS

= - . 4.94
Fk(r) ]I:i[ Fk(r+|) Fk(r+|—1) ( )

olur.

Teorem 4.2.8 U matrisinin Hadamard tersinin determinanti

e L

‘U o-1
- (r) (e
Fk i=1 F I:k+i—l

K+i

(4.95)

seklindedir.
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Ispat. 4.2.7° nin ispatindaki yontem izlenerek istenilen elde edilir.

Teorem 4.2.9 U matrisinin Hadamard tersinin tersi

I:k
(r-1)
gt
r r
Fk Fk +1
(r-1)
I:k +1

0

seklindedir.

Ispat.

I:k(r)Fk(H O 0
R
OEO  EOE®D
e 0 0
k+1 k+2
0 _ Fk(igl—SFk(Jrr%—Z _ Fk(IZl—ZFk(I%—l Fk(+r:1—2|:k(+r:—1
LSRG RG)
0 R R0 ROLFOL
Rl Rélaa
1 1 1
EO  EO EO
l:kJrrn—l I:k+rn—2 I:k '
1 1 1
U, = Fk({r)PZ Fk(l:r)FZ Fk.(r)
1 1 1
(r) (r) (r)
matrisini g6z Oniine alalim. (3.22) ifadesine gore
- 1 .
O EO 0 0
1 1 1 I:k+n—l I:k+n—2 O 0
o |01 1 0 (1) _ (1) 0 1 0
= r r
O T . Fenz  Fans o
00 1 (') 0 1 (11 1
F®
L ko
olup
00 1
I, = :
' 0
10 0

matrisi i¢in

B (NpE)
) _ Fk Fk+1
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(4.97)

(4.98)

(4.99)



1 1 1
00 - 1RO, RO, R
P S S
1U,1, = e 0 Fk(:_%-z Fk(::?l—Z ) Fk‘(r) |
10 - 0| 1 1 1
i Fk(r) Fk(r) Fk(r)
1 1 1 ]
FO FO o FO
1 1 1
_ o
|7 R ORG |u
1 11
_Fk(r) I:k(+ril). Fk(-::l?l—l_
oldugundan ve (4.98) ifadesinden
[ 1 1
11 1|FY, R, °
1 1
UO71:(:) 1 00 1 1 0 Fk(i)nfzipkﬂfa
10 « 0[00 - 1 : : '
0 0
[ 1 1
1 1 RO 0
. k+n-1 k+n-2
11 -0 0 1 1
= o Fk(i%-z Fk(:zm—s
10 - 0 : :
0 0

(4.100)

(4.101)

esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki yaninin tersi alinirsa U matrisinin Hadamard

tersinin tersi

_ 1

00 0 -1 17 1 0
0 0 =11 FO. RO

(HF: 0 O 1 0 O 0 1 : 17
110 00 . RO, RO
1 0 0 0 ;

0
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F(r) _ Fk(r)Fk(g Fk(r)Fk(g 0 0
¢ R4 F&Y
Fk(r)Fk(Q _ Fk(r)Fk(R _ Fk(i]). Fk(PZ 0 0
|ORY RO REGY . :
0 0 L Fk(l)n—3Fk(21—2 _ Fk(i)n—Z Fk(i)n—l FK(I)n—Z Fk(iszl
E-D) D E-D
k+n72(r) - k+n-1 (r)k+n71(r)
0 0 Fk+n—2 Fk+n—1 _ Fk+n—2 Fk+n—1
L Rl Rl
seklinde elde edilir.
Teorem 4.2.10 V matrisinin Hadamard tersinin tersi
[ 0 Fk(f) Fk(Hl) Fk(r)l:k(Hl)
r
R~ Fk(r1+1) Fk(rfl) 0 0
Fk(r)Fk(Hl) . Fk(r)Fk(r+1) ) Fk(Hl)Fk(HZ) O 0
F(r+1) F(r+l) F(r+2)
k-1 k-1 k-1
veht= : : g :
0 0 o Fk(r+n—3) Fk(r+n—2) d Fk(r+n—2)Fk(r+n—1) Fk(r+n—2)Fk(r+n—1)
Fk(j;ni?) 2l I):k(:nil) (Fk(—rf;ilz )
r+n- r+n-1 r+n-2) g (r+n-1
0 0 R R _ F F
F(r+n71) F(MH)
L k-1 k-1
seklindedir.

Ispat. 4.2.9° un ispatindaki yontem izlenerek istenilen elde edilir.

(4.102)

(4.103)

Simdi; n=5, k=2 ve r=3 degerleri i¢in U, ve V matrisleri i¢in elde ettigimiz

sayisal sonuclar1 verelim.

Ornek 4.2.1 n=5, k=2 ve r =3 degerleri icin U matrisi

i |:2(3) |:2(3) |:2(3) |:2(3) |:2(3) 174 4 4 4 4
|:2(3) |:3(3) |:3(3) |:3(3) |:3(3) 4 11 11 11 11
U= |:2(3) |:3(3) |:4(3) |:4(3) |:4(3) =4 11 25 25 25
|:2(3) |:3(3) |:4(3) |:5(3) |:5(3) 4 11 25 51 51
i |:2(3) |:3(3) |:4( 3) |:5(3) |:6(3) 1L 4 11 25 51 9 7_

olup V matrisinin determinanti;

(4.104)

4
U|=FOT]F® = [FOFRPFPRPF? |-47.142646- 468832,  (4.105)
i=1
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U matrisinin tersi;

1 1 1
FPTEE TE® 0 0 0
1 1 1 1
CFP FO * FO FO 0 0
1 1 1 1
-1
u-= 0 F® EPTEP® T ED 0
1 1 1 1
0 0 - + -
|:5(2) FS(Z) 1|:6(2) EG(Z)
0 0 0 O FO
L 0 o o
4 7 7
11,1 1
7 7 14 14
-l o -L* 1,1t _1
14 14 26 26
o o L 1,1 1
26 26 46 46
0 0 0 £l
L 46 46
gy 0 0 0
28 7
e
7 14 14
o -L 40 L1 4|
14 364 26
0o o -+ 2 _1
26 736 46
0 0 0 IERE
L 46 46 |

U matrisinin Hadamard tersinin determinanti;

— 1 4 : Fz(fi)
F9 =) H SOT=E)

i=L "2+ " 1+i

‘U 0-1

(2) (2) (2) (2)
_ 1 F = F F
|:2(3) |:3(3) ] |:2(3) |:4(3) ) F3(3) F5(3) . |:4(3) F6(3) ) |:5(3)

17 14 26 46
 41142511512597.51

117208
30527937000
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U matrisinin Hadamard tersinin tersi;

7':(3) _ FZ(S) F?:(s) F2(3) FS(S) 0 0 0 ]
2 F3(2) Fs(z)
PR EPED EPEP HED ; .
|:3(2) |:3(2) |:4(2) |:4(2)
EQE® FOE®  EGEO EQE®
ot 1_ 0 3 4 A LY - 4 5 0
( T F@ FO FO FO
0 0 E 4(3) |:5(3) - |:4(3) [= 5(3) - |:5(3) |:6(3) |:5(3) E 6(3)
|:5(2) |:5(2) |:6(2) |:6(2)
0 0 0 |:5(3) = 6(3) |:5(3) |:6(3)
_ R
g A1 All 0 0 0
7 7
411 411 1125 11.25 0 0
7 7 14 14
_ 0 11.25 _11.25_ 2551 2551
14 14 26 26
. 0 2551 2551 5197 5197
26 26 46 46
0 0 0 51.97 51.97
L 46 46 |
[ 16 44 i
-= = 0 0 0
7 7
44 363 275
sl Ly 0 0
7 14 14
| o 275 _25000 2551 . | (4.108)
14 364 26
0 0 1275 _187272 4947
26 1196 46
4947 4947
0 0 0 _ —
L 46 46 |

olur. U matrisinin n=12,34,5 i¢in karakteristik polinomunu inceleyecek olursak;

Py (LA) =|A-4=2-4,

A-4 -4
2,4) = =22 -

@24 =_, 4—1J
A-4 -4 -4

PGB A)=| -4 2-11
4 11 -2

154 -28,

41

~11 =2 -104* + 2364 - 392

(4.109)

(4.110)

(4.111)



A-4 -4 -4 -4
. (4.1) = 4 2-11 -11 -11
~4  -11 A-25 -25
4 -11 -25 A-5

= X —312° + 70442 —69201 —10192,

A-4 -4 -4 -4 -4

4 21-11 -11 -11 -11

p,(5,A)=|-4 -11 A-25 -25 -25

-4 -11 -25 A-51 -51

4 -11 -25 -51 A-97

= —981" +2598%° —458324* + 3387041 — 468832

olup U matrisinin karakteristik polinomu Teorem 4.2.1° e gore;

py (L A)=1-4,

P, (2, A)=(RA-T7).(1—4)—1* = A* =151 +28,

P, (8 A)=(24—14).(2* =154 +28) — 1’ (A1 —4)
=2*-104* +2361-392,

P, (4,2) = (24 —26).(2° —104° + 2364 —392) — A*.(1* —154 +28)
=1' -3 + 7044 —69201+10192,

p, (5, 1) = (24 —46).(A' —312° + 7044> —69201 —-10192)

— (A -104* +2361-392

= —981" +25981° —458324” +3387041 — 468832

elde edilir.
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Ornek 4.2.2 n=5, k=2 ve r =3 degerleri i¢in V matrisi

|:2(3)
|:2(3)

olup V matrisinin determinanti;

|:2(3)
|:2(4)
|:2(4)
F2(4)
F2(4)

|:2(3)
|:2(4)
|:2(5)
|:2(5)
|:2(5)

|:2(3)
|:2(4)
|:2(5)
|:2(6)
|:2(6)

|:2(3) ]
|:2(4)

|:2(5) —
|:2(6)
|:2(7)

e e
(G2 I &2 BN @ 2 N &2 I SN

o O O O b~
~N N o o1 B~
o N o o1 b~

5
V|=FOT R =4[FYFOFORD|=41111=4,
i=2

V matrisinin tersi;

11 1 |
RO R D «
1 1 1 1
- + = 0 0
|:1(4) |:l(4) 1|:1(5) . F1(5)1 .
V= 0 F F9 F® F® ¢
1 1 1 1
0 0 E® E9 FO® FO
1 1
0 0 0 - —
| |:1(7) |:1(7)_
11 % o o
4 1 1 5 -
U B SR A R
vty 12 -1 0 0
Visf 0 -2 Z+r =2 00=|g _1 2 _1 0
1 1 1 - -
o 0 _% 1 +% _% 0 0 -1 2 -1
I oA lo o o -1 1]
o o0 o0 -r 1
L 1 1]
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V matrisinin Hadamard tersinin determinanti;

Ve

4 4 (3+i)
(1 A
3) (3+) = (2+1)
F7 i FUR

(4) ) (6) O]
_ l F R F F

"EGER TEOEM® EGOEEG TE@E®)
4 FOFD FOFP FOF® FOF,

11111 1

454657.687 5644800

V matrisinin Hadamard tersinin tersi;

[ FEOEM® EQEM®
FZ(S) B 2|:1(4)2 2[:1(4)2 0
FOEM FOE®  FOE® FOF®
F@ FK® P FO
o1\ FAOES FOF®  EOFf
6/ y = 0 F® F® F®
EOE®)
0 0 2 2
Fl(e)
0 0 0
4—£ % 0 0
45 45 56 56
1 1 1
| o 86 56 67 67
1
0 0 67 67 78
1 1 1
0 0 0 8
L 1
[-16 20 O 0 0
20 -50 30 0 0
=0 30 -72 42 O
0 0 42 -98 56
0 0 0 56 -56]

elde edilir.
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(4.122)
0 0
0 0
6) O E 0 .
5 f!:l( ) 6 7 6 7
CFPE® FOEM FOED
|:1(5) |:1(7) |:1(7)
FZ(G) F2(7) ~ F2(6) F2(7)
|:1(7) |:1(7) |
0
0
0
7.8
1
7.8
1]
(4.123)



5. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada; elemanlar1  hiper-Fibonacci  sayilarindan  olusturulmus

T= [Fk(gnax(i,j)—l:r S= [Fk(mmax(i’j)iqn U= ':Fk(gnin(i,j)—l:ln Ve

ij=1’ i,j=t’ i,j=1

i il n . . . . . . .
V :[Fk(r)m'”("”’ll i seklinde tanimli maksimumlu veya minimumlu matrislerinin

determinantlarini, terslerini ve karakteristik polinomlar1 gibi baz1 6zelliklerini

]_”. ve
i, j=1

hesapladik.  Calismamizda ele aldigimiz  bu T = [F(r)

k-+max(i, j)-1

U= [F(r) ]:1:1 matrisleri aslinda, Akyiiz (2017) tarafindan hazirlanan yiiksek

k-+ming, j)—1
. . . n n . ..
lisans tezinde incelenen A:[Fk‘quax(i‘j)_l]iyjzl ve BZI:Fk(Jranin(i,j)—l]iJ:l matrislerinin

genellemeleridir. Soyle ki, r=0 i¢in T ve U matrisleri A ve B matrislerine

indirgenir. Ayrica, yine buradaki T ve S matrisleri Haukkanen ve Mattila (2016)

tarafindan tanimlanan [M ]rnax matrisinin ve U ve V. matrisleri ise (M )min matrisinin

ozel halidir. Bizim buldugumuz bazi sonuglar, [M] ~ve (M) _  matrisleri igin

Mattila ve Haukkanen (2016) tarafindan elde edilen bulgularin sonuglari olarak
direkt olarak da bulunur. Bizim c¢alismamiz, elde ettigimiz bulgularin hiper-
Fibonacci sayilarina bagli olarak ¢ikmasi ve ele aldigimiz T, S, U ve V. matrislerinin
karakteristik polinomlarinin  bir rekiirans bagmtis1 ile elde edilebileceginin

gosterilmesi agisindan 6nemlidir.

Tezimizde incelemis oldugumuz T, S, U ve V. matrislerinin LU ayrisim1 gibi bazi
ayrisimlarinin  hesaplanabilecegi ve bu matrislerin reel 06zdegerlerinin hangi
araliklarda olabileceginin Sturm Teoreminin uygulamasi olarak tespit edilebilecegi

kanisindayi1z.
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