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ÖZET 

 

Bu çalıĢmada, elemanları özel olarak seçilmiĢ bazı maksimum veya minimum 

elemanlı matrislerin determinantlarını, terslerini ve Hadamard terslerini hesapladık. 

Ġncelediğimiz matrislerin elemanları genelleĢtirilmiĢ Fibonacci sayıları olan hiper-

Fibonacci sayılarından oluĢmuĢtur.  

Bu çalıĢma beĢ bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölümde; amaç ve problem 

tanıtılmıĢtır. Ġkinci bölümde; probleme ait literatür verilmiĢtir. Üçüncü bölümde; 

çalıĢmamız ile ilgili bazı temel kavramlar ve teoremler verilmiĢtir. Dördüncü 

bölümde; maksimumlu veya minimumlu matrislerin determinantları, tersleri ve 

Hadamard tersleri hesaplanmıĢtır. Ayrıca, bu bölümde elde edilen sonuçlarla ilgili 

sayısal örnekler verilmiĢtir. BeĢinci  bölümde ise; sonuç ve öneriler verilmiĢtir. 
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ABSTRACT 

 

In this study, we have computed the determinants, inverses and Hadamard inverses 

of the matrices with maximum or minimum elements. The elements of the matrices 

which we have been examined have been consisted of hyper fibonacci numbers 

which are the generalized fibonacci numbers. 

This study consists of five sections. In the first section; the purpose and the problem 

have been introduced. In the second section; it has been given literatüre on problem. 

In the third section; some basic concepts and theorems related to our study have been 

given. In the fourth section; the determinants, inverses and Hadamard inverses of the 

matrices with maximum or minimum elements have been computed. Also, we have 

given numerical examples related to obtained results. In the fifht section; conclusions 

and suggestions were given. 
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SĠMGELER VE KISALTMALAR DĠZĠNĠ 
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1. GĠRĠġ 

Ġnsanoğlu varoluĢundan bu yana çevresinde olup bitenleri anlamaya uğraĢmaktadır. 

Bu uğraĢ sonucunda matematik bilimi ortaya çıkıp geliĢmiĢtir. Matematiğin alfabesi 

olan sayılar, insanoğlunun zihninde var olan matematiksel düĢüncenin ortaya 

çıkartılmasında ve doğadaki çoklukların sembolleĢtirilmesinde insanoğluna yardımcı 

olan ilk unsurlardan biridir. Tarihin seyri içerisinde sayılara olan ilgi artmıĢ ve birçok 

özel sayı dizisi keĢfedilmiĢtir. Bunlardan birini 1200’ lü yıllarda Ġtalyan matematikçi 

Leonardo Fibonacci, “Ergin bir tavĢan çiftinin (biri erkek biri diĢi) her ay yeni bir 

yavru çift (biri erkek biri diĢi) meydana getirdikleri ve yeni doğan bir tavĢanın bir 

ayda erginleĢtiği, tavĢan ölümlerinin olmadığı kuralına göre çoğalan ve baĢlangıçta 

bir çift (biri erkek biri diĢi) yavru tavĢanın bulunduğu bir tavĢan nüfusu belli bir ay 

sonra ne olur?” problemi üzerinde çalıĢırken keĢfetmiĢtir. Buna göre, herhangi bir 

aydaki tavĢan nüfusu, o aydan önceki iki aydaki tavĢan nüfuslarının toplamı Ģeklinde 

olmuĢtur. Yani, tavĢan çifti sayıları aylara göre 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,… Ģeklinde 

olmuĢtur. Bu sayılar Fibonacci sayıları ve bu sayıların oluĢturduğu dizi ise Fibonacci 

sayı dizisi olarak adlandırılmıĢtır. Zamanla Fibonacci sayılarına olan ilgi artmıĢ ve 

bu sayıların; bazı çiçeklerin yaprak sayılarında, ayçekirdeği çekirdeklerinin 

diziliĢinde olduğu gibi doğada birçok yerde bulunduğu tespit edilmiĢtir. Ayrıca, bu 

sayıların ardıĢık terimleri oranının, estetik ve güzellik kriteri olarak kabul edilen altın 

oranla olan iliĢkisi de dikkate değer bir husustur. Fibonacci sayıları üzerine yapılan 

araĢtırmalar çoğaldıkça, bu sayılar matrislere eleman olarak taĢınmıĢ ve matrislerin 

bazı özellikleri Fibonacci sayılarına bağlı olarak elde edilmiĢtir. Dahası, Fibonacci 

sayılarının farklı türlerdeki genellemeleri de elde edilmiĢtir. Bu genellemelerden biri 

de; ,nF
 
n. Fibonacci sayısı olmak üzere 

 0

n nF F  ve 0)(
0 rF  Ģartları altında 1r   

tamsayısı için    1

0

n
r r

n k

k

F F




  Ģeklinde tanımlı hiper-Fibonacci sayılarıdır. 

Bizim bu tez çalıĢmasındaki amacımız ise; elemanları,
 
hiper-Fibonacci sayıları olan 

maksimum elemanlı veya minimum elemanlı matrislerin bazı özelliklerini 

incelemektir.  
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1.1 Problemin Tanıtımı  

 

Elemanları hiper-Fibonacci sayılarından oluĢan maksimum ve minimum elemanlı 

matrisler, 

                                  

( )

max( , ) 1 , 1

n
r

k i j i j
T F   

                                                              (1.1) 

              

( max( , ) 1)

, 1

n
r i j

k i j
S F  


                                                            (1.2) 

          

( )

min( , ) 1 , 1

n
r

k i j i j
U F   

                                                               (1.3) 

          

( min( , ) 1)

, 1

n
r i j

k i j
V F  


                                                             (1.4)

 

Ģeklinde tanımlanabilir. Bu çalıĢmada, yukarıda verdiğimiz ,T  ,S  U  ve V  

matrislerinin determinantları, tersleri, Hadamard tersleri gibi özelliklerinin hiper-

Fibonacci sayılarına bağlı olarak elde edilip edilemeyeceğini araĢtıracağız. Bizim bu 

çalıĢmamızda ele aldığımız matrisler, literatür özetinde bahsedeceğimiz Akyüz 

(2017) tarafından hazırlanan yüksek lisans tezinde incelenen max( , ) 1 , 1

n

k i j i j
A F   

     ve 

min( , ) 1 , 1

n

k i j i j
B F   

     matrislerinin genel halidir.  
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2. LĠTERATÜR ÖZETĠ 

Bu bölümde, çalıĢmamızla yakından alakalı daha önce yapılmıĢ çalıĢmaları 

özetleyeceğiz. 

Catalani (2002), Fibonacci sayıları ile (min( , ))A i j  matrisinin esas minörleri 

arasındaki iliĢkileri incelemiĢtir. 

Bhatia (2006), (min( , ))A i j  Ģeklinde tanımlı minimum elemanlı matrislerin sonsuz 

bölünebilirliğini araĢtırmıĢtır. 

Bhatia (2011), minimum elemanlı ve benzeri matrisleri daha ayrıntılı olarak 

irdelemiĢtir. 

Fonseca (2007), 0x   ve x y  olmak üzere , 1[min{ , }]n

i jC xi y xj y     matrisinin 

özdeğerlerini ve tersini hesaplamıĢtır. 

Chu vd., (2011), min( , ) , 1[ ]n

i j i jA a   matrisinin determinantı ve tersi gibi bazı özellikleri 

ile ilgili Neudecker vd., (2009) tarafından ortaya atılan problemlere cevap 

vermiĢlerdir. 

BahĢi ve Solak, (2011), elemanlarını minimum kavramına bağlı olarak tanımladıkları

( min( , ) 1)kB k i j    matrisinin determinantını, Öklid normunu ve tersi gibi bazı 

özelliklerini incelemiĢlerdir. 

Solak ve BahĢi, (2013), elemanlarını maksimum kavramına bağlı olarak 

tanımladıkları
 

( max( , ) 1)kB k i j    matrisinin determinantını, Öklid normunu, 

tersini ve Hadamard tersini hesaplamıĢlardır. 

BahĢi ve Solak, (2015), elemanlarını min( , ) 1ija k i j   , max( , ) 1ijb k i j    ve 

k R  Ģeklinde maksimum ve minimum kavramlarına bağlı olarak tanımladıkları kA  

ve kB  matrislerinin karakteristik polinomlarında, değiĢkene verilen bazı değerler 

sonucunda genelleĢtirilmiĢ Fibonacci sayılarını elde etmiĢlerdir. 

Petroudi ve Pirouz, (2016), elemanları Fibonacci ve Lucas sayılarından oluĢan 

min( , ) 1 . 1[ ]n

i j i jF F    ve Fe  matrislerinin determinantlarını, terslerini ve spektral 

normunu hesaplamıĢlardır.  
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Matilla ve Haukkanen, (2016), daha genel olarak tanımladıkları maksimum ve 

minimum elemanlı matrislerin çarpanlara ayrılıĢını, pozitif tanımlılığını ve bazı 

ayrıĢımlarını incelemiĢlerdir. 

Dil ve Mezö, (2008), hiper-Fibonacci sayılarını 
 0

n nF F  ve 0)(
0 rF  Ģartları altında  

r  pozitif tamsayısı için    



n

k

r
k

r
n FF

0

1

 

 Ģeklinde tanımlamıĢlardır. 

BahĢi vd., (2014), hiper-Fibonacci ve hiper-Lucas sayılarının bazı özelliklerini elde 

etmiĢlerdir. 

BahĢi ve Solak, (2014), bazı sirkülant matrisleri, elemanlarını hiper-Fibonacci ve 

hiper-Lucas sayılarından oluĢacak Ģekilde tanımlayıp elde ettikleri matrislerin  

normlarını incelemiĢlerdir. 

BahĢi ve Solak, (2016),  hiper-Fibonacci ve hiper-Lucas sayılarının ve bunların daha 

genel hallerinin altın oran ile olan iliĢkisini vermiĢlerdir.  

Akyüz (2017), yüksek lisans tezinde elemanlarını Fibonacci sayılarına bağlı olarak 

tanımladığı max( , ) 1 , 1

n

k i j i j
A F   

     ve min( , ) 1 , 1

n

k i j i j
B F   

     matrislerinin normlarını, 

terslerini ve Hadamard terslerini incelemiĢtir.  
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3. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER 

Bu bölümde, çalıĢmamızla ilgili bazı temel kavramları ve teoremleri vereceğiz. 

Tanım 3.1 BaĢlangıç değerleri 
0 0F  , 

1 1F   olmak üzere  

                      1 1n n nF F F   ,     1n                               (3.1) 

bağıntısı ile tanımlanan sayılara Fibonacci sayıları, bu sayıların oluĢturduğu  
0n n

F


 

sayı dizisine ise Fibonacci sayı dizisi denir (Koshy, 2001). 

Fibonacci sayılarının rekürans bağıntısına ait karakteristik denklemi 
2 1 0x x    

olup, bu denklemin kökleri 
1 5

2





 
ve 

1 5

2



  olarak hesaplanır.   ve   

değerlerine göre n. Fibonacci sayısı 

                                               
n n

nF
 

 





                                                          (3.2) 

Ģeklinde Binet Formülü ile gösterilebilir (Koshy, 2001). Fibonacci dizisindeki ardıĢık 

terimlerin oranı ile altın oran arasında,   

                                               

1 1 5
lim

2
n

n
n

F

F





                                                 (3.3) 

iliĢkisi mevcuttur (Koshy, 2001). Burada 
1 5

2



  değeri altın oran olarak bilinir. 

Fibonacci sayılarının birçok genellemesi mevcuttur. Bunlardan biri de hiper-

Fibonacci sayıları Ģeklinde Dil ve Mezö tarafından yapılan genellemedir. Bu 

genelleme Ģu aĢağıdaki tanım ile verilmiĢtir.  

 

Tanım 3.2 
 0

n nF F  ve 
 

0 0
r

F   Ģartları altında r  pozitif tamsayısı için 

   1

0

n
r r

n k

k

F F




  ile verilen )(r

nF sayısına r. mertebeden n. hiper-Fibonacci sayısı denir 

(Dil ve Mezö, 2008). 
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AĢağıdaki tabloda bazı hiper-Fibonacci sayıları verilmiĢtir. 

 

Çizelge 3.1. Bazı hiper-Fibonacci sayıları. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hiper-Fibonacci sayı dizisi 
     1

1

r r r

n n nF F F


   Ģeklinde rekürans bağıntısına sahip 

olup üreteç fonksiyonu, 

                                                

  2
0 1 1

r n

n r
n

t
F t

t t t






  

                                    (3.4) 

Ģeklindedir (Dil ve Mezö, 2008). Ayrıca, 1r   ve 2r   için,  

                                                (1)

2 1n nF F                                                             (3.5) 

ve 

                                                (2)

4 3n nF F n                                                     (3.6) 

olup  

                                                
  ,...33,20,12,7,4,2,1,01 nF                                       (3.7) 

ve 

                                               
 2

0,1,3,7,14,26,46,...nF                                         (3.8) 

değerleri elde edilir.  

 

              r 

  
)(r

nF      0 1 2 3 4 5 6 7 

)(
0

r
F  0 0 0 0 0 0 0 0 

)(
1

r
F  1 1 1 1 1 1 1 1 

)(
2

r
F  1 2 3 4 5 6 7 8 

)(
3

r
F  2 4 7 11 16 22 29 37 

)(
4

r
F  3 7 14 25 41 63 92 129 

)(
5

r
F  5 12 26 51 92 155 247 376 

)(
6

r
F  8 20 46 97 189 344 591 967 

)(
7

r
F  13 33 79 176 365 709 1300 2267 
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Hiper-Fibonacci sayıları ve altın oran arasında ise, 

                                                  
( )

( )

1

lim ,
r

n

rn
n

F

F





                                      (3.9) 

                                                  
( 1)

( )

1

lim 1,
r

n

rn
n

F

F







               (3.10) 

                             

( )

1

( 1)
lim

r

n

rn
n

F

F



                                        (3.11)

 

ve 

                                                  




1lim
)1(

)(

r

n

r

n

n F

F
                         (3.12) 

bağıntıları mevcuttur (BahĢi ve Solak, 2016).  

Fibonacci sayılarının Horadam sayılarına genellemesine benzer Ģekilde hiper-

Fibonacci sayıları da 
 0

n nW W  ve 
 

0

r
W a  Ģartları ile,  

     1

1

r r r

n n nW W W


   Ģeklinde 

hiper-Horadam sayılarına genelleĢtirilebilir (BahĢi vd., 2014). 

 

Tanım 3.3 nm  tipindeki
 

 ijT t  ve  ijS s  matrislerinin Hadamard çarpımı, 

                                                   ij ijT S t s                                                       (3.13) 

olarak tanımlanır (Horn ve Johnson, 1991).  

 
2

1
1

1

max
n

ij
i m

j

k T t
 



 
 

maksimum satır normu ve  
2

1
1

1

max
m

ij
j n

i

m S s
 



 
 

maksimum 

sütun normu olmak üzere, Hadamard çarpımın spektral normu ile  1k T  ve  1m S  

çarpımı arasında, 

                                                  
   1 12

T S k T m S                                          (3.14) 

eĢitsizliği vardır (Horn ve Johnson, 1991). 
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Tanım 3.4 0ijt 
 
olmak üzere,  ij m n

T t


  matrisinin Hadamard tersi,  

                  
1 1

ij m n

T
t





 
   
                                                    

(3.15) 

Ģeklinde tanımlanır ( Horn ve Johnson, 1991).  

Tanım 3.5 Herhangi bir T  matrisinin spektral normu, 2
: , HT T T  ’ matrisinin 

mutlak değerce en büyük öz değerinin karekökü} olarak tanımlanır (Horn ve 

Johnson, 1991). 

Tanım 3.6 Elemanları maksimum veya minimum kavramlarına bağlı olarak 

tanımlanan matrislere maksimum elemanlı veya minimum elemanlı matrisler denir 

(Akyüz, 2017). 

Literatürde farklı türlerde tanımlanmıĢ maksimum elemanlı veya minimum elemanlı 

matrislerle karĢılaĢabiliriz.   

1 2 1

1 1 2 1

max( , ) 1 2 2 2 1, 1

1 1 1 1

,

k k k k n

k k k k n
n

k i j k k k k ni j

k n k n k n k n

F F F F

F F F F

A F F F F F

F F F F

   

    

      

       

 
 
 
    
 
 
  

  (3.16) 

               

1 1 1

min( , ) 1 1 2 2, 1

1 2 1

,

k k k k

k k k k
n

k i j k k k ki j

k k k k n

F F F F

F F F F

B F F F F F

F F F F

  

    

   

 
 
 
    
 
 
  

                 (3.17)  

 
, 1

1 2 1

1 1 2 1

max( , ) 1 2 2 2 1

1 1 1 1

n

k i j

k k k k n

k k k k n

C k i j k k k k n

k n k n k n k n



    
     
 
         
 
 
         

           (3.18) 

ve 
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           
, 1

1 1 1

min( , ) 1 1 2 2

1 2 1

n

k i j

k k k k

k k k k

D k i j k k k k

k k k k n



 
   
 
       
 
 
     

                    (3.19) 

matrisleri maksimum elemanlı veya minimum elemanlı matrislere örnek olarak 

verilebilir. (3.16) ve (3.17) ile verilen A ve B matrislerinin elemanlarının Fibonacci 

sayıları olduğuna ilgi çekelim. 

Teorem 3.1 nzzz  21  olacak Ģekilde 
iz  reel sayılarından oluĢan sonlu bir 

 1 2, , , nM z z z  kümesinde tanımlanan maksimumlu ve minimumlu matrisler; 

                            

   

1 2 3

2 2 3

3 3 3max
max ,

n

n

i j n

n

n n n n n

z z z z

z z z z

M z z z z z z

z

z z z z z

 
 
 
  
 
 
  

                        (3.20) 

ile 

                             

 

1 1 1 1

1 2 2 2

min 1 2 3 3

1 2 3

( ) min ,i j

n

z z z z

z z z z

M z z z z z z

z z z z

 
 
 
  
 
 
  

                        (3.21) 

olsun. Bu durumda,  
max

M  ve  
min

M  matrisleri 2n  için  

 

1 2

2 3

max

0 01 1 1 1 0 0

0 00 1 1 1 1 0

0 00 0 1 1 1 1n

z z

z z
M

z

    
    
    
    
    

        

     (3.22) 
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 

1

2 1

min

1

0 01 0 0 1 1 1

0 01 1 0 0 1 1

0 01 1 1 0 0 1n n

z

z z
M

z z 

    
    
    
    
    

    

       (3.23) 

Ģeklinde matris çarpanlarına ayrılır (Mattila ve Haukkanen, 2016). 

Teorem 3.2  
max

M  ve  
min

M  matrislerinin determinantları sırasıyla, 

                                 1 2 2 3 1max
det ( )( ) ( )n n nM z z z z z z z                             (3.24) 

ve  

                                 1 2 1 3 2 1min
det ( )( ) ( )n nM z z z z z z z                              (3.25) 

Ģeklindedir (Mattila ve Haukkanen, 2016). 

Teorem 3.3  1 2, , , nM z z z  kümesinin elemanları birbirinden farklı olsun. Eğer 

0nz   ise  
max

M  matrisinin tersi var ve bu tersin elemanları 

             

1 2

1 1

1

0           1

1
,            1

1 1
,                   1

1
,               1

1 1
,               

i i i i

i j

n n n

i j

i j
z z

i j n
z z z z

i j
z z

i j n
z z z

 



  

  
 

    

 


 



   
                       

(3.26) 

Ģeklinde ve eğer 1 0z   ise  
min

M  matrisinin tersi var ve bu tersin elemanları ise 
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 
2

1 2 1

1 1

1

0           1

,            1

1 1
,                   1

1
,               1

1
,               

i i i i

i j

n n

i j

z
i j

z z z

i j n
z z z z

i j
z z

i j n
z z

 



  

  
 

    

 
 
  



  
                        

(3.27) 

Ģeklindedir (Mattila ve Haukkanen, 2016). 

Teorem 3.4  (3.16) ile verilen A matrisinin 0k   ve 2n  için tersi, 

1 1

1 1 1 2 1 2

1

1 2 1 2 2 3

2 1 1

1 1
0 0

1 1 1 1
0

1 1 1
0 0

1 1
0 0 0

k k k k

k k k k k k k k

k k k k k k

k n k n k n

F F F F

F F F F F F F F

A

F F F F F F

F F F

 

     



     

     

 
  

 
 
   

    
 

  
   

 
 
 
  

 (3.28) 

Ģeklindedir (Akyüz, 2017). 

Teorem 3.5  (3.16) ile verilen A matrisinin 0k   ve 2n  için determinantı, 

       

2
1

1 1

0

( 1)
n

n

k n k i

i

A F F




   



                                    (3.29) 

olur (Akyüz, 2017).  

Teorem 3.6  (3.16) ile verilen A matrisinin spektral normu için,  

    
2 2

1 12
(( 1) 1k n k nA nF n F                                 (3.30) 

eĢitsizliği mevcuttur (Akyüz, 2017). 
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Teorem 3.7 0k   olmak üzere (3.17) ile verilen B matrisinin Hadamard tersinin 

determinantı, 

 

o 1 1 1

12 1

1
( 1)

n
n k

ik n k i

F
B

F F

  

   

                                   (3.31) 

Ģeklindedir (Akyüz, 2017). 

Teorem 3.8 0k   olmak üzere (3.17) ile verilen B matrisinin Hadamard tersinin 

tersi, 

 

1 1

1 1

1 1 1 2 1 2

1 1
1

o 1

1 2 1 2 2 3

1

1 2

3

0 0

0

0 0

0 0 0

k k k k
k

k k

k k k k k k k k

k k k k

k k k k k k

k k k

k n k n

k n

F F F F
F

F F

F F F F F F F F

F F F F

B F F F F F F

F F F

F F

F

 

 

     

 




     



   

 

 
 
 
 

  
 
 

 
 
 
 
 

 
 

 (3.32) 

biçimindedir (Akyüz, 2017). 

Biz ise tezimizde aĢağıda verilen nn  tipindeki 

            

 

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

max , 1 2 2 2 1
, 1

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

,

r r r r

k k k k n

r r r r

k k k k n
n

r r r r r

k i j k k k k n
i j

r r r r

k n k n k n k n

F F F F

F F F F

T F F F F F

F F F F

   

    

      


       

 
 
 

    
   

 
 
 

                   (3.33) 

     

 

( ) ( 1) ( 2) ( 1)

( 1) ( 1) ( 2) ( 1)

( max , 1) ( 2) ( 2) ( 2) ( 1)

, 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

,

r r r r n

k k k k

r r r r n

k k k k
n

r i j r r r r n
k k k k k

i j

r n r n r n r n

k k k k

F F F F

F F F F

S F F F F F

F F F F

   

    

      



       

 
 
 

    
   

 
 
 

              (3.34) 
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              

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

min , 1 1 2 2
, 1

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1

r r r r

k k k k

r r r r

k k k k
n

r r r r r

k i j k k k k
i j

r r r r

k k k k n

F F F F

F F F F

U F F F F F

F F F F

  

    


   

 
 
 

    
   

 
 
 

                          (3.35) 

ve 

             
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( 1) ( 1) ( 1)

( min , 1) ( ) ( 1) ( 2) ( 2)

, 1

( ) ( 1) ( 2) ( 1)

r r r r

k k k k

r r r r

k k k k
n

r i j r r r r
k k k k k

i j

r r r r n

k k k k

F F F F

F F F F

V F F F F F

F F F F

  

    



   

 
 
 

    
   

 
 
 

                 (3.36) 

matrislerinin determinant, karakteristik polinom ve ters gibi özelliklerini araĢtırdık. 

Tezimizin bundan sonraki bölümlerinde bahsi geçen T , S ,U  ve V  matrisleri (3.33), 

(3.34), (3.35) ve (3.36) ile verilen matrisler olup bu durum her defasında tekrar tekrar 

belirtilmeyecektir. 
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4. HĠPER-FĠBONACCĠ SAYILARININ MAKSĠMUM VE MĠNĠMUM 

ELEMANLI MATRĠSLERDE UYGULAMALARI 

 

Bu bölümde hiper-Fibonacci sayılarının eleman olarak kullanıldığı maksimum ve 

minimum elemanlı matrisler için bulduğumuz sonuçlar verilmiĢtir. Öncelikle 

belirtelim ki, determinant ve matris tersleri ile ilgili bulduğumuz sonuçlar Teorem 

3.2 ve Teorem 3.3 direkt sonucu olarak yazılabilir. Ayrıca, çalıĢmamızdaki k  ve r  

değerleri pozitif reel sayılardır.  

 

4.1 Fibonacci Sayılarının Maksimum Elemanlı Matrislerde Uygulamaları 

 

Teorem 4.1.1  ,npT ; T  matrisinin karakteristik polinomu olmak üzere 2n  için,  

                      
        ,2,1, 2)(

1   nqnqFnp TT
r
nkT                           (4.1) 

olacak Ģekilde   1,0 Tq   ,    1

12,1 

 r

kT Fq     baĢlangıç Ģartları altında  

                       
        ,2,12, 2)1(  

 nqnqFnq TT
r
nkT                         (4.2)       

               
 

indirgeme bağıntısına sahip  ,nqT
 polinomu vardır. 

Ġspat.  

        

 
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r
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






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





               (4.3) 

                   

 

olup, sırasıyla 1,,2,1  ni   için ).1( i  satır .i  satırdan çıkartıldığında 
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         (4.4)          
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elde edilir. ġimdi de elde ettiğimiz bu son determinantta sırasıyla 1,,2,1  ni   için 

).1( i  sütun .i  sütundan çıkartılır ve determinantın özellikleri göz önüne alınırsa, 
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  (4.5) 

       

 

elde edilir. Yukarıdaki son eĢitliğin sağ tarafındaki ilk determinantı  ,nqT  olarak 

seçersek, 
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 (4.6) 

olduğundan,    1
12,1 
 r

kT Fq   olup son satıra göre determinantı hesaplarsak

  1,0 Tq  Ģartı altında 2n  için 

                    
        ,2,12, 2)1(  

 nqnqFnq TT

r

nkT                      (4.7)
 
 



 

16 

 

ifadesini elde ederiz. O halde, (4.5), (4.6) ve (4.7) eĢitliklerinden              
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r

nk  
              (4.8)                

eĢitliğini elde ederiz. 

Teorem 4.1.2  ,npS ; S  matrisinin karakteristik polinomu olmak üzere 2n  için,  
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kS                         (4.9)   

olacak Ģekilde   1,0 Sq ,    1

12,1 

 r

kS Fq 
 
 baĢlangıç Ģartları altında 
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indirgeme bağıntısına sahip  ,nqS  polinomu vardır. 

Ġspat.  Teorem 4.1.1’ in ispatındaki yöntem izlenerek istenilen elde edilir. 

Teorem 4.1.3 S  matrisinin determinantı 
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(4.11) 

biçimindedir. 

Ġspat. S  matrisinin karakteristik polinomunu 
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(4.12) 

olarak ele alalım. Bu durumda, 0  için   nS snp 0,  olup, S  matrisinin 

determinantı, karakteristik polinomunun sabit terimine bağlı olarak 

                                               0,11 npsS S

n

n

n
                                        (4.13) 

Ģeklinde yazılır. Ayrıca  (4.9) ve (4.10) eĢitlikleri bize        
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                                             0,10, )1(   nqFnp S
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bağıntılarını verir. (4.13), (4.14) ve (4.15) eĢitliklerinden 
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(4.16) 

elde edilir. 

Teorem 4.1.4 T  matrisinin determinantı için 
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eĢitliği yazılır. 

Ġspat. Teorem 4.1.3’ ün ispatındaki yöntem izlenerek istenilen elde edilir. 

Teorem 4.1.5 T  matrisinin tersi  
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(4.18) 

 

Ģeklindedir. 

Ġspat. (3.22)’  de verilen denklem göz önüne alındığında 
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olur. Buradan,      1
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matrisi bulunur. Bu matrisin ).,( ji  elemanı 
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Ģeklinde verilebilir. 
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Teorem 4.1.6  S  matrisinin tersi için  
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(4.22) 

yazılır. 

Ġspat. Teorem 4.1.5’ in ispatındaki yöntem izlenerek istenilen elde edilir. 

 

Teorem 4.1.7 S  matrisinin spektral normu için 
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ifadesi geçerlidir. 

Ġspat. S  matrisi iki matrisin Hadamard çarpımı olarak,  
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       21 SS                (4.24) 

Ģeklinde yazılsın. 
1S  ve 

2S  matrislerinin sırasıyla maksimum satır normu ve 

maksimum sütun normu  
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olduğundan (3.14)’ teki ifadeye göre 
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(4.27) 

ve buradan da 
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elde  edilir. 

Teorem 4.1.8  
2

T , T  matrisinin spektral normu olmak üzere 
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(4.29) 

eĢitsizliği sağlanır. 

Ġspat. Teorem 4.1.7’ nin ispatındaki yöntem izlenerek istenilen elde edilir. 

 

Teorem 4.1.9  1oT , T  matrisinin Hadamard tersinin determinantı olmak üzere;  
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ifadesi geçerlidir. 

Ġspat.  
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(4.31) 

 

determinantında sırasıyla 1,,2,1  ni   için ).1( i  satır .i  satırdan çıkartıldığında  
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eĢitliği bulunur. Böylece, 
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Ģeklinde istenilen elde edilir. 

Teorem 4.1.10  1oS , S  matrisinin Hadamard tersinin determinantı olmak üzere; 
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ifadesi geçerlidir. 

Ġspat. Teorem 4.1.9’ un ispatındaki yöntem izlenerek istenilen elde edilir. 

Teorem 4.1.11 S  matrisinin Hadamard tersinin tersi  
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biçiminde üçlü band matrisidir. 

 

Ġspat.  
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eĢitliği bulunur. Bu eĢitliğin her iki tarafının tersi alınır ve matris çarpımı yapılırsa  
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olur ki istenen elde edilmiĢ olur. 

Teorem 4.1.12 T  matrisinin Hadamard tersinin tersi 
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 (4.42) 

biçiminde üçlü band matrisidir. 

Ġspat. Teorem 4.1.11’ in ispatındaki yöntem izlenerek istenilen elde edilir. 

ġimdi 5,n   2k  ve 3r  değerleri için T  ve S  matrisleri için elde ettiğimiz 

sayısal sonuçları verelim. 

Örnek 4.1.1 5,n   2k  ve 3r  değerleri için T  matrisi  
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olup T  matrisinin determinantı; 
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T  matrisinin tersi; 
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,                                          (4.45)

 

T  matrisinin Hadamard tersinin determinantı; 


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26

11.25

14
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7
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1
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117208
 ,                                 (4.46) 

T  matrisinin Hadamard tersinin tersi; 
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                             (4.47) 

olur. Ayrıca T  matrisinin 5,4,3,2,1n  değerleri için karakteristik polinomunu 

inceleyecek olursak;   

1),0( Tq ,                                           (4.48) 

44),1(  Tp ,                            (4.49) 

7272),1(  Tq ,                            (4.50) 
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),2( 2 
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
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


Tp ,                           (4.51) 
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           9259432264884527402018810746 2345   ,            (4.58) 

olup T  matrisinin karakteristik polinomu Teorem 4.1’ e göre;  

1),0( Tq ,                           (4.59) 

4),1(  Tp ,                        (4.60) 

72),1(  Tq ,                                     (4.61) 

7715 )72).(11(),2( 22  Tp  ,                 (4.62) 

98143)72)(142(),2( 22  Tq ,                 (4.63) 

)72()98143).(25(),3( 22  Tp  

   245025296 23   ,                     (4.64) 

)72.()98143).(262(),3( 22  Tq  

  25481681134 23   ,                    (4.65) 

)98143.()25481681134).(51(),4( 2223  Tp  

    12994860206029303 234   ,              (4.66) 

)98143.()25481681134).(462(),4( 2223  Tq  

     117208263256323965 234   ,              (4.67)      

)117208263256323965).(97(),5( 234  Tp  

)25481681134.( 232    

     1136917613809655148443876768 2345   ,              (4.68) 

)117208263256323965).(792(),5( 234  Tq                   

)25481681134.( 232    
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                9259432264884527402018810746 2345                    (4.69) 

elde edilir. 

Örnek 4.1.2  5,n   2k  ve 3r  değerleri için S  matrisi  
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S               (4.70) 

olup S  matrisinin determinantı; 
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S  matrisinin tersi; 
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S  matrisinin Hadamard tersinin determinantı; 
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S  matrisinin Hadamard tersinin tersi; 
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elde edilir. 

 

 

 

 

 

4.2 Fibonacci Sayılarının Minimum Elemanlı Matrislerde Uygulamaları 
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Teorem 4.2.1  ,npU ; U  matrisinin karakteristik polinomu olmak üzere

  1,0 Up  ve   )(,1 r
kU Fp   baĢlangıç Ģartları altında 2n  için, 

                          ,2,12, 2)1(
1  
 npnpFnp UU

r
nkU                  (4.75) 

indirgeme bağıntısı geçerlidir. 
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                (4.76) 

olup, sırasıyla 1,...,2,1  nni  için .i  satır ).1( i  satırdan çıkartıldığında  
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Teorem 4.2.2  ,npV
;  V  matrisinin karakteristik polinomu olmak üzere 
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Ġspat. 4.2.1’ in ispatındaki yöntem izlenerek istenilen elde edilir. 

Teorem 4.2.3  V  matrisinin determinantı için, 
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 Teorem 4.2.4  U  matrisinin determinantı 
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Ģeklindedir. 

Ġspat. 4.2.3’ ün ispatındaki yöntem izlenerek istenilen elde edilir. 

Teorem 4.2.5 U  matrisinin tersi  
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Ģeklindedir. 
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matrisi bulunur. Bu matrisin ).,( ji  elemanı  
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Ģeklinde verilebilir. 

Teorem 4.2.6  V  matrisinin tersi 
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biçimindedir. 

Ġspat. 4.2.5’ in ispatındaki yöntem izlenerek istenilen elde edilir. 

Teorem 4.2.7  V matrisinin Hadamard tersinin determinantı  
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Ģeklindedir. 
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olur. 

Teorem 4.2.8  U  matrisinin Hadamard tersinin determinantı 
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Ġspat. 4.2.7’ nin ispatındaki yöntem izlenerek istenilen elde edilir. 

Teorem 4.2.9 U  matrisinin Hadamard tersinin tersi 
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 (4.96) 

Ģeklindedir. 
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eĢitliği elde edilir. Bu eĢitliğin her iki yanının tersi alınırsa U matrisinin Hadamard 

tersinin tersi 
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Ģeklinde elde edilir. 

Teorem 4.2.10  V  matrisinin Hadamard tersinin tersi 
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Ģeklindedir. 

Ġspat. 4.2.9’ un ispatındaki yöntem izlenerek istenilen elde edilir. 

 

 

ġimdi; 5,n   2k  ve 3r  değerleri için U , ve V  matrisleri için elde ettiğimiz 

sayısal sonuçları verelim. 
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U  matrisinin tersi; 
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U  matrisinin Hadamard tersinin tersi;
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olur. U  matrisinin 5,4,3,2,1n   için karakteristik polinomunu inceleyecek olursak;  
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olup U  matrisinin karakteristik polinomu Teorem 4.2.1’ e göre;  
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elde edilir. 
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Örnek 4.2.2  5,n   2k  ve 3r  değerleri için V  matrisi  
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olup V  matrisinin determinantı; 
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V  matrisinin tersi; 
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V  matrisinin Hadamard tersinin determinantı; 
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elde edilir. 
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5. SONUÇ VE ÖNERĠLER 

Bu çalıĢmada; elemanları hiper-Fibonacci sayılarından oluĢturulmuĢ

( )

max( , ) 1 , 1

n
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k i j i j
T F   

    , 
( ) max( , ) 1
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n
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k i j
S F  


    , 
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k i j i j
U F   

     ve

( )min( , ) 1

, 1

n
r i j

k i j
V F 


     Ģeklinde tanımlı maksimumlu veya minimumlu matrislerinin 

determinantlarını, terslerini ve karakteristik polinomları gibi bazı özelliklerini 

hesapladık. ÇalıĢmamızda ele aldığımız bu  n
ji

r

jikFT
1,

)(

1),max( 
 

ve 

 n
ji

r

jikFU
1,

)(

1),min( 
 
matrisleri aslında, Akyüz (2017) tarafından hazırlanan yüksek 

lisans tezinde incelenen
( )

max( , ) 1 , 1

n
r

k i j i j
A F   

      ve 
( )

min( , ) 1 , 1

n
r

k i j i j
B F   

      matrislerinin 

genellemeleridir. ġöyle ki, 0r   için T ve U matrisleri A ve B matrislerine 

indirgenir. Ayrıca, yine buradaki T ve S matrisleri Haukkanen ve Mattila (2016) 

tarafından tanımlanan  
max

M  matrisinin ve U ve V  matrisleri ise  
min

M  matrisinin 

özel halidir. Bizim bulduğumuz bazı sonuçlar,   
max

M  ve  
min

M  matrisleri için 

Mattila ve Haukkanen (2016) tarafından elde edilen bulguların sonuçları olarak 

direkt olarak da bulunur. Bizim çalıĢmamız, elde ettiğimiz bulguların hiper-

Fibonacci sayılarına bağlı olarak çıkması ve ele aldığımız T, S, U ve V  matrislerinin 

karakteristik polinomlarının bir rekürans bağıntısı ile elde edilebileceğinin 

gösterilmesi açısından önemlidir. 

Tezimizde incelemiĢ olduğumuz T, S, U ve V  matrislerinin LU ayrıĢımı gibi bazı 

ayrıĢımlarının hesaplanabileceği ve bu matrislerin reel özdeğerlerinin hangi 

aralıklarda olabileceğinin Sturm Teoreminin uygulaması olarak tespit edilebileceği 

kanısındayız. 
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