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OZET

Bu calismada R degismeli hiper halkasinda Spec(R) ile tiim asal hiper idealler kiimesi gosterilmistir.
Spec(R) iizerinde kurulan Zariski topolojisinin X; agik kiimeleri ile J hiper idealleri arasinda ba-
gint1 bulunmugtur. Temel topolojik 6zellikler kullanilarak hiper kompozisyonel karakterizasyonlar
elde edilmistir. Zariski topolojisinin herbir acik alt kiimesinin, yar1 kompakt, yogun, indirgenemez
alt kiimelerinin karakterizasyonlar1 Noether spektrum yardimiyla yapilmistir. Degismeli Krasner hi-
per halkalarda n-hiper idealler tanimlanmaistir. n-hiperideallerin cebirsel 6zelliklerine yer verilmistir.
Bu kavram genellestirilerek degismeli Krasner hiper halkalarinda S-n-hiper idealler tanimlanmis-
tir. Asal hiper idealler S-n-hiper ideallere genellestirilmis ve bdylece Spec Zariski topolojisinin bir
genellestirilisi olan Spec* S-n-Zariski topolojisi, S-n-hiper idealler yardimiyla simflandirilmigtir. Ay-
rica Zariski alt hiper vektdr uzaymin genellestirilisi olarak tanimlanan S-n-Zariski alt hiper vektor
uzayinin tabani bulunmustur.
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ABSTRACT

In this study, the set of all prime hyperideals in the commutative hyperring R is shown with Spec(R).
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZINi

Bu calismada kullanilmig bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar ile birlikte asagida su-

nulmustur.

Simgeler ve Kisaltmalar

C

A

N =

Xy
V()
D}
vai
Reg(R)
1)
Ann(J)

fZR1—>R2

Aciklama

Alt kiime

Biiyiik hiper ideal

Dogal sayilar kiimesi

Tam sayilar kiimesi

Pozitif tam sayilar kiimesi

Asal sayilar kiimesi

X kiimesinin kuvvet kiimesi

hiper halka

R nin carpimsal kapali alt kiimesi

S carpimsal kapal1 alt kiimesinin doygunlugu
R nin nil radikal hiper ideali

R nin asal hiper idealleri kiimesi

R nin S-n-hiper ideallerinin kiimesi

J yi kapsamayan T yi kapsayan R nin asal hiper
ideallerinin arakesiti

Spec(R) nin agik alt kiimesi

Spec*(R) nin kapali alt kiimesi

Spec*(R) nin agik alt kiimesi

R nin J hiper idealinin radikal hiper ideali
R nin tiim regiiler elemanlarinin kiimesi
R nin I ve J hiper ideallerinin rezidiisii

R nin J hiper ideallerinin sifirlayani

f gliclii homomorfizmasi



Simgeler ve Kisaltmalar

ek(f)
Gor(f)
S~IR
sy

iX

Aciklama

f giicliit homomorfizmasinin ¢ekirdegi

f gliclii homomorfizmasinin goriintii kiimesi
R nin lokalizasyon hiper halkasi

S~!R de bir hiper ideal



1. GIRIS

Zariski Topolojisi degismeli cebir ve topoloji ile ilgili problemlere ¢oziim sunan cebirsel
geometride ilgi cekici bir konudur. Bu topoloji yirminci yiizyilin ortalarinda Oscar Zariski
tarafindan tamtilmis olup bu topoloji ” n > 2 olmak iizere x, y,z € Z* igin x* +y" = 7"* denkle-
minin ¢oziimii yoktur” teoremi olan Fermat’in iinlii son teoreminin ¢oziimii gibi {inlii prob-
lemlerin yanitlanmasina yardimci olarak biiyiik bir basar1 elde etmistir. Baglangigta cebir-
sel geometri, bir cisim {izerinde sonsuz sayida degisken iceren polinom halkalariyla ilgilen-
mistir. Cesitli degiskenlerdeki polinom denklemlerinin ¢oziimlerinin niteliksel ve niceliksel
dogasint anlamak icin ¢ok sayida arastirma yapilmistir. Halkalarda oldugu gibi; F karak-
teristigi sifir olan bir cisim olmak iizere; F' cisminden katsayili ¢ok degiskenli polinomlar
halkasi olan F[xj,xs,...,x,] nin ideal yapisi aragtirilmigtir. Bu polinom halkalarinin mak-
simal ideal yapisi cebirsel geometride 6nemli rol oynamaktadir. Karakteristigi sifir olan F
cisminden katsayili F[x;,xy,...,x,] ¢cok degiskenli polinomlar halkasinin maksimal ideal-
leri tamamen karakterize edilmistir. Bu halkalarin maksimal idealleri a; € F olmak {iizere
(x1 —ay1,x; —ayz,...,x, — ay) seklindedir. Ayrica F" n—boyutlu afin uzaylarin noktalar1 ve
Flx1,x2,...,x,) nin maksimal idealleri arasinda bire-bir eslemenin olmasi 6nemli bir sonug-
tur. Fakat degismeli bir R halkasi i¢in R den R ye halka homomorfizmas: diisiiniildiigiinde
bir maksimal idealin ters goriintiisiiniin maksimal ideal olmayabilece8i gosterilerek mak-
simal ideallerin bu topolojide bir dezavantaj getirecegi sonucuna varilmistir. Bu problem
halkanin maksimal spektrumuna genisletildiginde kurulan halka homomorfizmalar1 siirekli
olmadigin-dan maksimal spektrum Onemini yitirmistir. Nihayetinde Zariski ve digerleri de-
gismeli halkalarin asal ideallerini kullanarak olusan topolojinin daha kullanigli oldugunu

farketmislerdir. Bu topolojiye degismeli halkanin asal spektrumu adi verilmektedir.

Degismeli bir R halkasi ve R nin asal idealler kiimesi olarak tanimlanan Spec(R) asal spekt-
rumu tizerinde J,R nin bir ideali olmak iizere tabam1 X; = Spec(R) \ V(J) agik kiimeleri
seklinde olan Zariski topolojisi tanimlanir. Bu topolojik uzay, cebirsel geometrinin gelisi-
mine Onemli katki sunmaktadir. Ayrica, bir asal idealin varligi, Zorn Lemmasina bagh ola-
rak gelistirilmigtir. Asal ideal kavrami, asal idealler spektrumunda topolojilerin gelistiril-
mesine fayda saglamis ve topolojiler ile cebirsel 6zellikler arasinda pek cok 6nemli baglanti
kanitlan-mistir. Halka teorisinde 6nemli bir yere sahip olan degismeli bir halkanin nil radikali
temel olarak topolojik kavramlar kullanilarak karakterize edilmistir. Bundan sonra, modiiller
tizerindeki Zariski topolojisi de bircok yazarin biiyiik ilgisini ¢ekmistir (Abuhlail (2011) ,
(Ansari-Toroghy ve Ovlyaee-Sarmazdeh, 2010), Atiyah (1969), Lam (1998), Lu (1995), Lu
(1999), Lu (2010), ( McCasland, Moore, and Smith (1997) , ( Ohm and Pendleton (1968)).
Abuhlail (2011) de modiillerin veya halkalarin cebirsel 6zellikleri ile kompaktlik gibi topo-

lojik ozellikler arasinda bagintilar oldugunu gostermistir. Hiper cebirsel yapida yiikseklik



yardimiyla R hiper halkasinda cebirsel geometri metotlari kullanilarak Spec(R) (Jun (2018)
de calisilmistir.

Tez calismasinin temeli Khashan and Celikel (2023); Orta¢ and Alkan (2019); Tekir, Koc,
and Oral (2017) ¢aligmalariin hiper halkalara genellestirmelerini sunmaktadir. Bu ¢alisma-
nin temel problemi bir kiime iizerinde belli kogullar1 ger¢ekleyen bir hiper islem ile birlikte
bir kanonik hiper grup yapisi olusturmaktir ve daha sonra tizerinde tanimlanacak ikili islem
ile bu hiper grup yapisini hiper halkalara tagimaktir. Kanonik bir hiper grup yapist bir dis
islem ile birlikte bir hiper cisim iizerinde hiper vektor uzayr olusturmaktadir. Hiper kom-
pozisyonel bir¢cok kavram hiper vektor uzayi lizerinde tanimlanmaktadir. Bu diisiinceyle bu
kiimenin birtakim alt kiimelerinin belli sartlar1 saglayan sinifi bir topoloji olusturmaktadir.
Homeomorfizmler olarak bilinen topolojik doniisiimler altinda degismeyen Ozellikleri ince-
lemek matematikte 6onem arz etmektedir. Topolojik hiper vektor uzayini tanimlamada bir
ara¢ olarak kullanilan kavramlar arasinda acik kiime, kapali kiime, alt hiper vektor uzay:
kavramlar1 yer almaktadir. Bundan hareketle degismeli halkalarda asal idealler sinifi yardi-
miyla kurulan Zariski topolojisinin degismeli hiper halkalarda tanimlanmasi agik bir problem

olarak ortaya ¢ikmaktadir.

Bu calismada yukarida belirtilen agik probleme somut ¢oziimler sunularak genellemelerine
yer verilecektir. Literatiirde ikili islemin hiper isleme tasinmasiyla tanimlanan kanonik hiper
grup kavrami, carpma ikili islemiyle belli sartlar altinda de8ismeli hiper halkalara genel-
lestirilmistir. Bu ylizden ¢aligmanin genel bilgiler boliimiinde hiper halka kavraminin bazi
temel Ozelliklerine yer verilmektedir. Degismeli hiper halkalar tizerinde bir takim topolojik
ozellikler sunularak materyal ve yontem olarak degismeli halkalar {izerinde ¢aligilmig olan

Zariski topolojisinin temel 6zelliklerine ihtiya¢ duyulmaktadir.

Tez calismasinin esasini olusturan bulgular ve tartisma boliimii dort kisima ayrilmistir.

Birinci kisimda degismeli hiper halkalarda asal hiper ideal yardimiyla Zariski topolojisi ¢ali-
stlmaktadir. R hiper halkasinin bir J hiper idealinde her a € R i¢in (X;)“ nin X i¢in bir taban
oldugu kanitlanmigtir. J, R hiper halkasinda bir hiper ideal ve a € R olmak iizere (X;)* = X;
ise vaJ = v/J C /< a > kapsanmasinin varligi kamtlanmustir. J, R nin J, /7 # /0 olan
bir hiper ideali olsun. Bu takdirde X; nin indirgenemez olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun
N;(0) m R nin bir asal hiper ideali olmast oldugu gosterilmistir. J, R hiper halkasinda bir
hiper ideal olsun. Bu takdirde R nin 7N —sartim1 saglamasi i¢in gerek ve yeter kosulun X;
nin Noether topolojik hiper vektor uzay1 olmasi oldugu kanitlanmigtir. D ve her i € A icin J;
R nin 6z hiper idealleri olsun. Bu takdirde (J;
lun /D = \/m olmas1 oldugu gosterilmistir. /, R nin bir 6z hiper ideali olsun. O halde
X; min, X de yogun olmast igin gerek ve yeter kosulun J € /0 olan R nin her J 6z hiper ideali
icin /IJ # /0 olmasi oldugu kanitlanmistir. X = Ui X, ve V0 # /J; kosullarin sagla-

Xj, = Xp olmas i¢in gerek ve yeter kosu-



yan R nin her bir J; (i € {1,2,...,¢}) hiper ideali igin X;, acik alt kiimesinin indirgenemez
olmast i¢in gerek ve yeter kosulun R = Y’ _, J; ve Nj,(0) 1n R nin asal hiper ideali olmast ol-
dugu kanitlanmustir. Ikinci ve iiciincii kistmlarda degismeli hiper halkalarda n-hiper idealler
ve S-n-hiper idealler birbirleriyle iliskilendirilerek temel 6zellikleri sunulmustur. Burada J,
R hiper halkasmin 6z n-hiper ideali iken J C +/0 dir. n-hiper ideallerin herhangi bir {Ji}tiea
ailesi i¢in M;eaJ; nin bir n-hiper ideali oldugu kanitlanmigtir. J, R nin S-n-hiper ideali ve
s € S olmak iizere (+/0:s), R nin n-hiper ideali iken (J : s), R nin n-hiper ideali oldugu
kanitlanmigtir. R nin sonlu sayida S-n-hiper ideallerinin arakesitinin bir S-n-hiper ideal ol-
dugu kanitlanmugtir. S C Reg(R) olacak sekilde R nin S ¢carpimsal kapali alt kiimesi i¢in R nin
her maksimal S-n-hiper idealinin bir asal hiper ideal oldugu bulunmustur. Son kisimda ise
bulgular ve tartisma boliimiiniin birinci kismidaki topolojiden daha genel bir topolojik hiper
yap1 tanimlan-maktadir. S, R nin ¢arpimsal kapali alt kiimesi ve her a € R igin D}, kiimesinin
S-n-Zariski topolojisinin bir taban1 oldugu kanitlanmustir ve 6zellikle (J : §) = /0 esitligi
gosterilmistir. Z C Spec*(R) nin kapanist olan Z nin 55 € S olmak iizere V*(Nyez(J : s73))
seklinde oldugu kanitlanmugtir. Ayrica x,y € R i¢in Dy ve Dj nin Spec*(R) nin keyfi taban

elemanlari olmak tizere Dy N Dj = Dy, esitligini sagladif1 gdsterilmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde hiper halkalarda ihtiya¢ duyulan temel tanimlara ve bu hiper yapilarin sagladigi

birtakim temel teoremlere yer verilecektir.

2.1. Hiper Halka ve Ozellikleri

Hiper grup kavramu ile calisilmaya baslanilan hiper cebirsel yapilar yirminci yiizyilin baglarin-

da ortaya ¢ikmistir.

1934 yilinda F. Marty Marty (1934) de hiper islem kavramini one siirmiistiir. Hiper iglem
kavramu, ikili islem kavraminin basit bir genellemesidir. R # @ kiimesi {izerinde tanimli bir
hiper islem her x,y € R igin x+y C R kuraliyla tanimli + : R x R — P(R) fonksiyonudur.
Iki elemanin hiper islem altindaki goriintiisii bir kiime iken, iki elemanin ikili islem altindaki
goriintiisii her zaman bir elemandir. Uzerinde hiper islem tanimli bostan farkli kiimeye hiper

grupoid adi verilmektedir. Marty’ye gore bir hiper grubun tanimui su sekildedir:

(R,+) bir hiper grupoidi agagidaki iki kosulu saglarsa bir hiper grup olarak adlandirilmakta-
dir.

(i) Her x,y,z € Ricinx+ (y+2z) = (x+y) +z dir.
(i1) Her x € Ri¢in x+R = R+ x dir.
Burada x + (y +z) = Uaey4-x +a and x + H = Uycpa + x bigiminde tanimlanur.

(R,+) bir hiper grup ve @ # S C R olsun. Her x € R i¢in x+ S = S+ x oluyorsa S ye R nin
alt hiper grubu denir. 1956 yilinda M.Krasner (Krasner, 1956) kanonik hiper grup kavramim
tanimlamistir. Bu kavram 2006 yilinda M. Marshall tarafindan kanonik hiper grup adlandir-
masindan farkli olarak ¢oklu grup adiyla tammmlanmistir Marshall (2006). M.Krasner’a gore
bir R kanonik hiper grubu, (R, +) bir hiper grupoid olmak iizere asagidaki kosullari saglayan

bir ’+’ hiper islemi ile tantmlanmustir:

2.1 Tanim + : R X R — P(R) bir hiper igslem olmak iizere (R, +) kanonik hiper grup, yani,
(i) Vx,y,z€Riginx+ (y+z) = (x+y)+z
(i) Vx,yeRicinx+y=y+x

(iii)) V x € Ri¢in 0+ x = x olacak sekilde O € R vardir.



(iv) VxeRicin0 e x +x olacak sekilde tek bir X € R vardir. (x yerine —x yazilabilir.)
(v) ze€x+yisey € —x+zvex € z—ydir

biciminde tanimlanir.

Bu degisme 6zelligi, birim elemanin ve her elemanin tersinin varligini tegkil ederek Marty’nin
hiper grup tanimini 6zellestirmektedir ve tanimui bilindik olan degismeli grup yapisinin bir
genellemesi haline getirmektedir. Bundan sonra bu calismada kisaca "hiper grup" terimi kul-

lanildiginda "kanonik hiper grup" kastedilecektir.

Zamanla, bu kavramin parcacik fizigi (Nezhad, Akbar, Nadjafikhah ve Moosavi, 2010), ya-
pay zeka gibi bagka alanlarda matematigin bircok uygulamaya sahip ayr1 bir dali haline gel-

mistir.
2.2 Tanim Asagidaki aksiyomlari saglayan (R, +, -) iigliisiine Krasner hiper halka denir.
(i) (R,+) kanonik hiper gruptur.
(ii) (R,-) yutan eleman olarak sifira sahip bir yar1 gruptur. Yani x0 = Ox = 0 dir.
(i11) Carpmanin hiper islem (+) lizerine dagilma 6zelligi vardir.

—(—x) =x ve —(x+y) = —x —y aksiyomlarindan faydalanilarak —A = {—a | a € A} ve
her a,b,c,d € R igin (a+b)(c+d) C ac + bc + ad + bd bulunur. Burada x - y yerine xy ve
0+x = {x} yerine 0+ x = x yazilir. Ayrica (R, +) kanonik hiper grubunun bostan farkli A alt
kiimesi icin her x,y € A olmak iizere x —y C A oluyorsa A ya R nin alt hiper grubu ad1 verilir.
(R,+) kanonik hiper grubu i¢in (R, -) birim elemanli olan R degismeli yar1 grup ise (R, +,-)
birim elemanli ve degismeli hiper halka ad1 verilir. (R,+,-) hiper halkasinda + hiper iglem
iken - ikili islem olarak calisiliyorsa bu hiper halkaya Krasner hiper halka ad1 verilir (Davvaz
ve Leoreanu-Fotea, 2007: 73).

2.1 Ornek R=1{0,1,2} kiimesi i¢in + hiper iglemive . ikili islemi asagidaki sekilde tanimlandi-

ginda
+10 1 2 .10 1T 2
0/0 1 2 00 1 2
ve
11 1S 110 1 2
212 8§ 2 2101 2

(R,+,-) bir Krasner hiper halkadir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2007: 75).



Hiper halka yapis1 klasik halka yapisinin genellestirilmis halidir. 1980’1i yillarda hiper hal-
kalara iligkin iki kavram daha ortaya atilmigtir. Farkl: tiirde hiper halkalarda tanimlanmagtir.
Ornegin hem toplamanin hem de carpmanin birer hiper islem oldugu hiper halkalar. Bu tiir
hiper halkalar (DeSalvo, 1984 ; Barghi, 2003; Asokkumar ve Velrajan, 2010) tarafindan in-
celenmigtir. Bir diger hiper halka tiirii olarak toplamanin bir ikili islem oldugu ancak carp-
manin bir hiper islem oldugu hiper halkalar, (Rota ve Rosaria, 1990) tarafindan kapsamli bir

bicimde ¢aligilmusgtir.

Bu calismada bundan sonra "hiper halka" aksi belirtilmedik¢e "degismeli Krasner hiper

halka" olarak anlagilmalidir.

2.3 Tamim (R,+,-) hiper halka ve A, R nin alt hiper grubu olsun. Her a,b € A i¢in ab € A ise
(A,+,.) ya alt hiper halka denir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2007: 73).

2.4 Tanim (R,+) kanonik hiper grup olmak iizere (R \ {0},.) grup ise (R,+, .) hiper hal-

kasina hiper cisim denir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2007: 74).

M. Marshall tarafindan tanitilan “coklu halkalar” adi verilen bagka bir tiir hiper yap1 daha
vardir (Marshall, 2006). Coklu halkalar, dalga uzaylarinin incelenmesinde kullanilmistir.
Coklu halkalarin geometrik uygulamalart da s6z konusudur. Hiper halkalar ile ¢oklu hal-
kalar arasindaki tek fark hiper halkalarda dagilma 6zelliginin, ¢coklu halkalarda ise zayif
dagilma 6zelliginin saglanmasidir. Yani ozel olarak, her a,b,c € R i¢in (R, +,) hiper halka
iken a(b+ ¢) = ab + ac dir. Her a,b,c € R i¢in (R,+,) c¢oklu halka ise a(b+c¢) C ab+ac
dir.

Son yillarda ¢ogu degismeli cebirdeki standart sonug¢larin uzantilari olan hiper halkalar iize-
rine bircok sonug¢ yayinlanmaktadir. Ozellikle B.Davvaz bir makalesinde (Davvaz, 2004)
hiper halkalar icin izomorfizma teoremlerini ¢alismistir. B. Davvaz ve A.Salasi bagka bir
makalesinde (Davvaz ve Salasi, 2006) ise Cin Kalan Teoremini hiper halkalara genellestir-
mislerdir. Bu yazarlar ayn1 zamanda hiper halkalarda lokalizasyon ve hiper deger kavram-
larin1 tanimla-miglardir. Ayrica bu kavramlarla ilgili baz1 sonuglar1 kanitlamiglardir. 2010
yilinda M. Velrajan ve A. Asokkumar (Velrajan ve Asokkumar, 2010) de iki hiper islemli
hiper halkalar i¢in izomorfizma teoremlerini kanitlamislardir ve ayrica bir boliim hiper hal-
kasin1 hiper idealler yardimiyla karakterize etmislerdir. Buna gére B. Davvaz a gore Krasner
hiper halkalar icin izomorfizma teoremlerinin ispat1 ve ifadeleri icin gerekli olan IIS boliim

hiper halkasin1 tanimlamak i¢in kullanilan 7 hiper ideal tanimini su sekildedir:

2.5 Tamim 7, R hiper halkasinin alt hiper halkasi olsun. Her s € R,a € [ igin sa € I ise [ ya R

nin hiper ideali denir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2007: 78).



Siradaki teoremde hiper ideallerin temel 6zelliklerini verelim:

2.1 Teorem 1,J ve K, R hiper halkasinin hiper idealleri olsun. Asagidaki ifadeler saglanir:
() I(J+K)=1J+IK du.

() INS)+(INK)CIN(J+K) dir. AyricaJ CIve K Clise (INJ)+(INK)=IN(J+
K)=J+K dir.

(ii1) I+J =R ise IJ =INJ dir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2007: 78).

Kamit (1) a € 1J,b € IK keyfi elemanlan i¢in z € IJ + IK ise z € a + b dir. Bu takdirde
xj,zx €l,yj€J,wy €K igina € Z;”lejyj,b € Yj_ %Wy dir. Fakat J,K C J 4K ol-
dugundan y;, wy € J+ K dir. Boylece z € Y01 x;y; +Xi_ 2wk € I(J +K) elde edilir.
Boylece x; € I,y; € J+ K icin z € [(J+K) ise z € ¥ | dir. Fakat a; € J,b; € K ol-
dugundan y; € a; + b; dir. Dolayisiyla z € Y7 xi(a; +b;) = Y1 | xia; +xib; C 1] + 1K
bulunur. Boylece I(J + K) = IJ + IK olup istenen elde edilir.

() INJCIN(J+K) ve INK CIN(J+K) oldugundan (INJ)+(INK) CIN(J+K)
dirJCIveKCliseINJ=J,INK=KvelIN(J+K)= (J+K) CIdwr. Dolayisiyla
istenen elde edilir.

(iii) IJ C1IvelJ CJoldugundan (INJ)+ (INK) CIN(J+K) dir. I +J = R oldugundan
i€l,jeJelemanlarigin 1 € i+ j dir. Dolayisiylax € INJ ikenx =x1 € xi+xj C 1J
dir. Boylece 1J = INJ elde edilir.

2.6 Tanim R, § hiper halkalar ve f : R — S bir fonksiyon olsun.
(i) Herx,y € Rigin f(x+y) = f(x)+ f(y)
(i) Herx,y € Rigin f(xy) = f(x)f(y)

olan f fonksiyonuna gii¢lii hiper halka homomorfizmasi denir. Her x,y € R i¢in f(x+y) C
f(x)+ f(y) kosulu saglaniyorsa f ye hiper halka homomorfizmasi denir. Eger giiclii hiper
halka homomorfizmasi 6rten ise bu gii¢lii hiper halka homomorfizmasina gii¢lii hiper halka
epimorfizmasi denir. Eger gii¢lii hiper halka homomorfizmasi birebir ise bu giiclii hiper halka

homomorfizmasina gii¢lii hiper halka monomorfizmasi denir. (Davvaz ve Leoreanu-Fotea,
2007:80).



Bundan sonra kisalik bakimindan "giiclii hiper halka homomorfizmas1" yerine "gii¢lii homo-

morfizma" alinacaktir.

2.7 Tanim f: R — S hiper halka homomorfizmas1 olsun. R nin f altindaki goriintiisiinii S

hiper halkasinin sifir elemanina tagsiyan R nin elemanlar1 kiimesine f nin ¢ekirdegi denir ve
ek(f) ile gosterilir. ek(f) = {x € R | f(x) = Or} dir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2007:81).

2.8 Tanim f: R — S giiclii hiper halka homomorfizmasi i¢in S nin bostan farkli bir alt kiimesi
olan Gor(f) ={y € S|Ix € Ricin f(x) =y} kiimesine f nin goriintiisii denir ve Gor (f) ile

gosterilir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea, 2007:81).

f R — S giiclii hiper halka homomorfizmasi olsun. Bu takdirde ek(f) in R nin bir hiper
ideali ve Gor(f) in S nin bir alt hiper halkas1 oldugu agiktir (Davvaz ve Leoreanu-Fotea,
2007:81).

2.9 Tanim 7, R nin hiper ideali ve £ = {r+1| r € R} kiimesini alahm. (a+1)& (b+1) = a+
b+1ve (a+1)® (b+1) = ab+1 olacak sekilde £ iizerinde &, ® iglemlerini tanimlayalim. O
halde (ITQ, @, ®) sirali tigliistine R nin 7 hiper idealine gére boliim hiper halkasi denir (Davvaz
ve Leoreanu-Fotea, 2007:89).

Boliim hiper halkalarinin tanimi asagidaki yardimei teoremde verelim:

2.2 Yardimet Teorem (%6, ®) iigliisii hiper halkadir (Ramaruban, 2014).

Kamit Oncelikle @, ® islemlerinin 1; tizerinde 1yi tanimli oldugunu gosterelim. a+1 = b+

Lc+l=d+Ilisea+c+I={r+I|rca+c}dir x+I€a+c+1I alalim. i,j kel
elemanlarii¢ina € b+ j ve c € d +k olup x € a+c+i bulunur. Boylecex e b+d+i+ j+k
dir. Dolayisiyla x +1 C b+ d + I saglanir. Buradan a+c+1 C b+ d + I kapsamasi elde
edilir. Benzer sekilde b+d +1 C a+ ¢+ 1 oldugu da gosterilebilir. Dolayisiyla (a+1) &
(c+1)=(b+1)® (d+]I) ve @, ¥ iizerinde iyi tanimhidir. a € b+1 ve ¢ € d +I oldugu igin
i,j €lelemanlariigina € b+i,c € d+ j dir. Boylece ac € bd + bj+ di+ij dir. Dolayisiyla
ac+ 1 C bd + I kapsamasi bulunur. Benzer islemlerle elde edilen bd + 1 C ac + I kapsamasi
yardimiyla ac 4 I = bd + I esitligi elde edilir. Sonug olarak &, § tizerinde iyi tamimlhidir. Son

olarak 113 kiimesinin bir hiper halka oldugunu gosterelim.
() a+Lb+I1€®=a+b+1C%ar

(i) [(a+I)@b+D)®(c+I)=((a+b)+I)®(c+]1)
=[(a+b)+c]+I=a+(b+c)+1=(a+1)D[(b+I)Dc+]1)] dir.



(i) (a+I)®Bb+I)=(a+b)+I=(b+a)+1=(b+1)D(a+]) dir.
(iv) (a+1)®(0+1) = (a+0) +1=a+1I dir. Boylece (0+1), £ nin sifir elemanidir.

V) 0+Ic(a+)@(x+1) = 0+1ca+x+1< 0€a+ (x+1i) olacak sekilde i € /
meveut < —a € (x+i) & x+1=—a+1.

(i) a+I1€ (b+1)@(c+1)isea+1 € b+ c+1 dir. Boylece a+1 = z+ I olacak sekilde
z € b+ c eleman vardir. O halde b € z+ (—c) dir. Dolayisiylab+1 € (z+ (—c))+1 =
(z+D @ (—c+I)=(a+1)®(—c+]I) di.

(vii) a+I,b+1€®ise (a+1)® (b+1)=ab+1€ & dr.

(viii) [(a+1)®@ (b+I)|@c+I=(ab+1)®(c+1) = (ab)c+1=a(bc)+1=a+IQ[(b+
I)®(c+1)] dir.

(ix) (a+@(b+I)=ab+I=ba+1=(b+1)®(a+]I) di.
x) (a+1)®@(0+1)=a0+1=1dur.
(xi) (a+I)®@(1+1)=a+]1 dr.

xil) (a+DR[b+1)B(c+I)]=(a+)R[(b+c)+I]=ab+ac+1=(ab+1)D(ac+1) =
(a+D)@B+D]@[(a+)@(c+D]ve[b+D)@(c+D]@(a+])=(b+c+])®
(a+1)=[b+c)a+I]=[(ba+1)®(ca+ )] =[b+D)@(a+])|D[(c+I)®(a+]1)]
dir.

Boylece (¥, @, ®) bir hiper halkadr. O

Simdi 1; da ayrik olmayan iki elemanin da ayrik olmayan iki elemanin birbirine esit oldugunu
gosterelim: (a+1) N (b+1) # 0 olsun. Buradan x € (a+1) N (b+1) olacak sekilde x € R
alalim. Dolayisiyla i, j € I olmak iizere x € a+i,x € b+ j bulunur. O halde a € x+ (—i) dir.
Boylece a € b+ j+ (—i) Cb+1 olup a+1 C b+1 bulunur. Benzer sekilde b+1 C a+1
kapsamasi elde edilir. Dolayistylaa+1 = b—+1 dir.

2.3 Teorem ¢(r) =r—+J ile tanimlt ¢ : R — § doniistimii bir gii¢lii epimorfizma olup dogal
giiclii homomorfizma olarak adlandirilir. 7 = ¢! (K) ise § boliim hiper halkasinin K hiper
idealleri ile R hiper halkasinin J yi kapsayan [ hiper idealleri arasinda bire-bir egleme vardir
(Ramaruban, 2014).
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Kanit 11k olarak ¢ nin giiclii epimorfizma oldugunu gosterelim. r,s € R alalim. O halde
O(r+s)=r+s+J=r+J)D(s+J)=0(r)dd(s)ve d(rs)=rs+J=(r+J)Q(s+J) =
o(r) ® ¢(s) dir. Dolayisiyla ¢ bir giiclii hiper halka homomorfizmasidir. Ayrica ¢(1g) =
1g +J oldugu aciktir. Her r4-J € § icin ¢ (r) = r+J olacak sekilde r € R elemaninin varligi
aciktir. Boylece ¢ bir giiclii hiper halka epimorfizmasidir. J yi kapsayan R nin hiper idealler
kiimesi 2l olsun. ik olarak her I € 2 i¢in ¢ (/) nin IJS nin hiper ideali oldugunu ve K =
¢ (I) olacak sekilde I € 2 nin tekligini gosterelim. 7, R nin J yi kapsayan hiper ideali olsun.
¢(0g) =J € ¢(I) oldugundan ¢(I) # 0 dir. ¢(I) C £ oldugu aciktir. Her ¢ (a),9(b) € ¢(I)
icin a,b € I olup I,R nin hiper ideali oldugundan a — b C I dir. Boylece ¢(a) — ¢(b) =
¢(a—b)=a—b+J C () dir. Her r+J € § ve her ¢ (a) € ¢(I) i¢in r € R,a € I dir. Ayrica
(r+J)®@¢(a)=(r+J)® (a+J) =ra+J € ¢(I) oldugu aciktir. R hiper halka oldugundan
¢ (I), % boliim hiper halkasinin bir hiper idealidir. Kabul edelim ki K, ¥ de bir hiper ideal
olsun. O halde J C I iken I = ¢~ !(K) olsun. O € K olduu igin <p*1(0§) =J CI du.
a,bec ¢~ (K)ise ¢(a),d(b) € K dir. Boylece ¢ (a—b) C K olupa—b C ¢! (K) = I bulunur.
r € R keyfi eleman1 i¢in ¢ (r) € § ve ¢ (a) € K oldugundan K nin § nin bir hiper ideali oldugu
kullamilarak ¢ () - ¢ (a) = ¢(ra) € K bulunur. Boylece ra € ¢ ~'(K) = I dir. O halde I, R nin
J yi kapsayan bir hiper idealidir. Dolayisiyla I € 2 dir. Ustelik § nin her K hiper ideali

¢~ '(K) min ¢ altindaki goriintiisiidiir. Ayrica R nin J yi kapsayan hiper idealleri kiimesinden
R
J
saglayan R nin her /1, hiper ideali icin ya I} C I, yada I, C I olup I} = I, bulunur. L]

nin hiper ideallerine tanimlanan ¢ fonksiyonu bire-birdir. Boylece ¢ (I;) = ¢ (1) kosulunu

Bu teorem ile hiper halkalardaki hiper ideallerin belli bir kural altindabire-bir eslenebildigi

goriilerek dogal giiclii homomorfizmalarin bu eslemedeki etkin roliinii de gézlemlenmis olur.

2.10 Tanim R hiper halka ve P,R nin bir hiper ideali olsun. ab € P iken a € P veya b € P
oluyorsa P ye R nin h asal hiper ideali denir (Ramaruban, 2014).

2.11 Tanim M, R hiper halkasinin bir hiper ideali olsun. R nin M yi kapsayan her [ hiper
ideali i¢cin M = I veya R = I oluyorsa M ye R nin maksimal hiper ideali denir (Ramaruban,
2014).

2.2 Ornek 7 hiper halkasi ve p € P olmak iizere < p > hiper ideali hem bir asal hiper ideal
hem de bir maksimal hiper idealdir (Ramaruban, 2014).

2.12 Tanim R hiper halka ve x € R olsun. x" = Og olacak sekilde bir n € Z* mevcut ise
x elemanina R hiper halkasinin nilpotent eleman: denir. R nin tiim nilpotent elemanlarinin

kiimesine R nin nil radikali denir ve v/0 ile gosterilir (Ramaruban, 2014).

Nil radikalin asal hiper idealler yardimiyla karakterizasyonu siradaki teoremde verilmekte-
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dir:

2.4 Teorem R hiper halkasmin /0 nil radikali R nin tiim asal hiper ideallerinin arakesitidir
(Ramaruban, 2014).

Kamit /0 m R hiper halkasmin tiim asal hiper ideallerinin arakesitinde kapsandig1 aciktir.
Kabul edelim ki x ¢ /0 iken x elemaninin R nin tiim asal hiper ideallerin arakesitinde ol-
madigim gosterelim. 3n € Z* i¢in X" ¢ J olan R nin J hiper ideallerinin kiimesini ¢ ile
gosterelim. ¢ kiimelerdeki icerme bagintisina gore bir kismen sirali kiimedir. {Og} € ¢
oldugundan ¢ # 0 dir. {Jo | @ € W} _#Z de keyfi bir zincir olsun. J = UgewJq diyelim. Bu
takdirde 7, R nin bir hiper idealidir ve 3n € Z™ i¢in x" ¢ J dir. Burada J nin {Jy | o € W} zin-
cirinin bir iist sinir1 oldugu agiktir. Zorn Lemmasi geregince ¢ nin bir P maksimal elemani
vardir. Simdi P nin bir asal hiper ideal oldugunu gosterelim. Aksini kabul edelim. ab € P olan
a,b ¢ P olsun. Bu takdirde x" € P+ < a >, x* € P+ < b > olacak sekilde r,s € N vardur.
Buradan x"** € Polup P € _# celiskisi elde edilir. O halde P, R nin asal hiper idealidir. x ¢ P
oldugu i¢in x eleman1 R nin tiim asal hiper ideallerinin arakesitinde bulunmaz. Dolayisiyla

istenen elde edilir. m

2.5 Teorem Her maksimal hiper ideal asal hiper idealdir (Ramaruban, 2014).

2.6 Teorem R hiper halkasinin en az bir maksimal hiper ideali vardir (Ramaruban, 2014).

Kanit R hiper halkasinin tiim 6z hiper ideallerinin kiimesi .# olsun. {Og} € .% oldugundan
F £ (0 dir. .# kiimesi icerme bagintisina gore kismen siralidir. % kiimesinin herhangi bir
{Io | @ € W} zinciri igin I = Ugew Iy olsun. Her a,b € I ve her r € Rigin a € Iy ve b € I
olacak sekilde a, B € W vardir. I, C Iﬁ isea—b C Iﬁ,ra IS Iﬁ dir. Boylecea—b Clveracl
dir. Dolayisiyla 7, R nin bir hiper idealidir. Eger I = R ise 1 € I olacak sekilde o € W vardir.
Bu ise bir ¢eligkidir. Dolayisiyla I € .% olup {I | &« € W} zincirinin bir iist siniriolur. Zorn
Lemmasi geregince .% kiimesi bir maksimal elemana sahiptir. Bu maksimal eleman R nin

birmaksimal hiper idealidir. ]

2.7 Teorem I, R hiper halkasiin bir 6z hiper ideali olsun. O halde R nin / hiper idealini

kapsayan maksimal hiper ideal vardir (Ramaruban, 2014).

2.13 Tanim R hiper halka olsun. R nin tiim maksimal hiper ideallerinin arakesitine R hiper
halkasinin Jacobson Radikali denir (Ramaruban, 2014).

2.8 Teorem R hiper halkasinin hiper ideallerinin bir ailesi {; } xew olsun. O halde Ngcw Iy, R
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nin bir hiper idealidir (Ramaruban, 2014).

Kanit Og € Nigewl) oldugundan Ngew Iy # 0 dir. Her a,b € Nigewl) ve her r € R icin a,b €
I;, olur. Her k € W i¢in I; R nin hiper ideali oldugundan a — b C [; elde edilir. O halde
a—b C Mgewly olur. Her a € Ngewly ve her r € R i¢in a € I olur. I, R nin bir hiper ideali
oldugundan ra € I elde edilir. Dolayisiyla ra € Nicw I olur. Boylece Nigew Ik, R nin bir hiper
idealidir. ]

2.14 Tamim [ ve J, R hiper halkasmnin hiper idealleri olsun. (I : J) = {x € R | xJ C I} kii-
mesine R nin / ve J hiper ideallerinin rezidiisii ad1 verilir. Burada 6zel olarak / = 0 alinirsa
(0 : J) rezidiisiine J hiper idealinin sifirlayan1 denir ve Ann(J) ile gosterilir (Ramaruban,
2014).

2.9 Teorem R hiper halkasinin / ve J hiper idealleri verilsin. Bu takdirde(! : J) kiimesi R nin
bir hiper idealidir (Ramaruban, 2014).

Kanit 0 € (I :J) oldugundan (I : J) # 0 dir. x,y € (I : J) keyfi olsun. O halde xJ C I ve
yJ C I dir. Boylece (x —y)J CxJ —yJ CIolup x—y C (I:J) bulunur. r € R keyfi elemani
icin x € (I : J) iken xJ C I dir. Dolayisiyla xrJ C xJ C I olup rx € (I : J) bulunur. Boylece
(1 :J), R hiper halkasin hiper idealidir. Ol

Teorem 2.9 da J hiper ideali yerine {Og} hiper ideali alinarak Ann(J) nin R nin bir hiper

ideali oldugu kontrol edilebilir.

2.15 Tanim R hiper halka ve S, Og ¢ S olan R nin ¢arpimsal kapali alt kiimesi olsun. " Her
(x,u),(y,v) € R x S olmak tizere (x,u) ~ (y,v) olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul rvx = fuy
olacak sekilde ¢ € S elemaninin bulunmasidir” biciminde tanimli ~ bagintist R X § kiimesi
iizerinde bir denklik bagntisidir. Bu bagintiya gore (x, «) nun denklik sinifi x /u seklinde gos-
terilir. Bu formdaki denklik siniflarinin kiimesi S~!R ile gosterilir. S~!R kiimesi iizerinde *+’
hiper islemi her 2,2 € S™!Ri¢in £ + 2 = {Z |z € vx+uy} ve * ikili iglemi her £,2 € S7IR
xy
uv

icin % biciminde tanimlanir. S~'R nin bir Krasner hiper halkadir (Davvaz,2007:77).
2.10 Teorem S,R hiper halkasinin carpimsal kapali alt kiimesi olsun. Bu takdirde S~!'R nin
S~1P asal hiper idealleri ile PN S # 0 olan R nin P hiper idealleri arasinda bire-bir esleme

vardir (Ramaruban, 2014).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Materyal ve yontem boliimiinde degismeli halkalarda asal ideallerin sinifi kullanilarak tanim-
lanan asal spektrumun temel topolojik 6zellikleri {izerinde durulmaktadir. Zariski topoloji-
sinin acik alt kiimeleri ile halkanin asal idealleri arasindaki bagintilara deginilecektir. Bir
idealin ve halkalarin radikali i¢in baz1 karakterizasyonlar topolojik yontemlerle aciklanmak-
tadir. Zariski topolojisinin agik alt kiimelerinin yari-kompakt, yogun, indirgenemez alt kii-
meleri tanitilmaktadir. Ayrica bu topolojinin Noether spektrumundan bahsedilebilmesi icin
gerekli cebirsel kosullar sunulmaktadir. Bu boliimdeki temel kavramlar icin ( Giirkanli, 1993;
Munkres, 1975; Mucuk, 2023; Ones ve Alkan, 2019) ¢alismalarindan faydalanilmustir.

3.1. Topolojik Uzaylarin Temel Ozellikleri

Bu kisimda topolojik uzaylarda bilinmesi gerekli temel kavramlarele alinmaktadir.

3.1 Tammm (i) X kiimesinin ve birtakim alt kiimelerinden olugan bir ailesi 7 olsun. Asagidaki

iic aksiyomu saglayan 7 ailesine X kiimesi lizerinde bir topoloji denir:

(T1) Bos kiime ve X kiimesi 7 ailesine aittir.

(T2) 7 ailesine ait sonlu sayida elemanin arakesiti de 7 ailesine aittir.

(T3) 7 ailesinin herhangi sayida elemanlarinin birlesimi de 7 ailesine aittir.

(ii) 7 ailesi X kiimesi iizerinde bir topoloji olusturuyorsa (X, ) siral ¢iftine bir topolojik
uzay denir.

(iii) (X,7) bir topolojik uzay ise 7 ailesine ait kiimelere bu topolojik uzayin agik kiimeleri
denir.

(iv) (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. X\A , (X, ) ailesinin acik kiimesi oluyorsa A
kiimesine kapali kiime denir (Munkres, 1975: 76).

(v) T ={0,X}, X iizerinde bir topolojidir. Buna basit topoloji veya kaba topoloji denir
(Munkres, 1975: 77).

3.1 Ornek 7, X kiimesinin tiim alt kiimelerinin ailesi olsun. Bu takdirde 7,X iizerinde bir
topolojidir (Munkres, 1975: 77).

Siradaki teorem topolojik uzay tanimina denk olan tanimi vermektedir.

3.1 Teorem (X, ) bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler saglanir.
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(i) X ve 0,X in kapal alt kiimeleridir.
(i1) X in herhangi sayida kapali alt kiimelerinin arakesiti kapali kiimedir.

(ii1) X in sonlu sayida kapali alt kiimelerinin birlesimi kapali kiimedir (Giirkanli, 1993: 34).

3.2 Tamim (X, 7) bir topolojik uzay ve %, X in agik alt kiimelerinin bir ailesi olsun. T nun
her G agik kiimesi % nin bir alt ailesinin birlesimi olarak yazilabiliyorsa, yani % ailesinin
bir A’ alt ailesi igin G = U B.ca c 4B olarak yazilabiliyorsa ise # ailesine T topolojisinin
bir tabani denir (Mucuk, 2023: 93).

3.2 Ornek X = {a,b,c} kiimesi iizerine noktasal topoloji konursa B = {{a},{b},{c},0}
ailesi bu topoloji i¢in bir tabandir (Giirkanli, 1993: 37).

3.3 Tamim Bir A kiimesi ile &7 = {G; | i € I} ailesi verilsin. Eger A kiimesi <7 ailesinin
birlesimi tarafindan kapsaniyorsa, yani, A C |J;; G; oluyorsa &/ ailesine A kiimesinin bir
ortiisiidiir denir (Giirkanli, 1993: 89).

3.4 Tanim (X, ) bir topolojik uzay olsun. Eger X kiimesinin her {U;}c; acik orteninin bir
{Ui}iey sonlu alt agik ortiisii varsa X topolojik uzayma kompaktir denir (Munkres, 1975:164).

3.1 Uyart (X,t) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Bu takdirde A kiimesini igeren X in
kapal1 alt kiimeleri mevcuttur. Bu kapal1 alt kiimelerin arakesiti de kapali kiime olup A y1

kapsayan en kiiciik kapali kiimedir.

3.5 Tanim A kiimesini kapsayan en kiiciik kapal1 kiimeye A nin kapanisi denir ve A ile gos-
terilir (Giirkanh, 1993:52).

3.3 Ornek A= (0,3)U{4}ise A =0,3]U{4} olur (Giirkanli, 1993:54).

3.6 Tamim (X, 7) topolojik uzay ve X;,X, C X kapal alt kiimeleri verilsin. X = X; UX; iken
X = Xj veya X = X5 ise X e indirgenemez topolojik uzay denir (Mucuk, 2023:427).

3.7 Tamm Y, (X, 7) topoloji uzaymn alt kiimesi olsun. Eger ¥ = X ise Y kiimesine X de
yogundur denir (Munkres, 1975:191).

3.4 Ornek Q rasyonel sayilar kiimesi R reel sayilar kiimesinin her yerde yogun bir alt kii-
medir (Giirkanli, 1993 :58).
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3.2 Teorem Y, (X, 7) topoloji uzayinin bir alt kiimesi olsun. ¥ nin X de yogun olmast i¢in
gerek ve yeter kosul X in her @ # U acik alt kiimesi i¢in U NY # @ olmasidir (Mucuk,
2023:72).

3.8 Tamm (X, ) topolojik uzaymn in her agik ortiisii bir sonlu agik alt ortitye sahip ise X
hemen hemen (quasi) kompakttir denir (Munkres, 1975: 161).

3.9 Tanim (X, 7) topolojik uzayinda farkl iki elemani igeren ayrik iki acik kiime varsa bu

topolojik uzaya Hausdorff uzay denir (Munkres, 1975: 96).

Hemen hemen kompakt olan Hausdorff uzaylar kompakttir. Bu yiizden Zariski topolojisinde

hemen hemen kompaktlik, kompaktlik yerini almigtir.

3.10 Tanim (X, 7) topolojik uzayinin V; kapal kiimeleri yardimiyla tanimlanan V; DV, O - -
azalan zinciri belli bir adim sonunda sabitleniyora yani V,, = V,, ;| - - - olacak sekilde m € Z+
varsa X in kapali alt kiimelerine azalan zincir kosulunu sagliyordur denir. (X, 7) topolojik
uzay olsun. X in kapali alt kiimeleri azalan zincir sartin1 sagliyorsa X e Noether topolojik

uzay denir (Hartshorne, 1977).
3.5 Ornek Tiim sonlu topolojik uzaylar Noether topolojik uzaydr.

3.2. Asal Idealler Uzerinde Zariski Topolojisi

Bu kisimda tez ¢alismasinin bulgular ve tartisma boliimiinde genellemesine yer verilecek
olan tezin literatiirdeki 6nemini vurgulayan Zariski topolojisinin asal idealler yardimiyla ta-

nimlamasina yer verilecektir.

3.11 Tanim R birim elemanli ve degigmeli bir halka olsun. R nin spektrumu olan Spec(R),
R nin tiim asal ideallerinin kiimesidir. mSpec(R) ise R nin tiim maksimal ideallerinin kii-
mesini gostermektedir. Birim elemanli ve degismeli bir halkada her maksimal ideal bir asal
ideal oldugundan, mSpec(R) C Spec(R) oldugu agiktir. Spec(R) bir topolojik uzay olup Za-
riski topolojisi olarak adlandirilmaktadir. Bu uzayin kapali kiimeleri R halkasinin bir J ideali
icin V(J) = {P € Spec(R) | J C P} bigiminde tanimlanmaktadir. Spec(R) nin agik kiimeleri
iseX; = Spec(R) \ V(J) lerdir (Ones ve Alkan, 2019).

3.2 Uyart R Noether halkas1 i¢in Spec(R) bir Noether topolojik uzaydir. Idealler ile Zariski
topolojisinin acik kiimeleri arasindaki bagintilar hemen hemen(quasi) kompaktlik, yogun-
lukluk, Noether halka ve indirgenemez alt kiimeler yardimiyla verilmistir (Ones ve Alkan,
2019). Bu kapsamdaki bilgilere (Bourbaki, 1966; Lu, 2010; McCasland, Moore ve Smith,
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1997) calismalarindan faydalanilarak ulagilabilir. Hemen hemen kompakt olan Hausdorff
uzaylar kompakt oldugundan Zariski topolojisinde hemen hemen kompaktlik, kompaktligin
yerini almaktadir. Bu baglamda kullanilan calismalar (Bourbaki, 1966; Lu, 2010; McCas-
land, Moore ve Smith, 1997) dir.

3.12 Tamm (X, 1) ve (Y, 0) topolojik uzaylar i¢in f : (X,t) — (Y, o) bir fonksiyon olsun.
X0 € X keyfi elemani i¢in f(xp) mn her V a¢ik komgulugunda f(U) C V olacak sekilde xq n
U acik komsulugu varsa f fonksiyonu xo € X noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu
X in her noktasinda siirekli ise f ye siirekli fonksiyon denir.

Bu tanimin onermeler cebirindeki degili ise " f fonksiyonu xp € X noktasinda siirekli olma-
mast i¢in gerek ve yeter kosul xo 1n her U agik komsulugu i¢in f(U) € V olacak sekilde f(xo)
mn bir V acik komsulugunun bulunmasidir” bi¢iminde yorumlanabilir (Mucuk, 2023;132)

3.3 Teorem (X,7) ve (Y, 0) topolojik uzaylar olmak iizere f : (X,t) — (Y,0) fonksiyonu
siireklidir gerek ve yeter kosul Y deki her acgik kiimenin ters goriintiisii X de acik olmasidir
(Mucuk, 2023;133).

Kamit f:X — Y siirekli bir fonksiyon, V de ¥ de agik bir kiime iken f~!(V) nin X de acik
oldugunu gosterelim. x € f~1(V) igin f(x) € V ve f siirekli oldugundan f(U) C V olacak
sekilde x in U acik komsulugu vardir. Buradan x € U € f~(V) olup f~' (V) kiimesi X de
aciktir.

Tersine Y deki her V acik kiimesinin = (V) ters goriintiisii X de acik olsun. Herhangi bir
x € X icin f(x) in V agik komsulugu mevcut olsun. Bu takdirde U = £~ (V) kiimesi x in acik
komsgulugu olup f(U) C V dir. O halde f fonksiyonu keyfi x noktasinda siirekli oldugundan
stireklidir. [

3.4 Teorem (X,7) ve (Y, o) topolojik uzaylar i¢in f : (X,7) — (¥, o) bir fonksiyon ve % C
o ailesi de o topolojisi i¢in bir taban olsun. Bu takdirde f fonksiyonunun siirekli olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul her B € % icin f~!(B) € 7 olmasidir (Mucuk, 2023;133).

Kanit f fonksiyonu siirekli ise B € % nin elemanlar1 agik kiimeler oldugundan Teorem 3.3
den her B € % icin f~!(B) € 7 dir. Tersine her B € % icin f~!(B) € T ve V € o bir agik
kiime olsun. & ailesi ¢ i¢in taban oldugundan, V kiimesi 4 deki bazi kiimelerin birle-
simi olarak yazilabilir. O halde V = Uy grc pBi olup [~ (V) = [ (Ug cpcpBi) =V =
Up.ercaf ~1(B;) dir. Burada her bir f~!(B;) kiimesi X de acik oldugundan f~!(V) € 7 dur.
O halde Teorem 3.3 den f siireklidir. O

3.5 Teorem X (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar ve {X; | i € I} ailesi de X in agik Ortiisii
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olsun. Bu takdirde f : X — Y fonksiyonunun her f; : X; — Y kisitlanis fonksiyonu siirekli ise
f stireklidir (Mucuk, 2023;135).

Kamit f: X — Y fonksiyonunun siirekli oldugunu gostermek i¢in ¥ deki herhangi bir V acik
kiimesinin f~!(V) ters goriintiisiiniin X de agik oldugunu gosterelim. Burada X = (J;o; X
oldugundan £~ (V) =X N £~ (V) = (Ui X)) N1 (V) =Uier (XN f7H V) = Uier /71 (V)
olup her f;~ (V) kiimesi X; de, X; kiimeleri X de agik oldugundan f;~'(V) ters goriintiisii X
de aciktir. Bundan dolay: f~! (V) ters goriintiisii X de agiktir. L

3.3 Uyar1 Homeomorfizmler topolojik 6zellikleri koruyan doniisiimlerdir. Aralarinda bir ho-
meomorfizm bulunun topolojik uzaylara homeomorf denir. Homeomorf olan vektor uzayla-

rinda kompaktlik korunur.
Simdi homeomorfizmlerle ilgili 6zelliklere yer verelim:

3.13 Tanim (X, 7) ve (Y,0) topolojik uzaylar i¢in f : (X,7) — (Y,0) bir fonksiyon ol-

sun.Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa f fonksiyonuna homeomorfizm denir.
(i) f fonksiyonu bire-bir ve Ortendir.
(i1) f bir siirekli fonksiyondur.
(iii) f fonksiyonunun tersi f~!: (Y,0) — (X, 1) bir siirekli fonksiyondur.

Eger (X, 1) ve (Y, 0) topolojik uzaylar arasinda bir homeomorfizm varsa bu topolojik uzay-
lara homeomorf ya da topolojik olarak es yapilidir denir (Mucuk, 2023; 158).

3.6 Teorem Topolojik uzaylarin homeomorf olma bagintisi denklik bagintisidir (Mucuk,
2023 ; 158).

Kanit (X,7) topolojik uzayi i¢in 1x : (X,7) — (X, 7) birim fonksiyonu bire-bir, 6rten, sii-
rekli olup 1;1 ters fonksiyonu da siireklidir. Tanim 3.13 gere8ince 1y bir homeomorfizm-
dir. Boylece homeomorf olma bagmtisinin yansima ozelligi saglanir. f: (X,7) — (¥, 7)
bir homeomorfizm iken f~!: (¥,7) — (X, 7) bir homeomorfizm olup bagintinin simetri
ozelligi saglanir. Eger f : (X,7) — (Y,0) ve g : (Y,0) — (Z,7) birer homemorfizm ise
gf : (X,1) — (Z,7) bileske fonksiyonu da homeomorfizm oldugundan gegisme 6zelligi de
saglanir. ]

3.7 Teorem (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylari igin f : (X, 1) — (Y, o) bir bire-bir ve 6rten
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fonksiyon olsun. Bu takdirde f : (X,7) — (¥, o) fonksiyonunun bir homeomorfizm olmasi

icin gerek ve yeter kosul f fonksiyonunun siirekli ve kapali olmasidir (Mucuk, 2023 ;158).

3.14 Tanim f: (X,7) — (Y, 0) homeomorfizm olsun. Eger (X, 7) topolojik uzayinda sagla-
nan bir 6zellik (Y, o) uzayinda da saglaniyor ise bu 6zellie homeomorfizm altinda korunu-
yor denir. Homeomorfizm altinda korunan bu 6zellige topolojik 6zellik denir (Mucuk, 2023;
159).

3.8 Teorem (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar olsun. X, X, alt kiimeleri X de ve Y;,Y> kii-
meleri Y de kapali iken X = X{UX, ve Y =Y UY, olsun. f1: X =Y ve L:Xo = 1)
homeomorfizmlerinin X; N X> ye kisitlanis fonksiyonu ise ayni fp : X; N X, — Y1 MY, home-

omorfizmi olsun. Bu durumda

y:{ filx), xeX;

H(x), xeXp

ile tanimlanan f : X — Y fonksiyonu bir homeomorfizmdir (Mucuk, 2023: 160).

3.6 Ornek [0,1]U[2,3] ve [0,2] U [3,4] uzaylari homeomorftur (Mucuk, 2023:164).
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde birtakim topolojik yontemler yardimiyla bir R hiper halkasindaki hiper ide-
alin radikali icin karakterizasyon elde edilmistir. R hiper halkasinin bir J hiper ideali i¢in

X; nin hemen hemen (quasi) kompakt olmast durumunda J hiper idealinin radikalinin v/J =

V/Rai + Ra + - - - + Ra, olacak sekilde R nin {ay,ay, .. .,a; } sonlu alt kiimesinin varlig1 kanit-
lanmistir. X7 nin hemen hemen (quasi) kompakt olmasina denk kosullar bulunmustur. R hiper
halkasinda tanimladigimiz N;(T') hiper ideali ile X; arasinda bir baginti sunulmusgtur. X; nin
Noether topolojik hiper vektor uzayr olmasi i¢in denk kosul bulduk. Degismeli hiper halka-
larda n-hiper idealler ve S-n-hiper idealler birbirleriyle iliskilendirerek temel 6zelliklerine
deginilmistir. Ayrica degismeli hiper halkalardaki Zariski topolojisi ve daha genel bir topo-

lojik hiper vektor uzay1 tanimlanmagtir.

4.1. Hiper idealler iizerinde Zariski Alt Hiper Vektor Uzay: Topolojisi

Bu kisimda degismeli bir hiper halkanin asal hiper idealler yardimiyla kurulacak olan Zariski
topolojisinin agik alt kiimelerinin sagladig1 topolojik 6zellikleri ile bu hiper yapinin, hiper

halkanin asal spektrumundaki iligkisi vurgulanarak arastirilmisgtir.

4.1 Tanim J, R hiper halkasinin hiper ideali ve Spec(R), tiim asal hiper ideallerinin kiimesi
olsun. K, R nin hiper ideali ve a € R olmak tizere V(J) = {P € Spec(R) | J C P}, X; =
Spec(R) \ V(J) kiimeleri yardimiyla V(K) = V(K)\V(J) , (X;)* = X7\ V(a) = Spec(R) \
V(aJ) kiimeleri tanimlanir. Spec(R) ye R hiper halkasi izerinde Zariski topolojisi ad1 verilir.
R nin J hiper ideali i¢in V (J) Zariski topolojisinin kapali alt kiimesidir. Burada J = R alinirsa
X; = Xg = Spec(R) olur. Ayrica J = 0 i¢in X; = X = 0 dir.

4.2 Tanim R bir hiper halka, Xz = Spec(R) ve mSpec(R), R nin tiim maksimal hiper idealle-
rinin kiimesi olsun. Degismeli Krasner hiper halkalarda her maksimal hiper ideal asal hiper
ideal oldugundan mSpec(R) C Spec(R) dir.

4.1 Ornek 7 hiper halkast igin Spec(Z) nin elemanlar1 (0) and p asal bir say1 olmak {izere
pZ hiper idealleridir. Ayrica (0) ¢ mSpec(Z) dir.

Simdi Spec(R) nin X; kapali alt kiimesinde taban elemanlarini belirlemek i¢in siradaki Yar-

dimc1 Teoremi verelim.

4.1 Yardimc1 Teorem J, R hiper halkasinda bir hiper ideal olsun. Bu takdirde her a € R i¢in
(X )%, Xy i¢in bir tabandir.
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Kamit (X;)*={P|aJ L P ,P € Spec(R)} kiimesi i¢in

Xy =< Upg(x,)eP > oldugunu gosterelim. < Up¢(x,)aP >C X; oldugu agiktir. Q € X i¢inJ €
Q olur. Her a € R igin aJ Z Q oldugu gosterilirse Q € (X;)“ bulunur. Kabul edelim ki aJ C Q
olacak sekilde a € R bulunsun. O halde V b € J igin ab € Q dur. Q € Spec(R) oldugundan a €
Qveyab € Qdur.a € Qiken R C Q olup R = Q olur. Q 6z hiper ideal oldugundan ¢eligki elde
edilir. O halde b € Q bulunur. Bu durumda J C Q olup celiski elde edilir. O halde Va € R i¢in
aJ € Q olup Q € (X;)* elde edilir. Dolayisiyla Q C Upe (x,)aP C< Upg (x,)aP > dir. Buradan
Xy €< Upg(x;)aP > olur. O halde X; =< Up¢ x,)aP > dir. Son olarak (X,)* kiimesinin lineer
bagimsiz oldugunu gosterelim. V 01,0, ..., 0y €< Upg(x,aP > ve V 51,52, ..., 5 € R igin
$101+5202+...5:0; =0o0lsun. Her 1 <[/ <tveVs; €Rigins;Q; € P dir. O halde s;Q; £ P
olur. Kabul edelim ki s1Q1 4+ 520>+ --+5:0; C Polsun. s;Q; C 5101 +5202+--+5:0, CP
kapsamasindan s;Q; C P bulunur. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde s; Q1 + 5,02+ +5:0; £ P
dir. Ancak 5101+ 5207 + -+ +5:0; = 0 oldugundan 0 ;(_ P olup celiski elde edilir. O halde
her 1 <i<tigin s; =0 olmaldir. ]

4.2 Teorem J,R hiper halkasinda bir hiper ideal ve a,b € R olsun. Bu durumda (X;)* N
(X])b = (Xj)ab dir.

Kamit K € (X;)*N(X;)? alalim. Boylece K € Spec(R)\V (aJ) ve K € Spec(R)\V (bJ) olur.
Buradan K ¢ V(aJ) olup aJ Z K dir. Benzer sekilde bJ K dir. O halde x € aJ i¢in x ¢ K
vey e bJiginy ¢ K dir. O halde x = ac ve y = bd olacak sekilde ¢,d € J vardur.

xy = (ac)(bd) = (ab)(cd) € abJ olur. Buradan xy € abJ bulunur. Ayricax ¢ K , y ¢ K ve K
asal hiper ideal oldugundan xy ¢ K dir. O halde abJ Z K olur. Buradan K € Spec(R)\V (abJ)
olup K € (X;)® bulunur. O halde (X;)*N (X;)? C (X;)%. Simdi de K € (X;)® alalim. K €
Spec(R)\ V(abJ) olup K ¢V /(abJ) dir. Buradan abJ Z K elde edilir. Ayrica bJ C J olup
abJ C aJ ve abJ C bJ dir. Kabul edelim ki aJ C K olsun. Bu durumda baJ C bK C K olup
abJ C K kapsamasindan celiski elde edilir. O halde aJ K olur. Benzer sekilde bJ Z K
dir. Buradan K € Spec(R) \V(aJ) ve K € Spec(R) \ V(bJ) dir. Yani K € (X;)*N (X;)? olup
(X7)% C (X;)*N (X;)? kapsamasindan istenen esitlik elde edilir. O

4.3 Tanim J, R hiper halkasinin hiper ideali olmak iizere
VI={s€R|IncZ igins" € J}.

hiper idealine R nin radikal hiper ideali denir. J = 0 ise v/0 hiper idealine nil radikali denir.
Ayrica radikal hiper ideal R hiper halkasinda J hiper idealini kapsayan tiim asal hiper ideal-

lerinin arakesiti olarak da tanimlanabilir. Boylece v/J = JCoeSpec(r)@Q olur.

Siradaki teoremlerde R hiper halkasinin J hiper ideali ile Spec(R) nin X agik kiimesi arasin-
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daki bagintilara yer verilmektedir.

4.3 Teorem J, R hiper halkasinda hiper ideal ve a € R olsun. O halde (X;)* = 0 olmasi igin
gerek ve yeter kosul aJ C /0 olmasidir.

Kanit (X5)* =0 olsun. (X;)* = Spec(R) \ V (aJ) olmasi kullanilarak ve (X;)* = @ hipotezin-
den Spec(R) = V(aJ) esitligi saglamir. Dolayistyla aJ = 0 bulunur. Ayn1 zamanda 0 C /0
kapsamasi kullanilarak aJ C v/0 elde edilir. Tersine aJ C v/0 olsun. K € (X;)%icin K €V (aJ)
dir. Buradan aJ ¢ K dir. K € Spec(R) ve aJ,R deki tiim hiper idealleri i¢erdiinden aJ C K
olmalidir. Bu ise bir celigkidir. O halde (X;)* = @ olmalidir. []

4.4 Teorem J,R hiper halkasinda hiper ideal ve a € R olsun. a birim (terslenebilir eleman)

ise (X7)* = X; esitligi saglanir.

Kanit a terslenebilir eleman olsun. (X;)* C X; olur. K € (X;)* keyfi olsun. O halde K €
Spec(R)\V(aJ) olur. Yani K ¢ V(aJ). Buradan aJ Z K bulunur. O halde b € aJ i¢in b ¢ K
dir. aJ C J oldugundan b € J dir. O halde J Z K icin K ¢ V(J) olur. Béylece K € Spec(R) \
V(J) olup K € (X;) elde edilir. Tersine K € X; olsun. O halde K ¢ V(J) olup J £ K dur.
1gJ = J ve a terslenebilir oldugundan aa = 1y olacak sekilde d € R vardr. AyricaJ € K
iken (aa' )J ¢ (ad )K olup aJ € aK bulunur. Buradan aK ¢ V (aJ) olup a birim oldugundan
K ¢ V(aJ) dir. Boylece K € (X;)“ elde edilir. O

4.5 Teorem J, R hiper halkasinda hiper ideal ve a,b € R olsun. O halde (X;)* = (X;)” olmas1
icin gerek ve yeter kosul vaJ = v/bJ olmasidir.

Kamit (<) vaJ = v/bJ olsun. (X;)* = (X;)? oldugunu gosterelim. K € (X;)* keyfi olsun.
Buradan K ¢ V(aJ) igin aJ Z K bulunur. Boylece v/aJ ¢ K dir. Hipotez geregince v/bJ ¢ K
dir. Buradan K ¢ V (bJ) dir. Sonug olarak K € (X;)? bulunur. Dolayistyla v/aJ C v/bJ elde
edilir. Benzer bir teknikle v/bJ C v/aJ de gosterilebilir. Boylece (X;)¢ = (X;)? bulunur. (=)
(X;)¢ = (X;)? olsun. vaJ = v/bJ oldugunu gosterelim. x € /aJ keyfi olsun. Bu takdirde
aJ C K olan her K € Spec(R) i¢in x € K dir. Buradan K € V(aJ) olup K ¢ (X;)* bulunur.
Hipotez geregince K ¢ (X;)” ve buradan da K € V (bJ) dir. Bylece bJ C K olup v/bJ C K dur.
Simdi x € v/bJ oldugunu gosterelim. Aksini kabul edelim. x ¢ VbJ olsa bJ C K ve x ¢ K
olacak sekilde K € Spec(R) vardir. Buradan K € V(aJ) = V(bJ) olup bJ C K bulunur.
x € V/bJ oldugundan bJ C K olan her K € Spec(R) igin x € K dir. Bu ise kabuliimiiz ile ¢elisir.
O halde x € v/bJ dir. v/aJ C \/bJ dir. Benzer bir teknikle v/bJ C v/aJ oldugu gosterilebilir.
Dolayisiyla vaJ = v/bJ olur. [
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4.6 Teorem J,R hiper halkasinda hiper ideal ve a € R olsun. (X;)* = X; ise vaJ = /J C
v/ < a > kapsamasi vardir.

Kanmit K €al keyfi olsun. Bu takdirde aJ C K olan her K € Spec(R) igina € K dur. \/H, aJ
yi kapsayan tiim asal hiper ideallerin arakesiti oldugundan aJ C K dir. Dolayisiyla K € V(aJ)
olur. O halde K ¢ (X;)* dir. Hipotezden K ¢ X; olur. Yani K ¢ Spec(R)\V(J) olup K € V(J)
elde edilir. Buradan J C K bulunur. Dolayisiyla r € VI olup vaJ C +/J bulunur. Tersine
r € v/J keyfi olsun. J C Polan her P € S pec(R) i¢in r € P dir. Her a € R i¢in aJ C aP olur.
Buradan aJ C aP C P olup aJ C P bulunur. O halde r € Vval olup VJ C +V/aJ elde edilir. O
halde vaJ = /7 olur. Ayn1 zamanda R € Spec(R) dir. Buradan v/aR = VR ve aR =< a >
dir.

val =+/J CR=+R=+aR = /< a > esitliginden vaJ C /< a > elde edilir. O

4.4 Tanim (1) J, R hiper halkasinin bir 6z hiper ideali olsun. A indis kiimesi olmak iizere
V<Si€ER|ieN>=./<s;j€R|jEL> veJC/<s;i€R|i€A>olan A nn bir
A\ sonlu alt kiimesi varsa J hiper idealine () sartin1 saglar denir.

(ii) Noether hiper halkalarin her hiper ideali (x) sartin1 saglar. Ayrica % Noether hiper halka
ise J, (x) sartin1 saglar. Ancak J, (%) sartin1 saglarken % hiper halkasinin Noether olmasi

gerekmez.

Siradaki Teoremder € Z olmak iizere A = {1,2,...,t} kiimesi bir sonlu kiime olarak alina-

caktir.

4.7 Teorem J, R hiper halkasinin hiper ideali olsun. O halde asagidaki ifadeler saglanir.

(i) Her a € R igin (X;)* hemen hemen (quasi) kompakttir.

(ii) X; hemen hemen (quasi) kompakt ise \/J = \/Rs; + Rs, + --- + Rs; olacak sekilde

{s1,52,...,5} C R sonlu alt kiimesi vardur.

(iii) J (*) sartin1 saglarsa X; hemen hemen (quasi) kompakttir.

Kamit (i) A sonlu bir kiime olmak iizere (X;)? = U;c, Xy, olsun.

(X0) = Usen X5, = Urer[Spec(R)\V (X,)] = Spec(R)\ Ny V(Xs) = Spec(R)\V (Eier Xa)
C Spec(R)\ X icnV(Xs;) = Ujen Xy, olur. A C A olmak tizere J;c o X, € Uiep Xy, elde edilir.
Uiea X7, € Ujep Xi; oldugu agiktir. O halde ;e\ X7, = Ujep Xy, dir. Yani (X)¢ = U;ep X7, =
Uiea Xy, esitligini elde edilir. Yani (X;)¢ nin her agik Ortiisii sonlu acik ortitye sahip olup
boylece (X7)* hemen hemen (quasi) kompakttir.
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(i) X; = Spec(R) \ V(U,ep siJ) oldugunu gosterelim. P € X; = Spec(R) \ V(J) olsun. Bu-
radan P ¢ V(J) olup J € P bulunur. Bunun i¢in ilk olarak s;J C J iken {J,c, si/ € P oldu-
gunu gosterelim. Kabul edelim ki (J;c, si/ C P olsun. O halde s;J C P olacak sekilde i € A
vardir. Her a € J igin s;a € P olur. P € Spec(R) oldugundan s; € P veya a € P dir. s; € P
ise R C P olup R = P olur. P 6z hiper ideal oldugundan bu bir ¢eligkidir. O halde a € P
dir. a € J iken a € P bulunur. Boylece J C P olup geliski elde edilir. O halde J;epsi/ € P
olmalidir. Dolayisiyla P ¢ V(U si/) elde edilir. Boylece P € Spec(R) \ V (U, si/) dir.
O halde X; C Spec(R) \ V(U,cp siJ) elde edilir. Tersine P € Spec(R) \ V (U, siJ) olsun.
P ¢ V(UiepsiJ) dir. Boylece J;cpsiJ € P bulunur. O halde s;J ¢ P olacak sekilde i € A
vardir. Buradan P ¢ V (s;J) olup P € Spec(R) \ V (s;J) dir. Dolayisiyla P € (X;)* elde edi-
lir. (X;)* C X; oldugundan P € X; dir. O halde Spec(R) \ V(U;cpsiJ) C Xy dir. Boylece
X7 = Spec(R) \V(U,cp siJ) esitligi elde edilir.

Spec(R)\V (Uiep siJ) = Spec(R) \ ;e V (si) esitligini gosterelim. Bunun i¢in Q € Spec(R)\
V(Uiepsi/) keyfi olsun. Q ¢ V(U;cp si/) olup U;ep siJ € O bulunur. Buradan s;J € Q ola-
cak sekilde i € A vardir. Q ¢ V(s;J) dir. Dolayisiyla Q ¢ (V (s;J) elde edilir. Q € Spec(R) \
Nic V (siJ) olur. Tersine P € Spec(R) \ ;e V (si/) olsun. Bu takdirde P ¢ ;. V (s:J) olup
P ¢ V(siJ) olacak sekilde i € A vardir. Yani P ¢ (J;c, V (siJ) dir. Boylece P € Spec(R) \
Uien V(siJ) olur. O halde Spec(R) \ Niep V(siJ) € Spec(R) \ U;ep V (si/) elde edilir. Dola-

yistyla Spec(R)\ N;cp V (siJ) = Spec(R) \ V (U;cp 5:J) esitligi saglanir.

Simdi Spec(R) \ Njep V (si]) = Ujen[Spec(R) \ V (si/)] oldugunu gosterelim. P € Spec(R) \
Niep V(siJ) alalim. P ¢ (V;c 5 V (siJ) olur. O halde i € Ai¢in P ¢ V(s;J) olup P € X \ V(s;J)
bulunur. Buradan P € {J;.,[Spec(R) \ V (s;J)] elde edilir. O halde Spec(R) \ N;cx V (siJ) C
UiealSpec(R) \ V(siJ)] bulunur. Tersine P € J;c[Spec(R) \ V(siJ)] olsun. O halde P €
Spec(R) \ V(siJ) olacak sekilde i € A vardir. Buradan P ¢ V(s;J) olur. Dolayisiyla P ¢
NiepV(siJ) ve P € Spec(R) \ Niep V(siJ) oldugundan J;c, [Spec(R) \ V (siJ)] C Spec(R) \
Nica V(si/) dir. O halde Spec(R) \ Njcp V (siJ) = Ujen[Spec(R) \ V (siJ)] bulunur.

Dolayisiyla Xy = Spec(R)\Nic V (sif) = Uicn [Spec(R)\V (si)] = Spec(R)\V (Ujep si/) =
Uier (X7)% olur. Buradan X; = ;¢ , (X7)% olup X; agik ortiiye sahiptir. X; hemen hemen (qu-
asi) kompakt oldugundan X; = J;c » (X7)* olacak sekilde A = {1,2,...,¢} sonlu alt kiimesi

vardir.
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Xy =Uien (X)) =X, \ V(< 51,82,...,5 >) oldugunu gosterelim.

P € U;en (X))% olsun. O halde P € (X;)% olacak sekilde i € A vardir. (X;)% =X, \ V(< s; >)
oldugundan P ¢ V(< s; >) dir. Ayrica V(< s; >) = V(< s; >)\V(J) ve V(< s1,52,...,8 >
) = V(< s1,50,...,85 >)\V(J) iken V(< s; >) C V(< s1,52,...,5 >) elde edilir. O halde
P¢V(<si,52,...,5 >) dir. Burada P € V(< s1,52,...,5 >) iken V(< 51,52,...,8 >) =
V(< 51,82,...,8 >)\ V(J) bulunur. Boylece P ¢ V(J) olmalidir. P € V(< s1,82,...,85 >)
iken < s51,52,...,5 >C P bulunur ki bu bir ¢eliskidir. O halde P ¢ V(< s1,52,...,5 >) dir.
Ustelik (X;)% C X; oldugundan P € X; olup P € X;\ V(< s1,52,...,5 >) elde edilir.
Ohalde ;e (X)) C X5\ V(< s1,582,...,8 >). Ters kapsama i¢in P € X; \ V(< 51,52, ...,5 >
Yolsun. P € Xy ve P ¢ V(< s1,52,...,5 >) dir. X; = X \ V(J) oldugundan P ¢ V(J) bulunur.
V(<si>)CV(<s1,50,...,5 >)icin P& V(<s; >) dir. (X;)% =X, \ V(< s; >) oldugundan
P € (Xy)% olup P € Ujen (Xy)% dir. Buradan X; \ V(< s1,52,...,5 >) C Uien (X7)* bulunur.
Dolayisiyla X; = X7\ V(< s1,82,...,8 >) = Ujen (X))% esitligi elde edilir. Buradan X; =
X;\ V(< s1,82,...,8 >) olup V(< s1,52,...,5 >) = 0 bulunur. O halde V(< s1,s2,...,5 >
) =V (< s1,82,...,8 >)\V(J) =0 olur ki, boylece V(< s1,52,...,5 >) =V(J) esitligi elde
edilir. Bu esitlikten V(< s1,52,...,5; >) C V(J) bulunur. v/J C /Rs; +Rs; + --- + Rs; ol-
dugunu gostermek igin x € J alalim. v/J = ) jcpP oldugundan x € P olur. Kabul edelim ki
X ¢ v/Rs1 +Rsy + - -- + Rs; olsun. O halde x ¢ P ve Rs; +Rsy+---+Rs, C P olacak sekilde
P e Spec(R) vardir. Rs; +Rsp+---+Rs; C P oldugundan P c V(<si+s2+---+s; >)olur.
Buradan P € V(J) olup J C P dir. V/J tamimindan /J C P olur. x € P’ bulunur ki bu ise bir
celiskidir. O halde x € /Rs| + Rs2 +--- + Rs; olup v/J C \/Rs| + Rsy + - - - + Rs; elde edilir.
Ayrica s1,52,...,5 € J oldugundan V(< s1,82,...,8 >) = V(< s1,81,...,5 >)\V(J) =0
dir. Dolayistyla V(< s1,82,...,8 >) = V(J) olur. 4.5. Teoremden \/Rs; +Rsy + -+ Rs; =
\/J bulunur.

(iii) J (*) sartin1 saglasin. {B; | i € A}, X; nin agik Ortiisii olsun. B;, (X;)* lerin birlesimi
olarak ifade edildiginden her i € A i¢in B; = (X;)* bi¢iminde yazilabilir. Buradan

X, = Y&

UienX\ V(< 5 >))
= X \[NienXr\ V(<5 >))
= X \V(<si|ien>).

PeX\Nich[(X7\ V(< s;>))] olsun. O halde heri € Aigin P € Xy ve P ¢ V(< s; >) dir. V(<
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5i>))=V(<s;>)\V(J)den P ¢ V(<s;>)vePeV(J)olur. Buradan < s; > Pve J C P
saglamr. P € V(< s; | i € A >) oldugunu gosterelim. Kabul edelimki P ¢ V(< s; | i € A >)
olsun. Ohalde P € V(< s; | i€ A >) ve P ¢ V(J) olur. Dolayistyla < s; | i€ A>C PveJ ¢ P
dir. <s; >C<s; | i € A >C P kapsamasindan < s; >C P ve J ¢ P olup ¢eliski elde edilir.
O halde P € V(< s; | i € A>) bulunur. Boylece P € X;\V(<s;|i € A>) olur. O halde
X\ Nien X\ V(< s5i >)] CXp\ V(<si|i €n>)eldeedilin PEX; \V(<s;|i €A>)
keyfi olsun. Bu durumda P € X; ve P¢ V(< s; | i € A>)olur. V(<s; |ie A>)=V(<
si> | i€ A>)oldugundan P ¢ V(< s; | i€ A >) ve P € V(J). oldugu agiktir. Dolayistyla
<si|i€ A>¢ PveJ CPbulunur. P € X;\N;cp V(< s;>)) olduunu gostermek icin aksini
kabul edelim. P ¢ X; \ N;en (X7 \ V(< s; >)) olsun. O halde P ¢ X; ve P € ;e\ (Xy \ V(<
s; >)) dir. Buradan J € P ve < s; >C P olur. Boylece J C P ¢eliskisi elde edilir. O halde
PeX;\NieaV (< si>)) dir. Boylece X; \V (< s;|i € A>) CX7\Nien (X7 \V (< 5i>)) olur.
Sonug olarak X; \ V(< s; |i € A>)=X7\N;cn X\ V(< i >)] olur. Yani V(< s; | i€ A >
) =0bulunur. O halde V(< s; [ i€ A >)\V(J)=0dir. V(< s; | i € A >) =V (J) esitliginden
V(<si|i€A>)CV(J)yazilr. (x) hipotezinden /J = /< s; | j € A > esitligini saglayan
/A C A sonlu alt kiimesi bulunur. O halde

X; = X \V(<s;>|jen>)

= XJ\ ﬂ ‘7(< S >)
JEA

= URK\V(<s;>)
jen

= Ujen(X)".

Buradan X; = |J jea (X7)% saglanir. Dolayisiyla (X;), (X7)* sonlu agik alt kiimeleri tarafin-
dan ortiiliir. O halde X; hemen hemen (quasi) kompakttir. L]

4.5 Tanim J, R nin hiper ideali olsun.

Ny(T)=({P€Spec(R)| T CPvel ¢ P}.

J hiper idealini kapsamazken T hiper idealini kapsayan biitiin asal hiper ideallerinin arakesiti

olan Ny(T) kiimesi R nin bir hiper idealidir.

4.8 Yardimc1 Teorem J, R hiper halkasinin hiper ideali olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler

saglanir:

(i) J =R iken N;(T) = /T dir.
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(ii) Ny(T), R nin hiper idealdir.
(iii) K C T, R nin hiper ideali olmak iizere N;/x (T /K) = N;(T)/K dur.

(iv) N;(0) =N /;(0) dur.

Kamit (1)) Ny(T) =Ng(T) =({P € Spec(R) |T CP, RL P} =(\{P € Spec(R) | T CP} =
VT oldugu agiktr.

(ii) Ny(T) nin R nin hiper ideali oldugunu gosterelim. x,y € N;j(T) alalim. O halde T C
P, J ¢ P olacak sekilde R nin P hiper ideali vardir. x,y € P, P € Spec(R) oldugundan
x—yCP,TCPJZPdir. Ohalde x—y € Ny(T) olur.

s€R, reNyT)iginr € Ny(T)ise T C P, J € P olan her P € Spec(R) i¢in r € P dir. O
halde rs € P olup rs € N;(T) olur.

(iii) Ny /x (T /K) = N{P/K € Spec(R/K) | T/K CP/K , J/K & P/K} dir. x+K € N, (T /K)
alalim. T /K C P/K , J/K ¢ P/K olacak sekilde her P/K hiper ideali i¢in x+ K € P/K dur.
Yani x € P dir. T/K C P/K ise K C T C P kapsamasi gelir. J/K ¢ P/K oldugundan J ¢ P
olur.x e P, T C PveJ ¢ P oldugundan x € Ny(T) olur. O halde x + K € N;(T)/K olup
buradan N; /(T /K) € Ny(T')/K bulunur. Ters kapsamay1 géstermek icin x + K € N;(T)/K
verilsin. x € Ny(T') dir. O halde P € Spec(R) asal hiper ideal olmak iizere T C P ve J £ P
kosullarini saglayan x € P vardir. K C T oldugundan K C T C P kapsamasindan 7 /K C P/K
bulunur. J ¢ P igin J/K ¢ P/K dir. O halde x+K € N; k(T /K) dir. Buradan N;(T)/K C
Ny/k(T/K) olur.

(iv) N;(0) = N{P € Spec(R) |0C P, J £ P} dir. x € Ny(0) alahm. O halde0C P ,JZ P
olacak sekildeki her P € Spec(R) igin x € P dir. x € N, ;5(0) oldugunu gosterelim. N 5(0) =
N{P € Spec(R) | 0C P, J ¢ P’} di. J C v/J kapsamasi kullamlarak J C v/J & P’ olup
J ¢ P’ bulunur. Kabul edelim ki J € P olsun. v/J = {s € S| 3n € Z" igin s" € J} oldugun-
dan her x € v/J icin x" € J olacak sekilde n € Z* vardir. J C P oldugundan x" € P olur. P
asal hiper ideal oldugundan x € P’ olur. Buradan VJ C P’ bulunur. Ancak bu durum Vi g P
olmasiyla celisir. O halde v/J 7 P olur.0CP , JC P oldugundan Pl, Ny (0) kiimesindeki
P lerden biridir. Yani x € N, /7(0) dir. O halde N;(0) C N, /7(0) olur. $imdi de ters kapsamay1
gosterelim: N 7(0) tanimindan 0 C P, VJ € P olacak sekilde keyfi P € Spec(R) alalim.
VJ ¢ P oldugundan a ¢ +/J olacak sekilde a € P vardir. a ¢ \/J oldugundan a" ¢ J olacak
sekilde n € Z* vardir. a € P oldugundan ¢" € P olur. O haldle J P di. OC P, J L P

oldugundan istenen elde edilir. L

4.9 Teorem J, R hiper halkasinin hiper ideali ve v/J # /0 olsun. Bu takdirde X; nin indir-

genemez olmasi i¢in gerek ve yeter kosul N;(0) nin R nin asal hiper ideali olmasidir.

Kanit Nj(0) € Spec(R) ve T C X bostan farkli agik kiime olsun. L, R nin hiper ideali olmak
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tizere T = X;\ V(L) =X \ [V(J)UV(R)] oldugunu gosterelim. P € X; \ V(L) alalim. P € X;
ve P¢ V(L) dir. X; =X \V(J), V(L) = V(L) \ V(J) oldugunu biliyoruz. P € X; ise P ¢
V(J) ve P¢ V(L) ise P ¢ V(L) dir. Buradan P ¢ V(L) UV (J) olup P € X \ [V(L)UV (J)]
bulunur. O halde 7 = X; \ V(L) C X \ [V(J)UV(L)] elde edilir. P € X \ [V (J) UV (L)] keyfi
olsun. P € X ve P ¢ V(J)UV(L) dir. Buradan P ¢ V(J) ve P ¢ V(L) dir. P ¢ V(J) ise
PeX;veP¢V(L)ise P¢ V(L)\V(J) olur. Boylece P ¢ V(L) ve P € X;\ V(L) bulunur.
O halde X \ [V(J)UV(L)] € X;\ V(L) olur. Simdi P € T keyfi olsun. Buradan P ¢ V(J) U
V(L) dir. O halde L ¢ P ve J ¢ P olmalidir. J ¢ P oldugundan N;(0) C P bulunur. Boylece

L & N;(0) dir. L € N;(0) olsa Nj(0) = Nocpespec(r) P tammindan L C P bulunur. Bu ise
Jgp
L ¢ P olmasiyla gelisir. O halde L ¢ N;(0) dir. Boylece N;(0) ¢ V(L) bulunur. Bu N;(0)

tanimindan N;(0) ¢ V(J) iken N;(0) ¢ V(L) ve N;(0) ¢ V(J) olup N;(0) ¢ V(J)NV (L)
buradan da N;(0) € T elde edilir. Boylece X nin bostan farkl: agik alt kiimesi N;(0) kiimesini
icerir. Yani X; den alinan herhangi iki agik alt kiimenin arakesiti bogtan farkli olur. Boylece
X indirgenemezdir. Tersine X; indirgenemez olsun. N;(0) € Spec(R) oldugunu gosterelim.
Kabul edelim ki N;(0) asal hiper ideal olmasin. O halde x,y € R olmak iizere xy € N;(0)
iken x,y € R\ N;(0) olur. Hipotezden v/J # /0 dir. x € R\ N;(0) oldugundan x ¢ N;(0) dur.
O halde 0 C P ve J € P olan R nin bir P asal hiper ideali i¢in x ¢ P dir. V((x)) = V({x)) \
V(J) dir. Buradan V((x)) = 0 olsa V((x)) = V(J) olup V({x)) =V(J) ={P € X |[J C P}
esitliginden x € P geliskisi elde edilir. O halde V ({x)) # X, dir. V(x) = V(X)\V(J) = X; =
X\V(J)olsaV(X) =X esitliginden x € N;(0) ¢eliskisi elde edilir. O halde X; # V ((x)) olur.
Benzer islemlerle (X;)* = X \ V(xJ) # 0 oldugu gosterilir. Yine (X;)” # 0.

X)'N&X) = X)?
= X5\
C X5\

<t

(xy)
(N;(0)

<t

dir. Simdi V (N, (0) C V(xy) oldugunu gosterelim. P € V (N;(0) alalim. V (N;(0)) =V (N;(0)\
V(J) dir. P e V(N;(0)), P ¢ V(J) olup N;(0) C P ve J € P dir. xy €< xy > ve xy € N;(0)
oldugu agiktir. O halde < xy >C N;(0) C P kapsamalarindan < xy >C P bulunur. Yani P €
V(< xy>)ikenJ € P oldugundan P € V(< xy >) elde edilir. Buradan V (N;(0)) C V(< xy >
) iken X; \ V(xy) C X, \ V(Ny(0)) elde edilir. Simdi de X; \ V(N;(0)) = X \ [N;(0) UV (J)]
oldugunu gosterelim. K = X;\V(E) =X\ [V(E)UV (J)] oldugu i¢in E = N;(0) alinirsa iste-
nilen elde edilir. X \ V/(N;(0)) UV (J) = @ bulunur. P € X\ [V(N;(0)) UV (J)] olsun. P & N;(0)
ve P ¢ V(J) dir. Boylece N;(0) € P ve J € P dir. Nj(0) = ;¢pP C P olup N;(0) C P kap-
samasi elde edilir. Bu ise N;(0) € P olmastyla celisir. O halde P = @ bulunur ki, buradan
(X7)* N (Xy)? = 0 esitligi bulunur. Bu ise X; nin indirgenemez olmasiyla celisir. O halde
N;j(0) € Spec(R) dir. O
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4.6 Tamim Bir R hiper halkasinda N;(U;) C N;(U,) C ... artan zinciri i¢in V¢ € Z™ igin
N;(U;) = Nj(U,4;) olacak sekilde i € Z* varsa R hiper halkasina TN —sartin1 sagliyordur

denir.

Siradaki teoremde TN-gart1 yardimiyla Noether topolojik hiper vektor uzayi karakterize edil-

mektedir.

4.10 Teorem J, R hiper halkasinda bir hiper ideal olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denk-

tir:
(i) R,TN—sartin1 saglar.

(i1) X; Noether topolojik hiper vektor uzayidir.

Kanit (i) = (i1) R, TN— sartin1 saglasin. X; nin Noether oldugunu gostermek i¢in U; , R nin
hiper ideali olmak iizere V (U;) D V(U,) 2 ... seklinde azalan zincirini alalim. Bu takdirde
N;(Uy) €Ny (Up) C ... seklinde artan zinciri elde edilir. Genelligi bozmadan V (U;) D V (Us)
iken N;(U;) C N;j(U,) oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki N;(U;) € N;j(Uz) olsun. O
halde x € N;(Uy) igin x ¢ N;y(Uy) dir. x € Ny(Uy) ise U C P, J € P olacak sekildeki her
P € Spec(R) igin x € Pdir. x ¢ Ny(Up) ise Uy C P, J ¢ P’ olacak sekildeki her P asal hiper
ideali i¢in x ¢ P dir. U, C P iken P € V(Us) ve J ¢ P iken P ¢ V(J) olup P € V(Uy)
bulunur. O halde V(U>) C V(U;) iken P € V(U;) dir. V(U;) = V(U;) \ V(J) tammindan
P eV(Uy), P¢V(J) dir. Buradan J ¢ P iken U; C P elde edilir. x € N;(U;) alalim. Ta-
mim geregi U; kiimesini kapsayan J hiper idealini kapsamayan tim P € Spec(R) igin x € P
oldugundan ve U; C P, J ¢ P olup P, R nin P € Spec(R) hiper ideallerinden biridir. Yani
x € P elde edilir. Bu ise bir celiskidir. Dolayisiyla Ny(U;) C Ny(U,) kapsamasi elde edilir.
Bu yolla N;(U;) € Ny(Up) C ... artan zincirin varligi a¢iktir. Hipotezden R, TN—sartini
sagladigindan N;(U,,) = Nj(Uyu+i) olacak sekilde m tamsayisi vardir. Bu ise X; nin Noether
oldugunu gostermektedir.

(i1) = (1) Xy Noether topolojik hiper vektor uzay: olsun. U;, R nin hiper ideali olmak iizere
N;(Uy) € Ny(Up) C ... artan zincirini alalim. Buradan V(U;) D V(U,) D ... azalan zin-
cir elde edilir. N;y(U;) € N;j(Us) iken V(Uy) D V(U,) oldugunu gosterelim. Kabul edelim
ki V(U,) C V(U,) olsun. O halde P ¢ V(U;) olacak sekilde P € V(U,) vardir. Dolayi-
styla P € V(U,) iken P ¢ V(J) dir. Yani U, C P, J € P bulunur. Béylece P ¢ V(U,) iken
P ¢V (Uy) veya P V(J) dir. P € V(J) dir. Burada P ¢ V(J) oldugundan P ¢ V(U;) dir.

N;(Uz2) = Nocpespec(r) P oldugundan N;(Uz) C P kapsamasti saglanir. Ny (Uy) C Ny (Uz) ol-
J¢P

dugundan N;(U;) C P bulunur. N;(U;) =N P C Pelde edilir. Buise P ¢ V (U;)

UlgP/GSpec(R)
. . Iz _ _
olmasiyla ¢elisir. o halde V(U;) D V(U,) dir. Timevarimla V (U;) 2 V(U,) 2 ... azalan zin-
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ciri elde edilir. Hipotez geregince N;(U;) C N;(U,) C ... artan zinciri sonlu bir adim sonra
esitlendiginden V(U;) D V(U,) D ... azalan zinciri de sonlu bir adimdan sonra sabitlenir.

Boylece R, TN-sartin1 saglar. ]

4.11 Yardimcr Teorem R hiper halka ve K ve L, R hiper halkasinin hiper idealleri olmak

lizere asagidaki ifadeler saglanir:
(i) V(L) =V (/L) dir.
(ii) LC K ise V(K) C V(L) dir.
(iii) V(L) C V(K) olmast i¢in gerek ve yeter kogul VK C +/L olmasidir.

(iv) V(L) = V(K) olmas igin gerek ve yeter kosul v/K = v/L olmasidir.

Kamit (i) P € V(L) olsun. O halde L C P dir. x € /L keyfi eleman icin x" € L olacak sekilde
n € Z* vardir. P € Spec(R) oldugundan x € P olup v/L C P elde edilir. O halde P € V(+/L)
dir. P € V(\/Z) keyfi olsun. Buradan VL CPolup LC VL kapsamasindan L C P bulunur.
Boylece P € V(L) dir.

(ii) P € V(K) i¢in K C P oldugu agiktir. Hipotezden L C K oldugundan L C P bulunur ki
P € V(L) olup istenen elde edilir.

(iii) Kabul edelim ki vK € /L olsun. O halde x € /K ve x ¢ v/L olacak sekilde x € R
vardir. x € VK oldugundan K yi1 kapsayan tim P € Spec(R) igin x € P dir. Ayrica x ¢ /L
oldugundan L C P icin x ¢ P’ olacak sekilde P’ asal hiper ideali vardir. Hipotezden V(L) C
V(K) oldugundan P c V(K) dir. K C P olup v/J C P kapsamasi vardir. x € v/J oldugundan
xeP olup ¢eliski elde edilir. O halde v/K C /L dir. Ters kapsamay1 gostermek icin v/K C
/L oldugunu kabul edelim. O halde V (v/K) C V(v/L) dir. (i) den V(L) = V(v/L) ve V(K) =
V(v/K) oldugundan V(L) C V(K) elde edilir.

(iv), (iii) den agiktir. O]

4.1 Sonug¢ R hiper halka olsun. O zaman agagidakiler denktir:
(i) X Noether topolojik hiper vektor uzaydir.
(i1) J, R nin hiper ideali olmak iizere X; bir Noether topolojik hiper vektor uzaydir.
(i) R, TN—sgartin1 saglar.

(iv) R, R nin radikal hiper idealleri iizerinde artan zincir sartin1 saglar.
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Kanit (i) = (ii) Noether hiper halkanin her alt hiper halkas1 da Noether oldugundan agiktir.
(iv) < (i) V71 € /], C+/J3 C ... bir artan zinciri olsun. Buradan V (1/J1) 2 V(y/2) 2 ...
azalan zinciri bulunur. V (v/J) = V(J) oldugundan V (J;) D V(J2) 2 ... azalan zinciri vardar.
V(J;) kapali kiimeler, azalan zincirin elemanlar1 oldugundan ve X Noether topolojik hiper
vektor uzay oldugundan bu zincir belli bir adim sonunda sabitlenir. Yani V(J,;,) =V (Jp41)
olacak sekilde m € Z mevcuttur. Boylece artan zincir sart1 saglanir. Tersi de benzer sekilde

gosterilir.

(ii) = (i) U;, R nin hiper ideali olmak iizere V(U;) D V(U,) 2 ... bir azalan zincir olsun.
R nin bir hiper ideali J = M;cz+U; olsun. X; iizerinde Zariski topolojisine gore V(U;) D
V(U,) D ... bir azalan zinciri olusturur. X; Noether oldugundan Vi € Z* icin V(U,,) =
V(Upnyi) olacak sekilde m € Z* vardir. Buradan V (U,,) = V(U,,;) esitligi saglanir. Yani
X Noether olur.

(ii) < (iii) Teorem 4.10 dan aciktr. O

Asagidaki teoremde R hiper halkasinda alinan 6z hiper ideallerin radikallerinin kapsama

bagintisina gore tam sirali olmasi Spec(R) nin agik kiimelerinin tam sirali olmasiyla iligkilen-
dirildi.

4.12 Teorem K,L ve M,R nin 6z hiper idealleri olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler sagla-

nir:
(1) X in herhangi agik kiimeleri X; seklindedir.
(i1) Xx = X olmasi i¢in gerek ve yeter kosul VK = /L olmasidir.
(111) Xx € Xz olmasi icin gerek ve yeter kosul VK C /L olmasidir.

(iv) XxNX; = Xjy olmast icin gerek ve yeter kosul K N+/L = KL = /M olmasidr.

Kanmit (i) Xj = Spec(R)\ V(J) ve R nin her J hiper ideali i¢in V (J), Xg = Spec(R) nin kapali
alt kiimeleri oldugundan X;, X in acik alt kiimeleridir. Burada J = 0 iken X; = 0 dir. Ayrica
J=Ricin Xy =X dir.

(ii) (=) Yardimci Teorem 4.11 den Xx = X; olmasi icin gerekli ve yeter kosul VK = /L
olmasidir ve V(K) = V(vVK), V(L) = V(V/L) esitligi saglamr. x € /K ve x ¢ +/L olsun.
x € VK ise x € /K = xcpP olan her P € Spec(R) igin x € P dir. K C Pise P € V(K) dir.
P € V(K) ise P ¢ Xk dir. Hipotezden Xx = X oldugundan P ¢ X; dir. Buradan P € V(L)
olup L C P elde edilir. v/L, L yi kapsayan tiim asal hiper ideallerin arakesiti olup bunlarmn en
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kiiciigii oldugundan v/L C P dir. x ¢ \/L ise x ¢ P’ olacak sekilde L C P’ kosulunu saglayan
P € Spec(R) vardir. LC P ise P € V(L) bulunur. Buradan P ¢ X; dir. Hipotezden Xx = X
oldugundan P ¢ Xk dir. O halde Pe V(K) dir. Dolayisiyla K C P’ bulunur. x € VK iken
V K C P i¢in x € P oldugundan x € P bulunur. Bu ise bir celiskidir. O halde x € /L dir.
Dolayisiyla v/K C /L kapsamasi elde edilir. Ters kapsama da benzer sekilde gosterilir.

(<) VK = v/L olsun. Yardimci Teorem 4.11 den V (v/K) = V(+/L) olur. Yani V(K) = V(L)
olup Xx = Xy bulunur.

(iii) (=) VK ¢ VL olsun. O halde x € VK igin x ¢ v/L dir. Yani K C P olan P € Spec(R)
icin x € P ve L C P olan P € Spec(R) igin x ¢ P diir. K C P ve L C P oldugundan
PeV(K), P € V(L) elde edilir. Dolayisiyla P ¢ X, P ¢ X; dir. Hipotezden Xx C X,
oldugundan P’ ¢ Xx olur. Buradan P’ € V(K) olup K C P kapsamasi elde edilir. x € VK
oldugundan K y1 kapsayan her P asal hiper ideali icin x € P oldugundan x € P bulunur. Bu
ise x ¢ P’ olmastyla celisir. O halde v'K C v/L olmalidur.

(<) VK C VL ise Yardime1 Teorem 4.11 den V(v/L) C V(v/K) ve V(vVK) = V(K) olup
V(L) C V(K) bulunur. O halde X \ V(K) C X \ V(L) olup Xx C Xy, bulunur.

(iv) (=) KLC K , KL C L dir. Yardimc1 Teorem 4.11 den VKL C VK , VKL C VL dir.
Buradan KL C VKN \/Z dir. Ters kapsamay1 gostermek i¢in x € VK N+/L alalim. Bu
durumda x € \/I_(, x €V/L dir. O halde K C P ve L C P olan her P € Spec(R) i¢in x € P
dir KLCKCP,KLCLCPdenKLCP kapsamasi vardir. x ¢ VKL olsun. O halde
x ¢ VKL C P’ olacak sekilde P’ asal hiper ideali vardir. P € Spec(R) oldugundan K C P’
veya L C P’ olmalidr. Boylece x hem K y1 hem L yi kapsayan bir asal hiper idealin eleman1
degildir. Bu ise kabuliimiiz ile celisir. O halde x € VKL dir. Dolayisiyla VKN+VL C VKL
olup VKNVL =KL esitligi elde edilir. Simdi VKNVL =M oldugunu gosterelim. Hi-
potezden Xx N Xy, = Xy oldugunu biliyoruz. x € VKN+vLolsun.xe KC P , x€ L C Polacak
sekilde her P € Spec(R) icin x € P dir. Ayn1 zamanda P € V(K)N V(L) olup P ¢ Xx N X,
bulunur. Buradan P ¢ Xj; dir. O halde P € V(M) olup M C P kapsamasindan v/M C P elde
edilir. x ¢ v/M olsun. O halde M C P’ ve x ¢ P’ olacak sekilde R nin P' € Spec(R) vardir.
Buradan P’ € V(M) olup P’ ¢ Xy sonucu elde edilir. Bylece P’ ¢ Xx N Xy olup P’ ¢ Xg
veya P’ ¢ X1 olmalidr. P’ ¢ Xk olsun. O halde P e V(K) dir. Buradan K C P’ olupx € K
ikenx € P olup celiski elde edilir. Benzer sekilde P’ ¢ Xy, icin de benzer iglemler yapilir. O
halde x € VM dir. Boylece VKNVL C /M olur. Ters kapsamay1 gostermek i¢in x € VM
alalim. O halde M C P olan her P asal hiper ideali i¢in x € P olmalidir. P € V(M) olup P ¢ Xy
dir. Xg N Xy, = Xy oldugundan P ¢ Xk veya P ¢ X; dir. P ¢ Xk iken P € V(K) dir. K C P
olmasi kullanilarak /K C P bulunur. x ¢ VK olsun. O halde K C P olan P € S pec(R) i¢in
x ¢ P diir. K C P oldugundan P € V(K) olup P ¢ X dir. O halde P’ ¢ Xy, olup P’ € V(M)
bulunur. Buradan K C P vexc VM oldugundan M C P olan her P asal hiper ideali icin
x € P oldugundan x € P’ elde edilir. Bu ise bir celiskidir. O halde x € /K olur. Dolayisiyla
VM C VK dir. Benzer sekilde P ¢ X icin de VM C VL kapsamasi elde edilir. Sonug olarak
VM CVKN+VL kapsamasi vardir.
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(<) VM = VKN L = VKL olsun. P € Xg N Xy verilsin. P € Xg , P € X; dir. Xg =
X\ V(K)veX,=X \ V(L) oldugundan P ¢ V(K) ve P ¢ V(L) dir. Yani K ¢ P, LL P
dir. KL C K ¢ P iken KL ¢ P dir. Aksi taktirde KL C P olsa P € Spec(R) oldugundan K C P
veya L C P olmahdir. Buise K ¢ P, L ¢ P olmasiyla celisir. O halde KL ¢ P bulunur. Do-
layisiyla /KL ¢ P olur. Hipotezden /KL = +/M iken v/M ¢ P dir. Yani P ¢ V(M) olup.
P € Xy bulunur. Dolayisiyla Xx N Xy C Xjs kapsamasi elde edilir.

Simdi de ters kapsamay1 gosterelim. P € Xy keyfi olsun. P ¢ V(M) olup K ¢ P bulu-
nur. Buradan VM ¢ P dir. VM = VK N+/L oldugundan vKN+v/L ¢ P elde edilir ki P ¢
V(VKNVL) dir. VKN +/L C VK iken Yardimci Teorem 4.11 (ii) den V(v/K) C V(vVK)N
V(V/L) dir. Benzer sekilde /KN +/L C v/L iken Yardimc1 Teorem 4.11 (ii) den V(v/L) C
V(v/K) NV (+/L) bulunur. Dolayistyla P ¢ V(/K) = V(K) esitliginden P € Xk elde edilir.
P ¢ V(\/z) = V(L) olup P € X, dir. Buradan P € X; N Xk olup Xy C X; N Xk kapsamasi
elde edilir. [

4.2 Sonu¢ K ve L, R hiper halkasinin 6z hiper idealleri olsun. O halde Xx N X; = @ olmasi
icin gerek ve yeter kosul vVK Nv/L = VKL = /0 olmasidr.

Kanmit Xg = 0 iken K = 0 olmasindan ispat aciktir. O]

4.13 Teorem I, R nin bir 6z hiper ideali olsun. O halde X; nin, X de yogun olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul J € /0 olan R nin her J 6z hiper ideali i¢in v/1J # /0 olmasidur.

Kamit (=) X;7,X da yogun olsun. O halde X; a¢ik kiime oldugundan ve hipotezden X; N X #
0 oldugu goriiliir. Bir 6nceki sonugtan v/1J # /0 dur.

(«<=) J € v/0 olan R nin bir J hiper idealini alalim. v/7J # +/0 oldugundan bir 6nceki sonugtan
VINAVIT # 0 olup X; N Xy # 0 bulunur. Boylece X; yogundur, O]

4.7 Tanim R bir hiper halka ve J, R nin sifirdan farkli bir hiper ideali olsun. J nin R deki
sifirdan farkli her hiper ideal ile arakesiti sifirdan farkli oluyorsa J ye R nin biiyiik hiper

ideali denir ve J <R ile gosterilir.

4.14 Teorem Bir R hiper halkasi i¢in asagidaki ifadeler denktir:
(1) \/6,R nin bir asal hiper idealidir.
(ii) Spec(R) indirgenemezdir.

(iii) R/ /0 boliim hiper halkasinin her hiper ideali biiyiiktiir.
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(iv) Spec(R) nin her acik alt kiimesi yogundur.

Kanit (i) = (ii) I ve J, R nin 6z hiper idealleri olsun. X; ve X, Xg nin agik alt kiimeleri olmak
tizere X; N Xy # 0 oldugunu gosterelim. X; N X; = O ise bir 6nceki sonuctan VINVIT =1 =
/0 bulunur. Ayrica VINT ST ve VIVI C VI oldugundan VIV CVINVT =4/0 dir.
Hipotez geregi 1/0, R nin asal hiper ideali oldugundan v/7 C /0 veya v/J C /0 bulunur ki
bu ise / ve J nin R nin 6z hiper idealleri olmasiyla celisir. O halde X; N X; # 0 olmalidur.
(i) = () I € V0, J € /0 ve IJ C /0 olacak sekilde R nin I,J 6z hiper idealleri verilsin. O
halde v/1J = v/0 dir. Burada X; N X 7 # 0 oldugundan X; N X; = Xy olacak sekilde R nin M
6z hiper ideali vardir. Béylece M # 0 dir. Teorem 4.12 den /1N +/J = VM elde edilir. Bu
ise M # 0 olmasiyla celigir. Dolayisiyla Spec(R) indirgenemezdir.

I+V0 . J+V0

(iii) = (iv) I ve J, R nin hiper ideali, X; ve X;, Xg nin agik alt kiimeleri olsun. “2& ve =—¥=

NG VO
R R

o m hiper idealleri ve NG boliim hiper halkasinin her hiper ideali biiyiik oldugundan %6 N

L0 2 000 dir. Bu takdirde (1++/0)N(J+V/0) # 0++v/0 =0 olup \/(1+ VO)N (I ++0)

-+ /0 bulunur. Buradan \/(I—l— V0)(J4+/0) # /0 dur. \/(H— V0)(J +0) =17 +/0

oldugundan /1J + V0 #* V0 dir. O halde v1J # V0 elde edilir. Bir 6nceki sonugtan X; N
X; # 0 dir. Boylece X; yogundur.

(iv) = (ii) Spec(R) nin her acik alt kiimesi yogun olsun. Teorem 4.13 den X; , Spec(R) de
yogun ise R nin bir J hiper ideali icin v/1J # +/0 dir. Bir 6nceki sonugtan X; N X; # 0 olur. O
halde Spec(R) indirgenemezdir.

(ii) = (iii) Spec(R) indirgenemez olsun. O halde % boliim hiper halkasinin ”T\Om ve ”T\Om
hiper idealleri i¢in IJ:/\()@ N ?? = (1+\@\%J 0 _ (UJ\%@ # /0 olur. Béylece \% mn her
hiper ideali biiyiiktiir. ]

4.15 Teorem D ve heri € AiginJ;, R nin 6z hiper idealleri olsun. Bu takdirde | J; cp X, = Xp
olmasi icin gerek ve yeter kosul vD = /¥, e Ji olmasidir.

Kanit

UXi=Xp & [JX\VU)]=X\V(D)

. & ;:A\OV(Ji):X\V(D)
& ﬂ‘l/e(AJi):V(D)
& ;f?ZJi):V(D)
& Zij,-AzD

IEN
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Simdi ;.5 V(Ji) =V (L, Ji) oldugunu gosterelim. P € V(Y Ji) olsun. Bu takdirde ), J; C
Polur. } ;-\ Ji =< U, Ji oldugundan her i € A i¢in Y, , J; J; yi kapsayan en kiiciik hiper
ideal oldugundan J; C ¥, , J; C P kapsamasi vardir. Buradan P € V(J;) olup P € (;c, V (/i)
bulunur. Simdi de ters kapsamay1 gostermek igin P € ; o, V(J;) alalm. P € V(J;) olup
J; € P bulunur. }; -, J;, J; leri kapsayan en kiigiik hiper ideal oldugundan ) ;.. J; € P kap-
samast vardir. Boylece P € V(Y ;-5 J;) elde edilir. O

4.16 Teorem R hiper halka ve her i € A i¢in J;, R nin 6z hiper idealleri olsun. Bu takdirde
asagidaki ifadeler denktir:

(1) U; enXy; = Xp olacak sekilde R nin D sonlu iiretilmis hiper ideali vardur.

(i) A C A sonlu alt kiimesi i¢in |J; X, = Xp olacak sekilde R nin D sonlu iiretilmis

hiper ideali vardir.

(iii) A C A sonlu alt kiimesi icin /Y.; eJ; = V/D olacak sekide R nin D sonlu iiretilmis

hiper ideali vardir.

Kamit (i) = (iii) U; ¢, Xj, = Xp olsun. Teorem 4.15 den /Y. ; cpJi = v/D dir. Kabul edelim ki
D,{d\,d,, ...,d;} elemanlari tarafindan iiretilsin. Bu takdirde d;" € D olacak sekilde n; € Z*
bulunur. Béylece d." € ¥; » J; olur. O halde A nin A\; sonlu alt kiimesi igin d;" € ¥; ¢ A
dir. n = max{ny,ny,...n; } ve AN =" A; alnirsa \/m = /D esitligi bulunur.

(i1) < (iii) Teorem 4.15 den aciktr.

(iii) = (i) A C A sonlu alt kiimesi igin  /¥; c o Ji= VD iken U; ¢, Xy, #Xp olsa V (¥; cp i) #
V(D) olup U; ¢ Xy, # Xp bulunur. Buise |/Y; c o J; = v/D olmastyla elisir. O halde |J; 5 X, =
Xp olmalidir ]

4.3 Sonu¢ Her i € A i¢in J;, R nin 6z hiper idealleri olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler
denktir:

(i) Ui enXy, = Spec(R) dir.
(ii) A C A sonlu alt kiimesi igin |J; co Xy, = Spec(R) dir.

(iii) A C A sonlu alt kiimesi i¢in }; cAJ; = R dir.
Kanit Xp = Spec(R) alinirsa Teorem 4.16 den ispat agiktir. O

4.4 Sonu¢ D, R nin sonlu iiretilmis hiper ideali olsun. Bu takdirde Xp hemen hemen (quasi)
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kompakttr.

Kamit Xg in Xj, agik alt kiimeleri i¢in |J; ¢ Xy, = Xp olsun. O halde Teorem 4.16 (ii) den X,
acik alt kiimeleri i¢in | J; ¢, Xj, = Xp olacak sekilde A C A sonlu alt kiimesi vardir. O halde
Xp hemen hemen (quasi) kompaktir. U

4.17 Teorem R, TN—sartim saglayan hiper halka olsun. Bu takdirde /O = /71 ...J; ola-
cak sekilde Jy,J3,...,J; hiper idealleri vardir.

Kamit R TN—sartin1 sagladigindan Teorem 4.10 dan X = Spec(R) Noether topolojik hiper
vektor uzaydir. (Hulek, 2003) deki Onerme 2.14 den X in X = U, U; olacak sekilde farkli
U; indirgenemez bilesenleri vardir. Indirgenemez bilesenler kapali oldugundan U; = V (J;)

olarak alinabilir. Boylece

Teorem 4.12 ve bir 6nceki sonugtan V0 = Ny VJi = \/J1J>...J; bulunur. O halde istenen
elde edilir. ]

4.18 Teorem Her i€ {1,2,...,n} igin J;, V0 # +/7; olan R nin hiper idealleri ve Xz =
U Xj, olsun. Bu takdirde her i € {1,2,...,n} i¢in Xj, acik alt kiimelerinin indirgenemez

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R =Y"" | J; ve N;,(0) 1n R nin asal hiper ideali olmasidur.

Kanit Bir 6nceki sonug ve Teorem 4.9 dan aciktir. O]

4.19 Teorem R,T hiper halkalar olmak iizere ¢ : R — T bir gii¢lii homomorfizma olsun. Bu
takdirde ¢*(P) = ¢~ !(P) kuraliyla verilen ¢* : Spec(T) — Spec(R) doniisiimii siireklidir.

Eger ¢ giiclii epimorfizma ise ¢* bire-birdir ve ¢ giiclii monomorfizma ise ¢* ortendir.

Kamit 11k olarak @* 1n siirekli oldugunu gosterelim. Bunun i¢in Spec(R) de kapali bir kiime-
nin ters goriintiisiiniin kapal oldugunu, yani (¢*)~1(V(J)) = V(¢(J)) biciminde oldugunu
gosterelim. P € (¢*)~!(V(J)) olsun. Dolayisiyla ¢*(P) € V(J) olup ¢~ (P) = ¢*(P) € V(J)
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olup J C ¢~ !(P) elde edilir. Boylece ¢(J) C @(¢~'(P)) C P olur. Buradan ¢(J) C P kap-
samas1 vardir. Dolaysiyla P € V(¢ (J)) dir. Bu takdirde (¢*)~'(V(J)) C V(¢(J)) kapsa-
mast elde edilir. Tersine P € V(¢ (J)) olsun. O halde ¢(J) C Q olup ¢~ (¢(J)) € ¢~ '(Q)
elde edilir. Boylece J C Q~'(Q) iken J C Q*(Q) olup Q*(Q) € V(J) dir. Dolayisiyla Q €
(*)~1(V(J)) bulunur. Boylece V(¢(J)) C (¢*)~1(V(J)) dir. Bu takdirde (¢*)~1(V(J)) =
V(¢(J)) elde edilir. Dolayisiyla (¢*)~!(V(J)), Spec(T) nin bir kapali alt kiimesidir. Boy-
lece @* siireklidir.

¢ giiclii epimorfizma ise ¢*(Q) = ¢*(P) iken ¢* in tanimindan, ¢~ (P) = ¢~ (Q) bulunur.
Boylece P = @(¢~1(P)) = (¢~ 1(Q)) = Q elde edilir.

¢ gii¢lii mononorfizma ise P € Spec(R) i¢in @(P) € Spec(T) dir. O halde ¢*(@(P)) =
¢~ (¢(P)) = P dir. Buradan ¢* &rten olur. O

4.2 Ornek @ : R — T giiclii epimorfizma iken @* : Spec(T) — Spec(R) orten olmayabilir. Z
ve Z|[x] degismeli Krasner hiper halkalarini alalim. ¢, x — 0 kuraliyla tanimh ¢ : Z[x] — Z
giiclii epimorfizmasi i¢in @* : Spec(Z) — Spec(Z[x]) dir. p € P olmak iizere Z nin asal
hiper idealleri (0) ve (p) dir. Boylece Teorem 4.19 geregince ¢*((0)) = ¢~ '(0) = (x) ve
©*((p)) = (p,x) olur. Z[x] in bu asal hiper idealleri Z[x] in tiim asal hiper ideallerinde kap-
sanmaz. Ozellikle bu asal hiper idealler pZ|x| formunda olan asal hiper idealleri icermezler.
Dolayisiyla ¢* orten degildir.

¢ : R — T giicliit monomorfizma iken ¢* : Spec(T) — Spec(R) bire-bir olmayabilir. ¢, a — a
kurali ile tamiml1 @ : Z — Zx] gii¢lii monomorfizma iken ¢* : Spec(Z[x]) — Spec(Z) 6rten
homeomorfizmasi bire-bir degildir. Zira ¢*((x)) = ¢ ~'((x)) esitliginden a € ¢~ ((x)) ol-
mast i¢in gerek ve yeter kosul @(a) = a € (x) olmasidir. Bir bagka deyisle a = 0 olmasidur.
Buradan ¢*((x)) = (0) olmalidir. Benzer sekilde ¢*((x+ 1)) = (0) iken (x) # (x+ 1) dir.
Boylece ¢@* bire-bir degildir.

4.20 Teorem R hiper halkasi i¢in @* : Spec(R) — S pec(\%) doniigiimii bir homeomorfizm-
dir.

Kanit ¢ :R — % dogal giiclii homomorfizmasi i¢in Teorem 4.19 dan R nin bir P asal hiper
ideali igin o ( \Pf) P kurali ile tanimli ¢@* : Spec( \[) — Spec(R) doniisiimii siireklidir.
Boylece £ 70 € Spec( f) olup ¢@* ortendir. Simdi ¢* 1n homeomorfizm oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in Spec(R) deki kapali bir kiimenin ¢* altindaki ters goriintiisiiniin Spec( \[) de bir

kapal1 kiime oldugunu gosterelim. V ( \[) € Spec( f) bir kapali kiime olsun. ¢*(V (%)) =

V(J) oldugunu gosterelim. Q € ¢*(V (\f)) olsun Dolayisiyla Q € ¢~ 1(V(\[)) olup ¢(Q) €
V(\/L()) bulunur. Buradan \/L(j C \% kapsamasindan J C Q elde edilir. Boylece Q € V(J) dir.
Ters kapsama da benzer bir yontemle benzer bi¢iminde gosterilir. ¢*(V (\/L(»))) V(J) esitligi

saglanir. L
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Simdi Spec(R) nin bir alt kiimesi olan Specs(R) = {P' € Spec(R) | P' NS = 0} kiimesini ta-
mimlayalim. Bu kiime Spec(R) nin bir alt hiper vektor uzayidir. Specs(R) nin kapali kiimeleri

ise J, R nin bir asal hiper ideali olmak iizere Specs(R) NV (J) formundadir.

4.5 Sonu¢ Her K € Specs(R) igin ¢(K) = S~'K ile tanimli ¢ : Specs(R) — Spec(S~'R)

fonksiyonu bir ¢ bir homeomorfizmdir.

Kanit ¢ nin bir homeomorfizm oldugunu gostermek icin Spec(S~'R) deki her bir kapali kii-
menin ¢ altindaki ters goriintiisiiniin Specg(R) de kapali oldugunu ggsterelim. Bunun igin
R nin bir J asal hiper ideali i¢in ¢ ~1(V(S~1J)) = Specs(R) NV (J) oldugunu gosterelim.
K € ¢~ (V(571J) olsun. Boylece ¢(K) =S"'K € V(S~1J) olup S~'J C S~'K bulunur. Bu
ise k € K,v € § olmak lizere = ’f esitligini saglayan x € J elemaninin olmasina denk-
tir. Buradan uvx = uk olacak §ekilde u € S vardir. Dolayisiyla vux € K oldugundan x € K
dir. O halde J C K ve K € Specg(R) NV (J) bulunur. Bu takdirde ¢ siireklidir. ¢ nin bire-
bir oldugunu gosterelim. K,L € Spec(R) igin S~'K = S~!L olsun. Her k € K igin ’T‘ = %
olacak sekilde y € L vardir. Bu ise uvk = uy olacak sekilde u € S vardir. Boylece uvk € L
olup k € L bulunur. Buradan K C L elde edilir. Benzer yontemle L C K kapsamasi da ko-
layca gosterilebilir. Dolayisiyla K = L esitligi saglanir. ¢ nin tanimindan ¢ nin orten oldugu
aciktir. Boylece Specs(R) nin Specs(R) NV (J) kapalr alt kiimesi igin ¢ orten oldugundan
¢ (Specs(R)) = Spec(S~IR) olur. ¢(V(J)) NSpec(S~'R) = V(S~1J) oldugunu gosterelim.
V(K) e ¢(V(J))N(Specs(R)) alalim. ¢ bire-bir oldugu i¢in

KeV({J)NSpecs(R) = KeV(J),K € Specs(R)
= JCK,KNS=0
= slycs 'k
= ¢(K)=S"'KeV(s )
= ¢(V(J))NSpec(ST'RYCV(s~)...(1)

ST1K e V(S71J) olup S~'J C S~IK elde edilir. O halde

k
Her x € J olmak iizere k € K i¢in a_x uxv = uk olacak sekilde u € S vardir
v

1
uxv € K

xeEKveJCK

KeV(J)

¢ (K ) 9(V(J)) ve (K) € Spec(S™'R)
V(ST1) S o(V () NSpec(ST1)...(2)

O 2 R

(1) ve (2) kapsamalarim1 kullanarak istenilen elde edilir. Dolayisiyla ¢ bir homeomorfizmdir.
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]

4.6 Sonu¢ R,T hiper halkalar olmak iizere 6 : R — T gii¢lii epimorfizma olsun. Bu takdirde
Spec(T), Spec(R) hiper alt vektor uzayina homeomorftur.

Kamit Teorem 4.19 kullanilarak 0 : Spec(T) — Spec(R) siirekli doniisiimii 6rten olmayabi-
lir. Yalniz 6 1n deger kiimesini goriintii kiimesine kistlanirsa ¢* : Spec(T) — 6% (Spec(T))
fonksiyonuna ortendir. 8 orten oldugundan @*, Teorem 4.19 dan bire-birdir. Bdylece ¢*
fonksiyonu siireklidir. @* 1 bir homeomorfizma oldugunu gosterelim. Bunun i¢in 7 nin her
J hiper ideali i¢in ¢*(V(J)) = V(07 (J)) oldugunu gosterelim. ¢*(K) € ¢*(V(J)) alalim.
O halde 8~ !(K) = 8~ !(L) olacak sekilde L € V(J) vardir. 8 &rten oldugundan 8(6~!(K) =
6(6~'(L)) dir. Dolaysiyla J C L olmak iizere K = L dir. Boylece J C K dir. 8 !(J) C
6~1(K) dir. L € V(6~'(J)) olsun. 6 &rten ve 8~ 1(J) C L oldugundan J C (L) bulunur.
Buradan 6(L) € V(J) dir. Dolayisiyla L € 8~!(J) = ¢*(J) elde edilir. Siirekli doniigiimiin
tanimi geregince @* : Spec(T) — 0*(Spec(T)) C Spec(R) yardimiyla Spec(T) nin Spec(R)

nin alt hiper vektor uzayima homeomorf oldugu goriiliir. ]

4.21 Teorem K, R hiper halkasinin bir asal hiper ideali olsun. Bu takdirde V (K), Spec(R) de

indirgenemezdir.

Kamit L ve N, R nin hiper idealleri olmak iizere V(K) = V(L) UV (N) olsun. K € V(K)
oldugundan K € V(L) veya K € V(N) dir. K € V(L) iken L C K dir. K € V(N) iken N C K
olur. Yardimci Teorem 4.11 den V(K) C V(L) veya V(K) C V(N) elde edilir. Boylece hipotez
geregince V(K) = V(L) veya V(K) = V(N) dir. Dolayisiyla V(K) indirgenemezdir. O

4.2. Degismeli Hiper Halkalarda n-Hiper Idealler

Bu kisimda (Tekir, Kog¢ ve Oral, 2017) calismasinda yer alan degismeli halkalarda n-ideal ve
r-ideal kavramlarim1 degismeli hiper halkalara taginarak asal hiper ideallerden daha genel bir

yap1 olan n-hiper idealler arastirildi ve temel cebirsel 6zelliklerine yer verildi.

4.8 Tanim J, R nin bir 6z hiper ideali olsun. ab € J ve a ¢ /0 olan her a,beRigcinbel

ise J ye R nin bir n-hiper ideali denir.
4.3 Ornek 7 degismeli hiper halkasmin sifir hiper ideali bir n-hiper idealdir.

4.22 Teorem J, R nin bir 6z n-hiper ideali ise J C V0 dur.
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Kamit Kabul edelim ki J, R nin 8z n-hiper ideali ve J /0 olsun. Bu takdirde a € J iken
ad¢ V0 olacak sekilde a € R vardir. a = alg € J ve J, R nin n-hiper ideal oldugundan a ¢ V0
bulunur. Boylece 1z € J olup J = R olup celiski elde edilir. O halde J C /0 dur. [

4.23 Teorem {J;};ca, R nin n-hiper ideallerinin kiimesi olsun. Bu takdirde N;caJ;, R nin

n-hiper idealldir.

Kanit ab € Nicpld; ve a ¢ V0 olsun. b € Niepl; oldugunu kanmitlayalim. ab € N;caJ; ise her
i € A icin ab € J; dir. J;, R nin n-hiper ideall ve a ¢ /0 oldugundan b € J; olur. Buradan
b € Njepd; dir. ]

4.9 Tamim R hiper halka ve J, R nin bir 6z hiper ideali olsun. ab € J ve Ann(J) = 0 iken

b € J oluyorsa, J hiper idealine r-hiper ideal denir.

4.24 Teorem Her n-hiper ideal bir r-hiper idealdir.

Kanit J, R nin bir n-hiper ideali olsun. ab € J ve Ann(J) = 0 olacak sekildeki her a,b € R
icin b € J oldugunu kamtlayalim. Oncelikle a ¢ /0 oldugunu gésterelim. Kabul edelim
ki a € v/0 olsun. Bu takdirde " = 0 olacak sekilde n € Z* vardir. " = " 'a = 0 du.
Ann(a) = 0 oldugundan a"~! = 0 olur. Benzer sekilde a"~' = a"2a = 0 dir. ann(a) =0
oldugundan "2 = 0 bulunur. Sonlu adim sonunda a = 0 bulunur. Bu ise bir ¢eliskidir. O
halde a ¢ +/0 olmalidir. a,b € R i¢in ab € J ve a ¢ /0 igin J, R nin n-hiper ideal oldugundan
b e J dir. []

4.25 Teorem R hiper halka J, R nin hiper ideali olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(1) J n-hiper idealdir.
(ii) Hera ¢ v0icinJ = (J : a) du.

(ii1) J ve K, R nin hiper idealleri olmak tizere JK C I ve J N V0 =01ise K CJ dir.

Kanit (i) = (ii) Kabul edelim ki J, R nin n-hiper ideali olsun. Her a € Ri¢in J C (J : a) dir.
a¢/0iginb € (J:a) keyfi olsun. b € (J : a) ise ab € J dir. a ¢ /O ve J, R nin n-hiper ideal
oldugundan b € J dir. Dolayisiyla (J : a) C J elde edilir. O halde J = (J : a) dur.

(ii) = (iii) Kabul edelim ki JK C I ve JN+/0 = 0 olsun. Bu takdirde a € J ve a € (R\ /0)
dir. Yani a ¢ +/0 dir. O halde aK C J olup K C (J : a) elde edilir. Hipotezden a ¢ /0 icin
J = (J:a)oldugundan K C (J : a) = J bulunur. Boylece K C J elde edilir.
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(iii) = () abeJvea ¢ v/0 olsun. b € J oldugunu gosterelim. J = aR ve K = bR alinirsa
(aR)(bR) C J, (aR) N+/0 = 0 olur. Hipotezden bR C J elde edilir. Dolayisiyla b € J olup

istenen elde edilir. ]

4.26 Teorem J, R nin bir asal hiper ideali olsun. J nin bir n-hiper ideal olmasi icin gerek ve
yeter kosul J = 1/0 olmasidur.

Kanit (=) J,R nin bir asal hiper ideali olsun. /0, R nin nil radikali oldugundan V0 C J dir.
J, R nin n-hiper ideal oldugundan Teorem 4.22 den J C /0 dir. Dolayistyla J = /0 bulunur.
(<) ab € J ve a ¢ \/0 olacak sekilde a,b € R keyfi olsun. J, R nin asal hiper ideali oldu-
gundan a € J veya b € J olur. Hipotezden J = /0 olup a ¢ J dir. O halde b € J bulunur.
Dolayisiyla J, R nin n-hiper idealidir. ]

Asagidaki teoremde n-hiper ideallerin rezidiilerinin de n-hiper ideal oldugu gosterilmektedir.

4.27 Teorem R hiper halka ve S,R nin bostan farkli kiimesi olsun. J, R nin S Q J olacak
sekilde bir n-hiper ideali olsun. Bu takdirde (J : S), R nin bir n-hiper idealidir.

Kanit Tk olarak (J : S) # R oldugunu gosterelim. Aksini kabul edelim. O halde 1g € (J : S)
olup her s € S i¢in 1gs € J bulunur. Buradan S C J ¢eliskisi elde edilir. O halde (J : S) # R
dir. ab € (J : S) ve a ¢ /0 igin abs € J olacak sekilde s € S vardir. J, R nin bir n-hiper ideali
ve a ¢ /0 oldugundan bs € J dir. O halde b € (J : S) bulunur. O

4.28 Teorem R hiper halkasinin her maksimal n-hiper ideali nil radikal hiper idealdir.

Kanit J, R nin maksimal n-hiper ideali olsun. J nin R nin asal hiper ideali oldugunu gostere-
lim. ab € J ve a ¢ J olacak sekilde a, b € R keyfi elemanlari i¢in J, R nin bir maksimal n-hiper
ideali oldugundan Teorem 4.27 den (J : S), R nin bir n-hiper ideali olur. Ayrica J C (J : a)
ve J, R nin bir maksimal n-hiper ideali oldugundan J = (J : a) olur. Boylece ab € J iken
b € (J:a) olup b € J elde edilir. O halde J, R nin asal hiper ideal olup istenen elde edilir. [

4.29 Teorem R hiper halka K, R nin hiper ideali ve K N1/0 = 0 olsun. Bu takdirde asagidaki

ifadeler saglanir:
(1) J1,J2, R nin n-hiper idealleri ve J1 K = J7K ise J; = J; dir.

(i) JK,R nin n-hiper idealleri ise JK = J dir.
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Kanit (i) J1, R nin n-hiper ideali ve J,K = J1 K C J; oldugundan Teorem 4.25 (iii) den J, C J;
dir. Benzer sekilde J;, R nin bir n-hiper ideali ve J1 K = J,K C J, oldugundan Teorem 4.25
(iii) den J; C J, elde edilir. O halde J; = J, dir.

(i1) JK, R nin bir n-hiper ideali, JK C JK ve Teorem 4.25 (iii) den J C JK dir. JK C J oldugu
aciktir. Dolayisiyla J = JK dir. ]

Siradaki teorem gii¢lii homomorfizmalarinda n-hiper ideallerin bire-bir eslemesini ifade et-

mektedir.

4.30 Teorem R, S hiper halka olmak iizere f : R — § gii¢lit homomorfizma olsun. Bu takdirde

asagidaki ifadeler saglanir:

(i) f giiglii epimorfizma ve J, ek(f) C J kosulunu saglayan bir n-hiper ideali olsun. O
halde f(J),S nin n-hiper idealidir.

(ii) f giiclii monomorfizma ve J, S nin n-hiper ideali olsun. O halde f~'(J), R nin n-hiper

idealidir.

Kamit (i)Herd ,b € Sicind'b € f(J) ved ¢ /0 olsun. f giiclii epimorfizma oldugundan
f(a) =d ,f(b) = b olacak sekilde a,b € R vardir. a b = f(a)f(b) = f(ab) € f(J) dir. O
halde f(ab) = f(x) olacak sekilde x € J vardir. O halde f(ab — x) = Og olur. Dolayisiyla
ab — x € ek(f) elde edilir. Hipotezden ek(f) C J oldugundan ab —x € J olur. O halde ab € J
dir. Boylece ab € J,a ¢ +/0 dir. Sayet a € v/0 olsa a* = Og olacak sekilde k € Z* bulu-
nur. Buradan f(a*) = f(0r) = Os olup f(a)* = Og elde edilir. Dolayisiyla f(a) € /O olup
a e /Os bulunur ki bu ise bir geligkidir. J, R nin n-hiper ideali oldugundan b € J dir. O halde
f(b) =b € f(J) oldugundan f(S), S nin bir n-hiper idealidir.

(i) ab € f~1(J) ve a ¢ /0 olsun. Buradan f(ab) = f(a)f(b) € J dir. a ¢ /0 ve f giiclii
monomorfizma oldugundan f(a) ¢ 1/Og dir. Sayet f(a) € 1/Og olsa f(a)k = Og olacak se-
kilde k € Z* bulunur. Buradan f(a)* = f(a*) = 05 = f(Og) olur. f giiclii monomorfizma
oldugundan a* = O bulunur. Buradan a € /0 olup celiski elde edilir. J, S nin n-hiper ideali
oldugundan f(b) € J ve b € f~!(J) olup f~!(J), R nin bir n-hiper idealidir. O

4.31 Teorem R hiper halka ve J C I, R nin hiper idealleri olsun. Bu takdirde asagidakiler
saglanir:

(i) J,R nin n-hiper ideali ise §, § nin bir n-hiper idealidir.

(i1) §, 1J_e nin n-hiper ideali ve J C +/0 ise I, R nin bir n-hiper idealidir.
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(ii1) §, IJS nin n-hiper ideali ve J, R nin n-hiper ideali ise /, R nin bir n-hiper idealidir.

Kanit (i) J, R nin n-hiper ideali ve J C I olacak sekilde f: R — § dogal giiclii homomorfiz-
mast i¢in ek(f) = J C I oldugundan Teorem 4.30 (i) den f(I) = §, § nin n-hiper idealidir.
(i) Her a,b € Riginab € I ve a ¢ /O olsun. (a+J)(b+J) =ab+J € § vea+J ¢ \/@
dir. §, IJ—e nin n-hiper ideali oldugundan b+ J € § olur. Buradan b € I elde edilir. O halde /, R
nin n-hiper idealidir.

(iii) Teorem 4.22 ve (ii) den agiktir. O]

4.32 Teorem S,R nin bir alt hiper halkasi, J,R nin § ¢ J olan bir n-hiper ideali olsun. Bu
takdirde J NS, S nin n-hiper idealidir.

Kamit S, R nin alt hiper halkasi ve J, R nin S ¢ J olan bir n-hiper ideali olsun. i : S — R igerme
fonksiyonu olmak iizere i~!(J) = JN S dir. x € i~'(J) alahm. i(x) € J dir. i(x) = x € J ve
x € S oldugundan x € JN S dir. Tersine x € JN S igin i(x) = x oldugundan x € i~!(J) dir.
Buradan i~!(J) = JN S dir. Teorem 4.30 (ii) sikkindan J N S, S nin bir n-hiper idealidir. [

4.3. Degismeli Hiper Halkalarda S-n-Hiper idealler

Bu kisimda S-n-hiper ideal kavraminin temel 6zellikleri verilerek bu hiper idealler n-hiper
idealler ile iliskilendirilecektir. Ustelik S-n-hiper idealler yardimiyla lokalizasyon hiper hal-

kalarina denk kosullar ¢alisilacaktir.

4.10 Tanim R hiper halka, S, R nin ¢arpimsal kapali alt kiimesi ve J, JN S = 0 olacak sekilde
R nin bir hiper ideali olsun. ab € J olan her a,b € R ve sa ¢ /0 olan bir s € § icin sb € J ise
J ye R nin S-n-hiper ideali denir. Bu tanimda gecen s € S elemanina J nin bir S-elemani ad1

verilir.

4.4 Ornek (i) R = Z; hiper halkasinda S = {1,3,9} carpimsal kapali alt kiimesi i¢in J = (2)
hiper idealini alalim. s = 3 € S icin ab € J ve 3b ¢ J olsun. Kabul edelim ki @ ¢ J olsun.

3.a < (6) = \/0 elde edilir. Yani, J, R nin bir S-n-hiper idealidir. 2-2 € J iken 2 ¢ /0 ve
2 ¢ J oldugundan J, R nin bir n-hiper ideali degildir.

(ii)R = Z[x] hiper halkasinda J = (4x) hiper ideali i¢in S = { 4" € N|m € N }, R nin ¢arpimsal
kapali alt kiimesi olup J, R nin bir S-n-hiper ideali degildir. Zira her s = 4™ € S'i¢in (2x)-s € J
iken s- (2x) ¢ VO ve 2-s ¢ J dir.

Aciktir ki her n-hiper ideal bir S-n-hiper idealdir. R hiper halkasinin birim (terslenebilir ele-
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manlarinin) kiimesi U (R) olmak tizere S C U(R) iken n-hiper ideal ve S-n-hiper ideal kav-

ramlar cakigir.

4.1 Uyar: Siradaki teoremde Reg(R), R hiper halkasinin tiim regiiler elemanlari kiimesini

ifade etmektedir.

4.33 Teorem JNS =0 veJ, R nin hiper ideali olsun. O halde asagidaki ifadeler saglanir:

(i) J, R nin S-n-hiper ideal ise s € S icin sJ C /0 dir. Aym zamanda S C Reg(R) ise
J C /0 dur.

(ii) /0 1n R nin S-n-hiper ideali olmast i¢in gerek ve yeter kosul /O 1 R nin asal hiper

ideali olmasidir.

(iii) S C Reg(R) olsun. O halde 0 1n R nin S-n-hiper ideali olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
0 1n R nin bir n-hiper ideali olmasidir.

Kamit (1) a € J icin JN S = 0 oldugundan her s € S i¢in slg € J dir. Bu yiizden alg € J dir.
O halde sa € v/0 olacak sekilde s € S vardir. Ayn1 zamanda S C Reg(R) ise I C /0 oldugu
aciktir.

(ii) (i) den aciktir.

(iii) ab = Og olan a,b € R elemanlar1 keyfi olsun. Béylece sa € /0 veya sb = O olacak
sekilde s € S vardir. sa € v/0 ise (sa)" = O olacak sekilde n € ZT vardir. S C Reg(R) oldugu
icin a@" = Og veya b = O dur. [

4.34 Teorem JNS = 0 olacak sekilde R nin J hiper ideali verilsin. O halde agagidaki ifadeler
denktir:

(i) J, R nin S-n-hiper idealidir.

(ii) R nin J,K hiper idealleri icin JK C J iken sJ C /0 veya sK C J olacak sekilde s € S

vardir.

Kanit ()= (ii) J, R nin bir S-n-hiper ideali olsun. Kabul edelim ki JK C J olan R nin her
J, K hiper idealleri i¢in sJ ¢ V0 ve sK ¢ J olacak sekilde s € S vardir. J, R nin S-n-hiper
ideali oldugu i¢in a € J ve b €K elemanlari icin ab € J iken sb € J veya sa € /0 olacak
sekilde s € S vardir. Bu ise kabuliimiiz ile ¢elisir.

(i1)= (i) a,b € R keyfi elemanlar1 i¢in J =< a > ve K =< b > alinarak istenen goriiliir. []
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4.35 Teorem JNS = 0 olacak sekilde R nin J hiper ideali verilsin. s, J nin bir S—elemant

olmak iizere (J : s), R nin bir n-hiper ideali olsun. Bu takdirde J, R nin S-n-hiper idealidir.

Kamit ab € J ve s, J nin bir S—elemani olmak tizere sa ¢ VO olsun. ab € J, sab € J oldugu
icin ab € (J : 5) dir. (J :s), R nin n-hiper ideali oldugundan a € v/0 veya b € (J : s) dir.
a € V0 ise sa € /0 dir. Bu ise kabiiliimiiz ile celisir. Boylece b € (J : s) dir. O halde bs € J
dir. [

4.36 Teorem J, R nin bir S-n-hiper ideali ve J nin her s S-eleman icin (/0 : 5), R nin n-hiper
ideali olsun. O halde (J : 5), R nin n-hiper idealidir.

Kanit Kabul edelim ki ab € (J : s) olsun. J, R nin S-n-hiper ideali oldugu i¢in sa € V0 veya
s2b € J dir. sa € \/0 verilsin. (\/6 - = N oldugundan v/0, R nin n-hiper idealidir. Bu
yiizden s € N veya a € \/0 dir. O halde a € /0 dir. s%b € J olsun. sb ¢JveJ, Rnin
S-n-hiper ideali ise s*> € \/0 dir. v/0 , R nin n-hiper ideali oldugu icin s € v/0 veya s> € v/O
dir. Béylece s € /0 bulunur. Bu ise kabiiliimiiz ile celisir. O halde sb € J dir. Dolayisiyla
be (J:S)dir O

Siradaki teoremde bir hiper halkada carpimsal kapali alt kiimenin regiiler elemanlarin kiime-
sinde kapsanmas1 durumunda, carpimsal kapali kiimeden alinan herbir elemana gore yazila-

bilen S-n-hiper ideallerin rezidiisiiniin bir n-hiper ideal oldugu gosterilmistir.

4.37 Teorem J, R nin S-n-hiper ideali ve S C Reg(R) olsun. O halde J nin her s S-elemani
icin (J : s) bir n-hiper idealidir.

Kanit S C Reg(R) ve J, R nin S-n-hiper ideali olsun. Kabul edelim ki a,b € Riginab € (J : 5)
olsun. Boylece a(sb) € J dir. sa € /0 ise s"a™ = 0 olacak sekilde m € Z vardir. S C Reg(R)
oldugu icin @” = 0 olup a € /0 bulunur. s>b € J ise Teorem 4.36 den b € (J : s) bulunur. [

4.38 Teorem J NS = 0 olacak sekilde R nin J S-n-hiper ideali ve I NS # 0 olacak sekilde R
nin / hiper ideali verilsin. Bu takdirde 1J ve I NJ, R nin S-n-hiper idealidir.

Kamit JNS=0ves €INSolsun.ab € 1J keyfi olsun. Buradan ab € J dir. J, R nin S-n-hiper
ideali oldugu icin sa € v/0 veya sb € J kosulunu saglayan s S-eleman: vardir. Dolayisiyla
s (sa) € V0 veya s (sb) € 1J dir. Bdylece IJ, R nin S-n-hiper idealidir. ab € INJ keyfi olsun.
O halde ab € J dir. J, R nin S-n-hiper ideali oldugu icin sa € /0 veya sb € J olacak sekilde
s S-eleman vardir. Dolayistyla s (sa) € v/0 veya s (sb) € INJ bulunur. O halde /N J, R nin
bir S-n-hiper idealidir. [
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4.39 Teorem Her 1 < i < ni¢in J;, R nin S-n-hiper ideali olsun. Bu takdirde M}_,J;, R nin
S-n-hiper idealidir.

Kamit Her 1 <i < niginJ;, R nin S-n-hiper ideali oldugu i¢in J; NS = 0 dir. Béylece M., J; N
S = 0 dir. ab € NJ; keyfi olsun. Dolayisiyla ab € J; olup her 1 <i < nicin J;, R nin S-n-hiper
ideali oldugundan J; nin s; S-elemant i¢in s;a € N veya s;b € J; dir. s = [T, s; diyelim.
Buradan s;s; . ..s,a € V0 veya sb € J; dir. Dolayisiyla sb € M}, J; dir. O halde N"_,J;, R nin
S-n-hiper idealidir. L

4.40 Teorem R hiper halkasinda Ji,J2,...,J, hiper idealleri icin (N}_,J;) NS # 0 olsun. Eger
o C {1,2,...,n} kosulunu saglayan ve her k € {1,2,...,n}\ @ i¢in Ji, R nin S-n-hiper

idealleri ise M, J;, R nin S-n-hiper idealidir .

Kanmit (N?_,J;) NS # 0 oldugundan s € (N_,Ji) NS eleman1 meveuttur. ab € N?_J; keyfi
olsun. Buradan 6zel olarak her k € {1,2,...,n} —wicinde ab € Jy dir. Herk € {1,2,...,n} —
o icin Ji, R nin S-n-hiper ideali oldugundan sga € v/0 veya sb € J; dir. Dolayisiyla her
ke{l,2,...,n} — o igin s skb € N’ ,J; veya s s*a € /0 olur. Dolayistyla 1! _,J;, R nin bir
S-n-hiper idealidir. L

Siradaki teoremde S-n-hiper ideallerdeki S carpimsal kiimesi 6zel bir kosul altinda kendi-
sinde igerilen bir bagka ¢arpimsal kapali alt kiimeye indirgenerek bu kiime iizerinde benzer

bir tiirde hiper idealin tanimlanabilir oldugunu kanitlanmaktadir.

4.41 Teorem S C T olan R nin S ve T ¢arpimsal kapali alt kiimeleri verilsin. Her ¢ € T icin
tf' € S olacak sekilde { € T varsa ve J, R nin T-n-hiper ideali ise J, R nin bir S-n-hiper

idealidir.
Kanit ab € J verilsin. t € T eleman1 J nin T-elemani olsun. J, R nin T-n-hiper ideali oldugu

icin ta € /0 veya tb € J dir. Hipotezden 1t € S olacak sekilde { €T vardir. s =1t diyelim.
Boylece sa = itac/0 veya sb = it'b e J dir. Dolayisiyla J, R nin bir S-n-hiper idealidir. [l

4.11 Tanim S* = {r € R | ﬁ , ﬁ € S~!'R birim (terslenebilir eleman)} kiimesine R hiper

halkasinin S carpimsal kapali alt kiimesinin doygunlugu denir.
4.11 Tanimdan S* 1n R nin S yi kapsayan ¢arpimsal kapali alt kiimesi oldugu agiktir.

4.42 Teorem J NS = 0 olacak sekilde R nin J hiper ideali i¢cin J nin R nin S-n-hiper ideali

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul J nin R nin bir $*-n-hiper ideali olmasidir.
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Kamit (=) J, R nin S-n-hiper ideali olsun. ab € J olan her a,b € R ve s = 1, € S7IR
birimi icin sa ¢ /0 iken sb € J dir. Buradan s/ﬁ ¢ \/0g1p iken s,% € S~1J oldugu aciktir.
Dolayisiyla J, R nin bir S*-n-hiper idealidir.

(<) J, R nin bir §*-n-hiper ideali olsun. Her 7 € §* i¢int = {~ € § ~IR birimi vardir. O halde
ﬁf—R = l¢-1p olacak sekilde lr—R € S7!R elemani vardir. t = ]r—f c S~ R igin it =1g € S olur
ki Teorem 4.41 den J, R nin bir S-n-hiper idealidir. [

4.43 Teorem f: R} — R; giiclii homomorfizmasi ve S, Ry hiper halkasinin ¢arpimsal kapali

alt kiimesi olsun. O halde asagidaki ifadeler saglanir.

(i) J, Ry in S-n-hiper ideali ve ek(f) C J olsun. O halde f(J), R, hiper halkasinin f(S)-n-
hiper idealidir.

(ii) ek(f) C /Og, veJ, Ry nin f(S)-n-hiper ideali ise f~!(J), Ry in S-n-hiper idealidir .

Kamit (i) x,y € f(J) olan x,y € Ry elemanlar1 i¢in x = f(a), y = f(b) olacak sekilde a,b € R,
elemanlar1 vardir. ek(f) C J oldugundan boylece xy = f(a)f(b) = f(ab) € f(J) i¢in ab €
J+ek(f) CJ olup ab € J bulunur. J , R nin S-n-hiper ideali oldugu i¢in sa € VO veyasb e J
olacak sekilde s S-elemani vardir. Dolayisiyla f(sa) = f(s)f(a) € f(\/0) veya f(sa) € f(J)
dir. Son olarak f(J)N f(S) = 0 oldugunu gostermek icin aksini kabul edelim. f(J)Nf(J) #0
olsun. Boylece ¢ € f(J) N f(S) elemani vardir. Bu yiizden t = f(x), t = f(s) olacak sekilde
x € J,s € § eleman1 vardir. Dolayisiyla x — s € ek(f) C J dir. Boylece x —s € J olup s €
J bulunur. Dolayisiyla SNJ # @ olur ki bu ise bir ¢eligkidir. Dolayisiyla f(J) N f(S) =0
olmalidir.
(i) £(v/0) C /O, oldugunu gosterelim. a € V0 i¢in f(a") = f(a)" = Og, dir. Bdylece
f(a) € \/Og, olup f(+/0) C /O, bulunur. ab € f~'(J) olan her a,b € Ry igin f(ab) =
f(a)f(b) € J dir. J, R nin f(S)-n-hiper ideali oldugu i¢in f(s) f(a) € 1/Or, veya f(s)f(b) €
J olacak sekilde f(s) € f(S) eleman vardir. Bu yiizden sa € /Og, veya sb € f~!(J) olur.
O

4.44 Yardimci Teorem S, R nin ¢carpimsal kapali alt kiimesi ve J, R nin bir S-n-hiper ideali

ise J nin her s S-elemani icin (J : ) C (J : s ) olacak sekilde s # s € S elemam vardr.

Kamit a € (J : s) olsun. Bdylece as € J dir. J, R nin S-n-hiper ideali oldugu icin s's € v/0
veya s a € J olacak sekilde s' € S elemani vardir. s a € Jiseae (J:s )olup (J:s) C (J:s )
bulunur. s' s € v/0 iken Og * ssES oldugu agiktir. Ayrica J NS = 0 oldugundan s's ¢ J dir.
Buradan (s s)a = s (sa) € Jigin a € (J: s s) bulunur. s's = s olarak adlandirilirsa s € S
olup (J:5) C (J: s ) elde edilir. O
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4.12 Tanim R hiper halka ve P, R hiper halkasinin hiper ideali ve S, R nin SN P = @ kosulunu
saglayan bir carpimsal kapali alt kiimesi olsun. Her a,b € R i¢in ab € P iken sa € P veya

sb € P olacak sekilde s € S elamani varsa R nin P hiper idealine S-asal hiper ideal denir.

4.2 Uyart R hiper halkasinda her regiiler eleman sifir bolen olmayan elemandir. S,R nin

carpimsal kapali alt kiimesi ve S C Reg(R) ise S, R nin sifir bolensiz bir alt kiimesidir.

4.45 Teorem S C Reg(R) ve J, R nin S-asal hiper ideali olsun. J nin R nin S-n-hiper ideali
olmast i¢in gerek ve yeter kosul (J : s) = /0 olacak sekilde s € S olmasidir.

Kanit ilk olarak J,R nin S-asal hiper ideali ve s € S olmak iizere (J : s) nin bir asal hiper
ideal oldugunu kanitlayalim. cd € (J : s) keyfi olsun. scd € J dir. J, R nin S-asal hiper ideali
oldugundan s’c € J veya sd € J olmalidir. s’c € J ise s> € S ve SNJ = 0 oldugundan s> ¢ J
dir. Bu durumda ¢ € J olmalidir. Sayet ¢ ¢ J olsa s>c ¢ J olur. Bu ise bir ¢eliskidir. Dolay1styla
¢ € J olmalidir. Boylece sc € J olup ¢ € (J : 5) elde edilir. Benzer sekilde sd € J ikend € (J :
s) bulunur. O halde (J : s) , R nin bir asal hiper idealidir.

(=) J, R nin bir S-n-hiper ideali ve sy, J nin bir S-elemant1 olsun. Teorem 4.37 ve S C Reg(R)
oldugu igin (J : s1), R nin bir n-hiper idealdir. Ayn1 zamanda ¢ € S i¢in (J : ¢s1), R nin bir
n-hiper idealidir. ab € (J : ts) keyfi elemani i¢in tsjab € J olup syabt € J bulunur. J, R nin
S-n-hiper ideali oldugu icin s?a € v/0 veya sitb € J dir. s7a € /0 igin (s3a)" = Og olacak
sekilde n € Z* mevcuttur. Buradan s%" € S ve § C Reg(R) oldugu i¢in a" = O dir. Boylece
a € /0 bulunur. s;tb € J oldugundan b € (J : s1¢) olup J, R nin S-asal hiper ideali oldugu icin
(J :52), R nin bir asal hiper idealdir. Benzer sekilde (J : £s,) nin R nin asal hiper ideali oldugu
gosterilebilir. s = 515, denilirse (J : s), R nin bir asal hiper ideali olur. Buradan /0 C (J : s)
oldugu aciktir. Simdi de ters kapsamay1 gosterelim. Keyfi x € (J : s) i¢in xs € J dir. J, R
nin bir S-n-hiper ideali oldugu icin ssel veya s x € v/0 olacak sekilde 5,7 € S elemanlari
mevcuttur. SNJ = 0 oldugundan s's ¢ J dir. O halde s x € v/0 bulunur. Boylece (s x)" = Og
olacak sekilde m € Z* vardir. Buradan (s )"x" = O elde edilir. S C Reg(R) oldugundan
(s,)’" = Og dir. Aksi halde s =0g celiskisi elde edilir. Dolayisiyla x™ = O olup x € v/0 dur.
Boylece (J : 5) = /0 dr.

(<) (J :5) = V0 olan s € § i¢in J, R nin bir S-asal hiper ideali oldugundan (J : s'), R
nin bir asal hiper idealidir. a € (J : s ) keyfi olsun. Bdylece as € J dir. J C (J : s) ve (J :
s) = v/0 oldugundan as € v/0 dir. Boylece (s'a)" = Og olacak sekilde n € Z* vardir. § C
Reg(R) oldugu i¢in a” = O dir. Boylece a € v/0 olup (J : s ) € +/0 bulunur. (J : s'), R nin
bir asal hiper ideal oldugundan v/0 C (J : s ) dir. Boylece (J : ') = v/0 elde edilir. Teorem
4.26 den (J : s,) R nin bir n-hiper idealdir. Bdylece Teorem 4.35 den J, R nin bir S-n-hiper
idealidir. []
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4.46 Teorem S, S C Reg(R) olacak sekilde R nin bir ¢arpimsal kapali alt kiimesi olsun. J, R
nin maksimal S-n-hiper ideali ise J, R nin bir asal hiper idealidir. Ayn1 zamanda (J : §) = v/0
dir.

Kamnit J, R nin bir maksimal S-n-hiper ideali ve s J nin S-elemani olsun. J, R nin S-n-hiper
ideal oldugundan Teorem 4.37 geregince her s S-elemani i¢in (J : s) bir n-hiper idealdir.
Dolayisiyla (J : S), R nin n-hiper idealidir. Kabul edelim ki (J/ : S), R nin bir maksimal S-
n-hiper ideali olmasin. Boylece (K : S) C J olacak sekilde R nin K 6z maksimal S-n-hiper
ideali vardir. K C (K : S) C J olmast J nin R nin bir maksimal S-n-hiper ideali olmastyla
celigir. Boylece (J : S), R nin bir maksimal S-n-hiper idealidir. Hipotez geregince J, R nin
bir maksimal hiper ideali oldugundan bir asal hiper ideali oldugu aciktir. Teorem 4.45 den
(J: S) = +/0 bulunur. O

4.47 Teorem S ve T, R nin § C T carpimsal kapali alt kiimeleri ve T NJ = 0 olsun. J, R
nin S-n-hiper ideal ise 7='J, T~'R nin 7~ !S-n-hiper idealidir. Ayrica T~'JNR = (J : u)

esitligini saglayan J nin bir u S-eleman vardir.

Kanit 11k olarak T-'JNT~1S = 0 oldugunu gosterelim. Aksini kabul edelim. Boylece T €
T-17NT~1S olacak sekilde 37 € T~!R elemam vardir. Dolayisiyla a € JN S olur ki bu ise
J NS = 0 olmasiyla celisir. O halde T-'JNT~'S £ 0 dur. %% € T~'J keyfi olsun. Buradan
ab € J dir. s € S, J nin S-elemani iken § € TS oldugu agiktir. Simdi 14 € V07 15 veya
%% € T~!J oldugunu gosterelim. i ¢ /O 1 olsa sa ¢ /0 olup J, R nin S-n-hiper ideali
oldugu i¢in sb € J bulunur. Béylece t € T igin sth € J dir. r € T~'J N R keyfi olsun. 1= f
olacak sekilde i € J,t € T vardir. Boylece vrt =i € J olacak sekilde v € T vardir. V=weT
denilirse v r € J dir. J, R nin S-n-hiper ideali oldugu i¢in w' €0 veya ur € J olacak sekilde
u S-eleman1 vardir. 7 N+/0 = @ oldugunu gostermek icin /0 m R nin bir T-n-hiper ideali
oldugunu gostermemiz yeterlidir. ab € v/0 keyfi olsun. Bu takdirde v/O m R nin tiim asal
hiper ideallerinin arakesiti olmasi sebebiyle R nin keyfi bir W asal hiper ideali icin ab €
W bulunur. W nin R nin asal hiper ideali olmas1 kullanilarak a € W veya b € W bulunur.
Dolayisiyla s = 1z € S eleman1 icin sa € W veya sb € W saglanir. Boylece sa € /0 veya
sb € /0 dir. Dolayisiyla v/0, R nin bir S-asal hiper idealidir. Teorem 4.45 den \/5, R nin
S-n-hiper idealidir. S C T oldugundan /0 bir T-n-hiper idealdir. Dolayisiyla 7 N +/0 = 0 dir.
O halde uv' ¢ V0 elde edilir. w € V0 olsa w €T oldugundan bu 7 N VO=0 olmasiyla
celigir. Boylece ur € J dir. Boylece u, J nin S-elemani olmak iizere r € (J : u) bulunur.
Boylece T-'JNR C (J: u) dir. Ayrica (J : u) € T~'J N R kapsamasi da acik oldugundan

istenen esitlik elde edilir. ]

4.7 Sonu¢ S, R nin ¢arpimsal kapali alt kiimesi ve J, R nin J NS = @ olacak sekilde bir hiper



49

ideali olsun. J, R nin S-n-hiper ideali ise S/, S~!R nin n-hiper idealidir. Ayrica S~'JNR =
(J:s5) ve ST'V/ONR = (v/Og : 1) olacak sekilde 5,7 € S vardir.

Kanit Teorem 4.47 den ve J, R nin bir S-n-hiper ideali oldugu i¢in S717, 8 'R nin S~ 1S—n-
hiper idealidir. %é € S~1J keyfi olsun. =17, S~'R nin S~!S—n-hiper ideali oldugu icin

37 €1/ 0s-15 veya %% € S~1J dir. Boylece ¢ birimdir. 7 birim oldugu i¢in {- € /0515 veya

g € S~1J dir. Dolayisiyla S~1J, S~'R nin bir n-hiper idealidir. Teorem 4.47 den S"'RNR =
(J:s5) ve ST'v/ONR = (/0 : ¢) bulunur. O

4.8 Sonug¢ S, R nin ¢arpimsal kapali alt kiimesi ve J, R nin J NS = @ olacak sekilde bir hiper
ideali olsun. Bu takdirde J nin R nin S-n-hiper ideali olmas icin gerek ve yeter kosul S~1J,
S~!R nin n-hiper ideali olmasidir. Ustelik S~'JNR = (J : s) ve S~'v/ONR = (/0 : 1) olacak
sekilde s,¢ € S vardir.

Kanit (=) J, R nin bir S-n-hiper ideali oldugu icin bir 6nceki sonuctan S~'J, S™'R nin bir
n-hiper idealidir. Boylece ST'JNR = (J: 5) = (J : 5) ve ST'v/ONR = (1/0 : 1) olacak sekilde
s,t € § vardir.

(<) S~1J, S~!R nin bir n-hiper ideali olsun. Ayrica s,z € Sicin S~'JNR = (J:s5), S~11/0N
R = (/0 : t) olacak sekilde s, € S vardir. u = st denirse ab € J olacak sekilde a,b € R keyfi
elemanlari i¢in ﬁ . % e S~/ dir. S~1J, S~!R nin bir n-hiper ideali oldugu igin ﬁ € \/OSTR
veya % e S~1J dir. ﬁ € \/m ise wa € /0 olacak sekilde w € S vardir. Dolayisiyla
ace S WVONR= (\/6 : 1) dir. O halde a € (\/5 : 1) oldugundan at € /0 bulunur. Boylece
ua = sta € /0 dir. % € S~1J verilsin. O halde vb € J olacak sekilde v € Solup b € S~1J =

(J :s) elde edilir. Dolayisiyla ub € J dir. Boylece J, R nin bir S-n-hiper idealidir. O

4.4. S-n-Zariski Topolojisi

Bu kisimda S-n-hiper idealler yardimiyla Spec* kiimesinde tanimlanacak topoloji yardimiyla

temel tanim ve teoremler sunulmaktadir.

4.48 Teorem Asagidaki ifadeler saglanir:

(i) X, R nin < X >N S = 0 olacak sekilde bir alt kiimesi olsun. Bu takdirde V*(X) =
V(< X >) dir.

(i) V*(R) =0 ve V*(<0>) = Spec*(R) dir.

(ii1) A herhangi bir indis kiimesi ve /;, R nin I; NS = 0 kosulunu saglayan keyfi bir hiper
ideali olsun. Bu takdirde NjcAV*(1;) = V*(Ujeal;) dir.
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(iv) I ve J, Rnin INS =0 ve JNS = 0 kosulunu saglayan hiper idealleri olmak iizere
VX UV*(J)=V*(INJ)=V*(1J) dir.

Kanir () V¥ (<X >)={J € Spec*(R) | s <X >CJ} ={J € Spec*(R) | sX CJ} =V*(X)
esitliginden istenen elde edilir.

(ii) J € Spec*(R) olsun. J € V*(R) ise s1R C J olacak sekilde s; € S vardir. Boylece s; €
JNS = 0 dir. Bu ise bir ¢eliskidir. Dolayisiyla V*(R) = 0 olup V*(< 0 >) = {J € Spec*(R) |
s <0>=<0>CJ} = Spec*(R) elde edilir.

(iii) J € NjeaV*(I}) olsun. Boylece her j € AiginJ € V*(I;) dir. Dolayisiyla s; € Sicin s;I; C
J dir. Béylece I; C (J : s;) dir. Yardime1 Teorem 4.44 den her j € Aigin I; C (J : s) olacak se-
kilde s € S vardir. Dolayistyla 3/ € Aigin sI; C J dir . Boylece s(U;jeal;) C J dir. Dolayisiyla
J € V*(Ujeal;) dir. Bu yiizden NjcaV*(1j) € V*(Ujeal;) dir. Tersine J € V*(Ujecal;) olsun,
O halde s (U jealj) € J olacak sekilde s € S vardir. Her j € A icin I i € Ujeal;j oldugu igin
sle C JveJ € V*(1;) dir. Boylece J € NjcaV*(I;) dir. Dolayisiyla NjeaV* (1) = V*(Ujeal;)
dir.

(iv) IJ CINJ C I oldugu i¢in V*(I) C V*(INJ) C V*(1J) dir. Benzer sekilde V*(J) C
V*(INJ) CV*(1J) dir. Boylece V*(I)UV*(J) CV*(INJ) CV*(1J) dir. Tersine K € V*(1J)
olsun. Béylece s (1J) = (s 1)J C K dir. K € Spec*(R) oldugu icin s(s 1) C v/0 veya sJ C K
dir. Boylece K € V*(I) veya K € V*(J) dir. Dolayisiyla K € V*(I) UV*(J) dir. Dolayisiyla
V*(1J) =V*(I)uV*(J) bulunur. O

4.13 Tamim S, R nin ¢arpimsal kapali alt kiimesi olsun. Spec* (R) kiimesi R nin tiim S-n-hiper
ideallerinin kiimesi olarak tamimlidir. 7, R nin / NS = @ kosulunu saglayan bir hiper idealdir.
O halde V*(I) = {J € Spec*(R) | 3s € S i¢in sI C J } bigiminde tanimlidir.

4.14 Tanim Teorem 4.48 deki sartlart saglayan {V*(X) | X C R} kiimesi Spec*(R) kiimesi
tizerinde 7 topolojisinin kapali alt kiimelerinin bir ailesidir. Bu topolojiye R nin S-n-Zariski
topolojisi denir ve Spec*(R) ile gosterilir. Spec*(R) nin herhangi agik kiimesi X C R keyfi
olmak tizere Dy = Spec*(R) \ V*(X) seklinde tanimlanir.

Siradaki teorem Zariski topolojisinin taban elemanlarinin neler oldugunu ifade etmektedir.

4.49 Teorem S, R nin ¢carpimsal kapali alt kiimesi olsun. Bu durumda herhangi bir a € R i¢in

D}, kiimesi S-n-Zariski topolojisinin bir tabanidir.

Kanit 1k olarak her a € R i¢in D} 1n agik kiime oldugunu gosterelim. J € Spec*(R) \ D;;
keyfi olsun. J ¢ D} oldugundan sa € J olacak sekilde s € S eleman vardir. sa €< a >C
J oldugundan J € V*(< a >) dir. Boylece Spec*(R) \ D}, C V*(< a >) dir. Tersine J €
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V*(< a >) keyfi olsun. Boylece sa €< a >C J olacak sekilde s € S vardir. Dolayisiyla J €
D ve J € Spec*(R) \ D dir. Boylece Spec*(R) \ D} = V*(< a >) dir. V*(< a >) Zariski
topolojisinin kapali alt kiimesi oldugu i¢in Spec*(R) \ D} bir kapali kiimedir. Boylece D},
bir acik kiimedir. Simdi /, R nin bir hiper ideali ve a € R igin Spec*(R) \V*(I) = Uuecr(D})
oldugunu gésterelim. J € Spec*(R) \ V*(I) olsun. Bu yiizden J ¢ V*(I) dir. O halde Yardimc1
Teorem 4.44 den her bir s € S icin (J : s) € (J : 5') olacak sekilde s € S vardir. J ¢ V*(I)
oldugu icin her s € S i¢in s/ ¢ J dir. Aym zamanda s1 ¢ Jdir. I ={aj | je A} ve A =
{jeA|sa j ¢ J} olsun. Yardimci Teorem 4.44 den her s € S i¢in sa; ¢ J olacak sekilde
j€ A’ vardur. Ters kapsamay1 gostermek icin J € Uie A/Dj,j keyfi olsun. Burada J € Dzj olacak
sekilde j € A’ vardr. saj ¢ J oldugundan her s € S i¢in s/ € J olup J € Spec*(R)\V*(I). O

4.15 Tamim J, R nin bir S-n-hiper ideali olsun. v/J = {x € R |3s € S ve m € N i¢in sx™ € J }

kiimesine J nin S-n-radikali denir.

Tanim 4.15 yardimiyla her x € Ri¢in ¢(x) = { olan ¢ : R — S ~IR dogal giiclii homomorfiz-
mas1 alinarak R nin keyfi bir J hiper idealine S~!R hiper halkasinda S~'J = {u € S"'R | u =
%, X €R, s € S} hiper ideali akargilik getirilir. Boylece;

(i) Hera € Rigin V*(a) =V*(< a >) dir.
(it) I CJ ise R nin I,J hiper idealleri i¢in V*(J) C V*(I) dir.
(i) 1 CJ iken VI C V/J dir.

4.50 Teorem Z C Spec*(R) nin kapanisi olan Z, s € S olmak iizere V*(Nyez(J : 55)) dir.

Kamit K € Z olsun. Buradan sg(Nyez(J : 57)) C K iken NMyez(J : s7) € (J @ sx) kapsamasi
vardir. Boylece K € Z igin K € V*(Nyez(J : 57)) iken Z C V*(Myez(J : s7)) kapsamasindan
Z CV*(Nyez(J : s3)) bulunur. Z C V*(I) olsun. Boylece J € Z igin J € V*(I) dir. O halde
s € S igin sI C J dir. Béylece J € Z i¢in I C (J:5) C (J : s ) olacak sekilde s A5 € §
dir. Dolayisiyla I C Nyez(J @ s5) olup V*(Nyez(J : s3)) C V*(I) kapsamast elde edilir. Z
kiimesi Z yi kapsayan en kiigiik kapali kiime oldugundan V*(N;ez(J : 55)) C Z dir. Buradan
V*(Nyez(J : s3)) = Z elde edilir. O

4.51 Teorem J € Spec*(R) olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler denktir:
(i) Hers} € Si¢inJ =V*(J) =V*(J : s}) dir.

(ii) K € Spec*(R) olsun. Bu takdirde {J} = {K} olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul (J : s) =



52

(K : 5) olacak sekilde s € S bulunmasidir.

Kamit (i) J C (J : s7) oldugu i¢in V*((J : s7)) C V*(J) dir. K € V*(J) alalim. Dolayistyla
sJ C K olacak sekilde s € S vardir. ss3(J : s7) € sJ C K oldugu igin K € V*((J : 53)) dur.
Teorem 4.50 den tersinin dogru oldugu agiktir.

(i) (=) {J} = {K} olsun. (i) geregince V*(J) = V*(K) dir. J € V*(J) = V*(K) oldu-
gundan s;K C J olacak sekilde s; € S vardir. O halde K C (J : s1) olup Yardimc1 Teorem
4.44 den K C (J : s1) C (J : 57) kapsamalar1 bulunur. Benzer metotla J C (K : sk ) kapsa-
mas1 da gosterilebilir. s = s7s% € S elemam icin tekrar Yardimci Teorem 4.44 kullanilarak
(K:s)C (J:ss) C (J:s7) C (J:s) oldugu goriiliir. Benzer sekilde (J : s) € (K : 5) oldugu
da gosterilebilir. Boylece (J:s) = (K : 5) dir.

(<) (J:5) = (K :s)olan s € S olsun. Yardimci1 Teorem 4.44 den (K :5) C (J:s7) C (J:
$785ks) € (J:s7) olup (J : 57) = (J : sysks) C (J : s7) kapsamasindan (J : 57) = (J : s7sks)
bulunur. Benzer metotla (K : s%) = (J : sgs/,l(s) oldugu goriiliir. (J : s) = (K : s) oldugundan
(J:s%) = (J: s5sks) = (J : 5p555) = (K : 5%) esitligi elde edilir. V*(J : s%) = V*(K : s%) olup
(i) den {J} = {K} bulunur. O

Siradaki teoremde Spec*(R) nin taban elemanlari yorumlanmaktadir.

4.52 Teorem R hiper halkasinin x,y € R keyfi elemanlart i¢in D} ve Dy, Spec*(R) nin taban

elemanlart olmak tizere Dy N Dy = Dy, dir.

Kamit J € Dy N Dj keyfi olsun. Boylece her s € S igin sx ¢ J,sy ¢ J olup sxy=(sx)yelJ
olacak sekilde s € S vardir. Buradan s s x ¢ /0 olacak sekilde s eSve s”y € J elemanlan
mevcuttur. Bu ise bir celigkidir. Dolayisiyla her s €S icin slxy ¢ J dir. Dolayisiyla J €
Dy, diir. Tersine J € Dy, keyfi olsun. Bu takdirde her s € S i¢in sxy ¢ J dir. J € Spec*(R)
oldugundan J, R nin S-n-hiper idealidir. Boylece s €S i¢cin s sx ¢ V0 ya da s,y ¢ J dir.
DolayisiylaJ € Dy dir. J ¢ Dy ise J € V*(x) dir. Her s €Sicins x € J olur. y € R oldugundan
R nin J hiper ideali i¢in s"xy € J dir. Buise her s € S i¢in sxy ¢ J olmasiyla ¢eligir. Dolayisiyla
J € Dy olup Dy N Dy = Dy, diir. [

Siradaki sonugta, Spec*(R) nin indirgenemez kiimesi teskil edilmektedir.

4.9 Sonu¢ K, R nin bir S-n-hiper ideali iken V*(K), Spec*(R) nin bir indirgenemez kiimesi-
dir.

Kanit R nin I,J hiper idealleri igin V*(K) = V*(I) UV*(J) olsun. Buradan V*(I) C V*(K)
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oldugu aciktir. K € V*(K) oldugundan K € V*(I) veya K € V*(J) dir. K € V*(I) ise 511 C K
olacak sekilde s; € S vardir. Q € V*(K) olsun. Boylece 55K C Q olacak sekilde s, € S vardir.
s1s2] € 55K C Q oldugundan Q € V*(I) dir. V*(K) C V*(I) oldugundan V*(K) = V*(I)
bulunur. Dolayisiyla V*(K), Spec*(R) nin bir indirgenemez kiimesidir. O
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada degismeli Krasner hiper halka teorisinde n-hiper ideal, r-hiper ideal ve S-n-
hiper ideal kavramlarinin cebirsel 6zellikleri arastirildi. ilk olarak bu hiper idealler; n-hiper
ideal, r-hiper ideal ve S-n-hiper ideal olarak ’+ hiper islemi ve .’ ikili iglemi yardimiyla ta-
nimlandi. S-n-hiper ideal kavrami n-hiper ideal kavramu ile kargilagtirmali olarak incelendi.
Degismeli hiper halkalarda asal hiper ideal yardimiyla Zariski topolojisi ¢alisildi. Lokali-
zasyon hiper halkalarinda S-asal hiper ideallerin yardimiyla S-n-hiper ideallere dair 6nemli
sonuglar elde edildi. Degismeli hiper halkalarda n-hiper idealler ve S-n-hiper idealler bir-
birleriyle iligkilendirerek temel 6zellikleri verildi. Ayrica daha dnceki kisimlarda tanimlanan
topolojik hiper yapiya benzer bir topolojik hiper yap1 tanimlandi. Bu baglamda Zariski to-
polojisindeki metotlar S-n-hiper idealler yardimiyla vektor uzai tanimlanmasinda kullanildi.
Calismada yer alan en 6nemli bulgular 6zetle su sekildedir: R hiper halkasinin bir J hiper
idealinde her a € R i¢in (X;)“ nin X icin bir taban oldugu kanitlandi. J, R hiper halkasinda
bir hiper ideal ve a € R olmak iizere (X;)* = X; ise vVaJ = /J C /< a > kapsamasinin
var oldugu gosterildi. J, v/J # +/0 olan R hiper halkasmin bir hiper ideali olsun. Bu tak-
dirde X nin indirgenemez olmasi igin gerek ve yeter kosulun N;(0) i R nin bir asal hiper
ideali olmasi1 oldugu ispatlandi. J, R hiper halkasinda bir hiper ideal olsun. Bu takdirde R
nin 7N —sartin1 saglamasi i¢in gerek ve yeter kosulun X; nin Noether topolojik hiper vektor
uzay1 olmasi1 oldugu gosterildi. D ve her i € A i¢in J;, R nin 6z hiper idealleri olsun. Bu
takdirde |J; cx X, = Xp olmast igin gerek ve yeter kosulun v/D = \/¥; c»J; olmasi oldugu
kanitlandi. 7, R nin bir 6z hiper ideali olsun. O halde X; nin, X de yogun olmasi i¢in gerek
ve yeter kosulun J ¢ /0 olan S nin her J 6z hiper ideali icin v/IJ # /0 olmasi oldugu gos-
terildi. R nin her i € {1,2,...,¢} i¢in /0 % v/J; olan J; hiper idealleri verilsin. Bu takdirde
X = U, Xy, olmak iizere X;, acik alt kiimelerinin indirgenemez olmasi igin gerek ve yeter
kosulun R =Y | J; ve N;,(0) mn R nin asal hiper ideali olmasi oldugu ispatlandi.Burada J,
R hiper halkasinin 6z n-hiper ideali ise J C v/0 oldugu kamitland1. n-hiper ideallerin {J;};ca
kiimesi i¢in M;eaJ; nin bir n-hiper ideali oldugu ispatlandi. J, R nin S-n-hiper ideali ve s € S
olmak iizere (+/0 :s), R nin n-hiper ideali olsun. O halde (J : 5), R nin n-hiper idealidir. R
nin sonlu sayida S-n-hiper ideallerinin arakesitinin de bir S-n-hiper ideal oldugu ispatlandi.
S C Reg(R) olacak sekilde R nin S ¢arpimsal kapali alt kiimesi i¢in R nin her maksimal S-n-
hiper idealinin bir asal hiper ideal oldugu kanitlandi. S, R nin carpimsal kapali alt kiimesi ve
her a € R i¢in D} kiimesi S-n-Zariski topolojisinin bir taban1 oldugu ispatlandi. Z C Spec*(R)
nin kapanist olan Z nin s € S olmak iizere V*(Myez(J : %)) seklinde oldugu kanitlandi. Ay-
rica x,y € R olmakiizere D} ve D, Spec”(R) nin keyfi taban elemanlari i¢in Dy N D} = Dy,
oldugu gosterildi.

Bu caligma yardimiyla Teorem 4.19, Teorem 4.20 ve Teorem 4.21 olarak yer verilen bulgu-
lara benzer bir metotla hiper vektor uzaylarinda S-asal hiper ideallerin spektrumlari arastiri-
labilir.
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