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YUKSEK LiSANS TEZi

HIiPER-LUCAS SAYILARININ MAKSIMUM VE MINIiMUM ELEMANLI
MATRISLERDE UYGULAMALARI

Derya OZGUL

Aksaray Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damisman: Dog. Dr. Mustafa BAHSI

OZET

Bu calismada, elemanlar1 hiper-Lucas sayilarindan olusan 4 adet maksimum veya
minimum elemanli matrislerin determinantlarini, karakteristik polinomlarini,
terslerini ve Hadamard terslerini arastirdik ve hiper-Lucas sayilarma bagli olarak
bazi sonuglar elde ettik.

Bu calisma alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde; c¢alismamizin amaci
belirlenmis ve problem tamtilmistir. Ikinci bdliimde; ¢alismamizla ilgili literatiir
ozetlenmistir. Ucgiincii boliimde; ¢alismamiz ile ilgili bazi temel kavramlar
tanitilmigtir. Dordiincii boliimde; elemanlar1 hiper-Lucas sayilar1 olarak secilen
maksimumlu veya minimumlu matrislerin determinantlari, karakteristik polinomlari,
tersleri ve Hadamard tersleri ile ilgili elde edilen bulgular verilmistir. Besinci
boliimde; dordiincii boliimdeki bulgularimizla ilgili bazi sayisal drnekler verilmistir.
Altinct boliimde ise; sonug ve Oneriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Ters, Karakteristik polinom, Determinant, Maksimum ve
minimum elemanli matrisler

Mayis, 2019; 50 sayfa
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APPLICATIONS OF THE HYPER-LUCAS NUMBERS IN MATRICES
WITH MAXIMUM AND MINIMUM ELEMENTS
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ABSTRACT

In this study, we have examinated the determinants, characteristic polynomials,
inverses and Hadamard inverses of the matrices with maximum and minimum
elements, which have been formed from hyper-Lucas numbers and we have obtained
some results which depend on the hyper-Lucas Numbers.

This study consists of six sections. In the first section; the purpose has been
determined and the problem has been introduced. In the second section; the literatiire
on the problem studied has been summariced. In the third section; some basic
concepts related to our study have been introduced. In the fourth section; the
obtained results related to the determinants, characteristic polynomials, inverses and
Hadamard inverses of the maximum or minimum matrices selected as hyper-Lucas
numbers elements have been given. In the fifth section; we have given some
numerical examples related to our findings in the fourth section. In the sixth section;
conclusions and suggestions were given.

Keywords: Inverse, Characteristic polynomial, Determinant, Matrices with
maximum and minimum element
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CIZELGELER DiZiNi

Cizelge 5.1. Baz1 hiper-Lucas sayilar1



SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

|A A matrisinin determinanti

Al A matrisinin tersi

L, n. Lucas sayis1

L0 n. hiper-Lucas sayis1

{L(r?} Hiper-Lucas say1 dizisi

A-B A ve B matrislerinin Hadamard ¢arpimi
|A| A matrisinin spektral normu

At A matrisinin Hadamard tersi

Vi



1. GIRIS

Matematik; gerek konular1 gerekse metodolojik ¢aligma ilkeleri agisindan fizik,
kimya, biyoloji ve miihendislik gibi diger bazi uygulamali bilimlerde arastirmacilarin

sik sik faydalandigi bir bilim dalidir.

Uygulamali bilimlerde verilen bir problemi matematiksel olarak ifade edebilmek son
derece Onemlidir. Cilinkii; elde edilen matematiksel ifadenin Ozellikleri
arastirmacilara tizerinde calistiklar1 problemle ilgili dnemli bilgiler sunmaktadir.
Matris teorisi bu matematiksel ifade etmede 6nemli bir yer tutmaktadir. Dolayisiyla
iizerinde ¢aligilan problem matris problemine doniismektedir.

Bizim bu ¢alismadaki amacimiz; elemanlari, L(no) =L, olmak lizere r>1 tamsayisi

n
icin L(nr) = z LE(H) seklinde tanimli hiper-Lucas sayilari olan maksimum elemanli ve
k=0

minimum elemanl matrislerin 6zelliklerini arastirmaktir.
1.1 Problemin Tanitimi

Son yillarda, elemanlar1 6zel olarak secilmis matrisler iizerine ¢alismalar artmustir.

Biz bu ¢alismamizda elemanlar1 hiper-Lucas sayilarmdan olusan,

X = [Li:)max(i,j)fl]:j:l (1.1)
Y = [Lf(wmax(i,j)—l) ]:j:l (1.2)
Z= [Lﬁ?min(i,j)fl]:jzl (1.3)
T= [Lf(wmin(i,j)—l) ]:j:1 (1.4)

seklinde maksimum ve minimum kavramlarina bagli olarak tanimlanan X, Y, Z ve

T matrislerinin determinant, ters, Hadamard tersi ve karakteristik polinomu gibi
ozelliklerini inceleyecegiz. Hiper-Lucas sayilar1 Lucas sayilarinin genel hali

oldugundan bizim bu ¢alismamizda ele aldigimiz matrisler, literatiir 6zetinde



bahsedecegimiz Akyliz (2017) tarafindan hazirlanan yiiksek lisans tezinde incelenen

n n . . - -
C= [meax(i,j)-llj:l ve D :[Lk+min(i.j)—1:|i’j:l matrislerinin genel halidir.



2. LITERATUR OZETIi

Bu bolimde, c¢aliyjmamizla ilgili daha Once yapilmis caligmalari kisa kisa
Ozetleyecegiz.

Catalani (2002), A=(min(i, j)) matrisinin esas minorlerini Fibonacci sayilarina
bagli olarak elde etmistir.

Bhatia (2006), minimumlu matrislerin sonsuz boliinebilirligini incelemistir.

Bhatia (2011), minimumlu ve benzeri tipteki matrisleri daha kapsamli bir sekilde

incelemistir.

Fonseca (2007), C=[min{Xi—y,xji—y}I';, ., x>0 ve x=y, matrisinin
0zdegerlerini ve tersini hesaplamistir.

Chu vd., (2011), Neudecker vd., (2009) tarafindan ortaya atilan reel sayilardan

n

olusan A=[a_ . I, matrisi ile ilgili bazi problemlere cevap vermislerdir.

Bahsi ve Solak, (2011), B, =(k+min(i, j)—1) matrisinin determinantmi, Oklid

normunu ve tersini hesaplamislardir.

Solak ve Bahsi, (2013), B, =(k+max(i, j)—1) matrisinin determinantmni, Oklid

normunu, tersini ve Hadamard tersini elde etmislerdir.

Bahsi ve Solak, (2015), A, ve B, matrislerinin elemanlarmi a; =k+min(i, j)-1,
b, =k+max(i, j)-1 ve keR seklinde tanimlayip bu matrislerin karakteristik

polinomlar ile genellestirilmis Fibonacci sayilar1 arasindaki iliskileri vermislerdir.

Petroudi ve Pirouz, (2016), elemanlar1 Fibonacci ve Lucas sayilarindan olusan

F

F=[Funjliju Ve € matrislerinin spektral normu icin alt ve iist simrlar

vermislerdir.

Matilla ve Haukkanen, (2016), minimum ve maksimum elemanli matrislere ilk defa
Poélya ve Szego tarafindan yazilan Problems and Theorems in Analysis Il kitabinin 4.
baskisinda karsilasildigini belirterek maksimum ve minimum elemanli matrislerin

baz1 6zelliklerini incelemislerdir.



Dil ve Mezo, (2008), hiperharmonik sayilarm tanimima benzer olarak hiper-Lucas
saytlarmi L% =L ve r pozitif tamsay1 olmak iizere, L) =2, LI’ =2r+1 sartlar:
n
altinda L(nr) = z L{{‘l) seklinde tanimlamuslardir.
k=0

Bahsi vd., (2014), hiper-Fibonacci ve hiper-Lucas sayilarinin bazi 6zelliklerini bir

simetrik algoritmadan faydalanarak elde etmislerdir.

Bahsi ve Solak, (2014), hiper-Fibonacci ve hiper-Lucas sayilarindan olusan sirkiilant

matrislerin normlarmi hesaplamiglardir.

Akytiz (2017), yiiksek lisans tezinde elemanlarni Lucas sayilarma bagl olarak
- n n - I o e
tanimladig: C=["k+max(i,j)—1:'i‘j:1 ve D=[Lkmn(i‘j)_l]i’j:l matrislerinin normlarini,

terslerini ve Hadamard terslerini incelemistir.



3. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Tamm 3.1 X =(Xij) ve Y =(yij) mxn tipinde iki matris olmak iizere, bu iki

matrisin Hadamard ¢arpimi
XoY = (xij . yij) (3.2)

esitligiyle tanimlanir (Horn ve Johnson, 1991).

. . 2 . ..
Maksimum satr normu, t (X )=max Z|Xij| ve maksimum siitun normu,
1<i<m i

k (Y)= max Z:|yij |2 olmak iizere, Hadamard ¢arpimin spektral normu;
=Jsn \ 9o

[X oY, <t (Xka(Y) (3.2)

esitsizligini saglar (Horn ve Johnson, 1991).

Tamm 3.2 x; # 0 olmak iizere, X = (xij) matrisinin Hadamard tersi,

mxn

X = [i] (3.3)
X i

esitligi ile ifade edilir (Horn ve Johnson, 1991).

Tammm 3.3 Herhangi bir X matrisinin spektral normu, ||X||2={/1:/1,XHX ’in

mutlak degerce en biiyiikk 6z degerinin karekokii} seklinde ifade edilir (Horn ve
Johnson, 1991).

Tamim 3.4 Baslangi¢ kosulu; Ly =2 ve L, =1 olan ve n>2 dogal say1 olmak iizere
L, =L, ,+L,, denklemi ile meydana gelen {Ln }nzo say1 dizisine Lucas say1 dizisi

denir (Koshy, 2001).



x> —x—1=0 denklemi Lucas sayilarmin rekiirans bagmtisma ait Kkarakteristik

1++5 1— \/'
2

denklemi olup, bu denklemin kokleri o = ve p=——"= seklindedir. n. Lucas

sayislt a Ve p ya bagliolarak,

L=a"+p" (3.4)

seklinde yazilir. Bu gosterime Lucas sayilarinin Binet Formiilii denir (Koshy, 2001).

1+J§

Buradaki o= 5 eyt iyi bilinen altin oran olup, Lucas sayilar1 ile altin oran

arasinda,

ymT“—a (3.5)

bagintist mevcuttur (Koshy, 2001).

Lucas sayilarmin bir genellemesi olarak, Dil ve Mez6 hiper-Lucas sayilar1 kavramini

hiperharmonik say1 kavramina benzer olarak literatiire su sekilde kazandirmislardir.

Tanim 3.5 L( )= =L, ve r pozitif tamsay1 olmak iizere, LO =2, L1 =2r +1 sartlar1

altinda L( ) =

n
| ZL(kH) ile verilen L' sayisma r. mertebeden n. hiper-Lucas sayisi

k=0

denir (Dil ve Mezd, 2008).

Hiper-Lucas say1 dizisi, L&) = L&, + LU seklinde rekiirans bagmtismna sahiptir. «

altin oran olmak tizere hiper-Lucas sayilar1 ve altin oran arasinda

L(r)
lim (r;) =q,
n—1 (36)
(r-2)
lim ?r) =a-1,
n-1 (37)



L,
im -y =@

n

ve

LW
lim—

=l+a

bagmtilart mevcuttur (Bahsi ve Solak, 2016).

(3.8)

(3.9)

Tamim 3.6 Elemanlar1 maksimum (minimum) kavramlarma bagl olarak tanimlanan

matrislere maksimum elemanli (minimum elemanli) matrisler denir (Akyiiz, 2017).

Bazi maksimum ve minimum elemanli matrislere 6rnek olarak

111

1 2 2
A=[min(, DI, =|1 2 3

12 3 n

1 2 n|

2 2 3 n
B =[max(i, j)I{,,=[3 3 3 n

n nn n |

n

C= I:Lk+max(ivl')’1:|i,j:1 = Lk+2 Lk+2

ve

Lk Lk +1 I‘k+2
Lk +1 I‘k +1 Lk+2

k+2

L Lk+n—l I‘k+n—1 Lk+n—1

k+n-1

(3.10)

(3.11)

, (3.12)



i Lk Lk Lk Lk ]
Lk Lk+l Lk+1 ce Lk+l
D:[memn4]: Lk Lml Lmz e Lmz (3.13)
_Lk Lk+l Lk+2 ce I‘k+n—1_

matrisleri yazilabilir.

Teorem 3.1 z, <z, <...<Z, olacak sekilde z; reel sayilar1 ve

Zl z2 Z3 Zn
Z2 ZZ ZS Zn
[K]max = max(zi,zj): Z, I, Iy - I, (3.14)
: . > sl 7
_Zn Zn Zn Zn Zn_
ile
Zl Zl Zl Zl
Zl ZZ ZZ ZZ
(K] = min(zi,zj): 7, 1, 1, - 1, (3.15)
_Zl Z, 14 Zn_

11 Z,-1, 0 0
o1 ---1 0 Z2,-7,; - 1 .- 0
Klw=|. © . | . A (3.16)
0 0 1] © 0 z, 11 1 1
ofzz O 0 1
... 0O Z,-2, - 0 o1 ---1
[K]mi”: S : . : A (3.17)
11 110 0 z,-2,,10 O 1

esitlikleri gegerlidir (Haukkanen ve Mattila, 2016).



Teorem 3.2 [K]max ve [K]min matrislerinin determinantlari sirastyla,

det[K].., =(z,—2,)(z, - 2,)...(z,, - 2,)z, (3.18)
ve

det[K]min = Z1(22 - Zz)(zg - Zz)---(zn - anl) (3-19)
seklindedir (Haukkanen ve Mattila, 2016).

Teorem 3.3 z,,2,,...,Z, sayilar1 birbirinden farkli olsunlar. Eger z, #0 ise [K]min

matrisinin tersi var ve bu tersin elemanlari ise

0 li-j|>1
z, 4
, i=j=1
Zl(zz 21)
! + L : l<i=j<n
Li—%iy Lin— (3.20)
iy i j|=1
7~z
L : I=]=n
Z, =2,

seklinde ve eger z, #0 ise [K]max matrisinin tersi var ve bu tersin elemanlari

0 li-j|>1
L , i=j=1
Z,—1,
1 1 ..
+ : 1<i=]<n
Zi 1 Zi— 17y (3-21)
1 .
, i-il=1
|z~ 2|
1 1 ..
+—, i=j=n
Z,,—Z, 1,

seklindedir (Haukkanen ve Mattila, 2016).



Teorem 3.4 (3.12) ile verilen C matrisinin k >0 ve n>2 i¢in determinanti,

n-2

| ( 1)n+1 Lk+n 1 I‘k+i—1

i=0
seklindedir (Akyiiz, 2017).

Teorem 3.5 (3.12) ile verilen C matrisinin k >0 ve n>2 i¢in tersi,

1 1 0 0
Lk - Lk+1 Lk - Lk+1
1 1 1 1
- + - 0
Lk - Lk+1 Lk - Lk+1 Lk+1 - Lk+2 Lk+1 - Lk+2
-1
C = 0 ~ 1 1 . 1 0
Lk+1 - I‘k+2 Lk+1 a Lk+2 I‘k+2 i Lk+3
0 0 0 L + L
L Lk+n—2 - I'k+n—1 I'k+n—1 i
seklindedir (Akyiiz, 2017).

Teorem 3.6 (3.12) ile verilen C matrisinin spektral normu i¢in,

”C”z = \/nLiJrn—l((n _1) Lim—l +1)

esitsizligi mevcuttur (Akyiiz, 2017).

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Teorem 3.7 k>0 olmak tizere (3.13) ile verilen D matrisinin Hadamard tersinin

determinanti,

‘Dofl‘ — (_l)n+1 k -1 H

+n-2 i=l k+|—l

seklindedir (Akyiiz, 2017).
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Teorem 3.8 k>0 olmak tizere (3.13) ile verilen D matrisinin Hadamard tersinin

tersi,
I Lk _ I‘k Lk+1 Lk Lk+1 O
Lk—l Lk—l
I‘k Lk+l _ I‘k Lk+1 _ Lk+1Lk+2 Lk+1Lk+2
. Ly Ly L L,
(Du_l) = 0 Leabio Ll Lok,
Lk I‘k Lk+l
0 0 0

bi¢cimindedir (Akyiiz, 2017).

(I

_ _—k+n-1=k+n-2

Lk+n—3

(3.26)

Bu arastirmada incelenen ve tezimizin bundan sonrasinda bahsedilen nxn tipindeki

X, Y, Zve T matrisleri,

) iy
k+max(i, j)-1 ij=1 -

X =|L

Y = |:Lf(r+max(i,j)—1) ]”

i,j=1

z=[L

@) A
k+min(i, j)-1 i j< -

G
Lk

(r)
Lk+l
(r)
I‘k+2

Co
Lk

(r+1)
I-k

(r+2)
I-k

(r+n-1)
L Lk

e
Lk
(")

Lk
(")

Lk

"
Lk

(r)
Lk+1
(r)
I‘k+1
(r)
I‘k+2

(r+1)
Lk

(r+1)
I‘k

(r+2)
Lk

(r+n-1)
I—k

(r)
Lk

(r)
I‘k+l

(r)
I‘k+l

(r)
Lk+l

(r)
Lk+2
(r)
Lk+2
(r)
Lk+2

(r) (r) (r)
L Lk+n—1 Lk+n—1 Lk+n—1

(r+2)
Lk

(r+2)
I‘k

(r+2)
I‘k

(r)
Lk

(r)
Lk+1

(r)
I‘k+2

(r)
Lk+2
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(r+n-1)
Lk

n ]
Lk+n—l

(r)
Lk+n—l

(r)
Lk+n—l

(r)
Lk+n—l_

(n ]
Lk

(r)
Lk+1

(r)
I‘k+2

(r)
Lk+n—1_

(r+n-1)
I-k

(r+n-1)
I-k

(r+n-1)
I-k

(r+n-1)
I—k

(3.27)

(3.28)

(3.29)



[ (™ (r) (r) (]
L Ly L o L
LE(F) LE(I‘Jrl) LE(I‘Jrl) . LE(FH.)
T = [Lﬁrﬁ-min(i,j)—l) ]:j:l L I T B 2 (3.30)
] Lir) LE(Hl) L?(H—Z) . Lﬁr-*—n—l) |

seklindedir. Bu durum her defasinda tekrar ifade edilmeyecektir.
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4. HIPER-LUCAS SAYILARININ MAKSIiMUM VE MINiMUM ELEMANLI
MATRISLERDE UYGULAMALARI

Bu boliimde, elemanlar1 hiper-Lucas sayilar1 olarak secilen maksimum ve minimum
elemanli matrislerin determinant, ters, karakteristik polinom gibi bazi 6zelliklerini
inceledik. Burada hemen ilgi ¢ekelim ki; ¢calismamizdaki k ve r degerleri pozitif reel

sayilardir.

4.1 Hiper-Lucas Sayilarinin Maksimum Elemanh Matrislerde Uygulamalan

Teorem 4.1.1 X matrisinin karakteristik polinomu p, (n,ﬂ,) olsun. Bu durumda,

Px (n' /1) = (/1 - Lf(?n—lhx (n -1 ﬁ)_ﬁqu (n - 212) (4.1)
olacak sekilde, Oy (0,4)=1, a, (L A)=24+L{ olmak iizere n>2 icin

dy (n,4)=(24+L))a, (n-1,2)-A%q, (n—2,4) (4.2)

bagtisi ile tanimli g (n, 4) polinomu vardir.

Ispat.

(r) (r) (r) (r)

A- Lk _Lk+l T2 T Mn
(r) (r) (r) (r)

_Lk+l A- Lk+l _Lk+2 e _Lk+n—1
_ _ — (r) (r) (r) (r)

Px (n7 i) - |)“I X | - _Lk+2 _Lk+2 A= I‘k+2 T _Lk+n—1 (43)
() () () ()
B e A- Lk+n—1

olup, bu determinantta her satirdan bir sonraki satir ¢ikartildiginda
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Py (N, 4)

(r-1)
A+L
(r-1)
Lk+2
(r-1)
Lk+3

(r-1)
Lk+n—1

(r)
_Lk+n—1

-A
(r-1)
A+L5

(r-1)

Lk+3

(r-1)
Lk+n—1

(r)
_Lk+n—1

0 0 0
A 0 0
A+L0D 0 0
Lf<r+_nl)—l A+ Lf::zl -
- Lirjn—l - LE(?n—l A= Lﬁ?n—l

(4.4)

elde edilir. Bu son determinantta da ilk siitundan itibaren her siitundan sonraki siitun

cikarilirsa

Py (n,A)=

22+ L0
-1
0

-2
22+
-2

0
-1
22+ LD
0
0

elde edilir. Eger g, (n, ) polinomunu,

ay (n,4)=

olarak segersek 0y (LA)=24+ LD

24410
)
0

)
22+ LD
-2

0
-1
22+ LD
0
0

olup bu

hesaplarsak g, (0,4)=1 kabulii altinda n>2 igin

0 0
0 0
0 0
22+ LD, -2
—A A— L$<r+)n—1
0
0
0
22+ L0, ~A
-2 24+ LD

(4.5)

(4.6)

determinant1 son siituna gore

dy (M A)=(24+ L )ax (n—LA)—A%q, (n-2,2)

bagintisini elde ederiz. O halde, (4.5), (4.6) ve (4.7) esitliklerinden
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22+ LD ) 0 0 0
~A 22+ LU - 0 0
_ (r-1)
o, (n.2)= 0 y) 2/1+:Lk+3 o 0
0 0 0 22+, 2
0 0 0 -2 2+ LD
24+ LU0 -2 0 e 0 0
-2 22+ L) - 0 0
0 ~-A 22+ LU0 . 0 0
0 0 0 o 224 L0 -2
0 0 0 0 A+ L0
=ay (n,2)=(2+ L7, Jax (1-1.2)
=(A-L72.,)ax (n—1,4)—2%q, (n—2,4) (4.8)

elde edilir.

Teorem 4.1.2 X matrisinin determinanti

n-1
[X|= L2 ()"

i=1

LoD (4.9)

k+i
seklindedir.
Ispat. X matrisinin karakteristik polinomu
Py (M A)=[A = X|= A"+ XA 434" 4+ X A+ X, (4.10)

olsun. Bu durumda, p, (n,0)=Xx, olup, determinant ile karakteristik polinomun sabit

terimi arasindaki iliskiden
X|=(=1)"x, =(-1)" p, (n,0) (4.11)

yazilir. (4.7) ve (4.8) esitliklerinden
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Px (n10) = _Lﬁ?n_qu (n _110) (4.12)
ve
0 (1-10) = LD,y (1-2.0) == LEZLED, L2 (813)

elde edilir. (4.11), (4.12) ve (4.13) esitliklerinden

n-1
_1( n-1 (r-1)
X[ =L ()T L (4.14)
i=1
oldugu goriiliir.
Teorem 4.1.3 X matrisinin tersi
S ) i}
. _ =u= 0 0 0
-1 =t
L§<r+l) L$<r+1)
1 1 1 1
e - 0 0
-1 -1 -1 -1
L$<r+l ) L%(rﬁ-l ) Lf(r+ 2) Ll(<r+ 2)
1 1 1
4 | 0 e — A 0 0
X - . LE(ZZ) LE(ZZ)' L§<r+3) . . . (415)
' ' 11 1
0 0 0 - -
-1 -1 )
L$<r+n)—2 L$<r+n)—1 LE(r+n)—1
1 1 1
0 0 0 — ——_— =
-1 -1
L Lf(r+n)—1 L&:n)_l L&(Qn—l_
bi¢imindedir.
Ispat. X matrisi (3.16) esitligine gore
1) L — 0 . 0 10 -0
01 -1 0 oo ... o0 11 -0
X=[. . . . Tz N R (4.16)
00 -1 0 0 |_§(f+)n_l 11 - 1

seklinde yazilir. Buradan bu esitligin her iki yanmin tersi, L” = L”, + LI bagntist

da gdz Oniine alinarak hesaplanir ve elde edilen matrislerin ¢arpimi yapilirsa,
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! _
- 0 0 0 |-
1 0 O 0 Lf;ll) 1 -1 0 0
11 0 0 0 - 1 0 o 0 1 -1 0
-1
(i |0 1100 L . 00 1 0
[ A 0 -5 0o |: :
L(r 1)
0 00 - 10 k+8 00 0
10 0 O —11_0 0 0 1_000
L L$<r+)n—1_
T . _
- — 0 0 0
-1 -1
L%Frl) 1L$<r+l) 1 1
- - —_— 0 0
-1 1 -1 ]
L€<r+1 ) L€<r+1 ) LE(ZZ) L§<r+ 2)
1 1 1
0 - - = 0 0
= ] a1 )
. Lﬁrgrz) L£r+2) . L$<r+3) . .
' ' 11 1
0 0 0 - - -
-1 -1 1
L&r+n)—2 L&:rn)—l Lf<r+n)—l
1 1 1
0 0 0 ikl - L=
a )
i L o B |
elde edilir. Bu matrisin (i, j) elemam
0 li-j|>1
1 .
T
+1
1 1 1<i=j<n
T -
I‘kr-¢-i—l Lkr+i
1 .
(r) (r) |
Lkr+i—l - kr+ H‘
L + L i=j=n
oo Tt ==
Lkr+ n-1 I—kr+ n-1

olarak da yazilir.

Teorem 4.1.4 X matrisinin spektral normu

X1, <yn(L, . Pl -0Le, . F +1)

esitsizligini saglar.
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Ispat. X matrisi,

Lg) 1 1 o 1 1 LE<?1 sz
T N
X = Li?z Lﬁ?z sz 1 °of1 1 1
L L?(?n—l LE(?n—l Lf(?n—l T LE(?n—l n _1 1 1
=X, X,

n ]
I‘k+n—1

(r)
I‘k+n—1

(r)
I‘k+n—1

(4.20)

olarak iki matrisin Hadamard ¢arpmmi seklinde yazilsin. X; ve X, matrislerinin

maksimum satir normu ve maksimum siitun normu

’ l (r)
]_|<n _7 ,J Lk+n -1

(r) 2
=mac S [ = (-2, ]+

seklinde olup, (3.2) esitsizliginden

||X||2 = ”Xl °© X2||2 Stl(xl)kl(xz)

ve

X, <n(L?,, Pl -0, . f 1)

elde edilir ki bu da istenendir.

Teorem 4.1.5 X matrisinin Hadamard tersinin determinanti i¢in

1 n-1 L(r 1)
o—1f K+i
‘X ‘_ LE(F) ) H LM L0

+n—

i=1l =k+i —k+i-1

esitligi saglanir.
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(4.22)

(4.23)

(4.24)
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ispat. X matrisinin determinanti

1 1 1 1
L A B Ly s
1 1 1.1
I AT TG
‘X ‘: 1 1 1 1 (4.26)
L, Ll Lk Ll
1 1 11
P A L

seklinde olup, ikinci satirdan itibaren her satir -1 ile carpilip kendinden 6nceki satira
eklenirse

pl 1
LY L
1 1 1 1
T L O e EEA A
X=l1 1 1 1 1 1

4 = 0
(r) (r) (r) (r) (r) (r)
Lk+2 X Lk+3 Lk+2 . Lk+3 Lk+2 . Lk+3 .
1 1 1 1
" 0 G o
I-k+n—1 I—k+n—l Lk+n—1 Lk+n—l

elde edilir. Buradan;

)ALoYL _1y1 1)1 1)1
Lo LA ALY w6 1) (B, Lo Ly

(r) (r) 1 (n (r) (r) (r)
— Lk+1 B I—k I—k+2 B I—k-¢—l L I—k-¢—n—l B I—k+n—2 1

(g (r) 1 (r) (r) (r) (r)
Lk I‘k+1 I-k+l I-k+2 Lk+n—2 I‘k+n—1 I-k+n—l
(r-1) (r-1) (r-1)
I—k-¢—l Lk+2 . Lk+n—l 1

IO 0 oo 7o o ()
Lk I‘k+1 Lk+1Lk+2 I-k+n—2 I‘k+n—1 I-k+n—l

1 l—i L
_ . (4.27)
L0 e KL

elde edilir ki bu da istenendir.
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Teorem 4.1.6 X matrisinin Hadamard tersinin tersi

o g, : :
1 )
I‘E<r+1) I‘E<r+1)
) (r ) (r ) (r
i, g o,
0 0
L(r—l) L(r—l) L(r—l)
(X o71T1 _ l:<+l k+1 k+2 : :
: : LT, T ML T AT,
-1 -1 -1
LE<r+n)—2( ) 0 L&rJrn)—l LEErJr)n)—l 0
r r r r
0 0 _ Lk+n—2|‘k+n—1 L(r) I‘k+n—2|‘k+n—1
L(r—l) k+n-1 -y
L k+n-1 k+n-1
bi¢imindedir.
Ispat. X, matrisini
1 1 1 ]
(r) (r) (r)
Lk+n—l Lk+n—l Lk+n—l
1 1 1
=(1M (r) (r)
Xl |-kJ:n—l kan—z Lk+_n—2
1 1 1
(r) (r) (r)
L Lk+n—l I-k+n—2 I—k
seklinde ele alalim. Bu durumda
0 0 1
|. =
' 1 0
0 0
matrisi i¢in,
1 1 1 ]
L(r) ) L(f) ) L(r) )
O O . l k+n-1 k+n-1 k+n-1 0 O . 1
1 1 1
X, = 0 Lﬁ?n_l Lmn—z Li?n—z 1 0
1 0 0O --- 0
1 1 1
(r) (r) (r)
L Lk+n—1 I‘k+n—2 I‘k

20

(4.28)
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1
L
1
L
1

L( r

L —k+n-1

S
g
1

L(r)

k+1
1
(r)
Lk+n—1

olur. (3.17) esitliginden

10 -0

1 0

X, =|. _

11 -1
oldugu ve

1
L(f)

k+n-1

0

L(r)

k+n-1

L(r)

k+n-1

(r)
I‘k+n—1 a

(r)
Lk+n—2

0

L(f)

k+n—-1

0|1 1

matris ¢arpimi goz Oniine alinirsa,

1
Lt

0

1
(r)
I-k+n—2

1

(r)
Lk+n—l

0
0
: 0
1 1
T
11 - 1
1 0

11

GCEGHE
Lk Lk+l_

bulunur. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin tersi alinirsa
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(4.31)
1 1
1 1
4.32
: 1 (4.32)
0 1
(4.33)
1 - 1
1
- (4.34)
0 --- 0



[ 0 0 |
0 0 0 1] | 1 o [0 0 -0 1]
00 - 1 -1 B 00 - 1 -1
(=l o ) Whe Weao N LI
01 -0 0f ° : E i 01 - 00
11 -1 0 0] 0 0 N 0 0]
i L1 U
L WL 0 0 ]
L iy
B S S A 0 0
B S S , . (4.35)
. . W, WL, WL,
L L Ly
: 0 R S Lo Hnabih
i Ly T

elde edilir.

Teorem 4.1.7 Y matrisinin karakteristik polinomu p, (n, 1) olsun. Bu durumda,
py(n,2)=(2- L")y, (n—1,2)- Aq, (n-2,2) (4.36)
olacak sekilde Oy (0, /1) =1,q,@02)=21+ Lf(r_*ll) olmak iizere n>2 i¢in
oy (0, 4)=(24+ L hay (n—1,2) - 22y (1-2,2) (4.37)
bagintist ile taniml g, (n, ﬁ) polinomu vardir.

Ispat. Teorem 4.1.1’ in ispatma benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.1.8 Y matrisinin determinanti

n-1
|Y| _ L&Hn—l) (_ 1)“—1 ngli) (438)
1

seklindedir.
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ispat.

BRG]
I-k
(r+1)
Lk

(r+2)
I-k

(r+n-1)
L Lk

(r+1)
Lk

(r+1)
Lk

(r+2)
I-k

(r+n-1)
Lk

(r+2)
I-k

(r+2)
I—k

(r+2)
I-k

(r+n-1)
Lk

(r+n-1) ]
I-k

(r+n-1)
Lk

(r+n-1)
I-k

(r+n-1)
I-k

matrisinin (3.16) denklemine gére ¢arpanlarina ayrilist

T _y(r+)
11 - 1Lk OLk
01 -1
Y=|. T . 0
00 - 1 :
1 o

seklindedir. Bu esitligin her iki tarafinin determinant1 alinirsa,

1
. q L&r) _OLE(H)
01 - 1
|Y|:: a 0
00 - 1 0

yazilir. Bu ve

esitliginden

0 0 0 |
LE(I’-%—].) _ LE(H—Z) 0 0
O LE(I’+2) _ Lf(r+3) 0
. 5 . 1
-1) L
O 0 LE(I’-H] )—
0 0 0
Lf(Hl) r LE(HZ) 0 .. 0
0 LE{HZ) _ Lﬁr+3) . 0
6 O LE(H—.n—l)

|Y| _ (L&r) _ Lim) XL$(H1) _ Lf(r+2) ) ' .(Lﬁr+n—2) _ LE(Hn—l) )Lir+n—1)

= (LS L2 L g

— LE(r+n—1) (_ 1)n—l r

yazilir.

T
r+i
kal
=1

23
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(4.39)
0
0
: (4.40)
1
0
P @a
1 1
(4.42)
(4.43)



Teorem 4.1.9 Y matrisinin tersi

1 1

. = 0 0 0
1 1
TR
1 11 1 0 0
LE(rjll) Lg(rjll) L&r:rlz) nglz)
1 1 1
' ' ' 11 1
0 0 0 T L&rfln’z) - Lf(rjln—l) L&r:rln—l)
1 1 1
_ 0 0 0 L&rjln—l) N L&r:rln—l) + LE(Hn—l)_
bigimindedir ve bu matrisin (i, j) elemani
0 i—j|>1
1 ..
(r+1)
L
AW & l<i=j<n
T i) (r) -
L L
1 .
LD _ | (5D |I i J| =1
k I
L + 1 i=j=n
T (renD) (r+n-1) -1~
L5 Ly

olarak da yazilabilir.

Ispat. Teorem 4.1.3’ iin ispatina benzer sekilde yapulir.

Teorem 4.1.10 Y matrisinin spektral normu

esitsizligini saglar.

V[, < n(Lr? F -2 ¥ +a)

Ispat. Teorem 4.1.4’ iin ispatina benzer sekilde yapilir.
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Teorem 4.1.11 Y matrisinin Hadamard tersinin determinanti i¢in

‘ 1 n-1 L(r+i)
Yl = kL (4.47)
(r+n-1) (r+i) | (r+i-1)
LkI’-H'I i Lkr+| LkI’-H
esitligi saglanir.
Ispat. Teorem 4.1.5” in ispatina benzer sekilde yapilir.
Teorem 4.1.12 Y matrisinin Hadamard tersinin tersi
_ : , _
L&r)L&H ) ) Lﬁr)L&H) A 0
L&rjll) Lgfll)
) (r+1 ) (r+l r+1), (r+2
A g (e ; ;
L(r+1) L( +1) L(r+2)
(Y“‘lyl— k-1 k-1 Nl _ _ 448
: LE(r+n—3)L$(r+n—2) ' LE(HH_Z)LE(HH_D L£r+n—2.)|_€(r+n—1) ( ' )
0 0 L(r+n—2) L(r+n—1) B L(r+n—1)
“ 2) ( kl)_1 i((r_ 1n 2) (r+n-1)
r+n-2), (r+n- +1=2), (r+n-=
0 0 L ey B ThCTT
L(r+n-) k ((r+n-1)
L k-1 k-1 ]
bi¢imindedir.

Ispat. Teorem 4.1.6° nin ispatma benzer sekilde yapilir.
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4.2 Hiper-Lucas Sayilarinin Minimum Elemanh Matrislerde Uygulamalar

Teorem 4.2.1 Z matrisinin karakteristik polinomu p,(n, 1) olsun. p,(0,1)=1 ve

p,(LA)=2-L" olmak iizere n>2 icin

p,(n.2)=(21- L2, )p, (n—-1.2)-2p,(n-2.2)

bagintis1 gegerlidir.

Ispat.
A-L
- LE(')
p,(nA)=[Al-Z|=| - L
- LE(W

(r)
_.Lk
(r)
A- I‘k+1
(r) (r)
- I—k+1 A- Lk+2

(r)
- I—k-¢—1

(r)
— Lk

(r)
- Lk+1

(r)
- Lk+2

(r)
- Lk+l

(r)
- I—k+2

A—

(1)
Lk

(r)
Lk+n—1

(4.49)

(4.50)

olup, bu determinantta son satirdan baslanarak her satirdan bir Onceki satir

cikartildiginda
A-L0 L0
-2 -l
0 -1
Pz (nv j“) = . .
0 0
0 0

(r)
— Lk

(r-1)
- I‘k+1

A-L
0
0

(r)
_.Lk

(r-1)
- I‘k+1

(r-1)
- I—k+2

A- Lirj)—z
-A

(r)
— Lk

(r-1)
- I‘k+1

(r-1)
- Lk+2

_ L(r—l)

k+n-2
(r-1)
A- I-k+n—1

(4.51)

elde edilir. Bu son determinantta da 2. sttundan itibaren her siitundan onceki siitun

cikarilirsa
A-LY — 2
-1 22-L17
0 -1
Pz (n1 l) = . .
0 0
0 0
::(2/%'_ (:ﬁil
elde edilir.

0
)
22- L5
0
0

26

0
0

22- L5,

-1

)b, (N=1,4)-A%p, (n-2,1)

22 - L

0
0

-4

(4.52)



Teorem 4.2.2 Z matrisinin determinanti
n-1
i=1

seklindedir.

Ispat. Z matrisinin karakteristik polinomu

p, (N A)=[A=Z|=2"+ 24" +2,A"? +- -+ 7, A+7,

(4.53)

(4.54)

olsun. Bu durumda, p,(n,0)=z, olup, determinant ile karakteristik polinomun sabit

terimi arasindaki iliskiden

2 =(-1)"z, =(~1)" p,(n0)
yazilir. (4.52) esitliginden

Pz (n,O) = _Li:}zl P, (n _:LO)

LA L2, p, (= 20)]= = (D LEALED, LD, DL

k+n-1 k+n-3 *
elde edilir. (4.55) ve (4.56) esitliklerinden
n-1
2~
i=1
oldugu goriiliir.

Teorem 4.2.3 Z matrisinin tersi

1 1 1

O Y 0 " 0 0
TR
1 1 1 1
— + — e 0 0
Ly LY LS LY
1 1 1
0 . . N 0 0
2 TR
1 1 1
0 0 0 T . T
k+n-2 k+n-1 k+n-1
0 0 0 - (rl—l) (rl—l)
L Lk+n—1 Lk+n—1 i
bi¢cimindedir.
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(4.56)
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Ispat. Z matrisi (3.17) esitligine gore

0 --- 0 Lir) 0 0
11 - 00 LWL .. 0
A I . (4.59)
11 - 1|0 0 o 0 10 00 - 1

seklinde yazilir. Buradan bu esitligin her iki tarafinin tersi L =L0 + L0

bagintis1 goz oniine almarak alinir ve elde edilen matrislerin ¢arpimi yapilirsa,

_ . L 0 o - 0 | .
1 -1 0 -0 0o]L" 1 0 0 - 0 0
01 -1 -0 0| g % 0 .. o |-1 10 0 0
;1 00 1 00 L . 0 -11 - 00
I T S ) 0 S
L{r-D
00 0 -1 -1|| . : iy . . 0o 00 .- 1 0
0 1 . ' ' 1 o o0 o0 11
L 1 0 0 0 oo | .
I k+n-1 |
[ 1 1 1 i
ot T y . 0
Lk Lk+1 I‘k+1
1 1 1 1
- + - 0 0
Ly L L Lii2
0 - L 0 0
= TS T (4.60)
' 1 1 1
0 0 0 L(rD) + LD D)
k+n-2 k+n-1 k+n-1
1
0 0 0 - e
I L LI, |

elde edilir. Bu matrisin (i, j) elemam
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0 li-j|>1
1 1 .
_r+T | = J :1
TR
L+L 1<i=j<n
L LY (4.61)
-1 .
o =l
Lf(ii—l_ (kf,-fl‘
(r:lil) i=j=n
Lk+n—1

olarak da yazilabilir.

Teorem 4.2.4 Z matrisinin Hadamard tersinin determinanti igin

n-1 n-1 (r-1)
(_1) H I-k+i (462)

LY L

K+i

-
esitligi saglanir.

ispat. Z°" matrisinin determinanti

1 1 1 1
LE(I‘) L(kr) LE(I’) Lf(l’)
t 11 1
L
z7=l1 1 1 1 (4.63)
IO TR
1 1 1 1
R A L

seklinde olup, (n—1) satirdan itibaren her satir -1 ile carpilir ve kendinden sonraki

satira eklenirse
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11 1

LE(I’) LE(Y) LE(I’)
o L 1 1 1
Lmw
27y e AL
L2 L

0 0 0

elde edilir. Buradan;

1
w
11
TG
B
0,

1 1

GG
I-k+n—1 Lk+n—2

‘Zo_l‘_ 1 1 1 1 1) (1
I NPRE) RTORTEN I (T

(r) (r) (n) (r) (r) (r)
1 I—k B I—k+1 I—k-¢—l T k2 I—k+n—2 B Lk+n—l

(r) (r) 1 (r) (r) 1 (n (r) (r)
I—k I—k-¢—l I—k Lk+2 Lk+1 I—k+n—1 Lk+n—2
(r-1) (r-1) (r-1)
— 1 - I—k+1 B Lk+2 r _ I—k+n—l
() () () () () (r) (r)
Lk Lk+1 Lk I-l<+2 Lk+1 I‘k+n—1 Lk+n—2

(_ 1)n—l nl (-

K+i

LY L

K-+i

elde edilir ki bu da istenendir.

Teorem 4.2.5 Z matrisinin Hadamard tersinin tersi

0 L L L)
TG
L
T Ly L%
(Z - ) = : : :

: : W, W, L

TR
0 0 Lwn—l _ L(k?n—z

i Lo

bi¢imindedir.

1 j
Lf(? n-2
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Ispat. Z, matrisini

R SR
L0 LW L
1 1 1
z=[0, @, (4.66)
B
LW L |

seklinde ele alalim. Bu durumda

0O 0 --- 1
L=
! 1 -0
0 0
matrisi i¢in
1 1 1 ]
Lo L) LN
0 0 A l k+n-1 k+n-2 k 0 0 . 1
SRS | N S A
LZ1, =] l 0 Li?nfz Li?nfz Lir) 0 l 0
1 0 : : - : 1 0
11 1
i Lf(r) LE(r) LE(I’)—
11 L
L(kl’) L(kr) L(kr)
1 1 1
= L L Ly (=27 (4.67)
1 i 1
TR L |

olur. (3.16) esitliginden
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- 1 ;
e 0 0
L L
11 1 o " L L 1 0
01 1 0 —_— 0 |1 1 0
Zl: : : 1 LE(?n—Z LE(?H73 . : .
00 1 1 11 1
0 0 L(r)
L ko
oldugu ve
00 1111 1 11 [0 O 1
Do (10 1 1 Do :
of: : 1] |0 1
0|0 O 1 11
matris ¢carpimi goz Oniine alinirsa,
- . ;
110 o 0 0 I
0 0 1 Lk+n—1 Lk+n—2 O 0
i[O 1 0 ml y (r} .. 0o lo 11
T . I-k+n—2 . Lk+n—3 .
1 1 1] (') (') 1 11
LM
L k'
bulunur. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin tersi alinirsa
- 11 1 1 0 0
0 0 - -1 1 _ 0 0 -
Ln Ln
0 -« 1 O0f "kt Hken-2 . 0 0 -
¥ | o
(Z T= Do . 0 -1 1 0 :
-11 - -11
LE(Q n-2 LE(? n-3
|1 | : : Sl
Lo : 1
L&r) _ Lg) L(krzl LE(T) Lgll 0 0
TR
IO T : :
L Ly L
_ W 00, 100,
: : B A 5
oo L0 L0
0 0 k+n-2 —k+n-1 _ k+n-2"k+n-1
I Lo Lo

elde edilir.
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Teorem 4.2.6 T matrisinin karakteristik polinomu p; (n,4) olsun. p,(0,1)=1 ve

pr(L,A)=4—-L" olmak iizere n>2 igin

pr(n,2)= (22L& )p, (n—-1.2)— 2p, (n-2,4)
bagintis1 gegerlidir.
Ispat. Teorem 4.2.1” in ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.2.7 T matrisinin determinant1

n-1
m=wf e
i=1

seklindedir.
Ispat.
L 00 L]
Ls(r) LE(I‘ +1) LE(I‘ +1) LE(I’ +1)
T — Ls(l’) LE(Hl) LE(HZ) LE(rJrZ)
i Lf(r) L(kr+1) Lf(r+2) Lf(r+n—1) |

matrisinin (3.17) denklemine gore ¢arpanlarina ayrilis

o 0
LO -0 v
11 -0 k
T= . 0 0
11 . 1] °
10 0

seklindedir. Bu esitligin her tarafinin determinanti alinirsa,
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(4.74)

1

| (a5

1



L(r) 0 0 0
L0 I (r+1) (r) 1
11 o @ LT L 0 0 X
=] - o 0 L2 | () 0 : (4.76)
R : 3 o g
0 0 0 L?(Hn 1) Lf(r+n 2)
yazilir. Bu ve
1 0 0
0 1 1 1 0
o = =1 (4.77)
00 1 1 1
esitliginden
|T| - Li(r) (LE(HD . Ls(r) ) ) .(Lf(rﬁ-n—l) r Lf(r+n—2))
=L L YL ) (L)
n-1 )
=LTIEE (4.78)
i=1
yazilir.
Teorem 4.2.8 T matrisinin tersi
1 1 1 i
ot TEn e 0 0 0
Lk Lk—l Lk—l
1 1 1 1
G r+ + r+ T+ 0 0
Lifll) Li—ll) LEHZ) Liflz)
1 1 1
- 0 ) O 0 0
T = L L°” L3 (4.79)
1 1 1
0 0 O TEERFE N
1 1
] 0 0 0 - Li(rjln—l) Lg(rfln_l) |

bigimindedir ve bu matrisin (i, j) elemam
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0 li-j|>1
(r+1)
(lr_>k (r+1) I=j=1
I‘k Lk—l
1 ..
W'ﬁ‘w 1< | = J <n
-1 1 (4.80)
-1 ..
LE(rJrifl) — I—E<r+j—l) |I - J| =1
. i=]=n
Lg(r:rln—l)

olarak da yazilabilir.
Ispat. Teorem 4.2.3” iin ispatina benzer sekilde yapilir.
Teorem 4.2.9 T matrisinin Hadamard tersinin determinanti igin

_1\n-1 n-1 (r+i)
‘T 0_1‘ - ( ]2’) (r+|5k_g-r+i—1) (481)
Ly icn Ly L

esitligi saglanir.
Ispat. Teorem 4.2.4’ {in ispatina benzer sekilde yapulir.

Teorem 4.2.10 T matrisinin Hadamard tersinin tersi

i (r) (r+1) (r)p (r+1)
rn _ I-k Lk Lk I'k 0 0
k (r+1) (r+1)
Lk—l Lk—l
(r)y (r+1) () (r+1) (r+2) (r+2)
LOLe N 0 0
L(H—l) L(Hl) L(I'+2)
(Tofl)'l B k-1 k-1 k-1 . . . (4 82)
' ' ' (r+n-3) (r+n—2)' (r+n-2)p (r+n-1) (r+n—2). (r+n-1)
0 0 e I'k I'k _ Lk I'k I'k I'k
L(r+n—2) L(r+n—1) L(r+n—1)
k-1 k-1 k-1
(r+n-2)y (r+n-1) (r+n-2)y (r+n-1)
0 0 Lkil‘k _u
L(r+n—1) L(r+n—1)
L k-1 k-1
bi¢cimindedir.

Ispat. Teorem 4.2.5” in ispatina benzer sekilde yapilir.
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Burada hemen belirtelim ki; X, Y, Z ve T matrislerinin karakteristik polinomlari
hari¢ elde ettigimiz diger bulgular 3. boliimde verdigimiz Teorem 3.2 ve Teorem 3.3

kullanilarak ta elde edilebilir. Ciinkii, bizim ele aldigimiz X, Y, Z ve T matrisleri ad1

gecen teoremlerde bahsi gegen [K]_, ve [K], ~matrislerinin 6zel halleridir.
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5. UYGULAMALAR

Bu boliimde 4. bolimde elde ettigimiz bulgularla ilgili bazi sayisal drnekler verdik.

Asagidaki tabloda baz1 hiper-Lucas sayilar1 verilmistir.

Cizelge 5.1. Bazi hiper-Lucas sayilar1.

.

L0 0 1 2 3 4 5 6 7 8
L) 2 2 2 2 2 2 2 2 2
L") 1 3 5 7 9 11 13 15 | 17
L 3 6 11 18 | 27 | 38 | 51 66 | 83
L 4 | 10 | 21 | 39 66 | 104 | 155 | 221 | 304
" 7 | 17 | 38 | 77 | 143 | 247 | 402 | 623 | 927
" | 11| 28 | 66 | 143 | 286 | 533 | 935 | 1558 | 2485
" | 18 | 46 | 112 | 255 | 541 | 1074 | 2009 | 3567 | 6052
L7 | 29 | 75 | 187 | 442 | 983 | 2057 | 4066 | 7633 | 13685
L | 47 | 122 | 309 | 751 | 1734 | 3791 | 7857 | 15490 | 29175

Simdi; n=5, k=1 ve r=2 degerleri i¢gin X ile Z matrisleri i¢in clde ettigimiz

sayisal sonuglar1 verelim.

Ornek 5.1 n=5, k=1 ve r=2 icin X matrisi

o
L@
X =| O

g
2
It

olup Teorem 4.1.2° ye gbre determinanti;

H (l)

= 307091400,

|X| |_(2)

(2
I—4

(2)
L4
g

oy
2
L

5
e
g

oy
2
L'

|_(2)

L2
L2
L2
L2
L'

@]
L7

L
L
L
L

21
38

=| 66

112
187

38
38
66
112
187

66 112
66 112
66 112
112 112
187 187

187 |
187
187
187
187

) LOLOLOLY =187.17.28.46.75
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Teorem 4.1.3° e gore tersi;

1 1
oW ’ ’ ’
1 1 1 1
S — 0 0
L TZNNTY LO
~ 1 1 1 1
X0 m e W 0
1 1 1 1
0 0 — — —
o Oy
1 1 1
0 0 0 — —
: U
1 1 0 0 0
17 17
i 1 1 1 0 0
17 17 28 28
| o ir 11 1 0
28 28 46 46
0 1 11 1
46 46 75 75
0 0 1 211
L 75 75 187
SR 0 0 0
17 17
1 4 1 0 0
17 476 28
o X - ™ 1 o | (5.3)
28 1288 46
0 o 1 121 1
46 3450 75
0 0 0 ER—
L 75 14025 |
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Teorem 4.1.5’ e gére Hadamard tersinin determinantt;

4 @

1 .

‘x°*1‘:_| [ =
(2) 21
% i=1 HL

i —2+i

oL
DY (T (W (T

_ 17.28.46.75 3 9775 (5.4)
21.(38)°.(66)°.(112)°.(187)°  344892964889088 '
Teorem 4.1.6° ya gére Hadamard tersinin tersi;
[ LD LD 0 0 1
oW
~ LgZ) L(42) I_(32) L&Z) L512) ng) ~ lez) LgZ) 0
LD LO L0 L0
e I 1T R T 0
Y o
L@@ L@@ LOL®
0 0 - o o + - L(71)7
L@@ L@@
p 0 0 - 6L(l)7 6|_<1)7 +17
L 7 7 J
21.38 ~21.38 0 0 0
17 17
21.38 21.38 38.66 38.66
- + _E0 0 0
17 17 28 28
38.66 38.66 66.112 66.112
= 0 - + - 0
28 28 46 46
0 0 66.112 66.112 +112.187 ~112.187
46 46 75 75
0 0 0 ~112.187 112.187 +187
L 75 75 J
798198 0 0
17 17
798 64980 2508 0 0
17 476 28
-l o _ 2508 322344 7392 0 (5.5)
28 1288 46
0 0 7392 1517824 20944
46 3450 75
0 0 0 20944 34969
L 75 75
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olur. Ayrica,
ay (0,4) =1,
Py (LA)=[21-21=2-21,

Ay (LA)=[22+17|=22+17,

(2 /1)—’1_21 8 |42 504646

PAS=| 38 1-38" ’
2A4+17 -2 )

O (2,4)= =34% —901+476,
-4 22+28

Py (34)=|-38 1-38 —66|=1°-3051"+64161 31416,
66 66 A-66

20+17 -4 0
q (3 1)=| -4 24+28 -1 |=42°-592%-31881+ 21896,
0 -1 21 +46

A-21 38 66 112
-38 A41-38 -66 112

41)=
P (4.4) 66 -66 A-66 -112
112 -112 112 A-112
=A% —4172° + 29447 + 3789521 — 2452352,
2A+17 -4 0 0
(4.7) = -4 21+28 -4 0
A% 4)= A 21+46 -2
0 0 -4 2A+75

=51" +2722° ~11277 1% 195308 +1642200,
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(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)
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py (5,4)=| —66
112
-187

= A° —6041" —589531° +18915951 + 381647964 — 307091400,

2A+17
-2

Ox (5”1): 0

0

0

-38 66 -112  -187
A-38 66 112 187

-66 A1-66 -112  -187
-112 -112 A-112 -187
-187 -187 -187 A1-187

A
21+28
A
0
0

0
-1
24 +46
-1
0

0
0
—A
24+75
-

0
0
A

24+122

(5.15)

=104° +13951* +100361° —1788306.1% — 205431761 + 200348400, (5.16)

olup Teorem 4.1.1° e gore karakteristik polinomu;

Py (LA)=2-21,

Oy (LA)=22+17,

Py (2.4) = (2-38)(22+17)— A% = A% ~591 - 646,

ay (2,4)

(24+28)(24+17)—A* =31% 901 + 476,

Py (3,4)=(A—66)(34° —904+476)—1° (22 +17)

=1°-3054° + 64161 — 31416,

Oy (3.2)=(24+46)(31° 904 +476)— A* (24 +17)

=42°-591% —31881 + 21896,

Py (4,2)=(2-112)(42° —592° —31884 + 21896 ) — 1* (34° —904 + 476)

= A" —4172° + 29447 + 3789521 — 2452352 ,

41

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)



Oy (4, 4) = (24 +75)(42° ~591° —31884 + 21896 ) — A (31° —904 + 476)
=51"+272A° 11277 4% ~195308.1 +1642200 , (5.24)

Py (5,4) =(4-187)(52" +2722° ~11277 4 ~195308 +1642200)

L (4/13 594231881+ 21896)

= A°—6041" —589531° +18915951° + 381647964 —307091400,  (5.25)

Oy (5.2) = (24 +122) (54" +2724° ~112772* 195308, +1642200)

A2 (4,13 59,12 -31881 + 21896)

=61°+12132" +138181° —17883061° — 205431761 + 200348400 (5.26)

olur.

Ornek 5.2 n=5, r=2, k=3 icin Z matrisi

(21 21 21 21 21]
21 38 38 38 38

Z=|21 38 66 66 66 (5.27)
21 38 66 112 112
21 38 66 112 187 |

olup Teorem 4.2.2’ ye gére determinanti,
|Z|= 2>H LY, = LPLPLYLYLY =21.17.28.46.75

= 34486200, (5.28)

42



Teorem 4.2.3° e gore tersi;

1 1 1
1 1 1 1 0
1 1 1 1
Zl= 0 e
L) TSNS L
1 1 1
N G OO
0 0 0 —%
L I‘7
LR
21 17 17
. WYy 0 0
17 17 28 28
| o L 1,1t 1 4
28 28 46 46
0 0 A 4y 1
46 46 75 75
0 0 0 L S
L 75 75
* 1 0 0
357 17
R
17 476 28
o Lo 1o
28 1288 46
o o -+ 12 1
46 3450 75
0 0 0 ET
L 75 75 ]
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1
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Teorem 4.2.4° ¢ gore Hadamard tersinin determinanti;

(L)) 1)

R

LY L (LY (L) (@) (L) @
B 17.28.46.75 B 9775 (5.30)
(21)°(38).(66)".(112)°187 38731295522304 '
Teorem 4.2.5 e gore Hadamard tersinin tersi;
IR G ‘
L(32) _ 0 0 0
L Ly
LgZ) ng) I_(32) ng) L(42) L(52) LE;Z) ng)
LD B L0 Lo 0 0
4 4
o L2L@ LOLO 212 LOLO
(Z 1) ~ 0 e o 0 0
L L L
ng) L(62) ng) L(62) L%Z) L(72) L%Z) L(72)
0 0 LO - Lo T LD
7 7
: 0 ; GICRT
L L7 L7 _
5y 2138 21.38 0 0 0
17 17
21.38 ~21.38 38.66 38.66 0 0
17 17 28 28
B 38.66 | 38.66 66.112 66.112 0
28 28 46 46
0 0 66.112 66112 112187 112187
46 46 75 75
0 0 0 112.187 _112.187
L 75 75
—Al 798 0 0 0
17 17
798 64980 2508 0 0
17 476 28
_l o 2508 322344 7392 0 (5.31)
28 1288 46
0 0 7392 1517824 20944
46 3450 75
0 0 0 20944 20944
L 75 75
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olur. Ayrica,

p,(0,4)=1,
p, (LA)=]A-21=1-21,

A-21 21

=12 -591+357,
21 A1-38

P, (24)=

A-21 21 21
p,(34)=| 21 1-38 -38|= A°®—1251% + 23661 —9996,
-21 38 A1-66

A-21 21 21 -21
-21 A1-38 -38 -38

4,2)=
Pz (4.4) 21 -38 A1-66 -66
21 -38 -66 A-112
= 1% —2372° +10125,12 —128828. + 459816,
A-21 -21 -21 21 21
21 A1-38 -38 -38 -38
p,(54)=| -21 -38 1-66 —66 —66

-21 38 —-66 A-112 -112
-21 38 —-66  -112 A-187

= A° — 424" +356591° —10070354° +105817321 — 34486200,

olup Teorem 4.2.1° e gore karakteristik polinomu;

P, (LA)=4-2L

p,(2,4)=(24-17)(A—-21)—-A* = 2 591 +357,

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

p, (3.4)=(24-28)(12~594+357)~ A% (1—21) = A° ~1254 + 23664 — 9996, (5.40)
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P, (4,4)=(21-46)(A°~1252° + 23661 —9996) — A* (A —594 +357 )
= A" —2372° +101254° —1288284 + 459816, (5.41)

p, (5,4)=(24-75)(1* - 2372° +101254° —1288284 + 459816 )

L (/13 ~1254% + 23661 —9996)

=A% —4242" +356591° —10070354° +105817321 — 34486200 (5.42)

olur.

Benzer sekilde Y ve T matrisleri i¢in de 6rnekler verilebilir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu c¢aligmada; elemanlar1 hiper-Lucas sayilarma baglh olarak eclde edilen

X :|:LL+max(i,j)—1:|:j:1’ Y :|:LL+m aft j)- :|'1 L Z =|:LL+min(i'j),1:|:j:1 ve T :|:LL+min(i,j)—l]

ij=1

n

ij=1
matrislerinin determinanti, tersi, Hadamard tersi ve karakteristik polinomu gibi

Ozelliklerini inceledik.

Bu calismada kullandigimiz yontem ve teknikler elemanter olmasma karsin,
calismamiz elde edilen sonuglarin hiper-Lucas sayilarina bagli olmasi agisindan
ilgingtir. Ozellikle X, Y, Z, T matrislerinin karakteristik polinomlarinmn indirgeme

bagintilarina sahip oldugunun gosterilmesi ¢alisgmamizin en ilgi ¢ekici yamdir.
Ayrica, c¢aligmamizda ele aldigimiz X:|:Lk+max(i,j)—1:|iyj:1 ve Zz[LLmin(i’j)fll‘j:l
matrisleri aslinda, Akyiliz (2017) tarafindan hazirlanan yiiksek lisans tezinde

incelenen C =/ L, i , V& D=[ Ly x5y | Matrislerinin daha genel halidir.

k+max(i,j)—1:|iyj=

Cinki, r =0 i¢in X ve Z matrisleri C ve D matrislerine indirgenir. Yani r =0 igin,

Lk Lk+1 Lk+2 Lk+n—1
Lk+1 Lk+l Lk+2 o I‘kJrn—l
X = Lk+2 I‘k+2 Lk+2 o I‘k+n—1 = C (61)
L Lk+n—l Lk+n—1 Lk+n—1 Lk+n—1_
ve
L L L L, |
Lk Lk +1 Lk 7 Lk+l
Z=L Ly L., - L, =D (6.2)
L Lk Lk+1 Lk+2 o Lk+n—1_
seklindedir.

Lucas sayilarmm farkl tiirdeki genellemeleri veya bilinen farkh tiirdeki 6zel sayilar

secilerek benzer matrisler iizerine ¢aligmalar yapilabilecegi kanaatindeyiz.
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