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ONSOZ
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hocam Prof. Dr. Mehmet ERDOGAN ‘a ictenlikle tesekkiir ediyorum.

Tezimin yaziminda yardimci olan Sermin DURA* ya ve desteklerini benden esirgemeyen

aileme tesekkiirii bir borg biliyorum.

ISTANBUL, 2007 ibrahim KURBAY



OZET

Bu calismanin amaci, Oklidyen olmayan hiperbolik geometrinin baz1 &zelliklerini
aragtirmaktir. Oncelikle hiperbolik geometrinin tarihgesinden bahsedilmistir.

2.Boliimde hiperbolik modeller iizerinde durularak stereografik izdiisiim doniisiimii
hakkinda bilgi verilmistir.

3.Boliimde hiperbolik geometri ile Minskowski uzay1 arasindaki iligki arastirilmis, bir
boyutlu hiperbolik uzay ve hiperbolik diizlem iizerinde durulmustur.

4.Boliimde hiperbolik trigonometrinin kuvvet serileri bakimindan tanimlamalari
yapilmis ve ¢cemberin cevresi ile alaninin bulunmasi gosterilmistir.

Son olarak, 5.Boliimde hiperbolik analitik geometriden bahsedilmis, diizlem koordinat

geometrisi hakkinda bilgi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik Diizlem, Hiperbolik Geometri, Hiperbolik
Trigonometri, Minkowski uzay1, Oklidyen Olmayan, Stereografik Izdiisiim



ABSTRACT

The main aim of this work is to analyze some characteristics of non-Euclidean
hyperbolic geometry. First of all, it is mentioned about the history of hyperbolic geometry.

In the second section, it is investigated hyperbolic models and described stereographic
projection and inversion.

In the third section it is analyzed the relationship between the hyperbolic geometry and
Minkowski’s space. Then one-dimensional hyperbolic space and 2-dimensional hyperbolic
plane are studied.

The fourth section, is about the definition of hyperbolic trigonometry by power series. It
is presented that how we calculate the circumference and the area of a triangle.

In the last section, it is mentioned about the hyperbolic analytic geometry and plane

coordinate geometry.

Keywords: Hyperbolic Plane, Hyperbolic Geometry, Hyperbolic Trigonometry,
Minkowski’s Space, Non-Euclidean, Stereographic Projection
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BOLUM 1

GIRIS

1.1.Hiperbolik Geometrinin Tarihcesi

Hiperbolik geometri Oklid Geometri' sinin ve aksiyomlarinin daha iyi anlasilmast igin
yapillan c¢aligmalarin sonucunda 19. yiizyilin ilk ceyreginde aksiyomatik bicimde
tammlanmistir. Bu geometrinin esast Oklid aksiyomlarmin reddedilmesi diisiincesine
dayanan Oklidyen olmayan geometrilerden birisi olmasidir. Fiziksel uzay ve zamanin daha
iyi anlagilabilmesi igin Oklidyen olmayan geometrileri ¢alisma fikrinin kaynagi
Minkowski ve Einstein' e aittir. Hiperbolik geometrinin 6nemi negatif egrilikli bir uzayin
geometrisini en iyi yansitan ve Oklidyen olmayan geometrilerin en tipik drnegi olmasidir.
Oklid' in diizlem geometrisi 5 temel postulat' a dayanir.
Postulat I.  Her nokta ¢ifti yalmz ve ancak bir tek dogru pargasi ile birlestirilebilir.
Postulatll. Herhangi bir dogru pargasi her iki dogrultuda sonsuza kadar uzatilabilir.
Postulat III. Merkezi ve yaricapi verilen sadece bir tek cember c¢izilebilir.
Postulat IV. Biitiin dik acilar birbirine esdegerdir.
Postulat V. Herhangi farkli iki dogru iiciincii bir dogru tarafindan kesildiginde bu iiciincii
dogruya gore aymi tarafta olusan i¢ acilar siirekli sekilde 2 dik acidan kiigiik kaliyor ise o
takdirde ilk iki dogru bu 2 dik ac¢idan kiigiik agilarin olustugu bolge icinde kesisirler.
Postulat V in esdegeri paralellik postulatidir.

Paralellik Postulati: Bir dogru ve disinda bir nokta verildiginde verilen noktadan gecen
ve verilen dogruya paralel olan bir tek dogru vardir.

Tarih boyunca, matematikciler Oklid’in ispatlarini diizenlemek icin aksiyom sistemleri
olusturmuslardir. David Hilbert, Oklid’in aksiyomlar1 ile calismuis ve bu aksiyomlara
esdeger olma aksiyomu ile arada olma aksiyomu ekleyerek aksiyomlarin sayisini 7 ye
ulastirmistir. 4 postulati kullanarak 5.sinin elde edilip edilemeyecegi sorusu 2 bin yildan
fazla insanlar1 mesgul etmistir. Ugrasanlar arasinda 1. O. 400 yilinda Proclus, 1616-1703
yillar1 arasinda Ingiliz John Wallis, 1667—1733 yillar1 arasinda Italyan Girolamo Saccheri,
1728-1777 willar1 arasinda Johann Heinrich Lambert sayilabilir. Girolamo Saccheri ve

Johann Heinrich Lambert ikisi de besinci aksiyomun yanlis oldugunu ispatlamaya ve



aksini arayip bulmaya calismiglardir. Lambert, Saccheri ‘nin calismalarini ti¢ dik agili bir

dortgen iizerinde bakarak daha da 6teye tasimaya calisti.

AT o
I
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Sekil 1.1

Lambert dordiincii a¢1 icin ii¢ olasiliga bakti: dik, genis, dar ac1. Bunun i¢in genis ya da
dar a¢1 oldugu olasiliklarin1 ¢iiriiterek sonra paralellik aksiyomunu kanitlayabilirdi.
Bununla birlikte, Lambert aginin dar oldugu tezini ciiriitmede basarisiz oldu. Bu
aragtirmalar Oklid’in 5. postulatinin ancak Oklid geometrisinde gegerli olabilecegini
gosterdi ve birden ¢ok paralelin ¢izilebilecegi bir geometrinin dogmasina yol agti, iste bu
geometri Hiperbolik geometri olarak adlandirilan Oklidyen olmayan bir geometridir. Bu
geometride artik bir dogrunun her iki yaninda dogruya es uzaklikta bulunan dogrular degil
egriler olacak, benzer tlicgenler esdeger ve bir liggenin i¢ acilar1 toplami1 da 7 den farkli
olacaktir. Daha sonralar hiperbolik geometriye aksiyomatik ve sentetik katkilar 1777-
1855 yillarinda yasayan ve Geometrinin duayeni olarak bilinen Carl Friedrich Gauss ve
18021860 yillar1 arasinda yasayan Janos Bolyai tarafindan yapilmis ve Oklid
geometrisindeki trigonometrik kavramlara paralel olan kavramlar ise 1793-1856 yillar
arasinda yasamis olan Nikolai Ivanovich Lobachevski tarafindan elde edilmistir.
Daha sonralar1 hiperbolik geometriye analitik katkilar icin Leonhar Euler ve Gaspard
Monge ve daha fazlasi negatif ya da pozitif egrilie sahip yiizeyleri calisan ve onlari
Riemann manifoldlarina genellestiren 1826—1866 yillar1 arasinda yasamis ve Gauss'un
ogrencisi olan Bernhard Riemann tarafindan yapilmistir. Eugenio Beltrami ise 1868 yilinda
Oklidyen olmayan geometriler icin analitik modellemeler yaparak Hiperbolik geometrinin
Oklid geometrisine tipatip benzeyen ve onunla uyumlu olan modellemelerini elde etmistir.
Bu modellerden 5 tanesinden konformal olan 3 tanesi Henri Poincare tarafindan 20.

yiizyilin baslarinda tanimlanmustir.



BOLUM 2

HIiPERBOLIK GEOMETRI
2.1. Hiperbolik Uzay Modelleri
Hiperbolik uzaylarin analitik modellerinden en bilinen 5 tanesi sunlardir:
H, Yari-Uzay Modeli
D, Disk Modeli
J, Yarim-Kiire Modeli
K, Klein Modeli
L, Hiperboloid Modeli

A

Bu modellerin her birinin kendine 6zgii 6zellikleri mevcut olmasina karsin her birisinin
kendine ait metrikleri, izometrileri ve jeodezikleri mevcut olup bazi bakimlardan birbirine

tistiinlitk olusturan, yani daha kolay anlasilabilir veya daha agik ifade edilisleri de soz

konusudur.

L

K k
bh

j

H

(-10) C 0o /d

(@-1)
Sekil 2.1

(5 analitik model ve onlar1 birbirine baglayan izometrileri. he H, de D, je ], ke K, le L

noktalar1 hiperbolik uzaydaki ayni nokta olarak kabul edilebilir)



Bu modellerin hepsi R""' in farkli alt kiimeleri iistiinde tanimlidir, n=l i¢in bunlarin

tamim kiimeleri Sekil 2.1 de verilmistir ve bunlara ait tanim kiimeleri asagida verildigi

gibidir:

H={(Lx,,....x,,,): x,, >0};
D

I= {(Jcly,...,xm):xl2 +o.t+x, =lx,, >O};
K= {(xly,...,xn ,1):x21 ot x; <1};
L= {(xl,,...,xn,xnﬂ):xl2 ot —x,, =—1x,, >0}.

Yukaridaki 5 Modele iliskin Riemann metrikleri ds*, sirasi ile soyledir:

Js® = dx; +..+dx’,
H 2 ’
xn+1
d 2 2
) X, +...+dx;
dSD = 2 25\2
d=x —..—x))
dx; dx;
gt o DA,
J 2 ’
xn+l
2 2 2
Js? = dx; +...+dx; +(xldx1 +...+x,dx,)
K ’

(=X ——x)? (-x——x0)?
2 2 2 2
ds; =dx; +..+dx, —dx,
Bu tanimlamalarda verilen Riemann metrikleri uzayin her noktasinda tanimlanabilen
simetrik, lineer ve pozitif tamimli yay elemanlaridir. Bu metriklerle verilen 5 model
birbirine izometrik olarak esdeger metriklerdir. Bunu gérmek igin izometrileri

kullanabiliriz.

2 2
Q) a:J > H, (x,..,x,.)—> (1,22 =%
x, +1 x, +1

n+l

seklinde tanimlanan (-1,0,...,0) noktasindan merkezi izdiigiimii,



b) fB:J > D,(x,,....x,,,) > ( I S ,0)
+1 x ., +1

n+l n+1

seklinde tanimlanan (0,...,0,-1) noktasindan merkezi izdiisiimii,

c) A:K = J,(x,,....,x,,1) > (xl,...,xn,\/l—xf—...—xf)

seklinde tanimlanan dik izdiisiim doniisiimii,

d) 0:L—> J,(x;,.c0,x,,,) > ( TR . ! )
X X x

n+l n+l n+l

seklinde tanimlanan (0,...,0,-1) noktasindan merkezi izdiistimii.

Yukarida tamimladigimiz doniisiimlere geri cekme doniisiimiinii uygulamak suretiyle sag

taraftaki metrikten sol taraftaki uzayin metrigini soyle elde ederiz;

a:J > H,(x,,..x,,,) - (1, ==

doniigiimii igin,

a (TH) —(TJ) seklinde verilen kotanjant uzaylar arasindaki geri cekme doniisiimii

sayesinde H daki metrigi J ye tastyabiliriz, yani ds; =& (ds;,) yazabiliriz.

Yukarida ¢ doniisiimiiniin tantminda goriintii elemaninin bilesenlerini y,, y,,..., y,,, olarak

tanimlarsak, yani

2x 2x
— 1’ — 2 e . — n+l
Vi Y2 x, +1 s x +1

yazmak suretiyle bu esitliklerden diferansiyel alirsak

2 x, + 2 dxz,...,dyn+1:£dxl+idx

dy, =0,dy, = - 2__d
. V2 (x, +1)° x, +1 (x,+1)° x, +1

n+l



denklemlerini elde ederiz. Ayrica x +...+x,

n+l

=1 oldugunu da g6z Oniine alirsak bu

denklemden elde edecegimiz

xdx; = —(x,dx, + X,dX,.0)
ifadesini de hesaba katmak suretiyle
. o dy; +..+dy]
o (ds;)=a [—dyz : Dnsy
yn+1
_ (D 4 fdxz_ 2dx, "z“xdx L_d & x2
4x2, (q+D'\F T x+1F T (n+D) 2

n+l 2
> dx} + 1+L2(1—x12)
p +1 x, +1)

n+l

xn+l

n+1 i=1

elde ederiz. Boylece o doniisiimii sayesinde geri ¢ekme operatoriinii kullanarak bir
metrikten digerini elde etmis olduk. Simdi asagidaki doniisiime geri cekme doniisiimiinii

uygulayalim:

A:K = J,(x,...,x,,1) > (xl,...,xn,\/l— xl—...—x])
doniisiimiinde y, = x,, y, = X,,...,y, =X, Ve yoa=l=y =y - =y =l-x -~ X

alalim. Bu denklemlerden diferansiyel almak suretiyle

dyl = dxl"“’dyn = dxn ve yn+ldyn+l = _(xldxl +"‘+xndxn)

yazabiliriz.

Boylece,

7(ds§)=}/( > 2+dyzz+...+dy,f > 2 j
n+l n+l

2
2 1 2 (dx12+...+ dxj)+ (xldx1+---+ xndxn)
—x-

n

(I-x)—..—x})°

elde ederiz ki bu son ifade ds; metriginden ibarettir.



2.2. Stereografik izdiisiim Déniisiimii

Bu kisimda yukaridaki doniisiimleri tanimlayan bir noktadan merkezi izdiisim ve
daha cok kiireden bir diizleme olan veya kiireden kiireye tanimlanabilen stereografik

izdiisiim doniisiimiin tanimim verip bazi 6zelliklerini kanitlayacagiz.

Tamm 2.2.1. n+1 boyutlu Oklid uzayr R™"' ve bu uzayda n boyutlu kiire S" olsun.
S" kiiresinin giiney kutup noktast M noktasi ve bu noktadan kiireye c¢izilen teget

diizlemde P olsun. S" nin kuzey kutup noktasi N noktasi ise xe S"\ {N} olmak iizere x

noktasi ile N noktasin birlestiren dogrunun P diizlemini kestigi noktaya z(x) dersek 7

doniisiimii ile kiirenin her noktasini diizlemin bir tek noktasi ile eslestirmis oluruz. Bu

sekilde tanimlanan 7 doniisiimiine stereografik izdiisiim doniisiimii ad1 verilir.

Sekil 2.2. Stereografik Izdiisiim

Acilar1 koruyan doniisiimlere konformal doniisiimler denir. Simdi stereografik
dontigiimlerin  agilar1  korudugunu yani konformal oldugunu asagidaki teoremle

kanitlayalim.



Teorem 2.2.1. S",M ,S, Nvex yukarida tamimlandigi gibi olsun. O takdirde 7
stereografik izdiigiim doniisiimii S”\ { N} deki herhangi iki egri arasindaki agiy1 korur.

Kamt. Keyfi boyut icin analitik ispat yapacagiz. S"kiiresinin birim kiire oldugunu

kabul edelim. M ve N nin koordinatlart sirasiyla , M(0,...,0,-1) ve N(0,...,0,1) dir . Ayrica
P diizleminin denklemi x , =-1 dir ve 7:S5" = P,7(x)=(y,,...,y,,—1) doniistimii

tanimlidir.

Burada, 1y, = 1xi,l <i<n dir. Simdi P dizleminin Oklid metrigini

ds® =dy} +dy; +...+dy’ olarak alip geri gekme operatoriinii kullanarak bu metrigi kiire

yiizeyi ilizerine 7 (ds”) seklinde tasiyalim.

Burada,

7 (dy,) = —2 (dxi— i danJ,ISiSn.
xn+1_1

xn+l -

seklindedir. Ayrica xe " oldugundan asagidaki denklemleri de ifade edebiliriz;

2 2 2 2
X +x +..+x +x 1

n+l

xdx, +...+x,dx +x,  dx 0

18X =
Boylece,
7 (ds*)y=7x (dy} +..+dy)=7 (dy})+..+ 7 (dy))= (7 (dy)))’ +..+ (7 (dy)))’
yazilabilecegini dikkate alarak, yukaridaki {i¢ ifade kullanildiktan sonra gerekli
hesaplamalar yapildiginda

4

N
7 (ds™)= o e

2 2 2
(dx; +...+dx, +dx,))

buluruz. Bunun hesaplamas1 yukaridaki yaptiklarimizla aymidir. Boylece P diizlemi
listiindeki her noktada Oklid metriginin geri cekilmisi S” iistiindeki Oklid metriginin bir
pozitif kat1 oldugu sonucuna variriz. Diger taraftan, tanjant uzayda uzunluklarin bir pozitif
say1 ile carpilmasi acilan degistirmeyeceginden

7:S"\{N}—> P

doniisiimii acilar1 korur.



Sekil 2.3. gprve qp’r agilar

Simdi, teoremin ikinci kismi i¢in (n+1=3)-boyutlu hal icin aym zamanda yukaridaki
analitik ispattimizin diger bir sekli olan geometrik bir kanit verecegiz. Bunun icin (n+1)-
boyutlu Oklid uzayr R""'de n-boyutlu P ve P’ diizlemlerini goz Oniine alahm. Bu

diizlemler (n—1)-boyutlu Q diizlemi boyunca kesissinler. Sonra pg ve p’q dogru pargalari
esit uzunlukta ve Q ya dik olacak sekilde pe P,ge Q ve p’e P’ noktalarini alahm. Sekil
2.3. den goriilecegi iizere bu diizlemlerin arakesiti olan Q diizlemi iizerinde bir r noktasi
alirsak gpr ve gp’ragilan esit olur, benzer sekilde p’pr ve pp’r agilan da esittir.
Teoremin ikinci kismini kamitlamak igin oncelikle icinde x ve y yi bulunduran M
dogrusunun P yi kesmeyecegi gercegini gz Oniine alalim ve kabul edelim ki M, P yi

kessin. 7 doniisiimii M nin noktalarinda tanimli oldugundan 7z (x)ve 7(y) yi birlestiren
dogru 7 nin goriintii kiimesinde bulunur. Buna gére ye P diyebiliriz. Simdi P diizlemini
S" kiiresine yiizey kutup noktasi olan S noktasinda teget olacak bigimde alalim. P” diizlemi
de xe S" noktasinda S”kiiresine teget alinsin. p’e P° ve pe Pnoktalarim sirasiyla
p=7n(x)e P ve p'=xe P seklinde olacak sekilde ve r noktasi i¢inde y noktas: alinirsa
bu durumda p’pr ve pp’r agilarinin esit olacagini goriiriiz ki bu iddiay1 kanitlar.

Ug boyutlu halde gpr ve gp'r agilarimin esit olmasi 7 nin verilen bir egri ile belirli bir
teget dogrultu arasindaki agiy1 koruyacagim gosterir, yani pg ve p°q arasindaki aginin

korunacagin1 goriiriiz. Tanjant diizlemler bu hal i¢in 2-boyutlu oldugundan genel olarak

ispat tamamlanmis olur.



Teorem 2.2.2. (Kiirelerin korunmasi )

Bir onceki teoremde verilenleri varsayalim. Eger C, S"de N kuzey kutup noktasindan

gecen c-boyutlu bir kiire ise bu durumda C nin 7z altindaki goriintiisii 7z(C), P icinde c-
boyutlu bir diizlemdir. Diger taraftan eger C, N den ge¢miyorsa o zaman 7(C) goriintiisii P

icinde c-boyutlu bir kiire olur.

Kamt: Eger Ne C ise ispat kolaydir. Gergekten, bu durumda C,(c+1)-boyutlu bir
tek P° diizleminde kapsanir ve z(C)resmi ise P ile P nin arakesiti olan c-boyutlu bir

diizlem olur.

Eger C, N den gecmiyor ise yukaridaki teoremin analitik kismindaki gibi her seyin

varligin1 kabul edelim ve S"de birim kiire olsun. C nin bilyiik ¢emberlerin bir birlesimi

olmas1 durumunda ispati yaparsak diger biitiin haller icinde ispat yapilmis olur. Sonug
olarak R"'nin C deki vektorler tarafindan gerilen at vektdr uzaymin (c+2)-boyuta sahip

olacagim kabul edebiliriz. Bu alt uzay c=n—/ i¢in R""'in tamamida olabilir ve dolayisiyla

genelligi kaybetmemis oluruz.

C noktalarinda S” nin tanjant uzaylar1 y noktasinda bir koni olan konisel bir zarf
tamimlar ve y yi bulmanin en kolay yolu ise N yi kapsayan 2-boyutlu bir R diizlemini, C nin

r ve r° gibi iki zit noktasim ve r de CNRye teget 1(r) ve r’ de CNR ye teget t(r)
dogrularin1 gdz oniine almaktir. Bu durumda y noktasi #(r) ile #(r") nin kesim noktasi
olacaktir (Sekil 2.4. e bak). Siireklilik nedeniyle 7(y) noktasinin tanimli oldugunu kabul

edebiliriz.

Simdi iddia ediyoruz ki 7(y), #(C)nin noktalarindan esit uzakliktadir, béylece 7(C)
nin 7(y) merkezli bir kiire olacagini sonug¢landiririz.
Siireklilik nedeniyle sadece 7z(y) nin #(C)\S nin noktalarindan esit uzaklikta olacagini

gostermemiz yeterlidir. Boylece iddiay1 asagidaki diisiinceyi kullanarak ispatlayabiliriz.
xe C\S olsun ve x ve y yi kapsayan 2-boyutlu N diizlemini goz Oniine alalim. Bu
diizlemin x ve N den gecen dogru istiinde bulunan bir x* noktasi yx* dogru parcasi

7(y)7(x)dogru parcasina paralel olacak bicimde vardir. Yani Nz (y)z(x) ve Nx'y acilari
esittir. Bir 6nceki teoremin son kismina gére z(y)z(x) ve yxzm(x)acilar ya esittirler veya
birbirinin tiimleyenidir. Boylece xyx”iiggeni eskenar liggen olacagindan xy ve x’y kenarlari
birbirine esit olur. Boylece N x'y ve N7z(y)x(x) benzer iiggenlerinde karsilikli kenarlarin

oranlar1 dikkate alinarak
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AN.ZG) 47 y):d(NJf(y))d

d s =
(7(x), () d(N.y) d(N,y)

(x,y)

esitsizliklerini elde ederiz. Burada elbette ki N, y ve x(y) noktalar1 x = e bagh
olmadigindan oranlar birer sabittir, aym sekilde xe C , C bir kiire ve y, C nin merkezi
oldugundan d(x,y) de bir sabittir. O halde d(x(x),7(y)) bir sabit olur ki bu sonug bize

bir kiirenin 7 stereografik izdiisiim doniisiimii altindaki resminin de bir kiire olacagini

kanitlar.

Sekil 2.4.(Kiireden Kiireye Stereografik izdiisiim)

Tamm 2.2.2. S",R"" de kuzey ve giiney kutup noktalar1 sirasiyla N ve S olan n-
boyutlu bir kiire olsun. P diizlemi de S” in merkezinden gecen ve N ve S yi birlestiren
dogruya dik olan diizlem olsun. Eger x, S"\{N} herhangi bir nokta ise o takdirde P nin N
ile x den gegen dogru iistiinde bir tek 7’(x) noktasi vardir. Bu S"\{N} den P
diizlemine

7' :S"\[N} =P

seklinde bir stereografik izdiisiim doniisiimii tanimlar.
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Teorem 2.2.3. 7~ doniisiimii S”\{N}deki egriler arasindaki acilar1 korur ve kiireleri

diizlemlere veya kiirelere doniistiiriir.

Kamt. S"nin N=(0.......,0,1) ve S=(0.......,0,-1) olmak iizere R""" deki birim kiire
oldugunu kabul edelim. Teorem 2.2.1 den Vxe S"\{N} i¢cin 7z(x)=(y,,...,¥,,—1)

yazabiliriz. Burada
-2

Yi = 1

i

X

n+1

dir. Aymi sekilde ~ 7'(x) = (y, ,...,y,’,—1) dir. Burada

'xn+1 -

dir. Boylece 7’7, x nin bir 6teleme ve bir nokta silme islemi ile olan birlesim
doniisiimiidiir. O halde macgilar1 korudugundan ve kiireleri diizlemlere veya kiirelere
doniistiireceginden 7z de aym sekilde agilart korur ve kiireleri diizlemlere veya kiirelere

doniistiiriir.
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BOLUM 3

HiPERBOLIK GEOMETRI iLE MINKOWSKI UZAYI
ARASINDAKI iLiSKi

Dogal analitik modeller olmas1 nedeniyle Gauss, Lobachevski ve Bolyai nin Oklidyen
olmayan geometrilerinin hepsini hiperbolik geometri olarak isimlendiririz. Simdi modeli
aciklayalim.

Klasik olarak, uzay ve zaman bagimsiz biiyiikliikler olarak ele alinirdi ve bir olay

(X;5-er X,,,) € R"" seklinde koordinatlarla verilebilirdi. Burada x,,, koordinati zamam

gosterir ve metrik ise x;° +...+x”,, seklinde pozitif tamimli Oklid metrigi olarak almirdi.

n+l

hiperbolik uzay

acik koni

r=x

izdlgimun tanimlanmas

Sekil 3.1 Minkowski uzayi
Relativite teorisi bunlarin hepsini degistirdi. Diiz uzay -zaman geometrisinde 1s1k hizi

bir catiy1 referans olarak aldifimiz zaman sabit olmaliydi. Uzay-zaman geometrisinin

2
n+l

Minkowski modelinde yine R"*' alimir fakat uzaklig: tamimlamak igin x* +......+ x” —x

seklindeki tanimsiz metrik kullanilir. Isik konisi ile normu sifir olan noktalar (veya

vektorler) kiimesi olarak tanimlanir.
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Isik konisi iistiindeki (x,....,x,,x,,,) noktalar i¢in orijinden

1/2
(2 +..+x7)
seklindeki Oklid uzaklig1 x,,, zamanina esittir. Bu ise orijinden ¢ikan bir 1$1¢in hizmin

sabit olacag anlamina gelir. Oklid normunu . seklinde nokta ile 6klidyen olmayan normu
ise * seklinde y1ldiz sembolii ile gdsterecegiz.
Orijinden sabit uzaklikta olan noktalarin kiimesini gz 6niine alirsak bu kiimeler Oklid

uzay1 halinde cesitli yaricaplara sahip kiireleri, Minkowski halinde ise bir veya iki parcali
hiperboloidleri elde ederiz. Boylece R"" Oklid uzayindaki n-boyutlu birim kiireyi
S" Z{xe R™ :xx= 1}
ve n-boyutlu hiperbolik uzayi ise
{xe R x*x=-1}
kiimesi ile tamimlayabiliriz. Boylece hiperbolik uzay iki parcali bir hiperboloid’tir ve

yarigapin karesi -1 veya yarigcapi i = V=1 olan bir kiire olarak diisiiniilebilir.
Biz daha ¢ok iki parcali hiperboloid yerine bir parcali olan veya iki parcayi projektif

olarak 6zdeslestirmek suretiyle sadece bir parcali hiperboloid ile ¢calisacagiz.

3.1. BIR BOYUTLU HIiPERBOLIK UZAY

H" hiperbolik uzayini ve onun Minkowski i¢ ¢arpimi olan * dan (ki bu tanimsiz bir
metriktir) kaynaklanan igsel(kendisine 6zgii olan) metrigini anlamanin en iyi yolu n=/
halini anlamaktir.

pi(—0,00) = §'
p(0)=(,0) olacak sekildeki diizgiin bir egri olsun. Koordinatlarla bunu
p(t)=(x(t),y(t)) seklinde yazabiliriz. Burada x*+y>=1 dir. Bu denklemin

diferansiyelini alirsak

2x(X' () +2y(1)y' (1) =0

buluruz. Bunu p(#).p’(t) =0 seklinde de yazabiliriz. Bu ise p’(t) hz vektoriiniin Oklid

anlaminda p(¢) yer vektoriine dik olmas1 demektir.
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Ozel olarak p’(r) = k(t)(—=y(t), x(t)) yazabiliriz. Ciinkii S' cemberine p(t) noktasinda
teget olan uzay bir boyutludur yani, bir dogrudur ve (—y(t), x(¢)), p =(x, y) yer vektoriine
Oklid anlaminda diktir. Sekil (3.2)

‘(i)
3 p'(t) = (—sin,cost)
ﬁ"'-\. Fa - X
U, - plt) = (cost, sint)
() = (x(t), y(¥))
/ a P(t) = (x(t), y(t)) / i
{; A i / \ t = are length
: | . -
III J.II L1 !
\-1_____/ \5_____ /
genel yol pratik wal 1

Sekil 3.2.Paralel daire S'

Eger ilave olarak p(¢) nin sabit birim hizl1 oldugunu varsayarsak

1=|p" )] = k(O] J(=9)* + x* = k(1)

ve boylece k ==1 elde ederiz.k =1 alirsak p =(x,y) nin Oklid diizleminde bir ¢ember
etrafinda birim hizli olacak sekilde bir hareketi tamimlayacagimi goriiriiz. Sonug¢ olarak
tamma gore, ¢ ile birim ¢emberin Oklidyen yay uzunluguna, x=x(t) yi cost ile ve

y=y(t) yide sint ile 6zdesleyebiliriz. Boylece,

d . d .
—(cost)=—sint ve —(sint)=cost
dt( ) dt( )

olmasi iddiamizi kanitlamis olur.
Formiillerde, k=1 alarak x ve y nin (yani cost ve sint) asagidaki diferansiyel denklem

sistemini x(0)=1 ve y(0)=0 baslangi¢ kosullariyla birlikte sagladigin1 goriiriiz:

x'(1) = —y(1), y' (1) = x(1)
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Asagidaki kuvvet serisi agilimlar1 kolayca elde edebiliriz:

2 4

t

cost=1—-—+——...,
21 4!

. P

sint=1-—+ —— ...,
31 5!

H' deki hiperbolik haldeki hesaplama igin (1,0) baslangic noktas: yerine (0,1)
baslangi¢ noktasin1 almamiz, S' yerine H' i ve Oklid i¢ ¢arpimi olan . yerine hiperbolik i¢
carpim olan * +1 yerine -1, Oklid yay uzunlugunu hiperbolik yay uzunlugu ile cost yi
cosht, sint yi sinht ile yer degistirmemiz gerekecektir.

Simdi, p(0)=(0,1)olmak iizere
pi(=eo,00) > H'
seklindeki  diizgiin  egriyi goz oniine alabm. x*—y*=-1 olmak iizere
p(t) = (x(t), y(t)) koordinat gosterimini alip x*—y”>=-1 denkleminin diferansiyelini

alirsak

2x(0)x' () =2y(1)y' (1) =0

buluruz ki u p(#)* p*(t) =0 i¢ ¢carprmindan bagka bir sey degildir. Yani, p*(¢) hiz vektorii
hiperbolik anlamda p(z) yer vektoriine diktir. H' in p(¢) noktasindaki tanjant uzay1 bir
boyutlu oldugundan ve (y(z),x(t)) vektorii p=(x,y) yer vektoriine hiperbolik anlamda dik
oldugundan 6zel olarak

p () =k(®)(y(0), x(1))

yazabiliriz.

flaveten p(t) nin hizinin sabit ve 1 oldugunu varsayarsak

1=[p )] = |ky* = *

yazabiliriz ki buradan k=zx1 elde ederiz. k=1 alirsak p=(x,y) nin Minkowski

- |k

diizlemindeki birim hiperbol boyunca sag tarafa dogru hiperbolik anlamda sabit 1 birim
hiz1 ile hareket ettigini goriiriiz. Dolayisiyla tanima uygun olarak t yi H' birim hiperbolii

istiindeki yay uzunlugu ile x=x(z) yi sinhz ve y=y(¢) cosht olarak tanimlayabiliriz,

boylece di(cos t)=—sint ve di(sin t) =cost oldugundan iddiamizi kanitlamis oluruz.
t t
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Sekil 3.3.Hiperbolik Dogru

Formiillerde k=1 alarak x ve y nin (sinht, cosht) x(0) =0, y(0) =0 baslangi¢ kosullar ile

x'(t) = y(1),y'(t) = x(1)

diferansiyel denklem sistemini sagladigini gosterebiliriz. O halde sinht ve cosht nin

asagidaki kuvvet serisi agilimlarin1 uygulama suretiyle sonuca ulasiriz.

2 t4
coshtr=14 —+ —+ ...,

21 4!
3 5
sinht =1+ t—+ t—+
31 5!
3.2.HIiPERBOLIK DUZLEM

3.2.1. izometriler

Sabit negatif egrilik bir metrigi H tist yar uzayi {istiinde

dx” +dy’
y2
metrigi ile modellenir ve bu uzaya hiperbolik diizlem adi verilir. Bu uzay R’ deki metrikten
indirgenen birinci temel formu g6z almadigimizdan soyut bir yiizey tanimlar, ancak yinede
geometrik agidan her seyi calisabilecegimiz sekilde yeterli bir tanimlamaya sahiptir. Once

H nin kendi {izerine olan izometrilerini gdz dniine alalim.
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a,b,c,d e R ve ad —bc >0ise

_az+b
cz+d

ey

=

seklindeki Mobius doniisiimii H den H ye birebir ve orten olan diizgiin bir doniisiime

kisitlanabilir ve inversi

seklindedir.
2 > 4lawl?
du +2dv = | W| 5 denkleminde
e
we az+b ve dwe a claz + bz) de = (ad — bcz) iz
cz+d cz+d (cz+d) (cz +d)

doniigiimii yapilirsa
4(ad —be)* |dz|’
— — 2
‘(az+b)(cz+d)—(az+b)(cz+d)‘

4ad —be)*|dz["  4ldz]"  dx+dy?
- 2 T 2

(ad ~be)z-2)  |o-% y

denklemleri elde edilir.
O halde bu M&bius doniisiimii H den H ye bir izometridir. Boylece z — -7 ve boylece
de

b—ag
7= = ()
d-cz

seklindeki bileske doniisiimii H den H ye birer izometridir.

Birim D diski iizerinde

du® +dv*

(1_u2 _v2)2

metrigini diigliniirsek H ye izometrik olur ve boylece H i¢in ifade edecegimiz herhangi bir

seyi aynen D i¢inde ifade edebiliriz.
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Hiperbolik diizlemin birim disk modelinin f : D — D izometrileri de Mdbius

doniisiimiidiir, ancak bu izometriler yonlendirmeyi korumali veya z — -7z ile Mobius
doniigiimlerinin bileskeleri yonlendirmeyi tersine ¢evirmesi gereklidir. D yi kendi iizerine

doniistiiren Mobius doniisiimleri ae D ve @€ R olmak iizere

z—)w:e”(z_aj
1-az

seklinde verilir. Bunlar birer izometridir, ¢iinkii w nin yukaridaki ifadesi ve

dw = e" Md
(1-az)’

ifadesini  4(1 — |w|2 )"2|dw|2 de yerine yazarsak
41|27

elde ederiz.
H nin izometrilerinin grubu Isom(H), H tistiinde gegismeli olarak hareket eder.
Bunun nedeni a +ibe H ise o zaman b>0 ve boylece z —>bz+a
dontisimii H nin iyi a+ib ye tasiyan bir izometrisi olmasidir. Benzer sekilde D birim
diskinin izometrilerinin Isom(D) grubu D iistiinde gecismeli olarak hareket eder ciinkii
ae D ise bu durumda

Z—a

e —
l—az

doniisiim ayr 0 a resmeder. Isom(D) nin sifir1 sabit tutan biitiin izometrilerinin alt grubu

sifir etrafindaki

z—e”z  seklindeki donme hareketleri ile 7z ——7 seklindeki doniisiimlerden

ibarettir.
3.2.2.Jeodezikler

Hiperbolik diizlemin jeodezik denklemlerini kolayca ¢ozebilirizz E=G=1/y* ve

F=0 olup bunlarin x den bagimsiz olmasi nedeniyle ilk jeodezik denklem
d , , 1 %) ’ 7 ’2
—(Eu"+Fv)=—(Eu"+2Fuv +G,v")
ds 2

seklinden
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sekline indirgenir ve boylece
X =cy’ (3)
buluruz. Bu denklemlerdeki parametre yay uzunlugu oldugundan
x4y
= @
y

x"yerine cy” yazilirsa
2_4 72
cy YT

2

y
dir. Eger c¢=0 ise x =sbt elde ederiz ki bu y-eksenine paralel bir dogrudur. ¢ #0
oldugunu kabul edelim (3) ve (4) den

veya

elde ederiz ki bunun integrali

veya
(x—a)*+y’ :Ciz

seklindeki merkezi reel eksen iizerinde bulunan bir yar1 cemberdir.
Hdan D ye

w—1i

w—z= :
Wi

seklinde verilen izometri jeodezikleri jeodeziklere resmeder ve bu cember ve dogrular
cember ve dogrulara resmeden acilar1 koruyan ve reel ekseni C deki birim ¢embere

doniistiiren C U {e} — C U{e} seklindeki bir Mobius doniisiimiinii H ya kisitlanmigidir.
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Bundan dolay1 D deki jeodezikler, D deki birim cemberi dik agiyla kesen ¢cemberler veya

Y

/ \

/ _ |
I. ~ /

(e /
Sekil 3.4.

Simdi jeodezikleri kullanarak herhangi bir izometrinin yukaridaki gibi Mdobius

dogrulardir.(Asagidaki gibi)

doniisiimii oldugunu gosterebiliriz. Boylece F: D — D bir izometri olsun. F(0) 1 sifira
resmeden bir G Mobius izometrisini alirsak GF nin de Mobius doniisiimii oldugunu
kanitlamamiz gerekir. Bu sifir1 sabit tutan bir izometri oldugundan sifirdan gecen
jeodezikleri sifirdan gecen diger jeodeziklere resmeder. Bu doniisiim agilart da korur
boylece o jeodezikler iizerinde donme veya bir yansima seklinde hareket eder. Bu
uzakliklar1 da korur ve bu nedenle bir jeodezik iistiindeki orijinde r uzakligindaki bir
noktay1 yine orijinden ayni uzaklikta bulunan bir diger noktaya resmeder. Ancak yukarida
belirttigimiz iizere R: z— e'’z seklindeki her bir donme hareketi bir Mdbius izometrisi
oldugundan bununla olan bileske doniisiimii icin RGF=1 ve F=(RG)™" in bir Mobius

izometrisi oldugunu goriiriiz.

3.3.3. Acilar ve Uzaklhiklar

H ve D deki hiperbolik agilar H ve D nin birinci temel formlart E=G ve F=0
esitliklerini sagladiklarindan Oklidyen agilarla aymdir. Noktalar arasindaki uzakliklar ise
bu noktalar1 birlestiren jeodezik yaylarin uzunluklari ile verilir. Ornegin (-1,1) araligi D

birim diski iizerinde bir jeodezik oldugundan O dan herhangi xe (—1,1) noktasina olan

uzaklik [0,x] dogru parcasinin hiberbolik uzunlugu olarak
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X

I\/Eu'z +2Fu Vv +GVv?dt = J . d ~=2tanh' x
) _

0

seklinde verilir, burada u(t)=t ve v(t)=0 ve E=G=(1-u" —v*)” ve F=0 dir. Simdi a,be D

olsun

o b—a |b-a
l—ab |1—ab

reel ve pozitif olacak sekilde @€ R yi belirleyebiliriz, boylece sifirdan uzakligim

2tanh™ b;_a‘
1—ab
olarak buluruz.
7" < _ﬁ
1—az

[zometrisi uzakliklari korudugundan ve a’ y1 sifira ve b’ yi de ¢®(b—a)/(1-ab) ye
gotiireceginden D iistiindeki a ve b arasindaki uzakligi

b—a

d,(a,b)=2tanh™

Benzer sekilde H” daki hiperbolik uzakliklari soyle bulabiliriz: 6nce A€ [1,00] olmak

tizere iden Ai‘ye olan uzakligi bulalim. Bunu sanal eksen iizerindeki i den Ai ye olan

jeodezigin uzunlugu olarak

A

J‘%zlogﬂ

1

seklinde buluruz, sonra verilen a,be H icin H nin a’y1 i'ye ve b'yi de bir A€ [l,00] igin
Ai“ye gétiiren bir izometrisini bulmak suretiyle bunu kullanarak a dan b’ ye olan uzakligi
elde edebiliriz. Diger bir yol ise soyledir:

w—I

w—z=——
w1

Doéniistiimiit H dan D ye bir izometri tanimlayacagindan a,be H noktalarn arasindaki
hiperbolik uzaklik bu noktalara yukaridaki doniisiimiin karsilik getirecegi D nin (a-i)/(a+i)

ve (b-1)/(b+i) noktalar1 arasindaki hiperbolik uzakliga esit olacaktir ki bu
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a—1 b—1i

d,(a,b)=d,—
a+i b+i
ot [P D@D =@ D| ‘b—g
(a+i)(b+i)—(a—i)(b—1i)| b—a

seklinde bulunur.

3.3.4.Hiperbolik Ucgenler

Bir A hiperbolik iicgen sdyle tanimlanir:

H veya D de ii¢c nokta verilsin. Bu noktalar1 birlestiren jeodezik parcalarin
olusturacagr ilicgenA tliggenini tanimlar. Gauss-Bonnet teoreminden bir {iggenin i¢
acilarinin toplaminin

A+ B+C =7—Anm alan
seklinde verilecegini elde edebiliriz. Bir veya birden fazla kosesinin sonsuzda oldugu
hiperbolik iicgenleri diisiinebiliriz. Bu sonsuzdaki koseleri H veya D nin sinir1 {istiinde
diisiiniiriiz. Bu ti¢cgenleri sonsuzda olan koselerinin sayisina gore asimptotik, 2-asimptotik
veya 3-asimptotik seklinde isimlendirecegiz. H veya D nin biitiin jeodezikleri sinirda dik

aci ile kesiseceklerinden sonsuzdaki bir kosedeki aciy1 daima sifir olarak alinz.(Sekil 3.5)

Sekil 3.5

Teorem 3.2.1. (Hiperbolik Uggenler icin Kosiniis Kural)
A, D de koseleri a,b,c olan bir hiperbolik {icgen ve
a=d,(0b,c),f=d,(a,c)vey=d,(a,b)

ise A nin ¢ kosesindeki ic agis1 8 olmak iizere

23



cosh = cosh @ cosh f —sinh asinh B cos 8
dir.
Kamt. D nin izometrilerinin grubu D iistiinde gecismeli hareket edeceginden c=0

oldugunu kabul edebiliriz. Ayrica,

7k e’z
seklindeki donme hareketleri sifir1 sabit tutan izometriler oldugundan a nin reel ve pozitif

oldugunu kabul edebiliriz. Boylece

S =2tan"'(a)
dir ve buradan
B
a = tanh(=—
( > )
elde ederiz. Benzer sekilde
b—a

tanh(y/2) = =
(y/2) ‘1 -

olmak iizere
b=e" tanh(ar/2)
elde ederiz

1+tanh®(y/2)

=cosh
I—tanh?(y72) O @)

oldugunu g6z 6niine alirsak

cosh(y) = ‘1_:11)‘2 - |b_a|2 _ a4+ |a|2)(1+ |b|2)— 2(ab + ab)
‘1—5b‘2—|b—a|2 (1—-la[ )1 -|p[)

yazabiliriz. Aym sekilde

1+]a]” 1+ tanh?(B/2) _
1 |af "~ 1-tanh>(B/2)

h

ve benzer sekilde

2(ab + ab) _ 2tanh(/2) tanh(B/2)(e” + )
(1=la|Ha-1p[") sech’(a/2)sech®(f12)

= sinh @ sinh f cos @

iken
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1+|b|2

—-=cosha
-]

buluruz ki bu ispati tamamlar.

Teorem 3.2.2.(Hiperbolik Ucgenler i¢in Siniis Kural1)
A, koseleri a,b,c ve bu koselerdeki i¢ acilar1 A, B, C olan bir iicgen olmak iizere
a=d,(0b,c),p=d,(a,c)vey=d,(a,b)
diyelim. Bu durumda

sinA _ sinB _ sinC
sinha sinh 8 sinhy

dir.
Kamt: Teoremin ispatini 2 sekilde yapabiliriz:
1) sinh® @sinh® Bsin® C yi «, 8,y ya gore simetrik olan cosha ,cosh B ve coshy
cinsinden ifade etmek icin Kosiniis kuralin1 kullaniriz.
sinh® sinh® B sinh® C =sinh” asinh” ysinh® B = sinh” ysinh” Bsinh® A
2) Once C=7x/2 ise A ya Kosiniis kuralim iki farkli sekilde uygulamak suretiyle
sin Asin ¥ =sinh & oldugu ispatlanir, sonra A nin bir kdsesinden kars1 kenara bir dikme
inmek suretiyle genel olarak sonuca ulasiriz.
Gauss-Bonnet teoremi ve bu teoremin 6zel hallerini kullanarak asagidaki teoremi ifade
edebiliriz:
Teorem 3.2.3.(Hiperbolik ii¢ggenlerin alanlar1)
i) 3-asimptotik bir A hiperbolik tiggenin alani, 7 dir.
ii)Bir i¢c acis1 «a olan 2-asimptotik bir A hiperbolik {iggenin alam 7z —adir.
iii)i¢ agilar1 @ ve B olan bir asimptotik A hiperbolik liggenin alam1 7—a— 3 dir.
iv) I¢ acilart &, Bve ¥ olan bir asimptotik A hiperbolik iicgenin alam 7—a— -y
Tammm 3.2.1. Ucii ayn1 hiperbolik dogru iizerinde olmayan A, B, C noktalariin
hiperbolik dogrularla birlestirilmesiyle olusan sekle hiperbolik iiggen denir. Eger A, B,C
noktalar1 sirasiyla s > O, k > 1 olmak iizere (O, k), (s, t), (O, 1) koordinatlarina sahipseler
olusan iicgen standart durumdadir.
Teorem 3.2.4. Ust yar1 diizlemdeki her hiperbolik iicgen izometrilerle standart duruma

getirilebilir.
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— A A_—
B B
1
C
— C‘:’] ‘
B B
A A
1.Durum 2.Durum
Ai
B
C
A
B
C
E=C D

3.Durum

Sekil 3.6. Hiperbolik Uggenin Standart Duruma Getirilmesi

Kanit: Bu teoremi ii¢ durumda ispati su sekildedir. Birinci durumda AABC
hiperpolik ii¢geninin koseleri C = (0,1), s > O olmak iizere B = (s, t) ve k <1 olmak
tizere A = (O, k) seklinde olsun. Bu durumda AABC hiperbolik iiggeni
Do,1 ¢emberde yansima doniisiimii ile standart duruma doniisiir.

Ikinci durumda A ABC hiperbolik iicgeninin koselerinin ikisi y ekseni iizerinde
A =(0,a) ve C = (0, c) noktalar1 olsun. Eger s < 0 ise y-ekseninde yansima yaparak s

> 0 elde ederiz. Boylece B = (s, 1) kosesi i¢in s > 0 varsayabiliriz. Bu durumda D -

inversiyonu uygularsak

loc|oc|=R?
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cloc|=We Y

loc’|=1

buluruz. Boéylece AABC hiperbolik iicgenini standart duruma veya birinci durum-
daki hiperbolik ticgene doniismiis olur.

Son olarak AABC keyfi bir hiperbolik iicgen olsun. AC kenarinin x-eksenini kestigi
noktalart1 D ve E olarak adlandiralim (Sekil 3.6). Yatay otelemeler iist yar1 diizlem
modeli i¢in izometri oldugundan E=0 orijin olarak alabiliriz.

Bu durumda D=(d,0) olur ve yansima ile A ve C noktalarindan gecen hiperbolik
dogruyu y eksenine gonderebiliriz. Boylece standart olan veya ilk iki durumdan
birine uyan bir hiperbolik iicgen elde etmis oluruz. Boylece iist yar1 diizlem
modelinde verilen herhangi bir hiperbolik iiggen bu modelin izometrileriyle standart
duruma getirilmis olur.

Simdide teorem 3.2.3 ile verilen (iii) durumun ispatini yapalim.
Kamit: Bu hiperbolik iiggenin ideal kosesini A,agis1 £ olan koseyi B, diger

koseyi de C olarak adlandiralim. Burada genelligi bozmadan A = « , BC kenarinida
O merkezli r yarigapl hiperbolik dogru iizerinde alabiliriz(Sekil3.7)
Bu durumda OB 'nin x-ekseni ile yaptigi ag1 £ , OC 'nin x-ekseni ile yaptigi ag1 ise

7 —«aolur. Boylece AABC hiperbolik iiggeninin hiperbolik alani

recosfB

HA(ABC)= | Tizdydx
reos(z-a) ;g2 Y

Sekil 3.7. Bir kosesi ideal hiperbolik iicgen
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Ile verilir. Bu integrali hesaplarsak

rcos 8 _ e
HA(ABC) = j [—1} dx
y rr—x?

—rcosa

rcos 8 1
———dx

J. 2 2
—rcosa NI —X

recosf}
. X
arcsin —
r —rcosa

= arcsin(cos ) — arcsin(—cos &)

b2 b4

==—-f+=-«
2 b 2

=r-a-pf

elde ederiz boylece ispat tamamlanmis olur.
Son olarak teoremin (iv) durumun ispat1 soyledir.

Kamt: Teorem 3.2.4 ‘i kullanarak AABC hiperbolik iiggenini standart durumda
varsayabiliriz.

D = o olarak adlandiralim. Béylece ADAC ve ADBC

Sekil 3.8. Hiperbolik Ucgen

ticgenleri bir 6nceki ispatla hesapladigimiz tiirden hiperbolik ticgenlerdir. Boylece

AABC hiperbolik iiggeninin alam

HA(AABC) = HA(ADBC)-HA (ADAC)
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olur. Burada DAC a¢is1 7 —¢« 'dir. Zagiy1 gostermek iizere

HA(AABC)= n—f—-4DCB—(r—(mr—a)— £DCA)
=r—f—y—4DCA—(n—(r—a)— £LDCA)
=7—f—y—2ZDCA-a+ ZDCA
=1-a-p-y

elde ederiz.

Sonug. ideal hiperbolik iicgenin alan1 7 ’dir.

Kamit. AABC ideal hiperbolik iiggeni verilsin. Bu hiperbolik {ii¢genin ig
bolgesinde bir O noktast alalim. Bu O noktast ile A, B, C noktalarindan gecen
hiperbolik dogrulann ¢izelim ve kenarlan kestikleri noktalan sirasiyla F, E, D
olarak adlandiralim. Burada O noktasinda kesisen hiperbolik dogrular arasindaki
acilarin toplam1 27 °© dir. Diger taraftan ZADC+ 4BDC =xn , ZAEB+/BEC =7 ve
LAFC+ ZAFB =7 esitlikleri vardir. (Sekil 3.9) Boylece AABC hiperbolik iicgeninin

alam

Sekil 3.9 Poincare disk modelinde ideal iiggenin bdliinmesi

Teorem 3.2.3. kullanarak
HAAABC)=6r-2r—n—n—7n="7
elde edilir.
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Sonug¢. Bir hiperbolik tiggenin maksimum alana sahip olabilmesi icin gerekli ve yeterli

kosul ideal hiperbolik tiggen olmasidir.

Kamt. Herhangi bir hiperbolik iiggen bir ideal hiperbolik {icgen tarafindan
icerilir. O halde maksimum hacimli hiperbolik iicgen ideal olmalidir. Diger taraftan
biitiin ideal hiperbolik iiggenlerin alanlar1 7 oldugundan, ideal ticgenler maksimum

alana sahiptir.

3.3.5.Kompleks Analiz ve Hiperbolik Diizlem

Hiperbolik diizlemdeki jeodezik, tiggenler ve diger biitiin metrik kavramlar1 hiperbolik
diizlem iistiindeki holomorfik fonksiyonlar ile belirleyebiliriz, o nedenle hiperbolik
parametreyi kompleks analizin bir brang1 gibi diisiinebiliriz. Asagidaki teorem bunun bir

gostergesidir.

Teorem 3.2.5. f : D — D seklindeki herhangi bir holomorfik homeomorfizm hiperbolik

metrigin bir izometrisidir.

Kamt. Bunun i¢in Schwartz’in lemmasim kullanacagiz. Bir izometri uygulamak

suretiyle f(0) =0 oldugunu farz edebiliriz. fnin resmi D oldugundan | f(@ | <l,zeD

yazabiliriz. Simdi f(0)=0 , f,(z) :% holomorfik oldugundan r</ yarigaplh bir diske

maksimum prensibini uygulayarak
1
|fi(2)| <=
’

buluruz ve r — 1 iken limit alarak | fi (z)| <1 veya

[/ @)=l
elde ederiz. f bir homeomorfizm oldugundan ve inversi ayni esitsizligi saglayacagindan
2| <|f(2)|

ve Vze D, | f,(2) | =1 buluruz. Bu esitlik bir i¢ noktada da dogru oldugundan fonksiyon c

gibi bir sabit olmak durumundadir, boylece f,(z)=cz ve |f(z) |=|z | oldugundan
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f(D)=e"z
elde ederiz ki bu f nin bir izometri oldugunu gosterir. Yukaridaki teorem C iginde aynen

saglanir, yani

Teorem 3.2.6.Herhangi bir f :C — C holomorfik homeomorfizm a # 0 olmak iizere
f(z) =az+b seklindedir.
seklindeki teoremi ifade edebiliriz.
Eger |a |=1 ise bu fonksiyon dx’+dy’ seklindeki Oklidyen metrigin bir

izometrisidir. z+> Az seklindeki klasik geometride ortaya g¢ikan biiyiiklik degistirme

fonksiyonu benzer sekildedir ancak iiggenlere esdeger yapilamaz.

Kamt: |z |> R i¢in g(z)= f(1/z) fonksiyonunu gbz oniine alalim. g nin z=0 da bir

esas singiiler noktaya sahip oldugunu farz eldim. O takdirde Weierstrass teoremine gore z

yeteri kadar kiigiik ise g(z) herhangi bir kompleks sayiya istenildigi kadar yaklastirilabilir

ve Ozelliklede f altinda {z: |Z | < R} nin yer alan noktalara yaklastirabiliriz. f nin birebir ve

tizerine olmasi nedeniyle bu bir ¢elismedir. Boylece g, sonsuzda en ¢ok bir kutup noktasina
sahip olabilir, o halde bu nedenle f(z), herhangi k.ninc1 dereceden bir polinom fonksiyon
olmak zorundadir.

Diger taraftan bu durumda f(z)=c, c nin degerlerine karsilik en cok k ¢6ziime sahip olur

ve f birebir ve lizerine oldugundan k=1/ olmak zorundadir, boylece
f(x)=az+b
elde ederiz.

Bu sonuglar hepsi tamamen kompleks diizlem ve onun alt kiimeleri i¢in gegerlidir.
Aslinda hiperbolik geometri kompakt Riemann yiizeylerini ¢alisirken cok 6nemli bir rol
oynar. Bir Riemann yilizeyi iistiinde yerel holomorfik koordinatlar holomorfik
dontigiimlerle iliskilidirler ve bunlar agilart korurlar. Bir Riemann yiizeyi iistiinde iki
diizgiin egri verildiginde bu egriler arasindaki agiy1r tanmimlamak anlamlidir ve bu
konformal yapiyr tamimlar. Bir metrik aym1 zamanda acgilarida tamimlar, bu nedenle bir
Riemann yiizeyinin konform yapisiyla metrikleri bagdastirabiliriz. z lokal koordinati i¢in

bdyle bir metrik

fdzdz = £(dx* +dy*)
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seklindedir. Asagidaki teorem ¢ok 6nemli bir sonuca ulasir.

Teorem 3.2.7.Her kapali X Riemann yiizeyi, yiizeyin konformal yapisiyla bagdasan
sabit Gauss egrilikli bir metrige sahiptir.

Gauss-Bonnet teoremi ile K>0 olmas1 X’ in Euler sayisi y(X) in pozitif olmasi
dolayistyla X in bir kiire olmasini gerektirir. Eger K=0 ise bu (X)=0 yani X in bir tor
yiizeyi olmasini gerektirir. Eger K<0 ise bu y(X) <0 olmasin1 gerektirir.

Bu sonucun kaniti oldukca zor olup literatiirde Riemann mapping teoremi olarak bilinen

derin bir teoremin sonucudur.
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BOLUM 4

HIiPERBOLIK TRIGONOMETRI

Trigonometri bir iicgenin kenar ve acilar1 arasindaki bagmtilardan ibarettir. Oklid
geometrisinde trigonometrik fonksiyonlar1 tanimlamak igin benzer iicgenleri kullaniriz,
ancak benzer tiggenler teorisi hiperbolik geometri icin gecerli degildir. Bu nedenle
hiperbolik geometride trigonometrik fonksiyonlar1 herhangi bir reel say1 i¢in kuvvet serisi
acilimlarini kullanmak suretiyle tamimlariz.

Hiperbolik trigonometrik fonksiyonlari

X —X
. e —e
sinh x =
2
X —X
e +e
coshx =
2

sinhx e '—e™
tanh x = =

coshx e +e "

seklinde tanimlariz.

n

X

VxeR igin e* =Z serisi yakinsak oldugundan hiperbolik trigonometrik
n=0

n!

fonksiyonlarm kuvvet serisine agilimlari

I 2n+1
sinh x = z x
= 2n+1)!
I xZn
coshx =
,,Z:;’ (2n)!

seklinde verilir ve bunlar biitin xe€ R sayilan i¢in yakinsak olur. Gercekten, kompleks

analiz kullanarak i=+/—1 dersek

. C .. X
sinh x = —isin(ix) =i sin(—)
i

cosh x = cos(ix) = cos(ﬁ')
l

oldugunu kolayca elde edebiliriz.
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Diger taraftan asagidaki hiperbolik trigonometrik 6zdeslikleri hemen ifade edebiliriz:

cosh” x—sinh”* x =1
cosh(x + y) = cosh x.cosh y +sinh x.sinh y

sinh(x + y) = sinh x.cosh y +sinh y.cosh x

T (0,%) — H’ doniisiimii ile Poincare modelini H> de tanimlarsak

sin 7 (X)=sechx

4.1)
cos 7 (X)=tanhx 4.2)
tan 77 (x)= csch(x) 4.3)

oldugunu ifade edebiliriz. Ornegin

sin 7 (x) =sin(2arctane™™)
= 2sin(arctan e ") cos(arctane ™)

e 1
) -y
(1+e"2”J (ex+e_2xj

1

cosh x

=sechx

Simdi ABC iiggeninde Poincare uzakliklarini
a=d,(B,C) ,b=d,(A,C), c=d,(A,B)

seklinde gosterelim. Orijinden B noktasina olan uzaklik x=d,(0,B) olsun. t=d,(0,B)
ise 0 dan B ye Oklidyen uzaklik olsun.

. L+t

e :1— ifadesini kullanarak

sinh x = >
1-1¢
1+¢

coshx = 5
1-1¢

tanh x = >
1+1¢

elde ederiz.
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Teorem 4.1. ABC dik iicgeni verilsin. Eger C agis1 dik ac1 yani % ise bu durumda

sin A = sinh a cos A = tanh b
sinh ¢ tanh ¢ 4.4)
coshc =coshacoshb 4.5)
coshq = 054 (4.6)
sin B

dir.

Hiperbolik halde bu teoremi kanitlamadan once Oklidyen geometride bir dik iicgen icin
verilen formiillerle karsilagtiralim:

1. Pisagor teoreminin hiperbolik benzeri denklem (4.5) ile verilir:

coshc =coshacoshb

c a a' b* b
I+—+—+. .= l+—+—+. || +—+—+...
21 4! 20 41 20 41

a’> b’
_1+(E+E)+m
seklindedir. Boylece, eger ABC licgeni yeteri kadar kiiciik ve dolayisiyla a,b,c nin yiiksek

dereceli kuvvetleri ihmal edilirse o zaman

2
C

I+—= 1+l(a2 +b%)
2 2
cc=a’+b’
yazabiliriz.

2. Denklem (4.4) yeterince kiiciik ABC ii¢geni icin sinA = 2 Ve cosA= b alabilecegimizi
c c

ifade eder.
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Dik iicgenlerin A acisim sabit tutup, ¢ nin sifira yaklastigin1 goz oniine alalim. a{c ve

a — 0 yaklagirsa

.1 ~ ! :l. ! :l(l—u+u2—u3+...)
sinh x ¢ cl+u c
c+

yazabiliriz, burada lin(} =0 dir. Boylece,

!

sinha a a a'

== (l+—+—+..)(U-u+u’*—u’+...
sinh ¢ c( 31 5! ) ( )

a
C

yazabiliriz. O halde

. a .. sinha .
lim—=1lim =sinA
c—0 Cc c—0 sinhc

dir.
3) Denklem (4.6) ve Denklem (4.5) deki ikinci esitlik Oklidyen paralelligin olmadigim ve

acilarin kenar uzunluklarini belirleyemeyecegi durumda s6z konusudur.

Once H da bir P =ie” noktasinin i ye olan uzakhigmin p oldugunu ifade edelim.

]

seklindeki doniisiimiin H y1 D ye resmedecegini biliyoruz. Bu durumda ¢(i) =0 dir ve

lie") =

ie’ —i )4
=i tanh(—
e’ +1 ( 2 )
dir.
Boylece D de sifirdan p kadar hiperbolik uzaklikta olan bir nokta, sifirdan tanh(g)

kadar Oklidyen uzaklhiktadir. Boylece C acist dik olan ve kenar uzunluklar

|AC | =b ve |BC | =a olan ABC dik iiggenimizi Poincare dik modeli olan D de kosullari

C=0, A= tanh(g) , B=i tanh(%) olan iiggen olarak secebiliriz.
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Sekil 4.1. D de Dik Ucgenler

Ancak hesaplarimiz1 kolaylastirmak icin yukarida sag taraftaki iliggendeki gibi A=0
alabiliriz. Bunun icin D nin bir ¥ izometrisini A y1 sifira resmeden ve AC yi kendine
resmeden bir izometri olarak bulmamiz gerekir. Boylece
¥A)=0, y)=1ve y-1)=-1
olmalidir. O halde
(z, AL=1) = (2,0;1,=1)

den

oldugunu elde ederiz. Simdi ¥ y1 B ye uygularsak

—B+1 —itanh(a/2)+tanh(b/2)

Y(B) = =-
AB-1  itanh(a/2)tanh(b/2)—1

O halde ispat1 yapabilmek i¢in D deki ABC ii¢geni i¢in

A=0

B —itanh(a/2)+tanh(b/2)
itanh(a/2)tanh(b/2)—1

C=—tanh(b/2)

kosullart saglanmalidir.
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Kamt: Hiperbolik Pisagor teoremini kanitlamak igcin A=0 noktasini orijin kabul

edebiliriz. B nin sifira olan uzakligi tanh(%) oldugundan

-B+A
AB-1

c
tanh(—) =
o]

tanh’(a/2)+tanh’(b/2)
tanh’(a/2)tanh’(b/2)+1

tanh?($) =
(2)

buluruz.
Hiperbolik  trigonometri ~ 6zdesliklerinden sech’x=1-tanh’ x oldugu kolayca
gosterilebilir, boylece
sech’(c/2)=1—tanh*(c/2)

_ tanh®(a/2) tanh®(b/2)— tanh*(a/2) — tanh*(b/ 2) +1
tanh’(a/2)tanh*(b/2) +1

_(tanh*(a/2)—1)(tanh*(b/2)—1)
tanh’(a/2)tanh*(b/2)+1

(tanh®(a/2) tanh*(b/2) +1)

cosh’(c/2)= > >
sech”(a/2)sech”(b/2)

=(tanh*(a/2)tanh*(b/2)+1)cosh’(a/2)cosh’(b/2)
=sinh*(a/2)sinh*(b/2)+cosh’(a/2)cosh’(b/2)
=2cosh*(a/2)cosh’(b/2)—cosh®(a/2)—cosh’(b/2)+1
Tekrar cosh2x=2cosh> x—1 6zdesligini kullanarak
coshc=2cosh’(c/2)-1
=4cosh®(a/2)cosh’*(b/2)—2cosh*(a/2)—2cosh*(b/2)+1
=(2cosh’(a/2)—1)(2cosh’(b/2)—1)
=coshacoshb
elde ederiz.

A y1 orijin olarak aldigimizdan ve agilar1 Oklidyen olarak dlgebilecegimizden bildigimiz
trigonometriyi kullanarak A daki aciyr bulabiliriz. Sadece bilmemiz gereken kenar
uzunluklarinin ne oldugudur.

Once B icin koordinatlar1 bulmamiz gerekir. B icin payday1 rasyonel yapalim.

_ (tanh*(a/2)+1)tanh (b/2)+itanh (a/2)(tanh’(b/2)—1)

B 2 2
tanh“(a/2)tanh”(b/2)+1
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Burada,
tanh2 (b/2)—1=—sech®(b/2)
sinh2 (al2)+ coshz(a /2)  cosha
coshZ(a/2) coshZ(a/2)

tanh2(a/2)+1=

dir. Boylece

_ (coshatanh(b/2)cosh?(b/2)—itanh(a/2)cosh®(a/2)

B 2 2 2 2
sinh“(a/2)sinh“(b/2)+cosh“(a/2)cosh”(b/2)

yazabiliriz. O halde

COSA= ﬁ
18]
coshasinh b
) ) 2 2
_ 2(sinh“(a/2)sinh“ (b/2)+cosh“(a/2)cosh“(b/2))
tanh2(c/2)
~ cosh asinh b tanh2(a/2) tanh2(b/2)+1
2(sinh2(a/2)sinh? (b/2) +cosh?(a/2)coshZ(h/2)) \| tanh2(a/2)+tanh2(b/2)

B coshasinh b sinh?(a/2)cosh(b/2) + sinh (b/2) cosh > (a/2)
2(sinh%(a/2)sinh” (b/2) + cosh> (a/2)cosh>(b/2)) \ sinh? (a/2)sinh* (b/2) + cosh” (b/2) cosh > (a/ 2)
coshasinhb

Jesinh2(a/2)sinh2(b/2) + cosh2(b/2) cosh2 (a/ 2))sinh2(a/ 2) cosh2 (b/2) + sinh2(b/2) cosh > (a/2)

_ 2cosh asinh b
\/[(cosh a—1)(coshb—1)+ (cosha+1)(coshb +1)][(cosh a—1)(cosh b +1) + (cosh a+1)(coshb—1)]

coshasinh b
\/ (coshacoshb+1)(coshacoshb—1)

_ coshasinhb
\/cosh2 a cosh2 b-1

bulunur. Benzer sekilde,

sinh a

\/cosh2 cosh2 b-1

sin A=

buluruz.
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Simdi
cosh2 acosh2 b-1= cosh2 c—1
= sinh2 c
ve hiperbolik Pisagor teoreminden coshacoshb =coshc yazilabileceginden

coshasinhb
COSA=———
sinh ¢

cosh asinh b

coshb
sinh ¢

coshb

_ tanhbcoshacoshb

sinh ¢

_tanhbcoshc
sinh ¢

cos A = tanh b

tanh ¢

) sinh a
sin A=

sinh ¢

elde ederiz.

Teorem 4.2. Hiperbolik diizlemde bir ABC ii¢geni i¢in
cosh ¢ =coshacoshb —sinhasinhbcosC (Hiperbolik Kosiniis Kurali)

sinha _ sinhb _ sinh ¢ (Hiperbolik Siniis Kurali)

sinA sinB sinC

Teorem 4.3. (Acilar icin Hiperbolik Kosiniis Kural1)
H? diizlemi kenarlar a,b,c ve karsilik gelen acilart A,B,C olan ABC iiggeni verilsin.
O takdirde
cos C =—cosA.cos B +sin A.sinB.cosh ¢
dir.
Bu teorem ii¢ agisi1 verilen bir iicgenin kenarlarini bulmak i¢in kullanilir.
Bir tiggenin alam agilar tarafindan belirlenebileceginden ve yukaridaki teoreme gore

bir ticgenin kenarlarim acilart sayesinde bulabilecegimizden bir iicgenin alanini iiggenin
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kenarlar1 cinsinden bulmak i¢in bir formiil bulabilmeliyiz, bu formiil Hiperbolik

geometride Heron formiilii olarak bilinir.

Teorem 4.4 (Hiperbolik Geometri i¢in Heron Formiilii)
H? de kenarlar1 a,b,c ve karsilik gelen acilar1 A,B,C olan bir ABC ii¢geni verilsin.

a+b+c
s:
2

Ucgenin yari-gevresi olsun. ABC iicgeninin alanma K dersek

4sinh ssinh(s —a)sinh(s — b) sinh(s —¢)

1—-cos(K)=
(I+cosha)(1+coshb)(1+coshc)

dir.

Ozel bir 6rnek ele alalim. Eskenar iicgeni goz oniine alalim. Oklidyen geometride

boylesi iicgenlerin hepsinin i¢ acilart 60° oldugundan bu iicgenler benzer iicgenlerdir.
Eger bu hiperbolik geometride dogru olmus olsaydi bu iiggenler AAA kuralina gore
esdeger iicgenler olacaklardi. O zaman farkli kenar uzunluklarina sahip eskenar bir

ticgende acilar ne olurdu. Ne olacagini1 gorebilmek icin asagidaki tabloya bir goz atabiliriz.

Kenarlar | Radyan | Derece
10 0.0135 0.77
5 0.1633 9.35
2.5 0.5359 |30.71
1.5 0.7930 | 45.43

1 0.9188 | 52.64

. 1.0122 | 57.99
.1 1.0458 | 59.92

Tablo 4.1 Hiperbolik Eskenar Ucgenler

Diger bir ilging durum ikizkenar dik iicgenlerde acilarin kenarlara gore nasil degistigini

gormektir.

4.1. Cemberin Cevresi ve Alam

Teorem 4.5. r yarigapl bir cemberin C cevresi

C=2 7z sinhr
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Sekil 4.2 .Hiperbolik Cember

Oklidyen geometride bir ¢ember igine gizilecek bir diizgiin n-genin gevresi P, ise

C =1im P, gcemberin ¢evresini verecektir.

n—»e0

. r 1(z\ 1(zY
p,=2xrsin—=27xr| — —| —| +—| — | —...
n n 3'\n 5'\n

1 o (xzY
=2nr—-2xr| — + — — | —...
31\ n 5'Un

| N

yazabiliriz.
Boylece,

C=limp, =27xr

buluruz.
Hiperbolik geometride ayn1 yolu izleyebiliriz. Bunun i¢in n-genin c¢evresini hesaplamak

icin teorem 4.1 i kullanacagiz. Ispat soyledir:

sinh v

sin— = ——=<
2n  sinhr

sinh P sinh 7 sin —
2n n

42



1 : 1(zY
pl1+—| 2| +..|=27sinhr| 1-—| Z| +...
31\ 2n 31\ n

C =lim p =27z sinhr

n— o0

ABC iicgeninin alam1 K ise K =7 — A-B-C dir Eger ABC ii¢geni C acis1 dik
olan bir dik iiggen ise

K =2 _ A- B dir.
2

Teorem 4.6.  tan K_ tanh < tanh b
dir.
Teoremin ispat1 sOyledir:

, a ,b cosha—1 coshb-1
tanh” —tanh” — = .
2 cosha+1 coshb+1

_cosA—sinB cos B—sin A
cos A+sin B cos B+sin A

_ 1-sin(A+ B)cos(A—B)
1+sin(A+ B)cos(A— B)

_l-cosk K

= al
1+cos K 2

Bu teoremin sonucunu ve limit yaklasimi kullanilarak artik bir cemberin alanini
hesaplayabiliriz.
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Teorem 4.7. r yarigaph bir cemberin A alani
A=4zsinh® =
2

dir.

Kamt: Bunu daha oOncekine benzer sekilde yapacafiz. Yukaridaki teoremde ele

aldigimiz n-genin alam K, olmak iizere

A=limK,

n—»e0

dir. Sekil 4.2 deki dik iicgende K, avepyi K, ,a, ve p, ile gosterirsek dik iiggenin alam

K
— olur.
2n
tanﬁztanhﬁtanh£
4n 2 4n
4pn tan LS = (tanh ﬁ)4n tanh P
4n 2 4n
O halde
K K 1(kKY 2(kY
dntan —=4n| —+—| — | +—| — | +...
4n 4dn 3\ 4n 15\ 4n
r 2 4
=K 1+l LS +£ LS +...
3\ 4n 15\ 4n
ve
r 3 5
antanh L=an| L1 P ) 2P,
4n 4n 3\ 4n 15\ 4n
2 4
=p 1+l Py _2(P +...
3\ 4n 15\ 4n
bulunur.
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Boylece,

1im4ntan£zlimK =A

n— oo 4dn n—> oo

lim 47 tanh £- = lim p=C

n— oo 4n n— oo

lima=r

n— oo

buluruz. Biitiin bunlar1 bir araya getirirsek

A= CtanhL
2

=27xsinhr tanh%

=27 sinh rM

sinh
=27x(coshr—1)

=47 sinh? r
2

sonucunu elde ederiz.
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BOLUM 5

HIiPERBOLIK ANALITIK GEOMETRI

Hiperbolik diizlemde orijin i¢in bir O noktasi secelim ve O, Ox ve Oy arasindan iki
diisey cizgi secelim. Modellerimizde hem Klein hem de Poincare ikilisi i¢in bu O noktasini
tammladigimiz ¢cemberin Oklidyen merkezi olarak kullamyoruz. Bu iki diisey cizgiden her
birisi icin koordinat sistemlerini diizenlememiz gerekiyor. Bunun icin her bir hatta pozitif
ve negatif bir yon ve her bir kesit i¢in bir birim se¢memiz gerekiyor. Bu eksenleri u ekseni
ve v ekseni olarak alalim. Herhangi bir nokta icin, pe H®, U ve V eksenlerinde
bulunmayan bir p alirsak ve U,V icin ayr1 ayr1 koordinatlar1 olan U ve V aldigimizda
UOVP dortgeni Lambert dortgeni olmus olur. Eger UP uzunluguna W ve VP uzunluguna Z
dersek Corollary teoremini uygularsak, sunu elde etmis oluruz,

tanh w = tanh vcoshu
tanh z = tanh u cosh v
r=dh(OP) nin ait oldugu hiperbolik uzaklik OP dir ve 0 esas Ol¢iisii
-n<O<m dir.
ve
tanhu = cos@tanh r
tanhv =sin@tanhr
ayn1 zamanda sunu da olustururuz,
x=tanhu , y=tanhvy
T =coshucoshw , X=xT , Y=yT
dir.

Swrali ikili OX, OY, OX ve OY eksenine bir gercevedir. Bu cerceveye gore P

noktastyla ilgili olarak sunlar sdyleyebiliriz;

. Eksen koordinatlar1 (u,v),
. Kutup koordinatlan (r, ),
. Lobachevsky koordinatlart (u, w),

. Beltrami koordinatlart (x, y),
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. Weierstrauss koordinatlar1 (7, X,Y).

Eger alinan nokta Beltrami koordinatlariyla gosterilirse (x,y) ve

t=1+41-x" -y’

yerine

p:

X
_ s q=
t

R
t
yazilirsa (p,q) Poincare koordinatlar olur.

Her noktanin tek bir diizenli Lobachevsky koordinat cifti vardir ve buna zit olarak,
her diizenli gercek sayi cifti belli bir nokta icin Lobachevsky koordinat ciftidir.
Lobachevsky koordinatlarinda,

1. a# 0 i¢in , u=a bir dogrunun denklemi;

2.a# 0 i¢in , w=a bir hypercycle ‘in denklemi;

3. ¢"'= tanhw bir dogrunun denklemi, ilk ceyrek dairede her iki eksen horoparallel
dir.

4. e"=coshw , 0x yaricapl bir horocycle’in denklemidir.
Boylece, Lobachevsky koordinatlarinda bir dogrunun lineer bir denklemi yoktur.
Koordinatlar ve bir lineer denklem bir dogruyu tarif edemez. Her noktanin diizenli bir
eksensel koordinat ¢ifti vardir. Bununla beraber, her diizenli gercek sayi ¢ifti bir eksensel
koordinat ¢ifti olusturmaz. U ve V, V # Oolacak sekilde eksen iizerinde noktalar olsunlar.
Simdi U ve V deki dikmeler kesismek zorunda degiller. Eger iki dogru horoparalel ise o

zaman bu OU ve OV kesitlerini zorunlu birer kesit yapar. Bu durumda U ve V de eksene

dik bu dikmeler ancak ve ancak |u| <|v| olursa kesisirler. O zaman (u,v) bir noktanin ancak

tanh?u+tanh’v<1 durumunda eksen koordinatlaridir. Her nokta diizenli tek bir Beltrami
koordinat ¢iftine sahiptir ve (x,y) ancak ve ancak x°+y’ <ldurumunda diizenli bir

Beltrami koordinat ¢ifti olusturur.
Eger P, noktas1 Beltrami koordinatlart (x;y;y ve P, noktast (X»y,) Beltrami

koordinatlarina sahipse, o zaman uzaklik d,(P,P;)=P;P, su formiille verilir

cosh PP, = 12_ xlxzz — y1y22 -
\/l_'xl - \/l_xz -

47



_Xl)z +(y2 - yl)z _(lez _xzyl)z

l-xx, =y,

X
tanh PP, = \/( z

Ax+By+C=0 bir dogrunun ancak A’+B*>C? durumunda Beltrami koordinatlari
denklemidir ve her noktanin soyle bir denklemi vardir.

Verilen agc1 ZPQR olsun ve P noktasinin Beltrami koordinatlar1 da (x;,y;) olsun, Q nun

(X2,¥2), ve R nin (x3,y3) , 0 zaman bu a¢inin kosiniisii soyle verilir.

(6, = x) (3 = X))+ (¥, = y)(¥3 = y1) = (6,3, = X, 9,) (X, — X, 3)

cos(£LPQR) =
\/(xz _xl)z(yz - y1)2 —(lez _xzyl)z \/(X3 —Xl)z(y3 - y1)2 —(X1y3 —X3y1)2

5. Eger Ax+By+C=0 ve Dx+Ey+F=0 ise Beltrami koordinatlarindaki kesisen iki

dogrunun denklemidir ve @ onlarin kesisimin den olusan bir acidir, o zaman

cost AD + BE—CF
VA +B*—C*\D*+ E*—F?

AD+BE=CF ise dogrular diktir. Eger (x;,y;) ve (X»,y2) iki farkli noktanin Beltrami

koordinatlari ise

t,=y1-x' =y} ve t,=41-x)—y, olur.

O zaman iki noktayi birlestiren kesitin orta noktasinin Beltrami koordinatlar

Xk + X0 Y+l
[ +1, L+ 12

ve iki noktayi iki esit pargaya bolen dikmenin denklemi
(1, = x,t)x+(y,t, = y,t)y +(t,—1,) =0
olur.

Eger A;x+By+C ;=0 ve A;x+B,y+C,=0 Beltrami koordinatlarindaki dogrularin denklemi

ancak A;B,=A,B; ise, o zaman iki dogru hiperparaleldir.
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Beltrami koordinatlarinda her déniisiimiin su bicimde bir denklemi vardir.

JI=-x*=y* =ax+by+c

Bir doniisiim ancak -1<a’+b%c’<0 ve ¢>0 ise bir dairedir.
Bir doniigiim ancak a’+b*+c? =0 isevec>0 ise bir horocycle dir.
Bir doniigiim ancak a*+b’-c*>0  olursa hipercycle dur.

Poincaré koordinatlarda (p,q)
C(p*+q*)+2Ap+2Bg+C=0

ancak A’+B*>C? ise bir dogrunun denklemidir.
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SONUCLAR

“Hiperbolik Geometride Baz1 Uygulamalar” konulu tezde

. Hiperbolik geometrinin Oklid aksiyomlarinin reddedilmesi diisiincesinden ortaya ¢iktig

. Hiperbolik modellerin izometrik olarak esdeger metrikler oldugu

. Stereografik izdiisiim doniisiimlerinin acilar korudugu

. Hiperbolik tiggenlerin i¢ acilar toplamimin 7 den kiiciik oldugu

. Hiperbolik geometride trigonometrik fonksiyonlarin tanimlanabilmesi i¢in kuvvet serisi
acilimlarinin kullanildigt

sonuclarina ulagilmistir.
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