
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

HİPERBOLİK OKTONİONLARLA 

PLAZMA FİZİĞİ DENKLEMLERİNİN 

YENİDEN FORMÜLASYONU 

Yüksek Lisans Tezi 

Erdinç ZEREN 

ESKİŞEHİR 2019 

 



i 

 

 

HİPERBOLİK OKTONİONLARLA PLAZMA FİZİĞİ DENKLEMLERİNİN 

YENİDEN FORMÜLASYONU 

 

 

 

Erdinç ZEREN 

 

 

 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

Fizik Anabilim Dalı 
Danışman: Prof. Dr. Süleyman DEMİR 

 

Eskişehir 
Eskişehir Teknik Üniversitesi  
Lisansüstü Eğitim Enstitüsü  

Ekim 2019 
 

 

Bu tez çalışması BAP Komisyonu tarafından kabul edilen 1709F512 no.lu proje 

kapsamında desteklenmiştir. 

 

 



ii 

 

 

JÜRİ VE ENSTİTÜ ONAYI 

 

Erdinç ZEREN’ in "Hiperbolik Oktonionlarla Plazma Fiziği Denklemlerinin Yeniden 

Formülasyonu" başlıklı tezi 24/10/2019 tarihinde aşağıdaki jüri tarafından 

değerlendirilerek "Eskişehir Teknik Üniversitesi Lisansüstü Eğitim-Öğretim ve Sınav 

Yönetmeliği" nin maddeleri uyarınca, Fizik Anabilim dalında Yüksek Lisans Yeterlilik 

tezi olarak kabul edilmiştir. 

 

 

                                                 Unvanı-Adı Soyadı                                    İmza 

Üye (Tez Danışmanı)              : Prof. Dr. Süleyman DEMİR 

Üye                                          : Prof. Dr. Murat TANIŞLI  

Üye                                          : Doç. Dr. M. Emre KANSU 

 

Prof. Dr. Murat TANIŞLI 

                                                                       Lisansüstü Eğitim Enstitüsü Müdürü 

 

 

 

 



iii 

 

 

ÖZET 

HİPERBOLİK OKTONİONLARLA PLAZMA FİZİĞİ DENKLEMLERİNİN 

YENİDEN FORMÜLASYONU 
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Fizik Anabilim Dalı 

Eskişehir Teknik Üniversitesi, Lisansüstü Eğitim Enstitüsü, Ekim, 2019 

Danışman: Prof. Dr. Süleyman DEMİR 

 

 

Bu tezde, elektrodinamik ve akışkanlar dinamiğinin temel denklemleri arasındaki teorik 

benzerlikten yararlanılarak, çok akışkanlı plazmanın Maxwell tipi denklemleri hiperbolik 

oktonionlar cinsinden ifade edilmiştir. Sunulan model, bu türdeki plazmanın Lamb ve 

vortisite (girdaplanma) vektörlerini hiperbolik oktonionlarla genelleştirilmesine olanak 

tanımaktadır. Böylece çok akışkanlı plazmanın temel denklemleri, daha önce bu 

formalizm kullanılarak elde edilen elektromanyetik ve gravitasyonel alanlardaki 

karşılıklarıyla benzer bir formda türetilmiştir. 

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik oktonionlar; Maxwell denklemleri; Plazma denklemleri; 

Oktonion cebiri; Elektromanyetik teori 
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ABSTRACT 

REFORMULATION OF MULTIFLUID PLASMA EQUATIONS IN TERMS OF 

HYPERBOLIC OCTONIONS 

 

Erdinç ZEREN 
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Eskişehir Technical University, Institute of  Graduate Programs, October, 2019 

Supervisor: Prof. Dr. Süleyman Demir 

In this thesis, using the theoretical analogy between basic equations of electrodynamics 

and fluid dynamics, the Maxwell type equations of multifluid plasma are expressed in 

terms of hyperbolic octonions. The presented model allows us to generalize the species 

generalized Lamb vector and species generalized vorticity of plasma by a hyperbolic 

octonion. Thus, the basic equations of multifluid plasma are derived in a form similar to 

electromagnetic and gravitational counterparts previously given using this formalism.  

Keywords: Hyperbolic octonions; Maxwell equations; Plasma equations; Octonion 

algebra; Electromagnetic theory 
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1. GİRİŞ 

1920’li yıllarda iyonlaşmış gaz plazma olarak adlandırılmaya başlanmıştır. 

Maddenin dördüncü hali olarak kabul edilen plazma, çok iyi elektriksel iletkendir. 

İyonlaşmış gaz kollektif davranışı ve elektrik iletkenliği ile plazma olur. Her iyonlaşmış 

gaz plazma değildir. Plazmada bir çeşit sıkıştırılabilir akışkandır [1-4].  

Elektrodinamiğin temel denklemleri ile akışkanlar dinamiğinin temel denklemleri 

arasındaki teorik benzerlik, bilim adamlarını akışkanların hareket denklemlerini 

elektromanyetizmadaki Maxwell denklemine benzer bir biçimde yeniden formüle etmeye 

zorlamıştır. Bu nedenle literatürde hem sıkıştırılabilir hem de sıkıştırılamaz akışkanların 

alan denklemlerinin elektromanyetik teorideki Maxwell denklemlerinde yer alan elektrik 

ve manyetik alanların tanımlarına benzer bir formda ifade edildiği birçok araştırma 

mevcuttur [5-13].  

 Öte yandan çoğu durumda, bir plazmanın etkisinde kaldığı mekanik kuvvetler,  

akışkanların etkisinde kaldığı kuvvetlerle tutarlılık gösterir. Dolayısıyla yukarıda 

bahsedilen tartışma plazmalar için de geçerlidir. Diğer bir ifade ile plazmaların temel 

denklemlerini elektromanyetik teorinin Maxwell tipi denklemlerine benzer bir biçimde 

ifade etmek mümkündür. Akışkanların ve plazmaların davranışları arasındaki teorik 

benzerlik Thompson ve Moeller tarafından geniş bir biçimde araştırılmıştır [14, 15].  

Thompson ve Moeller, bu konudaki ilk makalelerinde [14] plazma için Maxwell tipi 

denklemleri türetmeyi başarmışlardır. Bu çalışma, çok akışkanlı bir plazmanın 

denklemlerini elde etmek için bir çerçeve olarak görülebilir. Bir sonraki makalelerinde 

Thompson ve Moeller [15], bu sonuçları çoklu akış teorisi ile klasik elektromanyetizma 

arasında kesin bir izomorfizm oluşturmak için genişlettiler.  

 Genel olarak sıkıştırılabilir akışkanların ve plazmaların alan denklemlerini 

hiperkompleks sayılarla yeniden ifade edebilmek için ilgili literatürde daha önce bu 

denklemlerin elektromanyetizma ve gravitasyondaki için türetilen karşılıklarına dayalı 

birçok girişim mevcuttur.  

 İlk kez Hamilton [16] tarafından bilim dünyasına kazandırılan reel kuaterniyonlar, 

bir skaler ile bir vektörden oluşan 4-boyutlu matematiksel yapılardır.  Bu hiperkompleks 

yapı için tanımlanan kuaternion çarpımı, aynı zamanda vektörlerin hem skaler çarpımını 

hem de vektörel çarpımını içerdiğinden elektromanyetizmanın ve lineer gravitasyonun 

tüm alan denklemlerinin daha kompakt ve daha zarif bir biçimde ifade edilmesine olanak 
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tanır [17-31]. Kuaternionların reel bileşenlerinin kompleks sayılarla değiştirmek suretiyle 

elde edilen kompleks kuaternionlar(bikuaternionlar) ise elektrik ve manyetik kaynakların 

birlikte bulunmasının yanı sıra fotonların kütlelerinin sıfırdan farklı olmasının kabulü 

durumda bile Maxwell ve Proca denklemlerinin genelleştirilmesinde kullanılabilir [32-

48].  

 Öte yandan lineer gravitasyon ve elektromanyetizma arasında da mükemmel bir 

analoji söz konusudur.  Bu nedenle, hem Proca hem de gravitomanyetik monopol (tek 

kutup) terimlerini içeren gravitasyonel denklemlerin genelleştirilmesi için iyi çalışan bazı 

kuaterniyonik modeller önerilmiştir [39-41]. Ayrıca, bu yapılar birçok çekici özelliğe 

sahip olduklarından elektriksel, manyetik, gravitoelektrik ve gravitomanyetik yüklerin 

varlığında lineer gravitasyona ve elektromanyetizmaya ilişkin teorilerini birleştirmesi 

için de kompleks kuaterniyonlar kullanılmıştır [42-49].  

 Literatürde son zamanlarda ise sıkıştırılabilir akışkanların Maxwell tipi 

denklemlerinin genelleştirilmesi [50] ve matematiksel açıdan benzer yapıdaki çok 

akışkanlı plazma denkleminin yeniden formülasyonu için kuaternion cebirinin 

kullanıldığı yeni bir yaklaşım ortaya atılmıştır [51]. 

 Kuaternionların kompleks bileşenleri sekiz bileşene kadar fiziksel niceliklerin 

başarı ile ifade edilmesini sağlar ve elde edilen kompakt yapıdaki denklemler de vektörel 

notasyonla kolayca ilişkilendirilebilir. Öte yandan ele alınan fiziksel denklemlerin 

bileşenleri reel sayılar olan matematiksel yapılar tarafından ifade edilmesi isteniyorsa bu 

durumda en az sekiz bileşenli hiperkompleks yapılar kullanılmalıdır. Bu noktada, uzay-

zaman cebiri (space-time algebra, STA) fizik ve matematik için doğal bir dil oluşturur. 

Özel olarak, bu cebir yalnızca herhangi bir koordinat çerçevesinden bağımsız olarak 

temel fizik yasalarını ifade etmemize olanak sağlamakla kalmaz, aynı zamanda 

denklemleri vektörlerle ve Hamilton’un kuaterniyonlarıyla kolayca ilişkilendirilebilir. 

Son zamanlarda, uzay-zaman cebirinin bu avantajlarından yararlanmak için, 

sıkıştırılabilir akışkanın alan denklemleri için türetilen alternatif bir formülasyon [52] 

elektromanyetik teori [53, 54] ve lineer gravitasyondaki [55] uygulamalarına benzer bir 

formatta sunulmuştur. 

 Skaler, psödovektör, psödoskalar ve vektör bileşenlere sahip sekiz boyutlu 

oktonlar, farklı tipteki yapıları aynı anda kullanmanıza imkân verir [56-61]. Benzer 

şekilde sekiz bileşenli oktonionlar (Cayley sayıları), kuaterniyon cebirlerinden sonra en 
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büyük normlu bölüm cebirini oluştururlar [62-74]. Hiperbolik oktonionlar sadece 

kompleks baz elemanlarına değil hiperbolik baz elemanlarına da sahip olduklarından 

klasik oktonionlardan farklıdır. Bu türdeki oktonionlar, split(bölüntü) oktonionlarla 

izomorfik olup fizikte çok iyi bilinen denklemlerin yeniden formülasyonu için alternatif 

yöntemler sunar [75-92].  

 Bu tezde plazmalar için yeni denklemler ortaya konulurken sıkıştırılabilir 

akışkanların Maxwell tipi denklemlerinin hiperbolik oktonionlarla reformulasyonundan 

esinlenilmiştir [93].  Çok akışkanlı plazmanın temel denklemleri daha önce bu formalizm 

kullanılarak elde edilen elektromanyetik ve gravitasyonel karşılıklarına benzer bir 

biçimde türetilmiştir. Bu yolla elde edilen plazmanın temel denklemleri kompakt biçimde 

verilse de, bu yapının reel bileşenleri plazmanın hem akışkanlar dinamiği hem de 

elektromanyetik teori ile ilgili davranışını başarıyla yansıtır.  

 Bu tezin birinci bölümünde, plazmanın genel bir tanımı yapıldıktan sonra temel 

özelliklerinden ve günlük yaşamdaki kullanım alanlarından bahsedilmiştir. İkinci 

bölümde, elektromanyetik teorideki Maxwell denklemlerinin vektörel ve integral 

biçimleri hatırladıktan sonra akışkanlar plazma fiziğindeki Maxwell-tipi denklemler 

türetilmiştir. Üçüncü bölümde, oktonionların genel yapıları ve cebirsel özelliklerinden 

bahsedildikten sonra reel, kompleks ve hiperbolik oktonionların temel özellikleri 

verilmiştir. Dördüncü bölümde ise hiperbolik oktonionlarla plazmaların Maxwell-tipi 

denklemleri yeniden formüle edilmiştir. 
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2. PLAZMA 

2.1. Plazma Nedir? 

 Plazma ismi ilk olarak 1920’li yıllarda Irving Langmuir tarafından kullanılmıştır. 

Plazma, iyonlaşmış gazların elektrik ve manyetik alandan etkilenmesiyle oluşan kontrollü 

reaksiyonlar olarak adlandırılabilir ve iyonize olmuş gaz anlamına da gelir. İyonlaşmış 

gazın plazma olması için iyonların elektriksel iletkenliği, kollektif davranışı gibi 

özellikleri olması gerekir. Kendine özgü özellikleri olduğundan, plazma maddenin 

dördüncü hali olarak ayrı incelenir. Plazmanın içerisinde iyonlaşmış gaz, protonlar, 

elektronlar, uyarılmış atomlar, yüksüz atomlar ve moleküller bulunur. Plazma 

içerisindeki hareketli pozitif ve negatif yüklü parçacıklar olmasına rağmen sistem yüksüz 

gibi davranmaktadır. Bu sebepten dolayı bu iyonların kollektif hareket etikleri anlaşılır 

[1]. 

 Katıların molekülleri enerji verilerek hareketleri artırılarak sıvıya ve daha sonra 

gaza dönüşür. Gaz fazında elektronlar hızlı hareket ederler. Gaz halinden sonra da kinetik 

enerjisi artırılmaya devam edilirse iyonlaşma başlar ve çekirdekten elektron kopar. Bu 

elektron maddeye yeni bir hal kazandırır. Enerjisi arttırılmış gazın içinde iyonlaşma 

tekrarlanır. Bu iyona plazma adı verilmektedir. Plazmaya, elektrik ve manyetik 

kuvvetlerin güçlü bir şekilde hakim olduğu bir ortam olarak bakılabilir. Plazma gazda 

görülmeyen özelliklere sahiptir. Plazmadaki iyonlar ve elektronlar arasındaki yük ayrımı 

elektrik alana, yüklü parçacıkların akısı ise akıma dolayısı ile manyetik alan oluşmasına 

neden olur. Bu nedenle plazma, hem dinamik bir akışkan hem de iyi bir elektrik ileticisidir 

[1-4]. 

 Plazmadaki serbest elektrik yükü plazmayı iyi bir elektrik iletkenliğine kavuşturur 

ve plazma elektromanyetik alanlardan kolaylıkla etkilenir. Kutup bölgesinde oluşan 

auroralar, yüklü parçacıkların oksijen atomlarıyla çarpışmasıyla oluşur. Yıldırım, şimşek 

ve kutup ışıkları dünyadaki doğal plazmalara örnektir. Evrenin %99’u plazmadan 

oluşmaktadır. Güneş, güneş rüzgarları, yıldızların iç bölgeleri ve yıldızlar arası bölge 

uzaydaki plazmalara örnektir. İnsan yapımı plazmalar ise neon lambalar, floresan 

lambalar, plazma tv ve plazma tabancaları buna örnektir [1]. 
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Görsel 2.1. Soğuk plazmaya örnek olarak plazma topu 

 

Görsel 2.2. Sıcak plazmaya örnek olarak güneş 

 

Görsel 2.3. Laboratuvar ortamında hidrojen gazından oluşturulan soğuk plazma 
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2.2. Plazmanın Genel Özellikleri  

Madde; katı, sıvı, gaz ve plazma olmak üzere dört halde bulunur. Plazma içerisinde 

hareket eden ve etkileşen yüklü iyonlar yanında nötr atomlar ya da moleküller de 

mevcuttur. Bu durum, maddenin plazma halini değiştirmez. Plazmanın içerisindeki 

elektronların çekirdekle olan bağları zayıftır. Bu zayıf çekirdek bağlarından dolayı 

kimyasal reaksiyonları da hızlıdır [1-4]. 

 Plazma, gazın ısı enerjisi değişimi dışında bir lazer veya mikrodalga jeneratörü ile 

güçlü bir elektromanyetik alana tabi tutularak oluşturulabilir. Bu elektron sayısındaki 

değişim iyonları oluşturur. Bu iyonlar pozitif ve negatif yüklü parçacıklardan oluşturur. 

Bu negatif ve pozitif yüklü parçacıkların oluşturduğu elektrik alandan dolayı plazma 

elektriksel olarak iyi bir iletken hale gelir. Bu nedenle elektromanyetik alanlardan kolayca 

etkilenebilirler. Plazmanın molekül yapısından dolayı gazlar gibi belirli bir hacmi ve 

belirli bir şekli yoktur [1-4].  

Plazmayı katı, sıvı ve gazlardan ayıran bazı özellikleri vardır. Plazmayı diğer 

hallerden ayırt eden en önemli özelliği, plazmayı oluşturan yüklü parçacıkların Coulomb 

kuvvetleri ile birbirlerine etki etmesidir.  Plazma içindeki her parçacık aynı ortamda 

bulunduğu diğer parçacıklara etki eder. Bu nedenle bu parçacıklar sürekli birbirleriyle 

etkileşir ve kollektif bir davranışta bulunurlar [1-4].  

Plazma, gaz halindeki maddeye ısı enerjisi verilerek elde edildiği gibi farklı 

yöntemlerle de elde edilebilir.  Bu laboratuvar plazmalarının üretim yöntemlerin dolayı 

farklı isimlerle adlandırılmasına neden olur. DC elektriksel deşarj, AC elektriksel deşarj, 

RF deşarj, MW deşarj, puls deşarj, dielektrik bariyer deşarj gibi farklı üretim 

mekanizmalarına ve farklı özelliklere sahip olan plazmalar vardır [1].  

Plazma sıcak ve soğuk olarak ikiye ayrılır. Dünyadaki sıcak plazmalar; 

laboratuvarda gazların çok yüksek sıcaklıklara (4000K-20000K) kadar ısıtılmasıyla 

oluşur. Sıcak plazma yüksek sıcaklıklarda maddenin iyonlaşmasıyla oluşur. Soğuk 

plazmalar, ısınım yoluyla ya da normal sıcaklarda atomların yüksek enerjili parçacıklarla 

bombardımanıyla oluşturulur. Soğuk plazma düşük sıcaklıklarda (303K-353K) maddenin 

iyonlaşması ile oluşur. Güneş, alev sıcak plazmaya örnektir. Florasan, plazma topu soğuk 

plazmaya örnektir [2-4]. 
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Plazma, iyonizasyon derecesi, plazma yoğunluğu, Debye uzunluğu, plazma 

sıcaklığı ve plazma frekansı gibi parametrelerle karakterize edilir. Bu parametreler 

plazmanın üretim şekliyle değiştirilebilir. Plazmanın elektron sıcaklığı, elektron parçacık 

yoğunluğu ve elektron enerjisine göre sınıflandırması Görsel 2.4’te verildiği gibidir [2]. 

 

Görsel 2.4. Elektron sıcaklığı-elektron parçacık yoğunluğu-elektron enerjisi (plazma sınıflandırması) 

 
Plazma içerisinde bulunan parçacıkların sıcaklığına göre sınıflandırılabilir. 

Sıcaklığına göre sınıflandırma yaparken plazma üç gruba ayrılır. Bunlar Toplam 

Termodinamik Dengede olan plazmalar (TTD), Lokal Termodinamik Dengede olan 

plazmalar (LTD) ve Lokal Termodinamik Dengede olmayan plazmalar (non-LTD) olarak 

gruplandırılır [2]. 

 Laboratuvar ortamında üretilen plazmalar, ileri teknoloji ve endüstride olmak üzere 

birçok alanda kullanır. Bu alanlar, biyomedikal, kağıt endüstrisi, tekstil endüstrisi, yarı 

iletken teknolojisi gibi bir çok alanda kullanılır. Biyolojik dezenfeksiyon, ince film 

kaplama ve materyal yüzey işlemleri genellikle soğuk plazma kullanılır [2]. 
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3. PLAZMA FİZİĞİNDEKİ MAXWELL-TİPİ DENKLEMLER  

 Tüm elektrik ve manyetik olayların temeli olarak kabul edilen dört tane denklemi 

James Clerk Maxwell’ in (1831-1879) formüle etmesi nedeniyle Maxwell denklemi 

olarak bilinen bu denklemler, mekanik olayların tartışılmasında Newton kurallarının rolü 

ne ise, elektromanyetik olayların incelenmesinde benzer görevleri yaparlar. Maxwell 

tarafından geliştirilen teoriler, 1905’te Einstein’ ın, özel rölativite teorisi ile uyum içinde 

olması gibi, Maxwell’ in o zamanlarda kendisinin hayal ettiğinden bile daha ileri düzeyde 

sonuçlara götürmüştür [5]. 

3.1.   Elektromanyetik Teoride Maxwell Denklemleri 

 Elektromanyetizmadaki Maxwell denklemleri, elektrik ve manyetik alan 

yasalarını temsil etmektedir. Bununla beraber, bu denklemler daha başka önemli 

sonuçlara götürür. Bu denklemler,  Maxwell’ in ışık hızıyla hareket eden elektromanyetik 

dalgaların varlığının öngördüğünü gösterir. Ayrıca bu teori böyle dalgaların, ivmeli 

yükler tarafından yayımlandığını söyler. Fiziksel açıdan tartışmanın daha basit olması 

için Maxwell denklemleri, herhangi bir dielektrik ve manyetik malzemenin olmadığı 

ortamda, yani serbest uzaya uygulandığı biçimde gösterilmiştir [5]. 

3.1.1. Elektrik alan için Gauss yasası 

 Bu yasa, herhangi kapalı bir yüzeyden geçen toplam elektrik akısının bu yüzey 

içindeki net yükün 𝜀V’ a bölümüne eşit olduğunu ifade eder. Diğer bir ifade ile elektrik 

alanını, bu elektrik alanını meydana getiren yük dağılımına bağlar. Bu yasanın integral 

formu 

 ∮𝑬 ∙ 𝑑𝑨 = _
`a

 (3.1a) 

şeklinde ifade edilirken, diferansiyel formu ise  

        𝛁 ∙ 𝑬 = _
`a

 (3.1b) 

biçiminde verilir. Gauss yasası, elektrik alan çizgilerinin bir noktada başlayıp başka bir 

noktada sonlanacağını ifade eder [5]. 
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3.1.2. Manyetik alan için Gauss yasası 

 Manyetizma için olan Gauss yasası kapalı bir yüzeyden geçen net manyetik akının 

sıfır olduğunu ifade eder. Yani, kapalı bir hacime giren manyetik alan çizgilerinin sayısı, 

bu hacmi terk edenlerin sayısına eşittir. Bu, manyetik alan çizgilerinin herhangi bir 

noktada başlamayacağını veya sona eremeyeceğini düşündürür. Bu durum 

gerçekleşseydi, o noktalarda yalıtılmış manyetik tek kutupların var olduğu anlaşılacaktı. 

Doğada yalıtılmış manyetik tek kutupların gözlenememesi gerçeği manyetik alan için 

Gauss yasasının doğrulaması olarak dikkate alınabilir. Bu yasanın integral formu 

  ∮𝑩 ∙ 𝑑𝑨 = 0                                                  (3.2a) 

şeklinde ifade edilirken, diferansiyel formu ise 

               𝛁 ∙ 𝑩 = 0                                                    (3.2b) 

biçiminde verilir [5]. 

3.1.3. Faraday yasası 

 Değişen bir manyetik akının oluşturduğu elektrik alanını tanımlayan Faraday’ın 

indüksiyon yasasıdır. Bu yasa, herhangi bir kapalı yol boyunca elektrik alanın çizgi 

integrali olan emk’ nın bu kapalı yol boyunca sınırlanan herhangi bir yüzey alanından 

geçen manyetik akının zamanla değişim hızına eşit olduğunu vurgular. Faraday yasasının 

bir sonucu, zamanla değişen bir manyetik alan içine yerleştirilen iletken halkada bir akım 

oluşmasıdır. Buradaki negatiflik indüklenen gerilimin yönünü verir. Lenz yasasında 

indüklenen akım veya gerilim kendisini meydana getiren indüklenmedeki değişimin zıt 

yönünde olmalıdır. Bu yasanın integral formu 

 ∮𝑬 ∙ 𝑑𝓵 = −efg
eh

                                                  (3.3a) 

şeklinde ifade edilirken, diferansiyel formu ise 

     ∇ × 𝑬 = −k𝑩
kh

                                                    (3.3b) 

biçiminde verilir [5]. 
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3.1.4. Ampere–Maxwell yasası 

 Genellikle Ampere-Maxwell yasası olarak bilinen denklem, Ampere yasasının 

genelleştirilmiş biçimidir. Bu yasa, değişen elektrik alanı ve elektrik akımları tarafından 

oluşturulan manyetik alanı tanımlar. Herhangi bir kapalı bir yol boyunca manyetik alanın 

çizgi integrali, bu kapalı yol içinden geçen, akımın, 𝜇V ile çarpımının, bu kapalı yol 

boyunca sınırlanmış herhangi bir yüzeyden geçen elektrik akısının değişim hızının, 𝜀V𝜇V 

ile çarpımının toplamına eşittir. Bu yasanın integral formu 

∮𝑩 ∙ 𝑑𝓵 = 𝜇V𝐼 + 𝜀V𝜇V
efn
eh

                                          (3.4a) 

şeklinde ifade edilirken, diferansiyel formu ise 

∇ × 𝑩 = 𝜇V(𝒋G + 𝜀V
k𝑬
kh
)                                            (3.4b) 

biçiminde verilir [5]. 

3.2. Akışkanlar Mekaniğinin Maxwell-Tipi Denklemleri 

 Bölümün başında bahsedilen Maxwell denklemlerinden yararlanılarak akışkanlar 

mekaniğinin temel denklemlerini de bu denklemlere benzer şekilde yazmak mümkündür. 

Akışkanlar mekaniğinde: 

kop
kh
+ 𝒖D ∙ 𝛁ℎD + 𝑎&𝛁 ∙ 𝒖D = 0                                             (3.5) 

ve 

k𝒖p
kh
+ 𝒖D ∙ 𝛁𝒖D = −∇ℎD +

Gp
qp
[𝑬 + 𝒖D × 𝑩]                                (3.6) 

olmak üzere iki temel denklem vardır. Buradaki Denklem (3.5), 

t1 𝜌q,Dv w𝛁𝑝D = 𝛁ℎD = t𝑎
&
𝜌q,Dv w 𝛁𝜌q,D 

termodinamik bağıntılarla yerine koyulmuş süreklilik denklemidir ve denklem (3.6) 

mevcut Lorentz kuvveti ile tipik momentum denklemidir. Burada ℎD, 𝑎 ve 𝒖D entalpi, ses 

hızı ve hızdır, ve 𝑒D 𝑚Dv  yük türlerinin kütleye oranıdır. E ve B elektromanyetik alan 

nicelikleridir. Denklemlerin entropi ve Maxwell denklemlerinin korunumu ile daha da 

desteklenmesi gerekir [14].  
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Sıkıştırılabilir akışkan için türevin ardından, akışkan denklemlerini bir dizi 

Maxwell denkleminde yeniden biçimlendirilebilir. Denklem (3.6) yı Lorentz kuvveti 

olmadan ele aldığında bu denklemi doğrusal olmayan terim için çözebilir. 

𝒖D ∙ 𝛁𝒖D = −𝛁ℎD −
k𝒖p
kh

                                             (3.7) 

Dikkat edilirse bu yeni denklem, elektromanyetik teorideki elektrik alan ile skaler ve 

vektörel potansiyelleri arasındaki  

𝑬 = −∇𝜙 − k𝑨
kh

                                                      (3.8) 

ile verilen ilişkiye eşdeğerdir. Açıkça denklem (3.7)’de 𝒖D ve ℎD sırasıyla akışkanlar için 

vektör ve skaler potansiyel rolleri oynarken 𝒖D ∙ ∇𝒖D  akışkan için tanımlanan bir elektrik 

alanına benzer rol üstlenir [14]. Benzer şekilde vortisitenin (𝝎D) rolününün ise 𝒖D ile 

𝝎D = 𝛁 × 𝒖D şeklindeki ilişkisinden dolayı akışkanların manyetik alanı olduğu 

söylenebilir. 

Akışkanların Maxwell-tipi denklemlerini elde edebilmek, Gauss, Faraday ve 

Ampere yasalarına erişebilmek için denklem (3.7) 'ün diverjans, rotasyonel ve zaman 

türevleri alınır. Ampère yasasında, entalpinin yer-zaman türevini denklem (3.5)’de 

süreklilik denklemini kullanarak ortadan kaldırdıktan sonra vektörel özdeşlikler 

yardımıyla,  

𝛁 × 𝝎D = 𝛁 × 𝛁 × 𝒖D = 𝛁(𝛁 ∙ 𝒖D) − ∇&𝒖D                            (3.9) 

eşitliği yazılabilir. Son Maxwell denklemi ise vortisitenin (𝝎D) diverjansının yok olması 

ile ortaya çıkmaktadır. Bu sonuçlar akışkanları tanımlayan aşağıdaki Maxwell 

denklemleri sonucunu verir [14]. 

                                               	𝛁 ∙ 𝜻D = 𝜌E,D	                                                       (3.10a) 

                                                  𝛁 ∙ 𝝎D = 0                                                         (3.10b) 

                                                  k~p
kh

+ 𝛁 × 𝜻D = 0                                                (3.10c) 

                                                  k𝜻p
kh
− 𝑎&𝛁 × 𝝎D + 𝒋E,D = 0                                   (3.10d) 

Burada 𝜻D = 𝒖D ∙ 𝛁𝒖D dır. Kaynak terimleri 𝜌E,D ve 𝒋E,D aşağıdaki terimleri içerir, 
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                                         𝜌E,D = − k
kh
(𝛁 ∙ 𝒖D) − ∇&ℎD                                         (3.11) 

                               𝒋E,D =
k�𝒖p
kh�

− 𝛁(𝒖D ∙ 𝛁ℎD) − 𝑎&∇&𝒖D.                                     (3.12) 

Bunların ayrıca aşağıdaki korunum denklemini sağladığı da söylenebilir, 

                                                 k��,p
kh

+ 𝛁 ∙ 𝒋E,D = 0.                                                 (3.13) 

3.3.   Plazma Fiziğinin Maxwell-Tipi Denklemleri 

Plazma fiziğinin Maxwell-tipi denklemlerini elde edebilmek için, 𝜻D = 𝒖D ∙ ∇𝒖D 

ve vortisite 𝝎D yeni dinamik değişkenler olarak seçilir. Spesifik bir plazma örneği için, 

vektör ve skaler potansiyelleri kullanılarak tek bir türe ait momentum denkleminin formu 

[14,15], 

                  𝜻D = − k
kh
�𝒖D +

Gp
qp
𝑨� − 𝛁 �ℎD +

Gp
qp
𝜙� − 𝒖D × t𝛁 ×

Gp
qp
𝑨w                (3.14) 

haline gelir. Burada 𝑘D = �1 2v �𝒖D ∙ 𝒖D olmak üzere 𝜻D = 𝝎D × 𝒖D + 𝛁𝑘D vektör 

özdeşliği uygulanarak,  

             	t𝝎D +
Gp
qp
𝑩w × 𝒖D = − k

kh
�𝒖D +

Gp
qp
𝑨� − 𝛁 �ℎD + 𝑘D +

Gp
qp
𝜙�                (3.15) 

eşitliği yazılabilir. Kanonik momentum 𝑷D = 𝑚D𝒖D + 𝑒D𝑨 şeklinde tanımlandığında 

genelleştirilmiş vortisite kanonik momentumun rotasyoneli olacaktır:  

                                           𝛀D = 𝛁 × 𝑷D = 𝑚D𝝎D + 𝑒D𝑩                                    (3.16) 

Ayrıca türlerin toplam enerjisi 

                                          𝜖D = 𝑚D�ℎD + 𝑘D + �
𝑒D 𝑚Dv �𝝓�                               (3.17) 

şeklinde tanımlanırsa, 

                                        𝛀D × 𝒖D = −k𝑷p
kh
− 𝛁𝜖D                                         (3.18) 

denklemi yazılabilir. Plazmanın Maxwell-tipi denklemlerini belirlemek Gauss, Faraday 

ve Ampere yasalarına ulaşmak için denklem (3.18) in sırasıyla diverjans, rotasyonel ve 

zamana göre türevi alınır. Maxwell denklemleri formuyla eşleşmeyen tüm terimler sağa 
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taşınır ve bir kaynak terimi katkısı olarak kabul edilir. Gauss ve Faraday yasaları daha 

açıktır [14,15], 

𝛁 ∙ (𝛀D × 𝒖D) = 𝜌C,D = −∇&𝜖D −
k
kh
𝛁 ∙ 𝑷D                        (3.19) 

= −∇&(𝑚DℎD + 𝑚D𝑘D) − 𝑚D
k
kh
(𝛁 ∙ 𝒖D) +

Gp
�a
𝜌G,D .                    (3.20) 

Ampere yasası daha çok karışıktır fakat denklem (3.10d) 'ye benzer şekilde ifade 

edilebilir. Bunun için, 

k
kh
(𝛀D × 𝒖D) + 𝒋C,D = 𝑎&𝛁 × 𝝎D + 𝑐&𝛁 × 𝑩                        (3.21) 

denklemi yazılabilir. Burada,  

𝒋C,D = 𝑚D �𝛁
k�p
kh
+ tk

�𝒖p
kh�

− 𝑎&∇&𝒖Dw − 𝛁(𝒖D ∙ 𝛁ℎD)� +
Gp
�a
𝒋G,D              (3.22) 

şeklinde verilmiştir. Son Maxwell denklemi, genelleştirilmiş vortisitenin diverjansının 

her zaman sıfır olması gerektiğini kabul ederek modellenmiştir. Böylece, plazma için 

aşağıdaki Maxwell denklemleri yazılabilir [14]: 

                                               𝛁 ∙ (𝛀D × 𝒖D) = 𝜌C,D                                                (3.23a) 

                        𝛁 ∙ 𝛀D = 0                                                      (3.23b) 

                        k𝛀p
kh
+ 𝛁 × (𝛀D × 𝒖D) = 0                                        (3.23c) 

                        k
kh
(𝛀D × 𝒖D) + 𝒋C,D = 𝑎&𝛁 × 𝝎D + 𝑐&𝛁 × 𝑩                         (3.23d) 

Bu denklemler, çok akışkan plazma denklemlerini türetmek için bir yapı olarak 

kullanılabilir.  

Thompson ve Moeller, çok akışkanlı ve klasik elektromanyetizma arasındaki tam 

benzerliği oluşturmak için bu sonuçları genişlettiler [15]. Bu amaçla, denklem (3.23d)’nin 

her iki tarafına  𝑢D&𝛁 × 𝛀D terimi eklenirse, 

k
kh
(𝛀D × 𝒖D) + 𝒋C,D + 𝑢D&𝛁 × 𝛀D = 𝑎&𝛁 × 𝝎D + 𝑐&𝛁 × 𝑩 + 𝑢D&𝛁 × 𝛀D,      (3.24) 

ve 
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k
kh
(𝛀D × 𝒖D) + 𝑱C,D = 𝑢D&𝛁 × 𝛀D,                                   (3.25) 

ifadesi elde edilir. Burada 𝑱C,D genelleştirilmiş plazma akım yoğunluğudur, 

𝑱D = 𝒋C,D + (𝑢D& − 𝑎&)𝛁 × 𝛀D + (𝑢D& − 𝑐&)𝛁 × 𝑩.                         (3.26) 

Son olarak genelleştirilmiş Lamb vektörü, 

𝝃D = 𝛀D × 𝒖D 

denklemleri birleştirmek için tanımlanırsa, çok akışkan plazma için Maxwell-tipi 

denklemleri tanımlanabilir: 

𝛁 ∙ 𝝃D = 𝜌C,D                                                      (3.27a) 

𝛁 ∙ 𝛀D = 0                                                       (3.27b) 

k𝛀p
kh
+ 𝛁 × 𝝃D = 0                                                  (3.27c) 

k
kh
𝝃D + 𝑱D = 𝑢D&𝛁 × 𝛀D.                                          (3.27d) 
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4. OKTONİON CEBRİ 

Oktonionların en büyük özelliği hem sıra değişimli hem de birleşimli olmayan 

yapılara sahip olmalarıdır. Oktonionlar iki kuaternion birleşimi şeklinde ifade 

edildiğinden ikili cebirlerden biridir. Sistemin yapısına göre reel, kompleks ve hiperbolik 

olmak üzere çeşitli tanımlamalara ve temsillere sahiptir. Oktonionlar birleşimli 

olmadıklarından Clifford cebirlerine dahil edilmezler ve matris gösterimleri mevcut 

değildir [62,65].  

4.1.  Reel Oktonionlar  

4.1.1. Tanımlar  

Reel oktonion, sekiz reel bileşenden oluşan hiper-kompleks bir sayı sistemi olarak 

tanımlanabilir. Bir  𝐀 oktonionu, 

𝐀 = ∑ 𝑎"𝒆",
"�V = 𝑎V𝒆V + 𝑎$𝒆$ + 𝑎&𝒆& + 𝑎'𝒆' + 𝑎)𝒆) + 𝑎*𝒆* + 𝑎+𝒆+ + 𝑎,𝒆,     (4.1) 

şeklinde ifade edilir. Burada 𝑎" terimleri oktonionun reel bileşenleri, 𝒆"’ler ise baz 

elemanlarıdır. Bu baz elemanlardan 𝒆V, 1’e eşit (𝒆V = 1)  olup skaler ya da reel baz 

eleman olarak isimlendirilirken diğer 𝒆"’ler ise (𝑛 = 1,2, … ,7) sanal baz elemanları 

olarak adlandırılır.  

Bir 𝐀 oktonionu skaler ve vektörel olmak üzere iki ayrı kısımdan oluşur. 

Oktonionun skaler kısmı, 

                         𝑆𝐀 = 𝑎V𝒆V                                                                (4.2) 

 biçiminde tanımlanırken vektörel kısmı 

      𝑉𝐀 = 𝑨 = 𝑎$𝒆$ + 𝑎&𝒆& + 𝑎'𝒆' + 𝑎)𝒆) + 𝑎*𝒆* + 𝑎+𝒆+ + 𝑎,𝒆,             (4.3) 

şeklinde tanımlanabilir. Böylece bir  𝐀 oktonionu,  

                  𝐀 = 𝑆𝐀 + 𝑉𝐀 = 𝑎V𝒆V + 𝑨                                                 (4.4)         

biçiminde skaler ve vektörel kısımlarla da ifade edilmektedir [62-65,69].  Dolayısıyla bir 

oktonionun skaler veya vektörel kısımlarının olup-olmaması onun yeniden yapılanmasına 

neden olur. Yani reel 𝐀 oktonionunun vektörel kısmı yoksa onun bir skaler oktonion 

olduğu,  
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                                                𝐀 = 𝑆𝐀 = 𝑎V                                                          (4.5) 

tersi durumda bu kez eğer reel 𝐀 oktonionunun skaler kısmı bulunmuyorsa onun vektör 

oktonion olduğu, 

                                                𝐀 = 𝑉2 = 𝑨                                                           (4.6) 

söylenebilir.  

4.1.2. Temel işlemler  

4.1.2.1.   Eşitlik  

𝐀 ve 𝐁 gibi herhangi iki reel oktonionun birbirine eşit olabilmesi için aynı baz 

elemanlara ait karşılıklı bileşenlerinin tamamının birbirine eşit olması gerekmektedir. 

Diğer bir ifadeyle; 

𝐀 = 𝑎V𝒆V + 𝑎$𝒆$ + 𝑎&𝒆& + 𝑎'𝒆' + 𝑎)𝒆) + 𝑎*𝒆* + 𝑎+𝒆+ + 𝑎,𝒆,                (4.7) 

ve        

𝐁 = 𝑏V𝒆V + 𝑏$𝒆$ + 𝑏&𝒆& + 𝑏'𝒆' + 𝑏)𝒆) + 𝑏*𝒆* + 𝑏+𝒆+ + 𝑏,𝒆,                 (4.8) 

olarak verilen iki reel oktonion için, 

𝑎V = 𝑏V, 𝑎$ = 𝑏$, 𝑎& = 𝑏&, 𝑎' = 𝑏', 𝑎) = 𝑏), 𝑎* = 𝑏*, 𝑎+ = 𝑏+, 𝑎, = 𝑏,              (4.9) 

koşulları sağlanıyorsa, bu iki oktonion birbirine eşittir. 

                                             𝐀 = 𝐁                                                                   (4.10) 

4.1.2.2. Toplama ve çıkarma 

𝐀 ve 𝐁 reel oktonionlarının toplam ve farkı,  

                                  		𝐀 ± 𝐁 = ∑ 𝑎"𝒆",
"�V ± ∑ 𝑏"𝒆",

"�V   

olup 

𝐀 ± 𝐁 = (𝑎V𝒆V + 𝑎$𝒆$ + 𝑎&𝒆& + 𝑎'𝒆' + 𝑎)𝒆) + 𝑎*𝒆* + 𝑎+𝒆+ + 𝑎,𝒆,) ±

																															(𝑏V𝒆V + 𝑏$𝒆$ + 𝑏&𝒆& + 𝑏'𝒆' + 𝑏)𝒆) + 𝑏*𝒆* + 𝑏+𝒆+ + 𝑏,𝒆,)     (4.11) 

şeklinde ifade edilir. Bu denklem, oktonionun aynı bazları altında yeniden 

düzenlendiğinde, 

 



17 

 

			𝐀 ± 𝐁 = ∑ (𝑎" ± 𝑏")𝒆",
"�V   

 = (𝑎V ± 𝑏V)𝒆V + (𝑎$ ± 𝑏$)𝒆$ + (𝑎& ± 𝑏&)𝒆& + (𝑎' ± 𝑏')𝒆' + (𝑎) ± 𝑏))𝒆) 

+(𝑎* ± 𝑏*)𝒆* + (𝑎+ ± 𝑏+)𝒆+ + (𝑎, ± 𝑏,)𝒆,        (4.12)	
 

ifadesi elde edilir. İki oktonionun toplam ya da farkları reel oktonionun skaler ve vektörel 

kısımları kullanılarak da gösterilebilir:  

𝐀 ± 𝐁 = (𝑆𝐀 ± 𝑆𝐁) + (𝑉𝐀 ± 𝑉𝐁) = (𝑎V ± 𝑏V)𝒆V + (𝑨 ± 𝑩)                   (4.13) 

 

4.1.2.3. Skaler ile çarpma 

𝜆	reel bir skaler olmak üzere, λ ile reel bir 𝚨	oktonionun çarpımı, 

𝜆𝚨 = 𝜆(𝑆𝐀 + 𝑉𝐀) = 𝜆(𝑎V𝒆V + 𝑨) = 𝜆𝑎V𝒆V + 𝜆𝑎$𝒆$ + 𝜆𝑎&𝒆& + 𝜆𝑎'𝒆' + 𝜆𝑎)𝒆) +

𝜆𝑎*𝒆* + 𝜆𝑎+𝒆+ + 𝜆𝑎,𝒆,                                          (4.14) 

ile tanımlanmaktadır ve sonuç̧ ise λ skaler değeriyle orantılı reel bir oktoniondur.  

4.1.2.4. Reel oktonionların çarpımı 

A ve B gibi iki reel oktonionun toplam ve farkları, baz elemanlardaki reel bileşenleri 

toplayarak veya çıkararak elde edilmektedir. Ancak, iki oktonionun çarpımı oktonionlara 

ait tüm terimlerin birbirleriyle çarpılarak ardından toplanmasıyla hesaplanmaktadır.  

İki reel oktonionun çarpımı, oktonionlara ait baz elemanlarının çarpımlarının 

tanımlanmasından sonra çarpım işlemi yapılması gerekmektedir. Çünkü̈ oktonionlar hem 

sıra değişimli hem de birleşimli olmayan özellik göstermektedir. Cayley sayıları olarak 

da bilinen oktonionlar için, hem Cayley hem de Dickson’ın birbirinden bağımsız olarak 

elde ettikleri ve isimleriyle belirtilen Cayley-Dickson yöntemi sıklıkla kullanılan çarpım 

kurallarından biridir [62].  

Oktonion bazları arasındaki Cayley-Dickson çarpım kuralları aşağıdaki Çizelge 

4.1’de gibi verilmektedir [68-70]: 
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Çizelge 4.1. Oktonion bazları için Cayley-Dickson çarpım kuralları [68-70] 

II 

I 
𝒆V 𝒆$ 𝒆𝟐 𝒆' 𝒆) 𝒆* 𝒆+ 𝒆, 

𝒆V 1 𝒆$ 𝒆& 𝒆' 𝒆) 𝒆* 𝒆+ 𝒆, 

𝒆$ 𝒆$ -1 𝒆' -𝒆& 𝒆* -𝒆) -𝒆, 𝒆+ 

𝒆& 𝒆& -𝒆' -1 𝒆$ 𝒆+ 𝒆, -𝒆) -𝒆* 

𝒆' 𝒆' 𝒆& -𝒆$ -1 𝒆, -𝒆+ 𝒆* -𝒆) 

𝒆) 𝒆) -𝒆* -𝒆+ -𝒆, -1 𝒆$ -𝒆& -𝒆' 

𝒆* 𝒆* 𝒆) -𝒆, 𝒆+ −𝒆$ -1 −𝒆' 𝒆& 

𝒆+ 𝒆+ 𝒆, 𝒆) -𝒆* −𝒆& 𝒆' -1 −𝒆$ 

𝒆, 𝒆, -𝒆+ 𝒆* 𝒆) −𝒆' −𝒆& 𝒆$ -1 

 

Bu tablodaki çarpım kuralı, I sütunundaki baz elemanları ile II satırında bulunan 

baz elemanının kesiştiği noktadaki elemanı bulmak olarak özetlenebilir. Cayley-Dickson 

yöntemiyle çarpım kuralının farklı bir gösterimi ise baz elemanlarının Fano düzlemiyle 

verilen şeklidir. Bu durum Şekil 4.1’de verilmiştir:  

 

Şekil 4.1. Cayley-Dickson çarpım kurallarının Fano düzlemindeki çevrimi [69] 

Böylece oktonionların baz elemanları arasındaki çarpım kuralları, hem 

denklemlerle, hem tabloyla hem de Fano düzlemiyle ifade edilmektedir. Bu 3 tip içinde 

sonuçlar birbirleriyle aynıdır. Denklemde verilen kurallar, oktonionların çarpımı için tek 

bir kural olmadığı ortaya çıkmaktadır. Yukarıda tanımlanan Cayley-Dickson çarpım 

kuralı literatürde bulunan 480 çarpım kuralından sadece birini oluşturmaktadır. Diğer 
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çarpım kuralları, skaler olmayan baz elemanların farklı kombinasyonlarından meydana 

gelmektedir [62].  

A ve B gibi iki reel oktonionun çarpımı,  

𝐀𝐁 = (𝑎V𝒆V + 𝑎$𝒆$ + 𝑎&𝒆& + 𝑎'𝒆' + 𝑎)𝒆) + 𝑎*𝒆* + 𝑎+𝒆+ + 𝑎,𝒆,) (𝑏V𝒆V + 𝑏$𝒆$ +

𝑏&𝒆& + 𝑏'𝒆' + 𝑏)𝒆) + 𝑏*𝒆* + 𝑏+𝒆+ + 𝑎𝑏,𝒆,)                                       (4.15) 

olmaktadır. Çarpım kuralları kullanarak bu çarpım açık olarak 

𝐀𝐁	 = 𝑎V𝑏V + 𝑎V𝑏$𝒆$ + 𝑎V𝑏&𝒆& + 𝑎V𝑏'𝒆' + 𝑎V𝑏)𝒆) + 𝑎V𝑏*𝒆* + 𝑎V𝑏+𝒆+ + 𝑎V𝑏,𝒆, +

𝑎$𝑏V𝒆$ − 𝑎$𝑏$ 	+ 𝑎$𝑏&𝒆' 	− 𝑎$𝑏'𝒆& 	+ 𝑎$𝑏)𝒆* 	− 𝑎$𝑏*𝒆) 	− 𝑎$𝑏+𝒆, 	+ 𝑎$𝑏,𝒆+ 	+

𝑎&𝑏V𝒆& 	− 𝑎&𝑏$𝒆' 	− 𝑎&𝑏& 	+ 𝑎&𝑏'𝒆$ + 𝑎&𝑏)𝒆+ + 𝑎&𝑏*𝒆, − 𝑎&𝑏+𝒆) − 𝑎&𝑏,𝒆* +

𝑎'𝑏V𝒆' + 𝑎'𝑏$𝒆& − 𝑎'𝑏&𝒆$ − 𝑎'𝑏' + 𝑎'𝑏)𝒆, − 𝑎'𝑏*𝒆+ + 𝑎'𝑏+𝒆* − 𝑎'𝑏,𝒆) +

𝑎)𝑏V𝒆) − 𝑎)𝑏$𝒆* − 𝑎)𝑏&𝒆+ − 𝑎)𝑏'𝒆, − 𝑎)𝑏) + 𝑎)𝑏*𝒆$ + 𝑎)𝑏+𝒆& + 𝑎)𝑏,𝒆' +

𝑎*𝑏V𝒆* + 𝑎*𝑏$𝒆) − 𝑎*𝑏&𝒆, + 𝑎*𝑏'𝒆+ − 𝑎*𝑏)𝒆$ − 𝑎*𝑏* − 𝑎*𝑏+𝒆' + 𝑎*𝑏,𝒆& +

𝑎+𝑏V𝒆+ + 𝑎+𝑏$𝒆, + 𝑎+𝑏&𝒆) − 𝑎+𝑏'𝒆* − 𝑎+𝑏)𝒆& + 𝑎+𝑏*𝒆' − 𝑎+𝑏+ − 𝑎+𝑏,𝒆$ +

𝑎,𝑏V𝒆, − 𝑎,𝑏$𝒆+ + 𝑎,𝑏&𝒆* + 𝑎,𝑏'𝒆) − 𝑎,𝑏)𝒆' − 𝑎,𝑏*𝒆& + 𝑎,𝑏+𝒆$ − 𝑎,𝑏,       (4.16) 

yazılabilir. Bu ifade,  

𝐀𝐁 = 𝑎V𝑏V + 𝑎V𝑩 + 𝑏V𝑨 − 𝑨 ⋅ 𝑩 + 𝑨 × 𝑩                                 (4.17) 

şeklinde daha sade bir biçiminde elde edilmektedir[62,68-70]. A ve B gibi iki reel 

oktonionun çarpımıyla ilgili olan (4.16) ifadesinde, skaler kısımlardan bağımsız 

oktonionların vektörel çarpımına ilişkin sonuçlar aynı bazlar altında toplandığında 

aşağıdaki ifade elde edilir:  

𝑨 × 𝑩 = 𝒆$(𝑎V𝑏$ + 𝑎$𝑏V + 𝑎&𝑏' − 𝑎'𝑏& + 𝑎)𝑏* − 𝑎*𝑏) − 𝑎+𝑏, + 𝑎,𝑏+) + 𝒆&(𝑎V𝑏& +

𝑎&𝑏V − 𝑎$𝑏' + 𝑎'𝑏$ + 𝑎)𝑏+ − 𝑎+𝑏) + 𝑎*𝑏, − 𝑎,𝑏*) + 𝒆'(𝑎V𝑏' + 𝑎'𝑏V + 𝑎$𝑏& −

𝑎&𝑏$ + 𝑎)𝑏, − 𝑎*𝑏+ + 𝑎+𝑏* − 𝑎,𝑏)	) + 𝒆)(𝑎V𝑏) + 𝑎)𝑏V − 𝑎$𝑏* − 𝑎&𝑏+ − 𝑎'𝑏, +

𝑎*𝑏$ + 𝑎+𝑏& + 𝑎,𝑏') + 𝒆*(𝑎V𝑏* + 𝑎*𝑏V + 𝑎$𝑏) − 𝑎&𝑏, + 𝑎'𝑏+ − 𝑎)𝑏$ − 𝑎+𝑏' +

𝑎,𝑏&) + 𝒆+(𝑎V𝑏+ + 𝑎+𝑏V + 𝑎$𝑏, + 𝑎&𝑏) − 𝑎'𝑏* − 𝑎)𝑏& + 𝑎*𝑏' − 𝑎,𝑏$) + 𝒆,(𝑎V𝑏, +

𝑎,𝑏V − 𝑎$𝑏+ + 𝑎&𝑏* + 𝑎'𝑏) − 𝑎)𝑏' − 𝑎*𝑏& + 𝑎+𝑏$)	                                         (4.18) 
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4.1.2.5. Reel oktonionların eşleniği 

Reel A oktonionunun oktonionik eşleniği, sanal baz elemanlarının işaretinin 

değişmesiyle ya da diğer bir ifadeyle oktonionun vektörel kısmının işaretinin 

değişmesiyle elde edilmektedir [62].  

𝐀∗ = 𝑆𝐀 	− 𝑉𝐀 = 𝑎V𝒆V − 𝑨	                                            (4.19) 

A ve B gibi iki reel oktonion için bazı eşlenik özellikleri aşağıdaki gibi verilmektedir: 

(𝐀∗)∗ = 𝐀,		                                                             (4.20) 

(𝐀 + 𝐁)∗ = 𝐀∗ + 𝐁∗,			                                                    (4.21) 

		(𝐀𝐁)∗ = 𝐁∗𝐀∗                                                            (4.22) 

Oktonionik eşleniğin tanımından yola çıkarak, reel A oktonionunun reel ve sanal 

kısımları için sırasıyla şu tanımlamalar yapılabilir [62,64-67]: 

𝑆𝐀 =
𝐀�𝐀∗

&
= 𝑎V𝒆V                                                   (4.23) 

𝑉𝐀 =
𝐀5𝐀∗

&
= 𝑎$𝒆$ + 𝑎&𝒆& + 𝑎'𝒆' + 𝑎)𝒆) + 𝑎*𝒆* + 𝑎+𝒆+ + 𝑎,𝒆,               (4.24) 

 

4.1.2.6. Reel oktonionların skaler çarpımı 

A ve B oktonionlarının skaler çarpımı,  

 𝐀 ∙ 𝐁 = $
𝟐
[𝐀∗𝐁 + 𝐁𝐀∗] = $

&
[𝐀∗𝐁 + 𝐁∗𝐀]                                  (4.25) 

olarak verilmektedir [66,69]. Bu iki oktonionu sadece vektörel kısımlarından oluşmasıyla 

elde edilen reel vektör oktonionun skaler çarpımı ise,  

𝑨 ∙ 𝑩 = −$
&
[𝐀𝐁 + (𝐀𝐁)∗]                                         (4.26)  

şeklinde tanımlanmaktadır.  

4.1.2.7. Reel oktonionların vektörel çarpımı 

İki reel oktonionun skaler çarpımına benzer olarak, oktonionlarının vektörel 

çarpımı literatürde,  

𝑨 × 𝑩 = −$
&
[𝐀∗𝐁 − 𝐁∗𝐀]        (4.27) 
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olarak verilmektedir [66,69]. Yalnızca vektörel kısımları olan iki reel vektör oktonionun 

skaler çarpımı,  

𝑨 × 𝑩 = $
&
[𝐀𝐁 − (𝐀𝐁)∗]        (4.28)  

biçiminde tanımlanmaktadır [68-70]. 

4.1.2.8. Reel oktonionların normu 

Reel oktonionların norm işlemi, oktonionun kendisi ile eşleniğinin oktonion 

çarpımıyla elde edilmektedir. Bir A oktonionunun normu N(A) ile gösterilir ve norm 

işleminin sonucu reel bir sayıyı vermektedir.  

𝑁(𝐀) = 𝐀𝐀∗ = 𝐀∗𝐀 = 𝑎V& + 𝑎$& + 𝑎&& + 𝑎'& + 𝑎)& + 𝑎*& + 𝑎+& + 𝑎,& = ∑ 𝑎"&,
"�V         (4.29) 

Tek bir A oktonionuyla norm işlemi yapılabildiği gibi, A ve B gibi iki reel oktonion için 

de norm işlemi tanımlanmaktadır. N(AB) ile ifade edilen iki oktonionun çarpımının 

normu, her bir oktonionun normlarının çarpımlarıyla verilmektedir [62]: 

𝑁(𝐀𝐁) = 𝑁(𝐀)𝑁(𝐁)	                 (4.30) 

4.1.2.9. Ters eleman 

Oktonionların alternatif bir bölüm cebri oluşturmasından dolayı, A reel 

oktonionunun tersinin varlığı söz konusudur. Oktonionlar için ters eleman işlemi,  

𝐀5$ = 𝐀∗

�(𝐀)
                               (4.31) 

ifadesiyle tanımlanmaktadır. Bir oktonionun ters elemanının tanımlanabilmesi için A reel 

oktonionunun ve bu oktonionun normunun sıfırdan farklı olması gerekmektedir [62].  

4.2.  Kompleks Oktonionlar 

4.2.1. Tanımlar  

Kompleks oktonionlar, reel oktonionların kompleks formunu ifade etmektedir. İki 

reel oktonion ve bu iki reel oktoniondan birine 𝑖& = 	−1 şartını sağlayan “𝑖” sanal birimin 

eklenmesi kombinasyonuyla oluşurlar. Böylece, 8-bileşenli reel oktonionlardan birine 

eklenen sanal birim sayesinde toplam bileşen sayısı 16’ya ulaşmaktadır [62].  

Kompleks bir oktonion, 𝐀,𝐀� gibi iki reel oktonionun birleşmesinden oluşur ve	 

kompleks bir oktonion,  
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𝔄 = 𝐀 + 𝑖𝐀�           (4.32) 

biçiminde ifade edilmektedir. Bu ifade,  

𝔄 = (𝑎V𝒆V + 𝑎$𝒆$ + 𝑎&𝒆& + 𝑎'𝒆' + 𝑎)𝒆) + 𝑎*𝒆* + 𝑎+𝒆+ + 𝑎,𝒆,) 

+𝑖(𝑎V� 𝒆V + 𝑎$� 𝒆$ + 𝑎&� 𝒆& + 𝑎'� 𝒆' + 𝑎)� 𝒆) + 𝑎*� 𝒆* + 𝑎+� 𝒆+ + 𝑎,� 𝒆,)       (4.33) 

ve   

𝔄 = ∑ (𝑎" + 𝑖𝑎"� )𝒆" = (𝑎V + 𝑖𝑎V� )𝒆V +,
"�V (𝑎$ + 𝑖𝑎$� )𝒆$ + (𝑎& + 𝑖𝑎&� )𝒆& +

(𝑎' + 𝑖𝑎'� )𝒆' + (𝑎) + 𝑖𝑎)� )𝒆) + (𝑎* + 𝑖𝑎*� )𝒆* + (𝑎+ + 𝑖𝑎+� )𝒆+ + (𝑎, + 𝑖𝑎,� )𝒆,     (4.34) 

şeklinde yazılmaktadır. Son denklemde aynı baz elemanlar altında yazılan oktonion 

bileşenleri kompleks sayılardan oluşmaktadır. Yeni oluşan kompleks bileşenler 𝒜" 

sembolüyle gösterilerek 𝔄 kompleks oktonionu daha sade biçimde,  

𝔄 = �𝒜"𝒆" = 𝒜V𝒆V +𝒜$𝒆$ +𝒜&𝒆& +𝒜'𝒆' +𝒜)𝒆) +𝒜*𝒆* +𝒜+𝒆+ +𝒜,𝒆,

,

"�V

 

                                                                              (4.35) 

olarak yazılabilmektedir. Kompleks oktonionlar da reel oktonionlardaki gibi skaler ve 

vektörel kısımlardan oluşmaktadır. Kompleks skaler ve vektör oktonionlar sırasıyla,  

𝑆𝔄 = (𝑎V + 𝑖𝑎V� )𝒆V = 𝒜V𝒆V          (4.36) 

ve   

𝑉𝔄 = ∑ (𝑎" + 𝑖𝑎"� )𝒆",
"�$ = (𝑎$ + 𝑎$� )𝒆$ + (𝑎& + 𝑎&� )𝒆& + (𝑎' + 𝑎'� )𝒆' +

(𝑎) + 𝑎)� )𝒆) + (𝑎* + 𝑎*� )𝒆* + (𝑎+ + 𝑎+� )𝒆+ + (𝑎, + 𝑎,� )𝒆,                                    (4.37) 

𝑉𝔄 = �𝒜"𝒆"

,

"�$

= 𝒜$𝒆$ +𝒜&𝒆& +𝒜'𝒆' +𝒜)𝒆) +𝒜*𝒆* +𝒜+𝒆+ +𝒜,𝒆, 

şeklinde ayrı ayrı ifade edilebilir. Sonuç̧ olarak, 𝔄 kompleks oktonionu,  

𝔄 = 𝑆𝔄 + 𝑉𝔄 = 𝒜V𝒆V +𝓐 = 𝒜V𝒆V +𝒜$𝒆$ +𝒜&𝒆& +𝒜'𝒆' +𝒜)𝒆) +𝒜*𝒆* +

𝒜+𝒆+ +𝒜,𝒆,                                                                         (4.38) 

olarak yazılabilmekte ve elde edilen ifadenin önceki denklem ile aynı olduğu kolaylıkla 

görülmektedir [62].  
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Reel oktonionlarda olduğu gibi kompleks oktonionların da kompleks skaler, 

kompleks vektör ve kompleks sıfır oktonion olma durumları söz konusudur. Bir 𝔄 

kompleks oktonionu sadece skaler kısımdan oluşuyorsa bu oktonion kompleks skaler 

oktonion,  

𝔄 = 𝑆𝔄 = 𝒜V,        (4.39) 

sadece vektörel kısımdan oluşuyorsa bu oktonionun kompleks vektör oktonion,  

𝔄 = 𝑉𝔄 = 𝓐,        (4.40) 

olarak tanımlanır.  

4.2.2. Temel işlemler 

4.2.2.1. Eşitlik 

𝔄 ve 𝔅 gibi iki kompleks oktonionun birbirine eşit olabilmesi için aynı baz 

elemanlara karşılık gelen bileşenlerin her birinin birbirine eşit olması gerekmektedir. 

Dolayısıyla 𝔄	ve 𝔅 ,  

𝔄 = ∑ 𝒜"𝒆",
"�V = 𝒜V𝒆V +𝒜$𝒆$ +𝒜&𝒆& +𝒜'𝒆' +𝒜)𝒆) +𝒜*𝒆* +𝒜+𝒆+ +𝒜,𝒆, 

(4.41) 

ve  

𝔅 = ∑ ℬ"𝒆",
"�V = ℬV𝒆V + ℬ$𝒆$ + ℬ&𝒆& + ℬ'𝒆' + ℬ)𝒆) + ℬ*𝒆* + ℬ+𝒆+ + ℬ,𝒆,  

(4.42) 

olarak yazılan iki kompleks oktonion için,  

𝒜V = ℬV	,𝒜$ = ℬ$	,𝒜& = ℬ&	,𝒜' = ℬ'	,𝒜) = ℬ)	,𝒜* = ℬ*	,𝒜+ = ℬ+	,𝒜, = ℬ,     

(4.43) 

eşitlikleri yazılabiliyorsa, bu iki kompleks oktonionun birbirine eşit olduğu ortaya 

çıkmaktadır.  

𝔄 = 𝔅                (4.44) 

Ayrıca, 𝔄 ve 𝔅 ile tanımlanan kompleks iki oktonionu oluşturan tüm kompleks bileşenler 

de,  

𝑎" = 𝑏", 𝑎"� = 𝑏"�          (4.45) 
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𝑛 = (0,1,2, … ,7) şartını sağlamak üzere ayrı ayrı eşit olmak zorundadırlar [62].  

4.2.2.2. Toplama ve çıkarma 

İki kompleks oktonion üzerinde reel oktonionlarda uygulandığı gibi cebirsel olarak 

toplama ve çıkarma işlemi uygulanabilmektedir. 𝔄 ve 𝔅 kompleks iki oktonionu 

belirtmek üzere toplam ve fark işlemleri, 

𝔄 ±𝔅 = ∑ �(𝑎" + 𝑖𝑎"� ) ± (𝑏" + 𝑖𝑏"� )�𝒆",
"�V = ∑ (𝒜" ± ℬ")𝒆",

"�V = (𝒜V ± ℬV)𝒆V +

(𝒜$ ± ℬ$)𝒆𝟏 + (𝒜& ± ℬ&)𝒆& + (𝒜' ± ℬ')𝒆' + (𝒜) ± ℬ))𝒆) + (𝒜* ± ℬ*)𝒆* +

(𝒜+ ± ℬ+)𝒆+ + (𝒜, ± ℬ,)𝒆,                            (4.46) 

ifadesiyle tanımlanmaktadır. Aynı zamanda bu işlem, iki kompleks oktonionun skaler ve 

vektörel kısımlarının toplam ve farkları cinsinden de yazılabilir [62]:  

𝔄 ±𝔅 = (𝑆𝔄 + 𝑆𝔅) ± (𝑉𝔄 + 𝑉𝔅) = (𝒜V ± ℬV)𝒆V + (𝓐 ± 𝓑).      (4.47) 

4.2.2.3. Skaler ile çarpma 

𝜆	reel bir skaler olmak üzere 𝔄 şeklinde belirtilen kompleks bir oktonionun λ skaleri 

ile çarpımı,  

𝜆𝔄 = (𝜆𝑎V + 𝑖𝑎V� )𝒆V + 𝜆∑ (𝑎" + 𝑖𝑎"� )𝒆",
"�$ = 𝜆(𝑎V + 𝑎V� )𝒆V + 𝜆(𝑎$ + 𝑎$� )𝒆$ +

𝜆(𝑎& + 𝑎&� )𝒆& + 𝜆(𝑎' + 𝑎'� )𝒆' + 𝜆(𝑎) + 𝑎)� )𝒆) + 𝜆(𝑎* + 𝑎*� )𝒆* + 𝜆(𝑎+ + 𝑎+� )𝒆+ +

𝜆(𝑎, + 𝑎,� )𝒆,           (4.48) 

veya  

𝜆𝔄 = 𝜆(𝑆𝔄 + 𝑉𝔄) = 𝜆(𝒜V𝒆V +𝓐) 

= 𝜆𝒜$𝒆$ + 𝜆𝒜&𝒆& + 𝜆𝒜'𝒆' + 𝜆𝒜)𝒆) + 𝜆𝒜*𝒆* + 𝜆𝒜+𝒆+ + 𝜆𝒜,𝒆,                       (4.49) 

biçiminde gösterilebilir. Sonuç̧ yine λ reel skaleriyle orantılı bir kompleks oktoniondur 

[62].  

4.2.2.4. Kompleks oktonionların çarpımı 

𝔄 ve 𝔅 kompleks iki oktonionu kompleks sayıları belirten 𝒜" ve ℬ" 

(𝑛 = 0,1,2, … ,7) terimleriyle ifade edilebilmektedir. Kompleks iki oktonionun çarpımı 

baz elemanlarının çarpımlarının tanımlanmasıyla gerçekleşmektedir. Oktonionun tipi ne 

olursa olsun, başta hangi çarpım kuralı tanımlanırsa o yöntem geçerli olacaktır. Burada 
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kullanılan ise Cayley-Dickson çarpım kurallarıdır. Böylece 𝔄 ve 𝔅 kompleks 

oktonionlarının çarpımı,  

𝔄𝔅 = (𝒜V𝒆V +𝒜$𝒆$ +𝒜&𝒆& +𝒜'𝒆' +𝒜)𝒆) +𝒜*𝒆* +𝒜+𝒆+ +𝒜,𝒆,)(ℬV𝒆V +

ℬ$𝒆$ + ℬ&𝒆& + ℬ'𝒆' + ℬ)𝒆) + ℬ*𝒆* + ℬ+𝒆+ + ℬ,𝒆,)          (4.50) 

ifadesiyle belirtilerek, işlem yapıldığında çarpım sonucu,  

𝔄𝔅 = 𝒜VℬV +𝒜V𝓑 + ℬV𝓐−𝓐 ∙ 𝓑 +𝓐×𝓑                          (4.51) 

olarak elde edilmektedir.  

4.2.2.5. Kompleks oktonionların eşleniği 

Reel oktonionların tanımı yapılırken oktonionların sadece oktonionik eşleniği ya da 

konjugesinin varlığından söz edilmişti. Ancak kompleks oktonion cebrinde, reel 

oktonionlardan birine “i” sanal birimi eklenmesinden dolayı kompleks eşlenikten de 

bahsetmek gerekir. Şimdi kompleks oktonionların eşlenik özelliklerini kısaca 

tanımlanırsa:  

a) Oktonionik eşlenik 

𝔄 ile ifade edilen ve 16 bileşenden oluşan kompleks bir oktonionunun oktonionik 

eşleniği, skaler kısmı dışında kalan tüm bazlarının işaretlerinin değişmesiyle gerçekleşir. 

Bu durum aşağıdaki gibi verilmektedir:  

𝔄∗ = (𝑎V𝒆V − 𝑎$𝒆$ − 𝑎&𝒆& − 𝑎'𝒆' − 𝑎)𝒆) − 𝑎*𝒆* − 𝑎+𝒆+ − 𝑎,𝒆,) 

+𝑖(𝑎V� 𝒆V − 𝑎$� 𝒆$ − 𝑎&� 𝒆& − 𝑎'� 𝒆' − 𝑎)� 𝒆) − 𝑎*� 𝒆* − 𝑎+� 𝒆+ − 𝑎,� 𝒆,)       (4.52) 

Bu denklem reel ve kompleks bileşenlerin aynı baz elemanlar altında toplanmasıyla  

𝔄∗ = (𝑎V + 𝑖𝑎V� )𝒆V − (𝑎$ + 𝑖𝑎$� )𝒆$ − (𝑎& + 𝑖𝑎&� )𝒆& − (𝑎' + 𝑖𝑎'� )𝒆' − (𝑎) + 𝑖𝑎)� )𝒆) −

(𝑎* + 𝑖𝑎*� )𝒆* − (𝑎+ + 𝑖𝑎+� )𝒆+ − (𝑎, + 𝑖𝑎,� )𝒆,                                               (4.53) 

şeklinde ve daha kısa biçimde, 

𝔄∗ = 𝒜V𝒆V −𝒜$𝒆$ −𝒜&𝒆& −𝒜'𝒆' −𝒜)𝒆) −𝒜*𝒆* −𝒜+𝒆+ −𝒜,𝒆,           (4.54) 

veya  

𝔄∗ = 𝑆𝔄 − 𝑉𝔄 = 𝒜V𝒆V −𝓐                                                   (4.55) 
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olarak kompleks skaler ve vektör oktonionu cinsinden ifade edilmektedir. 𝔄	ve 𝔅 gibi iki 

kompleks oktonion için oktonionik eşlenik işlemine ait bazı tanımlamalar ise aşağıda 

verilmektedir [62]:  

(𝔄∗)∗ = 𝔄                                    (4.56) 

(𝔄 + 𝔅)∗ = 𝔄∗ + 𝔅∗,                                              (4.57) 

(𝔄𝔅)∗ = 𝔅∗𝔄∗                                                            (4.58) 

b) Kompleks eşlenik 

𝔄 ile verilen kompleks oktonionun, kompleks birim elemanın varlığından dolayı 

kompleks eşleniği mevcuttur. Bu eşlenik ise 𝔄 kompleks oktonionunda “i” terimini içeren 

tüm elemanlarının işaret değiştirmesiyle elde edilmektedir:  

𝔄8 = (𝑎V𝒆V + 𝑎$𝒆$ + 𝑎&𝒆& + 𝑎'𝒆' + 𝑎)𝒆) + 𝑎*𝒆* + 𝑎+𝒆+ + 𝑎,𝒆,) − 𝑖(𝑎V� 𝒆V + 𝑎$� 𝒆$ +

𝑎&� 𝒆& + 𝑎'� 𝒆' + 𝑎)� 𝒆) + 𝑎*� 𝒆* + 𝑎+� 𝒆+ + 𝑎,� 𝒆,)                            (4.59) 

Bu ifade daha basit hale getirilecek olursa,  

𝔄8 = (𝑎V − 𝑖𝑎V� )𝒆V + (𝑎$ − 𝑖𝑎$� )𝒆$ + (𝑎& − 𝑖𝑎&� )𝒆& + (𝑎' − 𝑖𝑎'� )𝒆' + (𝑎) − 𝑖𝑎)� )𝒆) +

(𝑎* − 𝑖𝑎*� )𝒆* + (𝑎+ − 𝑖𝑎+� )𝒆+ + (𝑎, − 𝑖𝑎,� )𝒆,                                (4.60) 

eşitliği elde edilmiş olur. Kompleks eşlenik işlemi sonucunda bu ifadenin 𝒜"	 terimleri 

altında değil de, farklı bir 𝑋" kompleks terimi şeklinde yazılabileceği açıkça 

görülmektedir. Ayrıca kompleks eşlenik ifadesiyle bir veya iki kompleks oktonion için 

tıpkı oktonionik eşlenikte olduğu gibi bazı özellikler belirtilebilir [62]:  

�𝔄 � = 𝔄,		      (4.61) 

							�𝔄 + 𝔅¡¡¡¡¡¡¡¡� = 𝔄8 + 𝔅8,                     (4.62) 

          	�𝔄𝔅¡¡¡¡¡� = 𝔅8𝔄8           (4.63) 

 

4.2.2.6. Kompleks oktonionların normu 

Kompleks oktonionların normu, reel oktonionlara benzer olarak kompleks 

oktonionun kendisi ile oktonionik eşleniğinin oktonion çarpımıyla elde edilmektedir. Bir 

𝔄 oktonionunun normu 𝑁(𝔄) ile gösterilir ve norm işleminin sonucu yine reel bir sayıyı 

vermektedir. 



27 

 

𝑁(𝔄) = 𝔄𝔄∗ = 𝔄∗𝔄 = ∑ 𝒜"
&,

"�V                                          (4.64) 

Ancak, kompleks oktonionlarda ‘i’ sanal biriminin varlığından dolayı kompleks 

bileşenlerden oluşan kompleks oktonionun norm işleminin sonucu sıfıra eşit çıkabilir. Bu 

yüzden kompleks oktonionlar için reel oktonionlarda olduğu gibi ters işleminin varlığı ve 

bölüm cebirini sağlandığı söylenemez [65]. 

4.3.  Hiperbolik Oktonionlar  

Hiperbolik oktonionlar 16 boyutlu sedenionların alt cebiridir ve klasik 

oktonionlardan farklıdır [94,95]. Klasik oktonion yalnızca 𝒆"& = −1 özelliğine sahip 

imajiner temel elemanlara sahip olsa da, hiperbolik oktonion temel elemanları 𝜺"& = +1  

özelliğine sahip imajiner hiperbolik temel elamanları tarafından baz elemanlar olarak 

oluşturulmaz [98]. 

Öte yandan, klasik oktonionlara benzer şekilde bir hiperbolik oktonion ℚ, aynı 

zamanda, gerçek elemanlardan oluşan sekiz boyutlu bir hiperkompleks sayısı olarak 

tanımlanabilir,  

ℚ = 𝑞V + 𝑞$𝒆$ + 𝑞&𝒆& + 𝑞'𝒆' + 𝑞)𝜺) + 𝑞*𝜺* + 𝑞+𝜺+ + 𝑞,𝜺,                          (4.65) 

Ayrıca, hem sıra değişimli hem de birleşimli olmayan cebirsel yapılara sahiptirler. 

Hiperbolik oktonion temel elemanlar için çarpım kuralları Çizelge 4.2'de ifade edilmiştir. 

Çizelge 4.2. Hiperbolik oktonion bazlarının çarpım kuralı 

     II 

    I     
1 𝒆$ 𝒆𝟐 𝒆' 𝜺) 𝜺* 𝜺+ 𝜺, 

1 1 𝒆$ 𝒆& 𝒆' 𝜺) 𝜺* 𝜺+ 𝜺, 

𝒆$ 𝒆$ -1 𝒆' -𝒆& 𝜺* -𝜺) -𝜺, 𝜺+ 

𝒆& 𝒆& -𝒆' -1 𝒆$ 𝜺+ 𝜺, -𝜺) -𝜺* 

𝒆' 𝒆' 𝒆& -𝒆$ -1 𝜺, -𝜺+ 𝜺* -𝜺) 

𝜺) 𝜺) -𝜺* -𝜺+ -𝜺, 1 -𝒆$ -𝒆& -𝒆' 

𝜺* 𝜺* 𝜺) -𝜺, 𝜺+ 𝒆$ 1 𝒆' -𝒆& 

𝜺+ 𝜺+ 𝜺, 𝜺) -𝜺* 𝒆& -𝒆' 1 𝒆$ 

𝜺, 𝜺, -𝜺+ 𝜺* 𝜺) 𝒆' 𝒆& -𝒆$ 1 
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Bir hiperbolik oktonionun eşleniği, hem imajiner hem de hiperbolik temel unsurları 

göz ardı ederek elde edilir [98]: 

ℚ∗ = 𝑞V − 𝑞$𝒆$ − 𝑞&𝒆& − 𝑞'𝒆' − 𝑞)𝜺) − 𝑞*𝜺* − 𝑞+𝜺+ − 𝑞,𝜺,            (4.66) 

Benzer şekilde, çarpımsal modül N, olarak verilmiştir 

𝑁(ℚ) = ℚℚ∗ = ℚ∗ℚ = (𝑞V& + 𝑞$& + 𝑞&& + 𝑞'&) − (𝑞)& + 𝑞*& + 𝑞+& + 𝑞,&).               (4.67) 

Her zaman pozitif olarak tanımlanamadığından, hiperbolik oktonion klasik oktoniondan 

farklıdır. Dahası, eğer sadece 𝑁 ≠ 0 ise hiperbolik oktonion için tersi ℚ5$ tanımlanabilir, 

ℚ5$ = ℚ∗

�ℚ
                                                             (4.68) 
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5. HİPERBOLİK OKTONİONLARLA PLAZMA FİZİĞİ 

DENKLEMLERİNİN YENİDEN FORMÜLASYONU 

Sıkıştırılabilir sıvıların hiperbolik oktonionik formülasyonu ile klasik 

elektromanyetizma arasındaki izomorfizmden esinlenerek daha önce ortaya konulan 

eşitlikler plazmanın Maxwell tipi denklemleri için de genelleştirilebilir [93]. Daha önce 

ilgili denklemleri daha kısa ve şık bir biçimde ifade etmek için kullanılan matematiksel 

yapılara benzer şekilde dört boyutlu hiperbolik oktonion diferansiyel operatörü, 

⊟= − $
¤p

k
kh
− k

k¥
𝜺* −

k
k¦
𝜺+ −

k
k§
𝜺,                                   (5.1) 

ve eşleniği, 

⊟∗= − $
¤p

k
kh
+ k

k¥
𝜺* +

k
k¦
𝜺+ +

k
k§
𝜺,                                 (5.2) 

biçiminde tanımlanır. Denklemlerde kullanılan 𝜐D’nın daha önce tanımlandığı üzere ses 

hızı olduğunu hatırlayınız. Burada sunulan oktonionik formalizm, plazma 

denklemlerindeki fiziksel nicelikleri kompleks sayılar yerine reel bileşenlerle ifade 

etmesini sağlar [96].  

Bir 𝚿 hiperbolik oktonionu, tıpkı daha önce klasik Maxwell denklemlerindeki 

skaler ve vektör potansiyelleri genelleştirmek için kullanıldığı gibi plazma 

denklemlerindeki toplam enerji 𝜖D ve kanonik momentum 𝑷D 'yı genelleştirmek için de 

kullanılabilir [96]. 

𝚿 = 𝜐D𝑷 − 𝜖D𝜺) = 	 𝜐D©𝑃¥𝒆$ + 𝑃¦𝒆& + 𝑃§𝒆'« − 𝜖D𝜺)                (5.3) 

Burada 𝑃¥, 𝑃¦, 𝑃§, sırasıyla kanonik momentum 𝑷'nin , (𝑥, 𝑦, 𝑧) eksenleri yönündeki üç 

ayrı bileşenini temsil etmektedir. 

Hiperbolik oktonion diferansiyel operatörünün eşleniği	⊟∗, yukarıda tanımlanan, 

𝚿 hiperbolik oktonionuna uygulandığında aşağıdaki denklem elde edilir [98]: 

⊟∗ 𝚿 = −¯
𝜕𝑃¥
𝜕𝑡 +

𝜕𝜖D
𝜕𝑥 ² 𝒆$ − ¯

𝜕𝑃¦
𝜕𝑡 +

𝜕𝜖D
𝜕𝑦 ² 𝒆& − ¯

𝜕𝑃§
𝜕𝑡 +

𝜕𝜖D
𝜕𝑧 ² 𝒆'

+ ¯
1
𝜐D
𝜕𝜖D
𝜕𝑡 + 𝜐D ³

𝜕𝑃¥
𝜕𝑥 +

𝜕𝑃¦
𝜕𝑦 +

𝜕𝑃§
𝜕𝑧 ´² 𝜺) + 𝜐D ¯

𝜕𝑃¦
𝜕𝑧 −

𝜕𝑃§
𝜕𝑦 ² 𝜺*

+ 𝜐D ¯
𝜕𝑃§
𝜕𝑥 −

𝜕𝑃¥
𝜕𝑧 ² 𝜺+ + 𝜐D ¯

𝜕𝑃¥
𝜕𝑦 −

𝜕𝑃¦
𝜕𝑥 ² 𝜺, 
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Genel olarak oktonionik formalizmin bir avantajı da türetilen ifadelerin vektörel 

notasyonla kolayca ilişkilendirilebilmesidir. Bu nedenle, bu denklem çok iyi bilinen 

vektörel eşitliklerle ilişkilendirilerek yeniden yazılırsa, 

⊟∗ 𝚿 = − �kµ¶
kh
+ k�p

k¥
� 𝒆$ − �

kµ·
kh
+ k�p

k¦
� 𝒆& − �

kµ̧
kh
+ k�p

k§
� 𝒆' + �

$
¤p

k�p
kh
+ 𝜐D(∇ ∙ 𝑷)� 𝜺) −

𝜐D[(∇ × 𝑷)¥]𝜺* − 𝜐D©(∇ × 𝑷)¦«𝜺+ − 𝜐D[(∇ × 𝑷)§]𝜺,                               (5.4) 

ifadesi elde edilir. Dikkat edilirse bu denklemdeki 𝒆$,&,' imajiner baz elemanlarının reel 

bileşenleri, açıkça 𝝃D genelleştirilmiş Lamb vektörünün bileşenleridir. Benzer şekilde, 

𝜀*,+,,	hiperbolik baz elemanları ile ilişkili diğer reel bileşenler de daha önce tanımlanan 

genelleştirilmiş vortisite 𝜷D 'nin üç vektörel bileşenini verir [98]. 

Öte yandan, Kambe tarafından akışkanlar için türetilen Lorentz koşuluna benzer şekilde 

[9],  

k�p
kh
+ 𝜐D&∇ ∙ 𝑷D = 0.                                               (5.5) 

denklemi plazma için de yazılabilir. Bu nedenle, Eşitlik (5.4)’teki 𝜺) baz elemanına ait 

olan bileşenlerin tamamı yok olacaktır. Böylece, Eşitlik (5.4)’ ün yeni biçimi, 

⊟∗ 𝚿 = 𝜉¥𝒆$ + 𝜉¦𝒆& + 𝜉§𝒆' − 𝜐D©𝛽¥𝜺* + 𝛽¦𝜺+ + 𝛽§𝜺,«                 (5.6) 

şeklinde verilmelidir.  

Plazmalar için hiperbolik oktonion formunda 

𝔽 = 𝜉¥𝒆$ + 𝜉¦𝒆& + 𝜉§𝒆' − 𝜐D©𝛽¥𝜺* + 𝛽¦𝜺+ + 𝛽§𝜺,«                   (5.7) 

genelleştirilmiş alan ifadesi tanımlanırsa, ilgili literatürde daha önce elektromanyetizma 

ve lineer gravitasyon için ifade edilen karşılıklarına benzer şekilde, 

⊟∗ 𝚿 = 𝔽                                                    (5.8) 

kompakt eşitliği yazılabilir. Burada 𝜉¥, 𝜉¦, 𝜉§ ve 𝛽¥, 𝛽¦, 𝛽§ sırasıyla 𝝃D ve 𝜷D 'nın, (𝑥, 𝑦, 𝑧) 

eksenleri yönündeki reel bileşenleridir. Bu denklem, plazmaya ilişkin alanlarının 

hiperbolik oktonionların cebiri kullanılarak reel bileşenler cinsinden tek bir denklemde 

genelleştirilebileceğini göstermektedir. Burada açıkça görüldüğü üzere literatürde daha 

önce verilen kuaternionik plazma modelinin aksine, sunulan formülasyonda herhangi bir 

kompleks sayı kullanılmasına ihtiyaç duyulmamaktadır [51]. 
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Plazma davranışı ile elektromanyetizma arasındaki benzerliği ortaya koymak için, 

hiperbolik oktonion diferansiyel operatörü ⊟, 𝔽 üzerinde uygulandığında, 

⊟𝔽 = 𝜐D ¯
𝜕𝛽¥
𝜕𝑥 +

𝜕𝛽¦
𝜕𝑦 +

𝜕𝛽§
𝜕𝑧 ² + 𝜐D ¯

𝜕𝛽§
𝜕𝑦 −

𝜕𝛽¦
𝜕𝑧 −

1
𝜐D&
𝜕𝜉¥
𝜕𝑡 ² 𝒆$

+ 𝜐D ¯
𝜕𝛽¥
𝜕𝑧 −

𝜕𝛽§
𝜕𝑥 −

1
𝜐D&
𝜕𝜉¦
𝜕𝑡 ² 𝒆& + 𝜐D ¯

𝜕𝛽¦
𝜕𝑥 −

𝜕𝛽¥
𝜕𝑦 −

1
𝜐D&
𝜕𝜉§
𝜕𝑡 ² 𝒆'

− ¯
𝜕𝜉¥
𝜕𝑥 +

𝜕𝜉¦
𝜕𝑦 +

𝜕𝜉§
𝜕𝑧 ² 𝜺) + ¯

𝜕𝜉§
𝜕𝑦 −

𝜕𝜉¦
𝜕𝑧 +

𝜕𝛽¥
𝜕𝑡 ² 𝜺*

+ ¯
𝜕𝜉¥
𝜕𝑧 −

𝜕𝜉§
𝜕𝑥 +

𝜕𝛽¦
𝜕𝑡 ² 𝜺+ + ¯

𝜕𝜉¦
𝜕𝑥 −

𝜕𝜉¥
𝜕𝑦 +

𝜕𝛽§
𝜕𝑡 ² 𝜺, 

eşitliği elde edilir [98].  Bu oktonionik ifadeleri, vektörel karşılıkları ile ilişkilendirdikten 

sonra daha basit bir form elde edilebilir: 

⊟𝔽 = 𝜐D(∇ ∙ 𝜷D) + 𝜐D �(∇ × 𝜷D)¥ −
$
¤p�

k¼¶
kh
� 𝒆$ + 𝜐D �(∇ × 𝜷D)¦ −

$
¤p�

k¼·
kh
� 𝒆& +

𝜐D �(∇ × 𝜷D)§ −
$
¤p�

k¼¸
kh
� 𝒆' − (∇ ∙ 𝝃D)𝜺) + �(∇ × 𝝃D)¥ +

k½¶
kh
� 𝜺* + �(∇ × 𝝃D)¦ +

k½·
kh
� 𝜺+ + �(∇ × 𝝃D)§ +

k½¸
kh
� 𝜺,                                                                 (5.9) 

Plazma için daha önce denklem (3.23) de ifade edilen Maxwell benzeri 

denklemlerin yardımıyla, yukarıdaki eşitlikteki skaler çarpım içeren denklemlerin 

sırasıyla genelleştirilmiş vortisite ve Lamb vektörleri için Gauss yasası olduğu açıkça 

görülür. Benzer şekilde, (5.9) eşitliğindeki hiperbolik oktonion baz elemanları ile ilişkili 

diğer bileşenler de plazma için daha önce elde edilen Ampere ve Faraday 

yasalarının	(𝑥, 𝑦, 𝑧) eksenleri yönündeki bileşenleriyle ilgili vektörel ifadelerdir. Bu 

nedenle, bu denklemin sağ tarafı için, 

⊟𝔽 = $
¤p
�𝒥¥𝒆$ + 𝒥¦𝒆& + 𝒥§𝒆'� − 𝜌D𝜺)                          (5.10) 

eşitliği yazılabilir. Bu noktada oktonionik formda, 

𝕁 = $
¤p
�𝒥¥𝒆$ + 𝒥¦𝒆& + 𝒥§𝒆'� − 𝜌D𝜺)                          (5.11) 

ile verilen genelleştirilmiş plazma akımı tanımlanabilir. Burada; 𝜌D ve 𝓙D = 𝒥¥𝒆$ +

𝒥¦𝒆& + 𝒥§𝒆' sırasıyla plazma yük ve akım yoğunluğudur. Dolayısıyla (5.11) eşitliğini, 

⊟𝔽 = 𝕁                                               (5.12) 
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biçiminde kısa ve şık bir biçimde ifade etmek mümkündür.  Aslında bu oktonionik 

gösterim, sekiz farklı ifadeyi tek bir denklemde birleştirmektedir: 

k½¶
k¥
+ k½·

k¦
+ k½¸

k§
= 0,                                         (5.13a) 

𝜐D& �
k½¸
k¦
− k½·

k§
� − k¼¶

kh
= 𝒥¥,                                    (5.13b) 

𝜐D& �
k½¶
k§
− k½¸

k¥
� − k¼·

kh
= 𝒥¦,                      (5.13c) 

𝜐D& �
k½·
k¥

− k½¶
k¦
� − k¼¸

kh
= 𝒥§,                                   (5.13d) 

k¼¶
k¥
+ k¼·

k¦
+ k¼¸

k§
= 𝜌D,                                       (5.13e) 

k¼¸
k¦
− k¼·

k§
+ k½¶

kh
= 0,                                         (5.13f) 

k¼¶
k§
− k¼¸

k¥
+ k½·

kh
= 0,                                         (5.13g) 

k¼·
k¥
− k¼¶

k¦
+ k½¸

kh
= 0.                                         (5.13h) 

Öte yandan, (5.8) denklemi hiperbolik oktonionik diferansiyel operatörünün eşleniği ile 

soldan çarpılırsa, 

⊟⊟∗ 𝚿 =⊡𝚿 =⊟𝔽                                        (5.14) 

ifadesi elde edilir. Burada, 

⊡=⊟⊟∗=⊟∗⊟= $
Àp�

k�

kh�
− k�

k¥�
− k�

k¦�
− k�

k§�
                     (5.15) 

şeklinde tanımlanan d’Alembert operatörüdür. Eşitlik (5.12)’deki kompakt ifade 

gereğince, (5.14) denklemi, genelleştirilmiş plazma akım yoğunluğu 𝕁’ yi vermelidir. Bu 

nedenle, aşağıdaki ilişki yazılabilir [98]: 

Á $
¤p

k�µ¶
kh�

− 𝜐D �
k�µ¶
k¥�

+ k�µ¶
k¦�

+ k�µ¶
k§�

�Â 𝒆$ + Á
$
¤p

k�µ·
kh�

− 𝜐D �
k�µ·
k¥�

+ k�µ·
k¦�

+ k�µ·
k§�

�Â 𝒆& +

Á $
¤p

k�µ̧
kh�

− 𝜐D �
k�µ̧
k¥�

+ k�µ̧
k¦�

+ k�µ̧
k§�

�Â 𝒆' + Á
$
¤p

k��p
kh�

− 𝜐D �
k��p
k¥�

+ k��p
k¦�

+ k��p
k§�

�Â 𝜺) =

$
¤p
�𝒥¥𝒆$ + 𝒥¦𝒆& + 𝒥§𝒆'� − 𝜌D𝜺).                               (5.16) 
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Bu sonuç, çok akışkanlı bir plazma için, 

⊡𝚿 = 𝕁                                                 (5.17) 

ile verilen diğer bir kullanışlı kompakt denklemin ortaya çıktığını göstermektedir. 

Aslında bu ifade, toplam enerji 𝜖D ve kanonik momentum 𝑷D cinsinden çok akışkanlı 

plazma dalga denklemlerinin kompakt bir şeklidir: 

⊡ 𝜖D = 𝜌D                                            (5.18a) 

⊡𝑷D = 𝑱D                                           (5.18b) 

Açıkça (5.17) ifadesi, benzerlerine elektromanyetik teorideki rastlanan aşağıdaki plazma 

dalga denklemlerini özetlemektedir: 

$
¤p�

k��p
kh�

− �k
��p
k¥�

+ k��p
k¦�

+ k��p
k§�

� = 𝜌D,                              (5.19a) 

k�µ¶
kh�

− 𝜐D& �
k�µ¶
k¥�

+ k�µ¶
k¦�

+ k�µ¶
k§�

� = 𝒥¥,                              (5.19b) 

k�µ·
kh�

− 𝜐D& �
k�µ·
k¥�

+ k�µ·
k¦�

+ k�µ·
k§�

� = 𝒥¦,                              (5.19c) 

k�µ̧
kh�

− 𝜐D& �
k�µ̧
k¥�

+ k�µ̧
k¦�

+ k�µ̧
k§�

� = 𝒥§.                             (5.19d) 

 

Öte yandan hiperbolik oktonion diferansiyel operatörünün eşleniği ⊟∗, plazma 

dalga denklemlerinin alanlar cinsinden yeniden düzenlenmesine olanak sağlar: 

⊟∗⊟ 𝔽 =⊡ 𝔽 =⊟∗ 𝕁                                              (5.20) 

Bu denklemde hiperbolik oktonion çarpımı yaptıktan sonra 
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Ã
1
𝜐D&
𝜕&𝜉¥
𝜕𝑡& − Ä

𝜕&𝜉¥
𝜕𝑥& +

𝜕&𝜉¥
𝜕𝑦& +

𝜕&𝜉¥
𝜕𝑧& ÅÆ 𝒆$ + Ã

1
𝜐D&
𝜕&𝜉¦
𝜕𝑡& − Ä

𝜕&𝜉¦
𝜕𝑥& +

𝜕&𝜉¦
𝜕𝑦& +

𝜕&𝜉¦
𝜕𝑧& ÅÆ 𝒆&

+ Ã
1
𝜐D&
𝜕&𝜉§
𝜕𝑡& − Ä

𝜕&𝜉§
𝜕𝑥& +

𝜕&𝜉§
𝜕𝑦& +

𝜕&𝜉§
𝜕𝑧& ÅÆ 𝒆'

+ Ã
1
𝜐D
𝜕&𝛽¥
𝜕𝑡& − 𝜐D Ä

𝜕&𝛽¥
𝜕𝑥& +

𝜕&𝛽¥
𝜕𝑦& +

𝜕&𝛽¥
𝜕𝑧& ÅÆ 𝜺*

+ Ã
1
𝜐D
𝜕&𝛽¦
𝜕𝑡& − 𝜐D Ä

𝜕&𝛽¦
𝜕𝑥& +

𝜕&𝛽¦
𝜕𝑦& +

𝜕&𝛽¦
𝜕𝑧& ÅÆ 𝜺+

+ Ã
1
𝜐D
𝜕&𝛽§
𝜕𝑡& − 𝜐D Ä

𝜕&𝛽§
𝜕𝑥& +

𝜕&𝛽§
𝜕𝑦& +

𝜕&𝛽§
𝜕𝑧& ÅÆ 𝜺,

= − ³
𝜕𝜌D
𝜕𝑥 +

1
𝜐D&
𝜕𝒥¥
𝜕𝑡 ´ 𝒆$ − ³

𝜕𝜌D
𝜕𝑦 +

1
𝜐D&
𝜕𝒥¦
𝜕𝑡 ´ 𝒆& − ³

𝜕𝜌D
𝜕𝑧 +

1
𝜐D&
𝜕𝒥§
𝜕𝑡 ´ 𝒆'

+
1
𝜐D
³
𝜕𝜌D
𝜕𝑡 +

𝜕𝒥¥
𝜕𝑥 +

𝜕𝒥¦
𝜕𝑦 +

𝜕𝒥§
𝜕𝑧 ´ 𝜺) +

1
𝜐D
³
𝜕𝒥¦
𝜕𝑧 −

𝜕𝒥§
𝜕𝑦 ´ 𝜺*

+
1
𝜐D
³
𝜕𝒥§
𝜕𝑥 −

𝜕𝒥¥
𝜕𝑧 ´ 𝜺+ +

1
𝜐D
³
𝜕𝒥¥
𝜕𝑦 −

𝜕𝒥¦
𝜕𝑥 ´ 𝜺, 

ifadesi elde edilir. Bu eşitliğin solundaki ve sağındaki her bir baz elemana ilişkin 

bileşenler karşılıklı olarak eşitlenirse aşağıdaki plazma denklemleri yazılabilir [98]: 

$
¤p�

k�¼¶
kh�

− �k
�¼¶
k¥�

+ k�¼¶
k¦�

+ k�¼¶
k§�

� = − �k�p
k¥

+ $
¤p�

k𝒥¶
kh
�                  (5.21a) 

$
¤p�

k�¼·
kh�

− �k
�¼·
k¥�

+ k�¼·
k¦�

+ k�¼·
k§�

� = − �k�p
k¦

+ $
¤p�

k𝒥·
kh
�                  (5.21b) 

$
¤p�

k�¼¸
kh�

− �k
�¼¸
k¥�

+ k�¼¸
k¦�

+ k�¼¸
k§�

� = − �k�p
k§
+ $

¤p�
k𝒥¸
kh
�                     (5.21c) 

k�p
kh
+ k𝒥¶

k¥
+ k𝒥·

k¦
+ k𝒥¸

k§
= 0                                     (5.21d) 

$
¤p�

k�½¶
kh�

− �k
�½¶
k¥�

+ k�½¶
k¦�

+ k�½¶
k§�

� = $
¤p�
�k𝒥·
k§
− k𝒥¸

k¦
�                     (5.21e) 

$
¤p�

k�½·
kh�

− �k
�½·
k¥�

+ k�½·
k¦�

+ k�½·
k§�

� = $
¤p�
�k𝒥¸
k¥
− k𝒥¶

k§
�                     (5.21f) 

$
¤p�

k�½¸
kh�

− �k
�½¸
k¥�

+ k�½¸
k¦�

+ k�½¸
k§�

� = $
¤p�
�k𝒥¶
k¦
− k𝒥·

k¥
�                    (5.21g) 

Yukarıdaki denklemden ilk üçü imajiner baz elemanları 𝒆$,&,'’nın bileşenleri ile ilişkili 

olup genelleştirilmiş Lamb vektörü 𝝃D cinsinden ifade edilen, 
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$
¤p�

k�𝝃p
kh�

− ∇&𝝃D = −𝛁&𝜌D −
$
¤p�

k𝑱p
kh

                               (5.22) 

dalga denklemini oluştururlar. Benzer şekilde  𝜺*,+,, hiperbolik baz elemanları ile ilişkili 

diğer ifadeler de  𝜷D için elde edilen,  

$
¤p�

k�𝜷p
kh�

− ∇&𝜷D =
$
¤p�
𝛁 × 𝑱D                                   (5.23) 

dalga denklemini meydana getirirler. Ayrıca, hiperbolik baz elemanı 𝜺) ile ilgili ifade ise 

aynı zamanda genelleştirilmiş plazma yükü için korunum yasasıdır ve klasik 

elektromanyetizmada benzeri ile aynı formatta ifade edilir: 

k�p
kh
+ 𝛁 ∙ 𝑱D = 0.                                          (5.24) 
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6. SONUÇ 

İlgili literatürde, Thompson ve Moeller tarafından elektromanyetizma ile akışkan 

dinamiği arasındaki teorik benzerlikten yola çıkarak kanonik vortisite ve genelleştirilmiş 

Lamb vektörü cinsinden plazma denklemlerinin yeniden formülasyonu için yeni bir teorik 

model ortaya konulmuştur [14,15]. Bu modelden yararlanılarak; elektromanyetik 

teorideki elektrik ve manyetik alanların tanımlarına biçimsel olarak benzeyen yeni 

plazma alanları tanımlanmış, elektromanyetik teorinin temel yapı taşlarından olan 

Maxwell denklemlerine benzeyen yeni bir denklem takımı plazmalar için de türetilmiştir. 

Yukarıda bahsedilen bu model, sıkıştırılabilir ve sıkıştırılamaz akışkanların 

denklemlerinden yola çıkarak tasarlandığı ve plazmalar için genişletildiği için, plazmanın 

hem akışkanlarla hem de elektromanyetik teori ile ilgili davranışını açıkça yansıtabilen 

yeni denklemlere ihtiyaç duyulmaktaydı. Literatürde daha önce Demir ve Tanışlı 

tarafından akışkanların Maxwell-tipi denklemlerinin hiperbolik oktonionlarla yeniden 

formülasyonu [93], plazmanın benzer biçimdeki denklemlerinin de aynı sayı sistemi 

kullanılarak ifade edilebileceği yönünde bir öngörü oluşturmuştur.  

Bu tez, plazmanın Maxwell-tipi denklemlerinin daha kullanışlı ve daha kompakt 

bir formda hiperbolik oktonionlarla yeniden formüle edilmesini amaçlamaktadır. Bu 

hedefi gerçekleştirmek için daha önce akışkanlar için hiperbolik oktonion terimleri 

cinsinden tanımlanan denklemler [93], plazmanın ilgili denklemlerini elde edebilmek için 

tekrar modifiye edilmiştir. Akışkan alan denklemleri ve plazma denklemleri arasındaki 

biçimsel benzerlik, bu sürecin çok daha kolay bir biçimde gerçekleştirilmesine olanak 

tanımıştır.  

Gerçekten de Denklem (5.7)’de tanımlanan	𝔽 hiperbolik oktonionu, plazmanın 

genelleştirilmiş Lamb vektörü 𝝃D ve genelleştirilmiş vortisite vektörünün  𝜷D birlikte 

ifade edilmesine olanak tanır. Ayrıca, 4-boyutlu hiperkompleks sayı sistemlerinden farklı 

olarak ortaya konulan bu formülasyon hiçbir kompleks bileşene ihtiyaç duymadan anılan 

vektörlerin reel bileşenler cinsinden ifade edilebilmesini sağlar. 

Denklem (5.12) yardımıyla çok akışkanlı plazmanın alan denklemleri tek bir 

denklemde birleştirilebilir.  Aslında bu kompakt ve zarif ifade, plazmanın Maxwell-tipi 

dört denklemini özetlemektedir. Plazmanın daha önce ilgili literatürde verilen 

kuaternionik reformülasyonundan [51], farklı olarak mevcut denklemlerde yine herhangi 
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bir kompleks sayı kullanılmasına gerek yoktur. Tüm matematiksel ilişkiler, hiperbolik 

oktonionların reel bileşenleri ile gerçekleştirilmiştir. 

Ortaya konulan formülasyon, 𝝃D genelleştirilmiş Lamb vektörünün ve 𝜷D 

genelleştirilmiş vortisite vektörünün açıkça klasik elektromanyetizmadaki elektrik alan 

ve manyetik alana benzer şekilde davranış sergilediğini vurgular. Benzer şekilde elde 

edilen denklemlerde toplam enerji  𝜖D ve kanonik momentum 𝑷D, skaler potansiyel 𝜙 ve 

vektör potansiyel A'nın elektromanyetizmadaki rolü ile aynı davranışı gösterir. Akışkan 

denklemlerinde ise benzer rollerin 	hız 𝒗 ve entalpi ℎ tarafından üstlenildiği 

görülmektedir [52].  

Bu tez, hiperbolik oktonion terimleri cinsinden elde edilen plazma ve sıkıştırılabilir 

akışkan denklemleri arasında kesin bir izomorfizm olduğunu kanıtlamaktadır. Ayrıca, 

hiperbolik oktoniyonik ifadeler vektör alanlarıyla ilişkilendirerek, Denklem (5.17)’deki 

genelleştirilmiş dalga denklemi ilgili literatürde daha önce verilen elektromanyetik teori 

ve lineer gravitasyondaki benzerleri ile aynı formda türetilmiştir.  Matematiksel olarak 

değişme ve birleşme özelliği göstermeyen yapılarına rağmen hiperbolik oktonionlar, 

sekiz boyuta kadar fiziksel niceliklerin ilgili denklemlerini basitleştirmek için güçlü bir 

araçtır. Bu tez çalışmaları sırasında elde edilen sonuçlar bir makale haline getirilerek 

bilim dünyasına sunulmuştur [98]. 
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