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OZET

HIPERBOLIK OKTONIONLARLA PLAZMA FiZiGi DENKLEMLERININ
YENIDEN FORMULASYONU

Erding ZEREN
Fizik Anabilim Dali
Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Ekim, 2019

Danisman: Prof. Dr. Siileyman DEMIR

Bu tezde, elektrodinamik ve akiskanlar dinamiginin temel denklemleri arasindaki teorik
benzerlikten yararlanilarak, ¢ok akiskanli plazmanin Maxwell tipi denklemleri hiperbolik
oktonionlar cinsinden ifade edilmistir. Sunulan model, bu tiirdeki plazmanin Lamb ve
vortisite (girdaplanma) vektorlerini hiperbolik oktonionlarla genellestirilmesine olanak
tanimaktadir. Boylece ¢ok akiskanli plazmanin temel denklemleri, daha ©6nce bu
formalizm kullanilarak elde edilen elektromanyetik ve gravitasyonel alanlardaki

karsiliklariyla benzer bir formda tiiretilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik oktonionlar; Maxwell denklemleri; Plazma denklemleri;

Oktonion cebiri; Elektromanyetik teori



ABSTRACT

REFORMULATION OF MULTIFLUID PLASMA EQUATIONS IN TERMS OF
HYPERBOLIC OCTONIONS

Erding ZEREN

Department of Physics

Eskisehir Technical University, Institute of Graduate Programs, October, 2019

Supervisor: Prof. Dr. Siileyman Demir

In this thesis, using the theoretical analogy between basic equations of electrodynamics
and fluid dynamics, the Maxwell type equations of multifluid plasma are expressed in
terms of hyperbolic octonions. The presented model allows us to generalize the species
generalized Lamb vector and species generalized vorticity of plasma by a hyperbolic
octonion. Thus, the basic equations of multifluid plasma are derived in a form similar to

electromagnetic and gravitational counterparts previously given using this formalism.

Keywords: Hyperbolic octonions; Maxwell equations; Plasma equations; Octonion

algebra; Electromagnetic theory
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1. GIRIS

1920’1i yillarda iyonlagsmis gaz plazma olarak adlandirilmaya baglanmistir.
Maddenin dordiincii hali olarak kabul edilen plazma, ¢ok 1yi elektriksel iletkendir.
Iyonlasmis gaz kollektif davranis1 ve elektrik iletkenligi ile plazma olur. Her iyonlasmis
gaz plazma degildir. Plazmada bir ¢esit sikistirilabilir akigkandir [1-4].

Elektrodinamigin temel denklemleri ile akiskanlar dinamiginin temel denklemleri
arasindaki teorik benzerlik, bilim adamlarmi akigkanlarin hareket denklemlerini
elektromanyetizmadaki Maxwell denklemine benzer bir bigcimde yeniden formiile etmeye
zorlamistir. Bu nedenle literatiirde hem sikistirilabilir hem de sikistirilamaz akiskanlarin
alan denklemlerinin elektromanyetik teorideki Maxwell denklemlerinde yer alan elektrik
ve manyetik alanlarin tanimlarina benzer bir formda ifade edildigi bir¢ok arastirma
mevcuttur [5-13].

Ote yandan ¢ogu durumda, bir plazmanin etkisinde kaldig1 mekanik kuvvetler,
akigkanlarin etkisinde kaldig1 kuvvetlerle tutarlilik gosterir. Dolayisiyla yukarida
bahsedilen tartisma plazmalar i¢in de gecerlidir. Diger bir ifade ile plazmalarin temel
denklemlerini elektromanyetik teorinin Maxwell tipi denklemlerine benzer bir bigimde
ifade etmek miimkiindiir. Akigskanlarin ve plazmalarin davraniglar1 arasindaki teorik
benzerlik Thompson ve Moeller tarafindan genis bir big¢imde arastirilmistir [14, 15].
Thompson ve Moeller, bu konudaki ilk makalelerinde [14] plazma i¢in Maxwell tipi
denklemleri tiiretmeyi basarmiglardir. Bu ¢alisma, ¢ok akigskanli bir plazmanin
denklemlerini elde etmek i¢in bir ¢erceve olarak goriilebilir. Bir sonraki makalelerinde
Thompson ve Moeller [15], bu sonuglar1 ¢oklu akis teorisi ile klasik elektromanyetizma
arasinda kesin bir izomorfizm olusturmak i¢in genislettiler.

Genel olarak sikistirilabilir akigkanlarin ve plazmalarin alan denklemlerini
hiperkompleks sayilarla yeniden ifade edebilmek i¢in ilgili literatiirde daha 6nce bu
denklemlerin elektromanyetizma ve gravitasyondaki icin tiiretilen karsiliklarina dayali
birgok girisim mevcuttur.

[k kez Hamilton [16] tarafindan bilim diinyasina kazandirilan reel kuaterniyonlar,
bir skaler ile bir vektorden olusan 4-boyutlu matematiksel yapilardir. Bu hiperkompleks
yapi i¢in tanimlanan kuaternion ¢arpimi, ayni zamanda vektorlerin hem skaler ¢arpimini
hem de vektorel carpimin igerdiginden elektromanyetizmanin ve lineer gravitasyonun
tiim alan denklemlerinin daha kompakt ve daha zarif bir bigimde ifade edilmesine olanak
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tanir [ 17-31]. Kuaternionlarin reel bilesenlerinin kompleks sayilarla degistirmek suretiyle
elde edilen kompleks kuaternionlar(bikuaternionlar) ise elektrik ve manyetik kaynaklarin
birlikte bulunmasinin yani sira fotonlarin kiitlelerinin sifirdan farkli olmasinin kabulii
durumda bile Maxwell ve Proca denklemlerinin genellestirilmesinde kullanilabilir [32-
48].

Ote yandan lineer gravitasyon ve elektromanyetizma arasinda da miikemmel bir
analoji s6z konusudur. Bu nedenle, hem Proca hem de gravitomanyetik monopol (tek
kutup) terimlerini igeren gravitasyonel denklemlerin genellestirilmesi i¢in iyi ¢alisan bazi
kuaterniyonik modeller onerilmistir [39-41]. Ayrica, bu yapilar birgok cekici 6zellige
sahip olduklarindan elektriksel, manyetik, gravitoelektrik ve gravitomanyetik yiiklerin
varliginda lineer gravitasyona ve elektromanyetizmaya iliskin teorilerini birlestirmesi
icin de kompleks kuaterniyonlar kullanilmistir [42-49].

Literatiirde son zamanlarda ise sikistirillabilir akiskanlarin Maxwell tipi
denklemlerinin genellestirilmesi [50] ve matematiksel agidan benzer yapidaki cok
akiskanli plazma denkleminin yeniden formiilasyonu i¢in kuaternion cebirinin
kullanildig: yeni bir yaklagim ortaya atilmistir [51].

Kuaternionlarin kompleks bilesenleri sekiz bilesene kadar fiziksel niceliklerin
basari ile ifade edilmesini saglar ve elde edilen kompakt yapidaki denklemler de vektorel
notasyonla kolayca iliskilendirilebilir. Ote yandan ele alinan fiziksel denklemlerin
bilesenleri reel sayilar olan matematiksel yapilar tarafindan ifade edilmesi isteniyorsa bu
durumda en az sekiz bilesenli hiperkompleks yapilar kullanilmalidir. Bu noktada, uzay-
zaman cebiri (space-time algebra, STA) fizik ve matematik i¢in dogal bir dil olusturur.
Ozel olarak, bu cebir yalnizca herhangi bir koordinat ¢ercevesinden bagimsiz olarak
temel fizik yasalarini ifade etmemize olanak saglamakla kalmaz, aym1 zamanda
denklemleri vektorlerle ve Hamilton’un kuaterniyonlariyla kolayca iliskilendirilebilir.
Son zamanlarda, uzay-zaman cebirinin bu avantajlarindan yararlanmak ig¢in,
sikistirilabilir akigkanin alan denklemleri igin tiiretilen alternatif bir formiilasyon [52]
elektromanyetik teori [53, 54] ve lineer gravitasyondaki [55] uygulamalarina benzer bir
formatta sunulmustur.

Skaler, psddovektor, psddoskalar ve vektor bilesenlere sahip sekiz boyutlu
oktonlar, farkli tipteki yapilar1 ayn1 anda kullanmaniza imkan verir [56-61]. Benzer

sekilde sekiz bilesenli oktonionlar (Cayley sayilar1), kuaterniyon cebirlerinden sonra en
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bliyilk normlu boliim cebirini olustururlar [62-74]. Hiperbolik oktonionlar sadece
kompleks baz elemanlarina degil hiperbolik baz elemanlarina da sahip olduklarindan
klasik oktonionlardan farklidir. Bu tiirdeki oktonionlar, split(boliintii) oktonionlarla
izomorfik olup fizikte ¢ok 1yi bilinen denklemlerin yeniden formiilasyonu icin alternatif
yontemler sunar [75-92].

Bu tezde plazmalar i¢in yeni denklemler ortaya konulurken sikistirilabilir
akiskanlarin Maxwell tipi denklemlerinin hiperbolik oktonionlarla reformulasyonundan
esinlenilmistir [93]. Cok akiskanli plazmanin temel denklemleri daha 6nce bu formalizm
kullanilarak elde edilen elektromanyetik ve gravitasyonel karsiliklarina benzer bir
bicimde tiiretilmistir. Bu yolla elde edilen plazmanin temel denklemleri kompakt bicimde
verilse de, bu yapmin reel bilesenleri plazmanin hem akiskanlar dinamigi hem de
elektromanyetik teori ile ilgili davranisini basariyla yansitir.

Bu tezin birinci boliimiinde, plazmanin genel bir tanimi yapildiktan sonra temel
ozelliklerinden ve giinliik yasamdaki kullanim alanlarindan bahsedilmistir. Ikinci
boliimde, elektromanyetik teorideki Maxwell denklemlerinin vektorel ve integral
bicimleri hatirladiktan sonra akigkanlar plazma fizigindeki Maxwell-tipi denklemler
tiiretilmistir. Ugiincii boliimde, oktonionlarin genel yapilar1 ve cebirsel dzelliklerinden
bahsedildikten sonra reel, kompleks ve hiperbolik oktonionlarin temel ozellikleri
verilmistir. Dordiincli boliimde ise hiperbolik oktonionlarla plazmalarin Maxwell-tipi

denklemleri yeniden formiile edilmistir.



2. PLAZMA
2.1. Plazma Nedir?

Plazma ismi ilk olarak 1920’li yillarda Irving Langmuir tarafindan kullanilmistir.
Plazma, iyonlasmis gazlarin elektrik ve manyetik alandan etkilenmesiyle olusan kontrollii
reaksiyonlar olarak adlandirilabilir ve iyonize olmus gaz anlamma da gelir. Iyonlagmis
gazin plazma olmasi i¢in iyonlarin elektriksel iletkenligi, kollektif davranisi gibi
ozellikleri olmasi1 gerekir. Kendine 06zgii 6zellikleri oldugundan, plazma maddenin
dordiincii hali olarak ayri incelenir. Plazmanin igerisinde iyonlasmis gaz, protonlar,
elektronlar, uyarilmig atomlar, yiiksiiz atomlar ve molekiiller bulunur. Plazma
icerisindeki hareketli pozitif ve negatif yiiklii pargaciklar olmasina ragmen sistem yiiksiiz
gibi davranmaktadir. Bu sebepten dolay1 bu iyonlarin kollektif hareket etikleri anlasilir
[1].

Katilarin molekiilleri enerji verilerek hareketleri artirilarak siviya ve daha sonra
gaza doniisiir. Gaz fazinda elektronlar hizli hareket ederler. Gaz halinden sonra da kinetik
enerjisi artirilmaya devam edilirse iyonlasma baslar ve cekirdekten elektron kopar. Bu
elektron maddeye yeni bir hal kazandirir. Enerjisi arttirilmis gazin iginde iyonlagsma
tekrarlanir. Bu iyona plazma adi verilmektedir. Plazmaya, elektrik ve manyetik
kuvvetlerin giiclii bir sekilde hakim oldugu bir ortam olarak bakilabilir. Plazma gazda
goriilmeyen 6zelliklere sahiptir. Plazmadaki iyonlar ve elektronlar arasindaki yiik ayrimi
elektrik alana, ytiklii parcaciklarin akisi ise akima dolayisi ile manyetik alan olusmasina
neden olur. Bu nedenle plazma, hem dinamik bir akigkan hem de iyi bir elektrik ileticisidir
[1-4].

Plazmadaki serbest elektrik yiikii plazmay1 1y1 bir elektrik iletkenligine kavusturur
ve plazma elektromanyetik alanlardan kolaylikla etkilenir. Kutup bolgesinde olusan
auroralar, yuklii pargaciklarin oksijen atomlariyla ¢arpismasiyla olusur. Yildirim, simsek
ve kutup 1siklar1 diinyadaki dogal plazmalara 6rnektir. Evrenin %99’u plazmadan
olugmaktadir. Glines, gilines riizgarlari, yildizlarin i¢ bolgeleri ve yildizlar aras1 bolge
uzaydaki plazmalara &rnektir. Insan yapimi plazmalar ise neon lambalar, floresan

lambalar, plazma tv ve plazma tabancalar1 buna 6rnektir [1].



Gorsel 2.1. Soguk plazmaya érnek olarak plazma topu

Gorsel 2.3. Laboratuvar ortaminda hidrojen gazindan olusturulan soguk plazma



2.2. Plazmanin Genel Ozellikleri

Madde; kati, s1v1, gaz ve plazma olmak tizere dort halde bulunur. Plazma icerisinde
hareket eden ve etkilesen yiiklii iyonlar yaninda notr atomlar ya da molekiiller de
mevcuttur. Bu durum, maddenin plazma halini degistirmez. Plazmanin igerisindeki
elektronlarin ¢ekirdekle olan baglar1 zayiftir. Bu zayif ¢ekirdek baglarindan dolay:
kimyasal reaksiyonlar1 da hizhidir [1-4].

Plazma, gazin 1s1 enerjisi degisimi disinda bir lazer veya mikrodalga jeneratorii ile
giiclii bir elektromanyetik alana tabi tutularak olusturulabilir. Bu elektron sayisindaki
degisim iyonlar1 olusturur. Bu iyonlar pozitif ve negatif yliklii parcaciklardan olusturur.
Bu negatif ve pozitif yiiklii parcaciklarin olusturdugu elektrik alandan dolay1 plazma
elektriksel olarak 1yi bir iletken hale gelir. Bu nedenle elektromanyetik alanlardan kolayca
etkilenebilirler. Plazmanin molekiil yapisindan dolay1 gazlar gibi belirli bir hacmi ve
belirli bir sekli yoktur [1-4].

Plazmay1 kati, sivi ve gazlardan ayiran bazi 6zellikleri vardir. Plazmay1 diger
hallerden ayirt eden en 6nemli 6zelligi, plazmay1 olusturan yiiklii parcaciklarin Coulomb
kuvvetleri ile birbirlerine etki etmesidir. Plazma igindeki her pargacik ayni ortamda
bulundugu diger pargaciklara etki eder. Bu nedenle bu parcaciklar siirekli birbirleriyle
etkilesir ve kollektif bir davranista bulunurlar [1-4].

Plazma, gaz halindeki maddeye 1s1 enerjisi verilerek elde edildigi gibi farkh
yontemlerle de elde edilebilir. Bu laboratuvar plazmalarinin iiretim yontemlerin dolay1
farkl1 isimlerle adlandirilmasina neden olur. DC elektriksel desarj, AC elektriksel desarj,
RF desarj, MW desarj, puls desarj, dielektrik bariyer desarj gibi farkli {iretim
mekanizmalarina ve farkl 6zelliklere sahip olan plazmalar vardir [1].

Plazma sicak ve soguk olarak ikiye ayrilir. Diinyadaki sicak plazmalar;
laboratuvarda gazlarin c¢ok yiiksek sicakliklara (4000K-20000K) kadar isitilmasiyla
olusur. Sicak plazma yiiksek sicakliklarda maddenin iyonlasmasiyla olusur. Soguk
plazmalar, 1s1nim yoluyla ya da normal sicaklarda atomlarin yiiksek enerjili parcaciklarla
bombardimaniyla olusturulur. Soguk plazma diisiik sicakliklarda (303K-353K) maddenin
iyonlagmasi ile olusur. Giines, alev sicak plazmaya ornektir. Florasan, plazma topu soguk

plazmaya ornektir [2-4].



Plazma, iyonizasyon derecesi, plazma yogunlugu, Debye uzunlugu, plazma
sicakligr ve plazma frekansi gibi parametrelerle karakterize edilir. Bu parametreler
plazmanin tiretim sekliyle degistirilebilir. Plazmanin elektron sicakligi, elektron pargacik

yogunlugu ve elektron enerjisine gore siniflandirmasi Gorsel 2.4’te verildigi gibidir [2].
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Gorsel 2.4. Elektron sicakligi-elektron parg¢acik yogunlugu-elektron enerjisi (plazma simflandirmast)

Plazma icerisinde bulunan parcaciklarin sicakligina gore smiflandirilabilir.
Sicakligina gore smiflandirma yaparken plazma {i¢ gruba ayrilir. Bunlar Toplam
Termodinamik Dengede olan plazmalar (TTD), Lokal Termodinamik Dengede olan
plazmalar (LTD) ve Lokal Termodinamik Dengede olmayan plazmalar (non-LTD) olarak
gruplandirilir [2].

Laboratuvar ortaminda iiretilen plazmalar, ileri teknoloji ve endiistride olmak iizere
bir¢ok alanda kullanir. Bu alanlar, biyomedikal, kagit endiistrisi, tekstil endiistrisi, yar1
iletken teknolojisi gibi bir ¢cok alanda kullanilir. Biyolojik dezenfeksiyon, ince film

kaplama ve materyal ylizey islemleri genellikle soguk plazma kullanilir [2].



3. PLAZMA FiZiGINDEKIi MAXWELL-TiPi DENKLEMLER

Tiim elektrik ve manyetik olaylarin temeli olarak kabul edilen dort tane denklemi
James Clerk Maxwell’ in (1831-1879) formiile etmesi nedeniyle Maxwell denklemi
olarak bilinen bu denklemler, mekanik olaylarin tartisiilmasinda Newton kurallarinin rolii
ne ise, elektromanyetik olaylarin incelenmesinde benzer gorevleri yaparlar. Maxwell
tarafindan gelistirilen teoriler, 1905°te Einstein’ 1n, 6zel rolativite teorisi ile uyum ig¢inde
olmasi gibi, Maxwell’ in o zamanlarda kendisinin hayal ettiginden bile daha ileri diizeyde

sonuglara gotiirmiistiir [5].

3.1. Elektromanyetik Teoride Maxwell Denklemleri

Elektromanyetizmadaki Maxwell denklemleri, elektrik ve manyetik alan
yasalarin1 temsil etmektedir. Bununla beraber, bu denklemler daha baska Onemli
sonuclara gotiiriir. Bu denklemler, Maxwell’ in 151k hiziyla hareket eden elektromanyetik
dalgalarin varligimin 6ngordiigiinii gosterir. Ayrica bu teori bdyle dalgalarin, ivmeli
yikler tarafindan yayimlandigini soyler. Fiziksel agidan tartismanin daha basit olmasi
icin Maxwell denklemleri, herhangi bir dielektrik ve manyetik malzemenin olmadig:

ortamda, yani serbest uzaya uygulandigi bigimde gdsterilmistir [5].

3.1.1. Elektrik alan icin Gauss yasasi

Bu yasa, herhangi kapali bir ylizeyden gegen toplam elektrik akisinin bu ylizey
icindeki net yiikiin &,” a boliimiine esit oldugunu ifade eder. Diger bir ifade ile elektrik
alanini, bu elektrik alanin1 meydana getiren yilik dagilimina baglar. Bu yasanin integral

formu

$E-dA =2 (3.1a)

€o
seklinde ifade edilirken, diferansiyel formu ise

V-E=Z (3.1b)

€o

bi¢iminde verilir. Gauss yasasi, elektrik alan ¢izgilerinin bir noktada baglayip baska bir

noktada sonlanacagini ifade eder [5].



3.1.2. Manyetik alan icin Gauss yasasi

Manyetizma i¢in olan Gauss yasasi kapali bir yiizeyden gecen net manyetik akinin
sifir oldugunu ifade eder. Yani, kapali bir hacime giren manyetik alan ¢izgilerinin sayisi,
bu hacmi terk edenlerin sayisina esittir. Bu, manyetik alan ¢izgilerinin herhangi bir
noktada baglamayacagini veya sona eremeyecegini diisiindiiriir. Bu durum
gergeklesseydi, o noktalarda yalitilmis manyetik tek kutuplarin var oldugu anlasilacakti.
Dogada yalitilmis manyetik tek kutuplarin gézlenememesi ger¢egi manyetik alan igin

Gauss yasasiin dogrulamasi olarak dikkate alinabilir. Bu yasanin integral formu
$¢B-dA=0 (3.2a)
seklinde ifade edilirken, diferansiyel formu ise
V:-B=0 (3.2b)

bi¢iminde verilir [5].

3.1.3. Faraday yasasi

Degisen bir manyetik akinin olusturdugu elektrik alanini1 tanimlayan Faraday’in
indiiksiyon yasasidir. Bu yasa, herhangi bir kapali yol boyunca elektrik alanin ¢izgi
integrali olan emk’ nin bu kapali yol boyunca siirlanan herhangi bir yiizey alanindan
gecen manyetik akinin zamanla degisim hizina esit oldugunu vurgular. Faraday yasasinin
bir sonucu, zamanla degisen bir manyetik alan i¢ine yerlestirilen iletken halkada bir akim
olusmasidir. Buradaki negatiflik indiiklenen gerilimin yoniinii verir. Lenz yasasinda
indiiklenen akim veya gerilim kendisini meydana getiren indiiklenmedeki degisimin zit

yoniinde olmalidir. Bu yasanin integral formu

Pm

$E-de == (3.3a)
seklinde ifade edilirken, diferansiyel formu ise
VXE=-22 (3.3b)

bi¢iminde verilir [5].



3.1.4. Ampere—Maxwell yasasi

Genellikle Ampere-Maxwell yasasi olarak bilinen denklem, Ampere yasasinin
genellestirilmis bi¢imidir. Bu yasa, degisen elektrik alan1 ve elektrik akimlari tarafindan
olusturulan manyetik alani tanimlar. Herhangi bir kapal1 bir yol boyunca manyetik alanin
cizgi integrali, bu kapali yol i¢inden gegen, akimin, u, ile ¢arpiminin, bu kapali yol
boyunca siirlanmis herhangi bir yiizeyden gecen elektrik akisinin degisim hizinin, gqp,

ile carpiminin toplamina esittir. Bu yasanin integral formu
do,
$B-dl = pyl + EoMo— " (3.4a)
seklinde ifade edilirken, diferansiyel formu ise
. 0E
VXB zﬂo(je‘l'goa) (34b)
bi¢iminde verilir [5].

3.2. Akiskanlar Mekaniginin Maxwell-Tipi Denklemleri

Boliimiin basinda bahsedilen Maxwell denklemlerinden yararlanilarak akiskanlar
mekaniginin temel denklemlerini de bu denklemlere benzer sekilde yazmak miimkiindiir.

Akiskanlar mekaniginde:

dhg

¥+ua-Vha+a2V-ua=0 (35)
veE
ouy _ €q
¥+ua-Vua——Vha+m—a[E+uaxB] (3.6)

olmak tizere iki temel denklem vardir. Buradaki Denklem (3.5),

(1/pm,a) Vp, = Vh, = (az/pm‘a) Voma

termodinamik bagintilarla yerine koyulmus siireklilik denklemidir ve denklem (3.6)

mevcut Lorentz kuvveti ile tipik momentum denklemidir. Burada h,, a ve u, entalpi, ses
hiz1 ve hizdir, ve e“/ma yuk tiirlerinin kiitleye oranidir. E ve B elektromanyetik alan

nicelikleridir. Denklemlerin entropi ve Maxwell denklemlerinin korunumu ile daha da

desteklenmesi gerekir [14].
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Sikistirilabilir akiskan i¢in tiirevin ardindan, akiskan denklemlerini bir dizi
Maxwell denkleminde yeniden bi¢imlendirilebilir. Denklem (3.6) y1 Lorentz kuvveti
olmadan ele aldiginda bu denklemi dogrusal olmayan terim i¢in ¢ozebilir.

Jugy

u, Vu, = -Vh, — ot

(3.7)

Dikkat edilirse bu yeni denklem, elektromanyetik teorideki elektrik alan ile skaler ve

vektorel potansiyelleri arasindaki

E=-v¢-2 (3.8)

ile verilen iliskiye esdegerdir. Acik¢a denklem (3.7)’de u, ve h, sirastyla akiskanlar i¢in
vektor ve skaler potansiyel rolleri oynarken u,, - Vu, akiskan i¢in tanimlanan bir elektrik
alanina benzer rol tstlenir [14]. Benzer sekilde vortisitenin (w,) roliiniiniin ise u, ile
w, =V Xu, seklindeki iliskisinden dolayr akiskanlarin manyetik alam1 oldugu
sOylenebilir.

Akigkanlarin Maxwell-tipi denklemlerini elde edebilmek, Gauss, Faraday ve
Ampere yasalaria erisebilmek i¢in denklem (3.7) 'in diverjans, rotasyonel ve zaman
tirevleri alimir. Ampére yasasinda, entalpinin yer-zaman tiirevini denklem (3.5)’de
stireklilik denklemini kullanarak ortadan kaldirdiktan sonra vektorel Ozdeslikler

yardimiyla,
VXw, =VXVxu, =V(V-u,) —Vu, (3.9)

esitligi yazilabilir. Son Maxwell denklemi ise vortisitenin (w,) diverjansinin yok olmasi
ile ortaya cikmaktadir. Bu sonuglar akiskanlari tanimlayan asagidaki Maxwell

denklemleri sonucunu verir [14].

V-Co=Pra (3.10a)
V-w, =0 (3.10b)
2 4 VX G =0 (3.10¢)
00y .
W—aZwaa+]f,a =0 (3.10d)

Burada {, = u, - Vu, dir. Kaynak terimleri py , ve jr o asagidaki terimleri igerir,
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0
Pra=—3:(V ) = Vhg G.11)

. 9%ug 2u2
Jra =55 -Vh,) — a*Vu,. (3.12)

Bunlarin ayrica asagidaki korunum denklemini sagladigi da sdylenebilir,

Pfa

+V jrq=0. (3.13)

3.3. Plazma Fiziginin Maxwell-Tipi Denklemleri

Plazma fiziginin Maxwell-tipi denklemlerini elde edebilmek i¢in, {, = u, - Vu,
ve vortisite w, yeni dinamik degiskenler olarak secilir. Spesifik bir plazma 6rnegi i¢in,
vektor ve skaler potansiyelleri kullanilarak tek bir tiire ait momentum denkleminin formu
[14,15],

9 fa
(o=~ [uta +2 A] Ve + 2= ¢] uy x (Vx 22 A) (3.14)
haline gelir. Burada k, = (1/2)ua ‘U, olmak iizere {, = w, X u, + Vk, vektor
0zdesligi uygulanarak,
(g +2B) xu, = — ;[ua+—A] Ve + ko + 22 ¢>] (3.15)

esitligi yazilabilir. Kanonik momentum P, = m,u, + e,A seklinde tanimlandiginda

genellestirilmis vortisite kanonik momentumun rotasyoneli olacaktir:

Q, =VXP,=muw, +e,B (3.16)

Ayrica tiirlerin toplam enerjisi

e
€a = Ma(hy + ke + ("%/m,)®) (3.17)
seklinde tanimlanirsa,
Q, xu, = - 2% - Ve, (3.18)

denklemi yazilabilir. Plazmanin Maxwell-tipi denklemlerini belirlemek Gauss, Faraday
ve Ampere yasalarina ulagsmak i¢in denklem (3.18) in sirasiyla diverjans, rotasyonel ve

zamana gore tiirevi alinir. Maxwell denklemleri formuyla eslesmeyen tiim terimler saga
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tasinir ve bir kaynak terimi katkisi olarak kabul edilir. Gauss ve Faraday yasalar1 daha

aciktir [14,15],

0
V- (Qy XUy) =ppa ==V — =V Pa (3.19)
= VP (mehg +Meke) = Me 3 (V) + 2 pe (3.20)

Ampere yasasi daha ¢ok karisiktir fakat denklem (3.10d) 'ye benzer sekilde ifade

edilebilir. Bunun i¢in,

2 (R X Ug) + Jpa = a°V X @+’ X B (3.21)

denklemi yazilabilir. Burada,

, Oky 0%uy a
e = e [V5E + (55 = aV2u,) = Vg - Vhy)| + £ (3.22)

seklinde verilmistir. Son Maxwell denklemi, genellestirilmis vortisitenin diverjansinin
her zaman sifir olmas1 gerektigini kabul ederek modellenmistir. Boylece, plazma igin

asagidaki Maxwell denklemleri yazilabilir [14]:

V- (Qy XUy) =ppq (3.23a)
V-Q, =0 (3.23b)
904
LV X (Qy X Uug) =0 (3.23¢)
2 (04 X Ue) +fpa = a2V X w0y + c?V X B (3.23d)

Bu denklemler, cok akiskan plazma denklemlerini tliretmek i¢in bir yap1 olarak
kullanilabilir.

Thompson ve Moeller, ¢ok akiskanli ve klasik elektromanyetizma arasindaki tam
benzerligi olusturmak i¢in bu sonuglar1 genislettiler [ 15]. Bu amagcla, denklem (3.23d)’nin

her iki tarafina u2V X Q, terimi eklenirse,
2 (R X Ue) +fpa +UIV X Qg = PV X @q + PV X B+ UiV X Q. (3.24)

Ve
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2 (R X Ue) +Jpa = UV X O, (3.25)
ifadesi elde edilir. Burada J,, , genellestirilmis plazma akim yogunlugudur,
Jo =Jpa+ Wi —a®)Vx Q, + (ui — c*)V x B. (3.26)
Son olarak genellestirilmis Lamb vektorti,
$a = Qo XUy

denklemleri birlestirmek i¢in tanimlanirsa, cok akiskan plazma icin Maxwell-tipi

denklemleri tanimlanabilir;

V-$a=Ppa (3.27a)
V-Q,=0 (3.27b)
et VX =0 (3.27¢)
[o]
2 fut]a = UV X Q. (3.27d)
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4. OKTONION CEBRI

Oktonionlarin en biiyiik 6zelligi hem sira degisimli hem de birlesimli olmayan
yapilara sahip olmalaridir. Oktonionlar iki kuaternion birlesimi seklinde ifade
edildiginden ikili cebirlerden biridir. Sistemin yapisina gore reel, kompleks ve hiperbolik
olmak iizere c¢esitli tanimlamalara ve temsillere sahiptir. Oktonionlar birlesimli

olmadiklarindan Clifford cebirlerine dahil edilmezler ve matris gosterimleri mevcut

degildir [62,65].

4.1. Reel Oktonionlar
4.1.1. Tammlar
Reel oktonion, sekiz reel bilesenden olusan hiper-kompleks bir say1 sistemi olarak
tanimlanabilir. Bir A oktonionu,
A=Y _oa.e, =ape,+a,e, +ae, +ase; + ase, +ases + ages +ase; (4.1)

seklinde ifade edilir. Burada a,, terimleri oktonionun reel bilesenleri, e, ’ler ise baz
elemanlaridir. Bu baz elemanlardan e, 1’e esit (e, = 1) olup skaler ya da reel baz
eleman olarak isimlendirilirken diger e,’ler ise (n = 1,2,...,7) sanal baz elemanlari
olarak adlandirilir.

Bir A oktonionu skaler ve vektorel olmak iizere iki ayr1 kisimdan olusur.

Oktonionun skaler kismi,

SA = aoeo (42)

bi¢giminde tanimlanirken vektorel kismi

VA =A= aeq + a,e, + a3e3 + Az, + a565 + a6e6 + a7e7 (43)

seklinde tanimlanabilir. Boylece bir A oktonionu,

A= SA + VA = ap€y + A (44)

biciminde skaler ve vektorel kisimlarla da ifade edilmektedir [62-65,69]. Dolayisiyla bir
oktonionun skaler veya vektorel kisimlarinin olup-olmamasi onun yeniden yapilanmasina
neden olur. Yani reel A oktonionunun vektdrel kismi yoksa onun bir skaler oktonion

oldugu,
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A=S,=aq, (4.5)

tersi durumda bu kez eger reel A oktonionunun skaler kismi bulunmuyorsa onun vektor

oktonion oldugu,

A=V,=4 (4.6)

sOylenebilir.

4.1.2. Temel islemler
4.1.2.1. Esitlik

A ve B gibi herhangi iki reel oktonionun birbirine esit olabilmesi i¢in ayni1 baz

elemanlara ait karsilikli bilesenlerinin tamaminin birbirine esit olmasi gerekmektedir.

Diger bir ifadeyle;

A =aqpey +a,e, +ae, +aze; +ase, + ases + ageg + ase, (4.7)
ve

B = bye, + b,e, + b,e, + b;e; + b,e, + bses + bgeg + bre; (4.8)

olarak verilen iki reel oktonion i¢in,

ay = by, ay = by, a, = by, a3 = bs,a, = by, as = bs,ag = bg,a; = by 4.9
kosullar1 saglaniyorsa, bu iki oktonion birbirine esittir.

A=B (4.10)
4.1.2.2. Toplama ve cikarma
A ve B reel oktonionlarinin toplam ve farki,
AtB =3} _ca.e, £ X obre,

olup

A i B = (aoeo + alel + azez + a333 + a434 + ases + a686 + a7e7) i

(byey + b,e, + b,e, + bse; + bye, + bses + bge, + bre;)  (4.11)

seklinde ifade edilir. Bu denklem, oktonionun ayni bazlar1 altinda yeniden

diizenlendiginde,
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A+B-= Z;zo(an + b,)e,
= (ap £ by)e, + (a; = by)e; + (a, + by)e, + (az + bz)es + (a, £ by)e,
+(as £ bs)es + (as * be)eg + (a; = by)e; 4.12)

ifadesi elde edilir. Iki oktonionun toplam ya da farklari reel oktonionun skaler ve vektorel

kisimlar1 kullanilarak da gdosterilebilir:

4.1.2.3. Skaler ile carpma

A reel bir skaler olmak lizere, A ile reel bir A oktonionun ¢arpimi,

AA — A(SA + VA) = A(aoeo + A) = Aaoeo + Aalel + Aazez + Aa3e3 + Aa4e4 +
Aases + Aageq + Aase, (4.14)

ile tanimlanmaktadir ve sonug, ise A skaler degeriyle orantili reel bir oktoniondur.

4.1.2.4. Reel oktonionlarin ¢carpimi

A ve B gibi iki reel oktonionun toplam ve farklari, baz elemanlardaki reel bilesenleri
toplayarak veya ¢ikararak elde edilmektedir. Ancak, iki oktonionun ¢arpimi oktonionlara
ait tim terimlerin birbirleriyle ¢arpilarak ardindan toplanmasiyla hesaplanmaktadir.

Iki reel oktonionun g¢arpimi, oktonionlara ait baz elemanlarinin ¢arpimlarinin
tanimlanmasindan sonra ¢arpim islemi yapilmasi gerekmektedir. Ciinku oktonionlar hem
sira degisimli hem de birlesimli olmayan 6zellik gostermektedir. Cayley sayilar1 olarak
da bilinen oktonionlar i¢in, hem Cayley hem de Dickson’in birbirinden bagimsiz olarak
elde ettikleri ve isimleriyle belirtilen Cayley-Dickson yontemi siklikla kullanilan ¢carpim
kurallarindan biridir [62].

Oktonion bazlar1 arasindaki Cayley-Dickson ¢arpim kurallar agagidaki Cizelge
4.1°de gibi verilmektedir [68-70]:
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Cizelge 4.1. Oktonion bazlari i¢in Cayley-Dickson ¢carpim kurallar: [68-70]

II

I e, e, e, e, e, e A e,
e 1 e e, e; e, eg e e,
e e -1 e; -e, eg -e, -e, e
e, e, -e; -1 e e e, -e, -es
e; e; e, -e; -1 e, -eq eg -e,
e, e, -eg -eg -e; -1 e -e, -e3
eg eg e, -e; e —e; -1 —e; e,
e e e, e, -eg —e, e; -1 —e;
e, e, -eq eg e, —e; —e, e -1

Bu tablodaki ¢arpim kurali, I siitunundaki baz elemanlar1 ile II satirinda bulunan
baz elemaninin kesistigi noktadaki elemani bulmak olarak 6zetlenebilir. Cayley-Dickson
yontemiyle carpim kuralinin farkli bir gosterimi ise baz elemanlarinin Fano diizlemiyle

verilen seklidir. Bu durum Sekil 4.1°de verilmistir:

/1N

(P
e Ny \
; z[’/ - )

4}

¢

Sekil 4.1. Cayley-Dickson ¢arpim kurallarinin Fano diizlemindeki ¢evrimi [69]

Boylece oktonionlarin baz elemanlar1 arasindaki ¢arpim kurallari, hem
denklemlerle, hem tabloyla hem de Fano diizlemiyle ifade edilmektedir. Bu 3 tip i¢inde
sonuglar birbirleriyle aynidir. Denklemde verilen kurallar, oktonionlarin ¢arpimai i¢in tek
bir kural olmadig1 ortaya ¢ikmaktadir. Yukarida tanimlanan Cayley-Dickson c¢arpim

kurali literatiirde bulunan 480 ¢arpim kuralindan sadece birini olusturmaktadir. Diger
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carpim kurallari, skaler olmayan baz elemanlarin farkli kombinasyonlarindan meydana
gelmektedir [62].

A ve B gibi iki reel oktonionun ¢arpimu,

AB = (aye, + a,e; + a,e, + ase; + ae, + ases + age, + ase,) (bye, + b,e; +

bzez + b3e3 + b4e4 + bse5 + b6e6 + ab7e7) (415)
olmaktadir. Carpim kurallar1 kullanarak bu ¢arpim ac¢ik olarak

AB = ayby + agb,e, + agb,e, + agbses + apgbse, + agbses + agbges + apgb,e; +
a;b,e; —a;b; +a,b,e; —a,bze, +a,bes —a;bse, —a,bge; + a,;b,es +
a,b,e, —a,b,e; —a,b, + a,bs;e; + a,b,eq + a,bse; — a,bge, — a,b,es +
asbye; + asb,e, — asb,e; — azb; + asb,e; — asbseg + azbges — asb,e, +
asbpe, — azbies — asb,eq — asbse;, —ayb, + aybseq + azbge, + agbse; +
asbyes + ash,e, — asb,e; + asbsegs — ashye; — asbs — asbge; + ash,e, +
aghoes + aghie; + agb,e, — agbses — aghye, + agbse; — agbhg — agb,e; +

a;boe; — a;b,es + a;b,es + a;bze, — asbse; — azbse; + azbgey —azb;  (4.16)

yazilabilir. Bu ifade,
AB=a0b0+aoB+boA—AB+AXB (417)

seklinde daha sade bir biciminde elde edilmektedir[62,68-70]. A ve B gibi iki reel
oktonionun carpimiyla ilgili olan (4.16) ifadesinde, skaler kisimlardan bagimsiz
oktonionlarin vektorel carpimina iligkin sonuglar ayni bazlar altinda toplandiginda

asagidaki ifade elde edilir:

A X B = ey(a,b1 + a1by + azb3 — azb, + aybs — asby — agb; + a;be) + €;(a,b2 +
a;by — a1bs + azby + aybg — agby + asb; — az;bs) + es(a,bs + azby + a1b, —
azby + ayb; — asbg + agbs — azby ) + es(aybs + asby — a1bs — a;bg — azb; +
asby + aghb, + a;b3) + es(a,bs + asby + ayby, — azb; + azbg — ayby — aghs +

azby) + eg(aybs + agby + a1b; + azby — azbs — azb, + asb; — azby) + e;(a,b; +

a;by — a1bg + azbs + azb, — asbs — asb, + aghy) (4.18)
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4.1.2.5. Reel oktonionlarin eslenigi

Reel A oktonionunun oktonionik eslenigi, sanal baz elemanlarinin isaretinin
degismesiyle ya da diger bir ifadeyle oktonionun vektérel kisminin isaretinin

degismesiyle elde edilmektedir [62].
A" =5, —Vya=qapey,— A (4.19)

A ve B gibi iki reel oktonion i¢in bazi eslenik 6zellikleri asagidaki gibi verilmektedir:

(A")" = A, (4.20)
(A+B)" = A" + B, (4.21)
(AB)* = B*A* (4.22)

Oktonionik eslenigin tanimindan yola ¢ikarak, reel A oktonionunun reel ve sanal

kisimlar1 i¢in sirasiyla su tanimlamalar yapilabilir [62,64-67]:

Sp =2 = g,e, (4.23)

A-A*
2

VA = = aeq + a,e, + ase; + azeé, + as€g + Ag€q + a,e-, (424)

4.1.2.6. Reel oktonionlarin skaler carpimi

A ve B oktonionlarinin skaler carpimu,

A-B=-[A'B+BA’] =

N |-
N |-

[A*B + B*A] (4.25)

olarak verilmektedir [66,69]. Bu iki oktonionu sadece vektorel kisimlarindan olusmasiyla

elde edilen reel vektor oktonionun skaler carpimu ise,
A-B=—_[AB+ (AB)'] (4.26)

seklinde tanimlanmaktadir.

4.1.2.7. Reel oktonionlarin vektorel ¢carpimi

Iki reel oktonionun skaler ¢arpimina benzer olarak, oktonionlarinin vektdrel

carpimu literatiirde,

AxB=——[A'B—BA] (4.27)
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olarak verilmektedir [66,69]. Yalnizca vektorel kisimlari olan iki reel vektor oktonionun

skaler carpimu,

A X B =-[AB — (AB)"] (4.28)

N | =

bi¢iminde tanimlanmaktadir [68-70].

4.1.2.8. Reel oktonionlarin normu

Reel oktonionlarin norm islemi, oktonionun kendisi ile esleniginin oktonion
carpimiyla elde edilmektedir. Bir A oktonionunun normu N(A) ile gdsterilir ve norm
isleminin sonucu reel bir say1y1 vermektedir.

NA)=AA*=A'A=al+al+a5+a3+ai+at+ai+ai=%_,a? (4.29)

Tek bir A oktonionuyla norm islemi yapilabildigi gibi, A ve B gibi iki reel oktonion i¢in
de norm islemi tanimlanmaktadir. N(AB) ile ifade edilen iki oktonionun ¢arpiminin
normu, her bir oktonionun normlarinin ¢carpimlariyla verilmektedir [62]:

N(AB) = N(A)N(B) (4.30)

4.1.2.9. Ters eleman

Oktonionlarin alternatif bir boliim cebri olusturmasindan dolayi, A reel

oktonionunun tersinin varlig1 s6z konusudur. Oktonionlar i¢in ters eleman iglemi,

-1 _ A*
"~ N(A)

4.31)

ifadesiyle tanimlanmaktadir. Bir oktonionun ters elemaninin tanimlanabilmesi i¢in A reel

oktonionunun ve bu oktonionun normunun sifirdan farkli olmasi1 gerekmektedir [62].

4.2. Kompleks Oktonionlar
4.2.1. Tammlar

Kompleks oktonionlar, reel oktonionlarin kompleks formunu ifade etmektedir. iki
reel oktonion ve bu iki reel oktoniondan birine i = —1 sartim1 saglayan “i” sanal birimin
eklenmesi kombinasyonuyla olusurlar. Boylece, 8-bilesenli reel oktonionlardan birine
eklenen sanal birim sayesinde toplam bilesen sayis1 16’ya ulasmaktadir [62].

Kompleks bir oktonion, A, A" gibi iki reel oktonionun birlesmesinden olusur ve

kompleks bir oktonion,
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A=A+ iA’ (4.32)

bi¢iminde ifade edilmektedir. Bu ifade,

Q[ = (aoeo + a161 + azez + a383 + a4e4 + ases + a686 + a7e7)
+i(age, + aje, + aye, + ases + ase, + aces + ages +aze;)  (4.33)
ve

A=Y7_o(a, +iay)e, = (ap + iay)ey + (a; + iaj)e; + (a, + iay)e, +
(as +iaz)e; + (a, +iay)e, + (as + ias)es + (ag + iag)eg + (a; +iaz)e;, (4.34)
seklinde yazilmaktadir. Son denklemde aymi baz elemanlar altinda yazilan oktonion

bilesenleri kompleks sayilardan olusmaktadir. Yeni olusan kompleks bilesenler A,

semboliiyle gosterilerek U kompleks oktonionu daha sade bigimde,

7
Q[ = Z c/q,nen e c/q,oeo + cﬂlel + cﬂ,zez + c/q3e3 + CA4_e4_ + cﬂses + cﬂ6e6 + c/q7e7

n=0

(4.35)

olarak yazilabilmektedir. Kompleks oktonionlar da reel oktonionlardaki gibi skaler ve

vektorel kisimlardan olusmaktadir. Kompleks skaler ve vektor oktonionlar sirasiyla,

Ssl[ = (ao + ia6)60 = cﬂoeo (436)
ve
Vo = Xh=1(an +iay)e, = (a; +aj)e; + (a; +ajy)e, + (az + az)es +
(a, + ay)e, + (as + as)es + (ag + ag)eg + (a; + aj)e; (4.37)

7
VQI = Z c/qnen = c/q,lel + ﬂzez + c/l383 + cﬂ4€4 + c/q,ses + c/q6e6 + c/q,7e7

n=1

seklinde ayr1 ayri ifade edilebilir. Sonug, olarak, 2 kompleks oktonionu,

QI = SQ[ + VSH = c/qoeo + A = c/q,oeo + cﬂlel + c/q,zez + c/q3e3 + c/q4_e4_ + c/q5e5 +
Agee + A,e, (4.38)

olarak yazilabilmekte ve elde edilen ifadenin 6nceki denklem ile ayn1 oldugu kolaylikla

goriilmektedir [62].
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Reel oktonionlarda oldugu gibi kompleks oktonionlarin da kompleks skaler,
kompleks vektor ve kompleks sifir oktonion olma durumlar1 s6z konusudur. Bir U
kompleks oktonionu sadece skaler kisimdan olusuyorsa bu oktonion kompleks skaler

oktonion,
A = Sy = A,, (4.39)
sadece vektorel kisimdan olusuyorsa bu oktonionun kompleks vektor oktonion,
U=Vy=eA, (4.40)

olarak tanimlanir.

4.2.2. Temel islemler
4.2.2.1. Esitlik

A ve B gibi iki kompleks oktonionun birbirine esit olabilmesi i¢in ayni baz
elemanlara karsilik gelen bilesenlerin her birinin birbirine esit olmas1 gerekmektedir.

Dolayistyla A ve B ,

Q[ = 2771=0 c/q,nen = cﬂoeo + cﬂ,lel + quez + c/q3e3 + 04434 + c/qses + c/q6e6 + c/q,7e7
(4.41)

ve

% = ZZL=O Bnen = Boeo + Blel + Bzez + 3363 + B4e4 + Bses + 3686 + 3787
(4.42)

olarak yazilan iki kompleks oktonion i¢in,

Ay =By,A1 =By, Ay =By, A3 =B3, Ay =By ,As =Bs,Ag =B, A; =B,
(4.43)

esitlikleri yazilabiliyorsa, bu iki kompleks oktonionun birbirine esit oldugu ortaya

cikmaktadir.
A=121B (4.44)

Ayrica, A ve B ile tanmimlanan kompleks iki oktonionu olusturan tiim kompleks bilesenler

de,
a, =b,, a, = b, (4.45)
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n = (0,1,2, ...,7) sartin1 saglamak tizere ayr1 ayri esit olmak zorundadirlar [62].

4.2.2.2. Toplama ve cikarma

Iki kompleks oktonion iizerinde reel oktonionlarda uygulandig: gibi cebirsel olarak
toplama ve c¢ikarma islemi uygulanabilmektedir. & ve B kompleks iki oktonionu

belirtmek iizere toplam ve fark iglemleri,
At B =Y _((an +iap) £ (by +ibp))e, = X)—o(Ay £ Bylen = (Ao + Boleg +
(A £ Br)ey + (A, £Byle, + (Az £ By)es + (Ay £ Biley + (As £ Bs)es +
(c/q6 i 36)66 + (dq7 i B7)e7 (446)

ifadesiyle tantmlanmaktadir. Ayni1 zamanda bu islem, iki kompleks oktonionun skaler ve

vektorel kisimlarinin toplam ve farklari cinsinden de yazilabilir [62]:
A+ B =(Sy+Sg) + Vo +Vy) =(Ay+Byleg+ (AL+B). (447
4.2.2.3. Skaler ile carpma
A reel bir skaler olmak iizere 2 seklinde belirtilen kompleks bir oktonionun A skaleri
ile carpimu,

AU = (Aay + iap)ey + 1Y) (a, + iay)e, = A(ay + ay)ey + A(a, + a))e, +
Ala, + ajy)e, + A(as + az)e; + A(a, + ay)e, + A(as + as)es + A(ag + ag)eg +

Ala; + aj)e; (4.48)
veya
AU = A(Sq + Vo) = A(Apey + A)
= AAeq + AA, e, + AAze; + AAe, + AAses + AAgqeq + 1A, e, (4.49)

bi¢iminde gosterilebilir. Sonug, yine A reel skaleriyle orantili bir kompleks oktoniondur

[62].

4.2.2.4. Kompleks oktonionlarin ¢carpimi

A ve B kompleks iki oktonionu kompleks sayilar1 belirten A, ve B,
(n =0,1,2,...,7) terimleriyle ifade edilebilmektedir. Kompleks iki oktonionun garpimi
baz elemanlarinin ¢carpimlarinin tanimlanmasiyla gergeklesmektedir. Oktonionun tipi ne

olursa olsun, basta hangi ¢arpim kurali tanimlanirsa o yontem gecerli olacaktir. Burada
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kullanilan ise Cayley-Dickson carpim kurallaridir. Bdylece U ve B kompleks

oktonionlarinin ¢arpimi,

AB = (Ajeqg + A,e, + A,e, + Aze; + Aje, + Ases + Ages + Ase;)(Bye, +
B,e, + B,e, + Bse; + B,e, + Bses + Bse, + B,e;) (4.50)

ifadesiyle belirtilerek, islem yapildiginda ¢carpim sonucu,
UB = A¢gBy + AgB+ByA—A"B+AXB (4.51)

olarak elde edilmektedir.

4.2.2.5. Kompleks oktonionlarin eslenigi

Reel oktonionlarin tanimi yapilirken oktonionlarin sadece oktonionik eslenigi ya da

konjugesinin varligindan séz edilmisti. Ancak kompleks oktonion cebrinde, reel

€C

oktonionlardan birine “i” sanal birimi eklenmesinden dolayr kompleks eslenikten de
bahsetmek gerekir. Simdi kompleks oktonionlarin eslenik ozelliklerini  kisaca

tanimlanirsa;

a) Oktonionik eslenik

A ile ifade edilen ve 16 bilesenden olusan kompleks bir oktonionunun oktonionik
eslenigi, skaler kismi diginda kalan tiim bazlarinin isaretlerinin degismesiyle gerceklesir.

Bu durum asagidaki gibi verilmektedir:
A" = (apey — a1, — aze; — aze; — aze, — ases — A — A7€7)
+i(apge, — aje, —aye, —ase; —a,e, — azes — ages —are;)  (4.52)
Bu denklem reel ve kompleks bilesenlerin ayni baz elemanlar altinda toplanmasiyla

QI* = (ao + ia6)80 - (a1 + iai)el - (az + ialz)ez - (a3 + iaé)e:; - (a4 + iai)e4 -

(as + iag)es — (ag + iag)es — (a; +iaj)e, (4.53)
seklinde ve daha kisa bigimde,
W = Ayeg— A8 — Ay — Aze; — Azey, — Ases — Ageg — Ae, (4.54)
veya

A = Sy — Vig = Agey — A (4.55)
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olarak kompleks skaler ve vektor oktonionu cinsinden ifade edilmektedir. U ve B gibi iki
kompleks oktonion i¢in oktonionik eslenik islemine ait bazi tanimlamalar ise asagida

verilmektedir [62]:

A=A (4.56)
A+ B)* = A + B, (4.57)
(UB)* = B*A* (4.58)

b) Kompleks eslenik

A ile verilen kompleks oktonionun, kompleks birim elemanin varligindan dolay1

kompleks eslenigi mevcuttur. Bu eslenik ise 2 kompleks oktonionunda “7” terimini igceren

tiim elemanlarinin isaret degistirmesiyle elde edilmektedir:
A= (age, + ae; + ae, + aze; + ase, + ases + ageqs + a,e;) —i(aye, + aje; +
a,e, + ase; + a,e, + aces + ageqs + ae;) (4.59)

Bu ifade daha basit hale getirilecek olursa,

Q_I = (ao e ia6)80 + (al - iai)el + (az - ialz)ez + (a3 - iaé)e?) + (a4 - iai)e4 +
(as —iag)es + (ag — iag)eg + (a; —iaj)e, (4.60)
esitligi elde edilmis olur. Kompleks eslenik islemi sonucunda bu ifadenin A,, terimleri
altinda degil de, farkli bir X, kompleks terimi seklinde yazilabilecegi acikca

goriilmektedir. Ayrica kompleks eslenik ifadesiyle bir veya iki kompleks oktonion i¢in

tipk1 oktonionik eslenikte oldugu gibi bazi 6zellikler belirtilebilir [62]:

&) =9, (4.61)

(A+B)=A+3, (4.62)

AB) = BA (4.63)
(B)

4.2.2.6. Kompleks oktonionlarin normu

Kompleks oktonionlarin normu, reel oktonionlara benzer olarak kompleks
oktonionun kendisi ile oktonionik esleniginin oktonion ¢arpimiyla elde edilmektedir. Bir
A oktonionunun normu N (%) ile gosterilir ve norm igleminin sonucu yine reel bir say1y1
vermektedir.
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N = AA* = WA = Y7 _ A2 (4.64)

[54

Ancak, kompleks oktonionlarda ‘7> sanal biriminin varligindan dolayr kompleks
bilesenlerden olusan kompleks oktonionun norm igsleminin sonucu sifira esit ¢ikabilir. Bu
ylizden kompleks oktonionlar i¢in reel oktonionlarda oldugu gibi ters isleminin varlig1 ve

boliim cebirini saglandig1 sdylenemez [65].

4.3. Hiperbolik Oktonionlar

Hiperbolik oktonionlar 16 boyutlu sedenionlarin alt cebiridir ve klasik
oktonionlardan farklhidir [94,95]. Klasik oktonion yalmzca e3 = —1 &zelligine sahip
imajiner temel elemanlara sahip olsa da, hiperbolik oktonion temel elemanlar1 €2 = +1
ozelligine sahip imajiner hiperbolik temel elamanlar1 tarafindan baz elemanlar olarak
olusturulmaz [98].

Ote yandan, klasik oktonionlara benzer sekilde bir hiperbolik oktonion Q, ayni
zamanda, gercek elemanlardan olusan sekiz boyutlu bir hiperkompleks sayis1 olarak

tanimlanabilir,

Q=4q¢+ g1, + g6, + qze3 + qu&, + qs&s + 6 €6 + 7€ (4.65)

Ayrica, hem sira degisimli hem de birlesimli olmayan cebirsel yapilara sahiptirler.

Hiperbolik oktonion temel elemanlar i¢in ¢carpim kurallar1 Cizelge 4.2'de ifade edilmistir.

Cizelge 4.2. Hiperbolik oktonion bazlarimin ¢carpim kurali

11
I 1 e, e, e; &,y &5 & &,
1 1 e e, e; &, &g & &,
e e -1 e; -e, &g -&, -, &
e, e, -e; -1 e & &, -&, -&;
e; e; e, -e, -1 &, -&¢ &g -&,
&, &, -&g -& -&; 1 -e, -e, -e3
&g &g &, -&; & e 1 e; -e,
& & &, &, -&g e, -e; 1 e,
&, &, -&¢ &g &, e; e, -e, 1
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Bir hiperbolik oktonionun eslenigi, hem imajiner hem de hiperbolik temel unsurlari

goz ardi ederek elde edilir [98]:
Q" =qo — 181 — G262 — qz€3 — q4€4 — (5&5 — (€6 — 47 €7 (4.66)
Benzer sekilde, carpimsal modiil N, olarak verilmistir
N@Q =QQ =QQ=1(q5 +4ai +q5 +q3) — (ai + g5 + q¢ + q7). (4.67)

Her zaman pozitif olarak tanimlanamadigindan, hiperbolik oktonion klasik oktoniondan

farklidir. Dahast, eger sadece N # 0 ise hiperbolik oktonion i¢in tersi Q™! tanimlanabilir,

Q=Y (4.68)

Ngq
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5. HIPERBOLIK OKTONIONLARLA PLAZMA FiziGi
DENKLEMLERININ YENIDEN FORMULASYONU

Sikistirilabilir ~ sivilarin - hiperbolik  oktonionik  formiilasyonu ile klasik
elektromanyetizma arasindaki izomorfizmden esinlenerek daha Once ortaya konulan
esitlikler plazmanin Maxwell tipi denklemleri i¢in de genellestirilebilir [93]. Daha 6nce
ilgili denklemleri daha kisa ve sik bir bicimde ifade etmek icin kullanilan matematiksel

yapilara benzer sekilde dort boyutlu hiperbolik oktonion diferansiyel operatorii,

52—35—5 5 586—587 (51)
ve eslenigi,
x_ 0 | 9, 9 i
H*= AT, + o 5 + ay£6 +8z£7 (5.2)

bigiminde tanimlanir. Denklemlerde kullanilan v, ’nin daha 6nce tanimlandigi lizere ses
hizi oldugunu hatirlaymiz. Burada sunulan oktonionik formalizm, plazma
denklemlerindeki fiziksel nicelikleri kompleks sayilar yerine reel bilesenlerle ifade
etmesini saglar [96].

Bir W hiperbolik oktonionu, tipki daha once klasik Maxwell denklemlerindeki
skaler ve vektor potansiyelleri genellestirmek i¢in kullanildigi gibi plazma
denklemlerindeki toplam enerji €, ve kanonik momentum P,'y1 genellestirmek i¢in de

kullanilabilir [96].
Y = UaP —€Eq€y = Ua[Pxel + Pyez + Pze3] — €q&€y (53)

Burada P, P, P,, sirastyla kanonik momentum P'nin , (x,y,z) eksenleri yoniindeki ti¢
ayr1 bilesenini temsil etmektedir.

Hiperbolik oktonion diferansiyel operatdriiniin eslenigi H*, yukarida tanimlanan,
W hiperbolik oktonionuna uygulandiginda asagidaki denklem elde edilir [98]:
0P, Oe, 0P, Oe, 0P, Oe,
EJ’E]‘“_ R A AT
1 de, 0P, aPy dP, aPy dP,
ZW”‘*{EJ’EJ’ az}]£4 Va |5, ay]fs

JdP, 0P, dP, aPy

Va |5 ~ Bz 1% T Va5 T x|

B w=—

+
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Genel olarak oktonionik formalizmin bir avantaji da tiiretilen ifadelerin vektorel
notasyonla kolayca iligkilendirilebilmesidir. Bu nedenle, bu denklem ¢ok iyi bilinen

vektorel esitliklerle iligskilendirilerek yeniden yazilirsa,

ey _[0Px O], _[%Py , Oca|, _ [0P: Oca 10¢q . _
B Y= [6t+ax]el [at+6y]ez [at+az e3+[va at+v0l(v P)]£4
va[(v X P)x]£5 - Ua[(v X P)y]£6 - Ua[(v X P)z]£7 (54)

ifadesi elde edilir. Dikkat edilirse bu denklemdeki e, , 3 imajiner baz elemanlarinin reel
bilesenleri, agik¢a &, genellestirilmis Lamb vektoriiniin bilesenleridir. Benzer sekilde,
&56,7 hiperbolik baz elemanlar ile iligkili diger reel bilesenler de daha dnce tanimlanan
genellestirilmis vortisite 8,'nin li¢ vektorel bilesenini verir [98].

Ote yandan, Kambe tarafindan akiskanlar igin tiiretilen Lorentz kosuluna benzer sekilde

[91,

oeq

4+ )2V Py = 0. (5.5)

denklemi plazma i¢in de yazilabilir. Bu nedenle, Esitlik (5.4)’teki €, baz elemanina ait

olan bilesenlerin tamami yok olacaktir. Boylece, Esitlik (5.4)’ {in yeni bigimi,

BWY=:¢e + ’fyez +¢&,e3 — v, [ﬂx“—'s + .By£6 + :8287] (5.6)

seklinde verilmelidir.

Plazmalar i¢in hiperbolik oktonion formunda

F=¢e + ’fyez +¢,e3 — v, [ﬂx“—'s + .By£6 + :8287] (5.7)

genellestirilmis alan ifadesi tanimlanirsa, ilgili literatiirde daha once elektromanyetizma

ve lineer gravitasyon i¢in ifade edilen karsiliklarina benzer sekilde,
H"W¥Y=F (5.8)

kompakt esitligi yazilabilir. Burada ¢y, &y, &, ve By, By, B, sirastyla &, ve B,'nin, (x,, z)
eksenleri yoniindeki reel bilesenleridir. Bu denklem, plazmaya iliskin alanlarinin
hiperbolik oktonionlarin cebiri kullanilarak reel bilesenler cinsinden tek bir denklemde
genellestirilebilecegini gdstermektedir. Burada acik¢a goriildiigii iizere literatiirde daha
once verilen kuaternionik plazma modelinin aksine, sunulan formiilasyonda herhangi bir

kompleks say1 kullanilmasina ihtiya¢ duyulmamaktadir [51].
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Plazma davranisi ile elektromanyetizma arasindaki benzerligi ortaya koymak i¢in,

hiperbolik oktonion diferansiyel operatorii H, [ iizerinde uygulandiginda,

_[9Bx 0By 0B,
HF =0, 6x+6y+az]+

+ B, 9B, 10§, OBy _9Bx _ 1 05:
“laz ox vZ ot “lox 9y vz at

(B B Ky (0 3 OB

]ez+v 0By 0Py 16¢’z] .

ax "oy Yoz ey "z T ac I
&, 0%, 0By 0y, 0 0B,
Bz_ax+ﬁs6+ 6x_6y+6t]£7

esitligi elde edilir [98]. Bu oktonionik ifadeleri, vektorel karsiliklar ile iliskilendirdikten

sonra daha basit bir form elde edilebilir:

19%y
vZ ot

B F =0,V Ba) + 0 | (VX Badx — =5 1 + 05 [(V X Ba)y — 552 e, +

vag
Ua [(V X ﬁa)z F é%] €3 — (V ’ fa)£4 + [(V X Ea)x ats % & + [(V X Ea)y +

ap 0B,
2] g+ [(V % £0), + 22| &, (5.9)

Plazma i¢in daha once denklem (3.23) de ifade edilen Maxwell benzeri
denklemlerin yardimiyla, yukaridaki esitlikteki skaler carpim igceren denklemlerin
sirastyla genellestirilmis vortisite ve Lamb vektorleri i¢in Gauss yasasi oldugu agikca
gortliir. Benzer sekilde, (5.9) esitligindeki hiperbolik oktonion baz elemanlari ile iliskili
diger bilesenler de plazma i¢in daha Once elde edilen Ampere ve Faraday
yasalarinin (x,y,z) eksenleri yoniindeki bilesenleriyle ilgili vektorel ifadelerdir. Bu

nedenle, bu denklemin sag tarafi icin,
B F = - (Jxes +Jye; +Jse3) = pass (5.10)
esitligi yazilabilir. Bu noktada oktonionik formda,
J = - (Jxes + Jye; + J,e3) = pats (5.11)

ile verilen genellestirilmis plazma akimi tanimlanabilir. Burada; p, ve J, = Jye; +

Jye, + J,es sirastyla plazma yiik ve akim yogunlugudur. Dolayisiyla (5.11) esitligini,

HF=] (5.12)
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bi¢iminde kisa ve sik bir bigcimde ifade etmek miimkiindiir. Aslinda bu oktonionik

gosterim, sekiz farkli ifadeyi tek bir denklemde birlestirmektedir:

ey 2ri oy, (5.13a)
V2 [%_f’aﬂ] -%=g, (5.13b)
il -5e=a, 5139
V2 [%_%] _%zgz, (5.13d)
%J,%Jr%:pa, (5.13¢)
%‘% % =0, (5.13)
Bx %y oy, (5.13g)
9y 0% 4 9B: _ (5.13h)

dx ay at

Ote yandan, (5.8) denklemi hiperbolik oktonionik diferansiyel operatdriiniin eslenigi ile

soldan ¢arpilirsa,
HE*"Y=HW¥Y=HF (5.14)
ifadesi elde edilir. Burada,

O=EE=gg=1L_2_2 _ 2 (5.15)

v29t2  9x2 9y?  9z2
seklinde tanimlanan d’Alembert operatoriidiir. Esitlik (5.12)’deki kompakt ifade
geregince, (5.14) denklemi, genellestirilmis plazma akim yogunlugu ]’ yi vermelidir. Bu
nedenle, asagidaki iliski yazilabilir [98]:

1 92p 92P,  92P, , 2P 1 0%P a%p, 9%p, d%P
Bt e S (5 - [+ S S
vy Ot2 dx2 dy? 0z2 Vo Ot2 dx2 dy? 0z2

1 9%P, [GZPZ 0%P, aZPZ]} {1 0%eq [azea 8%y azea]}
— — U — — =
{va a2 alo T ay? tozlfest ve 0tz Va + + €4

o (Jxes + dyes + d,e5) = pats. (5.16)
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Bu sonug, ¢ok akigkanli bir plazma ig¢in,
L¥Y=] (5.17)

ile verilen diger bir kullanmish kompakt denklemin ortaya ¢iktigini gostermektedir.
Aslinda bu ifade, toplam enerji €, ve kanonik momentum P, cinsinden ¢ok akigkanli

plazma dalga denklemlerinin kompakt bir seklidir:
Ll€ey = pa (5.18a)
1P, =], (5.18b)

Agikea (5.17) ifadesi, benzerlerine elektromanyetik teorideki rastlanan asagidaki plazma

dalga denklemlerini 6zetlemektedir:

1 0%¢q _ [0%€a | 0%€q | 0%eq]

— = A
vZ 9t2 | 9x2 i dy? + 922 | = P (5.192)
02Py 2 [0%Px | 0%Px | 0%Py] _
oz Va|gx2 Ty T 2| T e (5.19b)
92P. [02P),  02P,  0%P))
Yy .2 y y | —
orz Ve |ox2 T oy T o2 ] Iy (5.19¢)

a?p,  a%p,
d0x2 + dy? + 622] =z

o%p, 5 [82P,
a2 a

(5.19d)

Ote yandan hiperbolik oktonion diferansiyel operatdriiniin eslenigi H*, plazma

dalga denklemlerinin alanlar cinsinden yeniden diizenlenmesine olanak saglar:
5*BF =0 F=8"] (5.20)

Bu denklemde hiperbolik oktonion ¢arpimi yaptiktan sonra
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10%, azfx_l_azfx_l_azfx o + 19%, azfy_l_azfy_'_azfy e,
v2 0t? 0x? = 0dy? = 0z? V2 Ot? ox? = 0dy? = 0z
19%, [9%, 0%, 9%,
Y - + 83

0x? dy? 0z?

1 02B, 0%B, | 0%Bs azﬁxl}ss

+{Z otz V| axz T oy T az

1 9%B, B 0%B, 0%B, 0%B, .
| 0x%2  dy? = 0z 6

1 9%B, 0B, 9%, 9%,

v, 0t? | 0x2 ~ d0y? = 0z &7

_ _{6&4_ 1 aﬂx} g, — {G,Da L1 1 0{73,} e, {apa 1 BJZ}

dx | v2 ot dy = vZ ot dz ' v2 ot
1 {6pa 199 9y | aﬂz}s {% B OJZ}S
v, Lot dx dy 0z dz  dy
Pl {6& aljx} 1 {aﬂx OJy} 3
v, 0x 0z dy  0x

ifadesi elde edilir. Bu esitligin solundaki ve sagindaki her bir baz elemana iliskin

bilesenler karsilikli olarak esitlenirse asagidaki plazma denklemleri yazilabilir [98]:

R R
bl o
G-l st -Pea®] em

%+%+?y+ =0 (5.21d)
s I BT
%iiy_[a(;ﬁzy aaﬁy+aazﬁzy]=é[%_%: (5.211)
At AT T

Yukaridaki denklemden ilk Uigli imajiner baz elemanlar e, , 3 nin bilesenleri ile iligkili

olup genellestirilmis Lamb vektorii §, cinsinden ifade edilen,
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2
— Sl _vig, = —vip, — e (522)

vZ 9t2 _-vé ot
dalga denklemini olustururlar. Benzer sekilde &5 g, hiperbolik baz elemanlar ile iligkili

diger ifadeler de B, icin elde edilen,

1 028, 1
e VB = 5V x e (5.23)

vg 0t?

dalga denklemini meydana getirirler. Ayrica, hiperbolik baz elemant &, ile ilgili ifade ise
aynt zamanda genellestirilmis plazma yiikii i¢in korunum yasasidir ve klasik

elektromanyetizmada benzeri ile ayn1 formatta ifade edilir:

201V Jo=0. (5.24)
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6. SONUC

lgili literatiirde, Thompson ve Moeller tarafindan elektromanyetizma ile akiskan
dinamigi arasindaki teorik benzerlikten yola ¢ikarak kanonik vortisite ve genellestirilmis
Lamb vektorii cinsinden plazma denklemlerinin yeniden formiilasyonu i¢in yeni bir teorik
model ortaya konulmustur [14,15]. Bu modelden yararlanilarak; elektromanyetik
teorideki elektrik ve manyetik alanlarin tanimlarina bi¢imsel olarak benzeyen yeni
plazma alanlar1 tanimlanmis, elektromanyetik teorinin temel yapi taslarindan olan
Maxwell denklemlerine benzeyen yeni bir denklem takimi plazmalar i¢in de tiiretilmistir.

Yukarida bahsedilen bu model, sikistirilabilir ve sikistirilamaz akigskanlarin
denklemlerinden yola ¢ikarak tasarlandig1 ve plazmalar i¢in genisletildigi i¢in, plazmanin
hem akigkanlarla hem de elektromanyetik teori ile ilgili davranisim1 agik¢a yansitabilen
yeni denklemlere ihtiya¢ duyulmaktaydi. Literatiirde daha 6nce Demir ve Tanish
tarafindan akiskanlarin Maxwell-tipi denklemlerinin hiperbolik oktonionlarla yeniden
formiilasyonu [93], plazmanin benzer bi¢imdeki denklemlerinin de ayni say1 sistemi
kullanilarak ifade edilebilecegi yoniinde bir 6ngdrii olusturmustur.

Bu tez, plazmanin Maxwell-tipi denklemlerinin daha kullanigh ve daha kompakt
bir formda hiperbolik oktonionlarla yeniden formiile edilmesini amacglamaktadir. Bu
hedefi gerceklestirmek i¢in daha once akiskanlar i¢in hiperbolik oktonion terimleri
cinsinden tanimlanan denklemler [93], plazmanin ilgili denklemlerini elde edebilmek i¢in
tekrar modifiye edilmistir. Akiskan alan denklemleri ve plazma denklemleri arasindaki
bigimsel benzerlik, bu siirecin ¢ok daha kolay bir bigimde gergeklestirilmesine olanak
tanimistir.

Gercekten de Denklem (5.7)’de tanimlanan F hiperbolik oktonionu, plazmanin
genellestirilmis Lamb vektorii £, ve genellestirilmis vortisite vektoriiniin S, birlikte
ifade edilmesine olanak tanir. Ayrica, 4-boyutlu hiperkompleks say1 sistemlerinden farkl
olarak ortaya konulan bu formiilasyon hi¢bir kompleks bilesene ihtiya¢c duymadan anilan
vektorlerin reel bilesenler cinsinden ifade edilebilmesini saglar.

Denklem (5.12) yardimiyla ¢ok akiskanli plazmanin alan denklemleri tek bir
denklemde birlestirilebilir. Aslinda bu kompakt ve zarif ifade, plazmanin Maxwell-tipi
dort denklemini Ozetlemektedir. Plazmanin daha O©nce ilgili literatiirde verilen

kuaternionik reformiilasyonundan [51], farkli olarak mevcut denklemlerde yine herhangi
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bir kompleks say1 kullanilmasina gerek yoktur. Tiim matematiksel iliskiler, hiperbolik
oktonionlarin reel bilesenleri ile gergeklestirilmistir.

Ortaya konulan formiilasyon, &, genellestirilmis Lamb vektorinin ve g,
genellestirilmis vortisite vektoriiniin acgikca klasik elektromanyetizmadaki elektrik alan
ve manyetik alana benzer sekilde davranis sergiledigini vurgular. Benzer sekilde elde
edilen denklemlerde toplam enerji €, ve kanonik momentum P, skaler potansiyel ¢ ve
vektor potansiyel 4A'nin elektromanyetizmadaki rolii ile ayni1 davranis1 gosterir. Akiskan
denklemlerinde ise benzer rollerin hiz v ve entalpi h tarafindan {stlenildigi
goriilmektedir [52].

Bu tez, hiperbolik oktonion terimleri cinsinden elde edilen plazma ve sikistirilabilir
akigskan denklemleri arasinda kesin bir izomorfizm oldugunu kanitlamaktadir. Ayrica,
hiperbolik oktoniyonik ifadeler vektor alanlariyla iliskilendirerek, Denklem (5.17)’deki
genellestirilmis dalga denklemi ilgili literatiirde daha once verilen elektromanyetik teori
ve lineer gravitasyondaki benzerleri ile ayn1 formda tiiretilmistir. Matematiksel olarak
degisme ve birlesme 6zelligi gostermeyen yapilarina ragmen hiperbolik oktonionlar,
sekiz boyuta kadar fiziksel niceliklerin ilgili denklemlerini basitlestirmek i¢in giiclii bir
aractir. Bu tez ¢alismalar sirasinda elde edilen sonucglar bir makale haline getirilerek

bilim diinyasina sunulmustur [98].
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