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OZET

[1k olarak Jane Grossman, Michael Grossman ve Robert Katz, iireteci tanh(x/2) olan
sigmoidal aritmetigi, 1983 yilinda tanitmislardir. Bu aritmetik ile ilgili toplama ve
cikarma islemlerini vermislerdir (Grossman vd., 1983). Marek Czachor, hiperbolik
tanjant fonksiyonunun, tanh(x), trete¢ oldugu aritmetigi ve ilgili toplama, ¢ikarma,
carpma ve bolme iglemlerinin tanimini vermistir (Czachor, 2021). Fakat bu analizin tiirev
ve integralini tanimlamamistir. Bu tezde, hiperbolik tanjant analiz olarak isimlendirilen
ve hiperbolik tanjant fonksiyonunun, tanh(x), iireteci oldugu Newtonyen olmayan analiz
calisilmigtir. Hiperbolik tanjant tiirev ve hiperbolik tanjant integral ilk kez tanitilmustir.

Ayrica bu analiz ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik tanjant analiz, Hiperbolik tanjant fonksiyon,

Hiperbolik tanjant integral, Hiperbolik tanjant tiirev, Newtonyen olmayan analiz
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SUMMARY

Jane Grossman, Michael Grossman and Robert Katz first introduced sigmoidal
arithmetic with the generator tanh(x/2) in 1983. They gave the addition and subtraction
operations related to this arithmetic (Grossman et al., 1983). Marek Czachor gave a
definition of the arithmetic of which the hyperbolic tangent function, tanh(x), is the
generator and the related operations of addition, subtraction, multiplication and division
(Czachor, 2021). But he did not define the derivative and integral of this analysis. In this
thesis, a non-Newtonian analysis, which is called hyperbolic tangent analysis, where the
hyperbolic tangent function (tanh(x)) is the generator, has been studied. Hyperbolic
tangent derivative and hyperbolic tangent integral were introduced for the first time.

Additionally, fundamental definitions and theorems related to this analysis are given.

Keywords: Hyperbolic tangent analysis, Hyperbolic tangent function, Hyperbolic
tangent integral, Hyperbolic tangent derivative, Non-Newtonian analysis
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Re - a reel sayilar kiimesi
/. : a tam sayilar kiimesi
|| g : @ mutlak deger fonksiyonu

uRy = Rp: Rydan Ry ya tanimli izomorfizma

M,{..} :aortalama
[u, v], . a aralik

Mg f[u,v],: f fonksiyonunun [u, v], a-araliginda *-ortalamasi

lim f (x): f fonksiyonunun a noktasindaki hiperbolik tanjant limiti
xX—a

f't(x,) :f fonksiyonunun x, noktasindaki hiperbolik tanjant tiirevi

tff(x)dx : f fonksiyonunun hiperbolik tanjant belirsiz integrali



1. GIRIS

Isaac Newton ve Gottfried Wilhelm Leibniz’in olusturdugu analizde (Newton
analizi) bir bliyliklilkte meydana gelen kiiciik degisimler (artiglar) ¢ikarma islemiyle
hesaplanmaktir. Bu analiz bir biiyiikliigiin anlik degisim hizin1 hesaplamak (veya iki
biiytikliikteki anlik degisimleri karsilastirmak) igin ¢ikarma islemiyle bulunan farklarin
boliimiine dayanan tiirevi kullanmaktadir. Geometrik olarak (Kartezyen diizlemde) bir
noktada fonksiyona yaklasim o noktada fonksiyonun grafigine teget olan (polinom
olarak) dogrusal bir fonksiyon ile yapilir. Kesfedildigi 17. Yiizyilin sonundan gliniimiize
toplamsal tiirev ve integrale dayanan Newtonyen diferansiyel ve integral hesab1 bilimin
en 6nemli araclarindan biri haline gelmistir. (Giirbulak, 2023)

Michael Grossman ve Robert Katz, Newtonyen olmayan analizleri (geometrik
analiz, harmonik analiz, kuadratik analizi ve digerlerini) 1970 yili ve Oncesinde
tanimlamiglar ve 6nemli temel bilgileri vermislerdir (Grossman ve Katz, 1972; Grossman,
1979).

Geometrik analiz 6nemli bir Newtonyen olmayan analizdir. Dick Stanley ve Duff
Campbell’in bu analiz ile ilgili ¢alismalar1 vardir (Stanley, 1999; Campbell, 1999). Bu
analiz ile ilgili bir diger 6nemli ¢alisma Bashirov ve arkadaslarinin 2008’de yaptiklari
caligmadir (Bashirov vd., 2008). Son yillarda ¢arpimsal analiz ve onun ¢esitli bilim
dallarindaki uygulamalarini iceren pek c¢ok sayida calisma yapilmistir (Giirefe, 2009;
Filip ve Piatecki, 2014; Cérdova-Lepe, 2006; Cordova-Lepe vd., 2015; Florack ve van
Assen, 2012; Cakmak ve Basar, 2012; Goktas vd., 2022; Goktas vd., 2022; Gulsen vd.,
2022; Giilsen, 2023; Yal¢in, 2016; Duyar ve Erdogan, 2020; Yalgin, 2021; Yal¢in ve
Dedeturk, 2021; Yilmaz vd., 2023; Giling6ér ve Durmaz, 2020; Yalcin ve Dedeturk, 2023;
Bal, Yal¢in ve Dedetiirk, 2023).

[lk olarak Jane Grossman, Michael Grossman ve Robert Katz, iireteci tanh(x/2) olan
sigmoidal aritmetigi, 1983 yilinda tanitmislardir. Bu aritmetik ile ilgili toplama ve
¢ikarma islemlerini vermislerdir (Grossman vd., 1983).

tanh : R - R, = (—1,1) hiperbolik tanjant fonksiyonu birebir ve Orten
fonksiyondur. atanh: R, = (—1,1) - R ile hiperbolik tanjant fonksiyonunun tersi
gosterilsin.  Marek Czachor, 2021 yilindaki makalesinde hiperbolik tanjant
fonksiyonunun, tanh(x), iirete¢ oldugu aritmetigi ve ilgili , @ toplama, & ¢ikarma, ©

carpma ve @ bolme islemlerinin tanimini asagidaki gibi vermistir: Vx,y € R, igin



x @ y = tanh[atanh(x) + atanh(y)]
[atanh(x) — atanh(y)]

x O y = tanh[atanh(x) - atanh(y)]

x @ y = tanh[atanh(x)/atanh(y)],y # 0

bigiminde tanimlamistir (Czachor, 2021). Eger < siralama islemi
x < y © atanh(x) < atanh(y)

olarak verilirse Czachor’un yazdigi gibi (R, B, 6, O, @,<) bir a aritmetik
tanimlar. Hiperbolik tanjant fonksiyonu bu aritmetigin tretecidir. Czachor bu yeni
aritmetik ile ilgili tiirev ve integral tanimi verilerek yeni bir analiz tanimlanabilecegini
belirtmistir (Czachor, 2021). Fakat bu analizin tiirev ve integralini tanimlamamistir. Bu
tez c¢alismasinda a(x) = tanh(x) hiperbolik tanjant fonksiyonunun iireteci oldugu
Newtonyen olmayan analizin tiirev ve integrali ilk kez tanitilmis ve bu analizle ilgili temel

tanim ve teoremler ilk kez verilmistir.



2. NEWTONTEN OLMAYAN ANALIZ

Bu boliimde a aritmetik, = analiz ve hiperbolik fonksiyonlarla ilgili temel bilgiler
verilmistir. Bunun igin Grossman ve Katz’ in kitabi (Grossman ve Katz, 1972), Murat
Erdogan’in yiiksek lisans tezi (Erdogan, 2016), Tekin ve Basar’in makalesi (Tekin ve
Basar, 2013) ve Thomas ve arkadaslarinin analiz kitab1 (Thomas vd., 2009) kaynak olarak

kullanilmistir.

2.1. a Aritmetik
Tamm 2.1: a: R - R, C R birebir ve orten fonsiyon olsun. a toplama (+), «a
cikarma (=), a carpma (X), a bdlme (/) islemleri asagidaki bigimde tanimlanir:
Vx,y € R, i¢in
) x+ty = ala™(x) + a7 1(y)),
i) x~y = a(a~'(x) —a"(y)),
i) x Xy = ala™1(x) x a71(y)),
v) 7y = a(a" () /a (), y # a(0)
(Grossman ve Katz, 1972).

Tanmm 2.2: a: R - R, < R birebir ve 6rten fonsiyon olsun. a siralama bagintisi

(<) asagidaki bicimde tanimlanir: Vx,y € R, i¢in
x<yeallx)<al(y)

(Grossman ve Katz, 1972).

Tanmm 2.3: a: R - R, c R birebir ve 6rten fonsiyon olsun. Bu durumda eger
(]Ra, +, =, X, ],<) tam sirali cisim ise bu cisim, aritmetik veya a-aritmetik olarak
adlandirilir. Ayrica a bir iireteg olarak adlandirilir (Grossman ve Katz, 1972).

Tamm 2.4: a say1 kiimeleri asagidaki gibi tanimlanir (Grossman ve Katz, 1972):
a) a reel sayilar kiimesi: R, = {a(x)|x € R},
b) a pozitif reel sayilar kiimesi: RY = {a(x)|x € R, x > 0},
C) a negatif reel sayilar kiimesi: R; = {a(x)|x € R, x < 0},
d) a negatif olmayan reel sayilar kiimesi: R}° = {a(x)|x € R, x = 0},
e) a pozitif olmayan reel sayilar kiimesi: R;° = {a(x)|x € R, x < 0},

f) a tam sayilar kiimesi: Z, = {a(n)|n € Z}

3



Gosterim 2.1: (]Ra, +,=, X, / , <) aritmetigi verilsin. a € R bir reel say1 olmak

uzere a ile
a=ala)

a reel sayis1 gosterilecektir (Grossman ve Katz, 1972).

Tamm 2.5: |-|,: R, = R}°, @ mutlak deger fonksiyonu

x, x>0veyax =0,
lxlg =1 . . .
0—x, x < 0.

bi¢iminde tanimlanir (Grossman ve Katz, 1972).

2.2. x Analiz

Iki keyfi aritmetik a aritmetik= (R,, +, =, X, /,<) ve B aritmetik= (Rg, ¥, =,
X, /,<) olarak alinsin. * (y1ldiz) ise bu iki aritmetigin = (a aritmetik, f aritmetik)
bi¢iminde sirali ikilisi olsun. x analizde fonksiyonlarin tanim kiimesi a aritmetikte bir
kiime (R, 'nin bir alt kiimesi) ve deger kiimesi ise 8 aritmetikte bir kiime (R nin bir alt

kiimesi) olarak alinacaktir. Bu boliimde keyfi bir f fonksiyonu
fiR;DA—->BCRg

olarak kabul edilecektir (Grossman ve Katz, 1972).

a aritmetik = (Ry, +,=, %, /,<) ve B aritmetik = (Rg, +, =, X, /,<) tam
sirali cisim olduklarindan birbirlerine izomorftur. Tek tirlii belirli olan t: R, — Rg
izomorfizmasi, birebir ve orten fonksiyondur ve asagidaki sartlari saglar: Vx,y € R,

i) tlx+y) = (x)+u(y),

i) 1(x=y) = () =u(y),

iii) «(x X y) = ux) X 1(y),

iv) ((x/y) = () /u(y),y # 0,
V)x <y e ix) <uy)
(Grossman ve Katz, 1972).

Tamm 2.6: Eger her ¢ 3 0 i¢in 0 < |x=x,|, < & iken |f(x)=L|s < & kalacak
sekilde § > 0 varsa f fonksiyonunun x, x, € R, noktasina yaklasirken * limiti L dir
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denir

*xlim fx)=1L

—Xg

ile gosterilir (Tekin ve Basar, 2013).

Tamm 2.7: Eger x lim f(x) = f(x,) ise f fonksiyonuna x, € R, noktasinda *
X—Xg

stireklidir denir (Grossman ve Katz, 1972).

Tamm 2.8: f:R, D A > B c Ry bir fonksiyon olsun. Eger asagidaki * limit var

ise x, € A noktasinda f’nin * tiirevi
DfGxo) =+ Jim {[f () o)l 1) “4xo)] }

olarak tanimlanir (Grossman ve Katz, 1972).
Tanmm 2.9: x4,x,, ..., x, € R, , verilmis n tane a -reel say1 olsun. Bu n tane

sayinin a-ortalamasi
(g Fxy+ o xy) /0

formiilii ile bulunan a-sayisidir (Grossman ve Katz, 1972).

Gosterim 2.2: x4,x,, ..., x, € R, sayilarinin a-ortalamasini gostermek ig¢in
Mo {x1, %5, o, X} = (g 42x,+ .. 4x) /11

kullanilacaktir.

Onerme 2.1: x4, x5, ..., X, € R, sayilarinin a-ortalamasi i¢in

at(x) +at(xy) + -+ a‘l(xn)>
n

M, {x1, %5, ..., Xpn} =« <

esitligi gecerlidir (Grossman ve Katz, 1972).
Ispat:

M {xy, %5, ., Xy} = (1 F2x,F .. 4x,) /10



Ma{x1'x2' ""xn} = a(a‘l(xl) + a_l(xz) + et a_l(xn))/a(n)
(a‘l[a(a‘l(xo +a (xy) + o+ a‘l(xn))]>

My {x{, x5, ..., %0} =«

a~(a(n))
My {x1, %5, ..., Xpn} = <(1_1(x1) + a’_l(x:l) 4o g a—1(xn)>

Tanim 2.10: (x,)1<n<m terimleri R, kiimesinden segilen bir sonlu dizi ve K €

R, olsun. Eger bu dizinin ardisik herhangi iki teriminin

farki sabit ise bu sonlu diziye bir a-ilerleme denir (Grossman ve Katz, 1972).
Tanmm 2.11: {x e R Jlu <x <v; u,v € R,} kiimesi bir a -aralik olarak

adlandirilir ve

[w,vl, ={x ERJlu<x <v; u,vER,}

ile gosterilir (Grossman ve Katz, 1972).

Reel sayilarda oldugu gibi u¢ noktalarin dahil olup olmamasina gore agik, kapali ve
yari-agik a-araliklar tanimlanabilir.

Altta a-pargalanisin tanimi verilecektir. Bu tanim Grossman ve Katz’in verdigi
tanimdan farklidir.

Tamm 2.12: [u,v], € R, kapali a-aralig1 verilsin. R, kiimesinin terimlerinden

olusan bir (x,,)1<n<m sonlu dizisi i¢in

U=X; <X, <X3< .. <Xy =V

siralamasi gegerli olsun. Bu durumda (x,,);<n<m SONlu dizisine [u, v], araliginin bir a-
parcalanis1 (boliintiisii) denir.

Tamim 2.13: m terimden olusan bir a-pargalanisa m-katli denir (Grossman ve
Katz, 1972).

Tammm 2.14: (x,)1<n<m SONlU dizisi [u, v], araligmmn bir a-pargalanisi olsun.
Eger (x;,)1<n<m Dir a-ilerleme ise bu a-parcalanisa tekdiizedir (uniformdur) denir.

Tanmm 2.15: (x,)ney terimleri R, kiimesinde olan sonsuz bir dizi ve x € R,

olsun. Eger x elemaninin i¢inde bulundugu her agik a-aralik ayn1 zamanda sonlu sayidaki
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terimleri hari¢ (x,,) dizisinin biitiin terimlerini igeriyorsa x elemanina (x,,) dizisinin a-
limiti denir. (x,,) dizisi, x elemanina a-yakinsar denir (Grossman ve Katz, 1972).
Asagida *-stirekli bir fonksiyonun kapali [u,v], a-araliginda x-ortalamasinin
tanim1 verilecektir. Bu tez galismasinda bu ortalama Mg f[u, v], ile gosterilecektir.
Tamm 2.16: f:R, D A > B c Rg fonksiyonu * -siirekli bir fonksiyon olsun.
Ayrica (X,)1<n<m dizisi [u, v], c A araliginin m-kath tekdiize a-pargalanisi olsun. Bu

durumda f fonksiyonunun kapali [u, v], a-araliginda *-ortalamasi eger yakinsak ise
Mpfl,vle = © lim Mg{f (eo), £ (2), o, f Com))

bigimindeki f-limit ile tanimlamir ve Mg f[u, v],, ile gosterilir (Grossman ve Katz, 1972).
Tamm 2.17: f: R, D A —» B c R bir *-siirekli fonksiyon olsun. f nin [u, v], ©

A kapal1 araliginda  integrali

[ £ = =0 % Mpfu v

[ulv]af
olarak tanimlanir (Grossman ve Katz, 1972).

2.3. Hiperbolik Fonksiyonlar
Tanim 2.18: Hiperbolik siniis (sinh), hiperbolik kosiniis (cosh), hiperbolik tanjant
(tanh), hiperbolik kotanjant (coth) fonksiyonlar1 asagidaki gibi tanimlanir:

eX—e™*
2

a) sinh: R - R, sinh(x) =

)

e*+e ¥
2

b) cosh: R — [1, ), cosh(x) =

)

inh(x)
¢) tanh: R = Rz = (—1,1), tanh(x) = ::):h():c)’
] _ __ cosh(x)
d) coth: R\ {0} > R\ (=1,1), coth(x) = S, x # 0

(Thomas vd., 2009)

Onerme 2.2: Hiperbolik fonksiyonlar asagidaki 6zdeslikleri saglar: Vx,y € R,
a) cosh?(x) — sinh?(x) = 1,
b) sinh(x + y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y)

c) cosh(x + y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)

tanh(x)+tanh(y)
1+tanh(x)-tanh(y)’

d) tanh(x + y) =




tanh(x)—tanh(y)
1—tanh(x)-tanh(y)

e) tanh(x —y) =

(Thomas vd., 2009).
ispat:
a)
cosh?(x) — sinh?(x) = [cosh(x) + sinh(x)][cosh(x) — sinh(x)]
= [cosh(x) + sinh(x)][cosh(—x) + sinh(—x)]
=e*¥.e™*
= 1.
b)
Y—e™ e+e? e te e7—e
2 2z T 2 T2
. z[eX+y — e—(x+y)]

sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y) = ¢

® R

x+y _ e—(x+y)

2
= sinh(x + y)

cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)
_ e*+e™ e¥+ e‘y] 4 [ex —e ™ e¥—e™
B 2 2 2 2
1
=7 2[eXtY + e~ (4]
eXty 4 e—(x+y)
2
= cosh(x + y)

d)
sinh(x + y)
cosh(x +y)
sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y)
- cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)
[sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y)] + [cosh(x) cosh(y)]
- [cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)] + [cosh(x) cosh(y)]
sinh(x) . sinh(y)
_cosh(x) " cosh(y)
B 1+ sinh(x) sinh(y)
cosh(x) cosh(y)
tanh(x) + tanh(y)
1 + tanh(x) tanh(y)

tanh(x +y) =

tanh(x +y) =

e) Bir iistteki sikta y yerine (—y) yazilir ve tanh(x)’in tek fonksiyon oldugu g6z oniine alinirsa

8



tanh(x —y) = tanh(x + (—y))
B tanh(x) + tanh(—y)
1 + tanh(x) tanh(—y)
tanh(x) — tanh(y)
— tanh(x) - tanh(y)

tanh(x —y) = T

elde edilir.

Onerme 2.3: Hiperbolik fonksiyonlarn tiirevleri asagidaki gibi hesaplanir.
i) == (sinh(x)) = cosh(x),

i) :—x (cosh(x)) = sinh(x),

1
cosh2(x)’

iii) :—x (tanh(x)) =

1
sinh2(x)

iv) :—x(coth(x)) =—

(Thomas vd., 2009).

Hiperbolik fonksiyonlarin tersleri, ters hiperbolik fonksiyonlar olarak sdylenir ve
hiperbolik fonksiyonlarin baglarina “a” veya “ar” getirilerek gosterilebilecekleri gibi sag
ist kismina “-1” yazilarak da gdosterilebilirler. Bu ¢alismada, hiperbolik fonksiyonlarin
baslarina “a” yazilarak ters hiperbolik fonksiyonlar asagida goriilecegi gibi ifade
edilmistir:

a) asinh: R —» R,

b) acosh: [1, ) — [0, ),

c) atanh: (—1,1) - R,

d) acoth: R\ (—1,1) - R\ {0}
(Thomas vd., 2009).

Onerme 2.4: Ters hiperbolik tanjant fonksiyonunun tiirevi

d
—atanh(x) =

dx 1—x?

olarak hesaplanir (Thomas vd., 2009).



3. HIPERBOLIK TANJANT ARITMETIK
Bu bolimde hiperbolik tanjant sayr kiimeleri, bu sayr kiimelerinde siralama

bagintilari, hiperbolik tanjant aritmetikte kullanilan temel islemler verilmistir.

3.1. Hiperbolik Tanjant Sayilar

Hiperbolik tanjant aritmetikle dort islem ve diger islemleri yapabilmek i¢in 6nce
hiperbolik tanjant sayilar tanimlanmalidir. Asagida hiperbolik tanjant aritmetik igin reel
sayilar, tam sayilar ve dogal sayilar tanimlanacaktir.

Tammm 3.1: Hiperbolik tanjant aritmetik i¢in reel say1, tam say1 ve dogal sayi

kiimeleri sirasiyla asagidaki gibi verilir:

R, = {tanh(x) |x € R} = (—1,1),
Z, = {tanh(n) |n € Z},
N, = {tanh(n) |n € N}.

Hiperbolik tanjant pozitif ve hiperbolik tanjant negatif sayilar sirasiyla asagidaki

bigimde gosterilecektir.

R} = {tanh(x) |x € R* } = {e* | x > 0} = (0,1),
R; = {tanh(x) |x € R™} = {e* | x < 0} = (—1,0)
Z; = {tanh(n) |In € Z*} = {e™|n, € Z,n > 0},

£3

Z; = {tanh(n)|n EZL}={e" |n € Z,n < 0}.

|

Ayrica, hiperbolik tanjant aritmetikte negatif olmayan ve pozitif olmayan reel

sayilar ile tam sayilar su sekilde verilir:

]R:’O = {tanh(x) | x = 0},
]R;’O = {tanh(x) | x <0},
Z;’O = {tanh(n) | n€zmn =0},

7,° = {tanh(n) | n € Z,n < 0}.
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3.1.1. Hiperbolik Tanjant Siralama

Tanim 3.2: S = R, Z, N olmak tizere S, say1 kiimesinde siralama asagidaki bigimde
tanimlanir: Vx,y € S,

x <,y © atanh(x) < atanh(y)

Onerme 3.1: x, y € R, sayilar1 verilsin. Bu durumda

x<,yex<y
cift gerektirmesi gecerlidir.

Ispat: Hiperbolik tanjantin ters fonksiyonu olan atanh(x) artan fonksiyon
oldugundan siralamay1 korur:

atanh(x) < atanh(y) @ x <y

Buradan x,y € R, i¢in x <, y & x < y gegerli oldugu goriliir.

Hiperbolik tanjant reel sayilardaki siralama ile reel say1 kiimesindeki siralama ayni

sekilde oldugundan ¢aligmanin devaminda <, siralamasi yerine < kullanilacaktir.

3.1.4. Hiperbolik Tanjant Aritmetigin Temel Islemleri
Tamim 3.3: x, y € R, olmak tizere hiperbolik tanjant aritmetigin dort temel islemi

asagida verilmistir:

i) x @, y = tanh[atanh x + atanh y] = 13:33;
i) x ©, y = tanh[atanh x — atanh y]| = %

iii) x ©®; y = tanh[atanh x - atanh y]
iV) x @, y = tanh[atanh x + atanhy],y # 0
(Czachor, 2021).
Onerme 3.2: Yukaridaki tanimlardan dolay1 asagidaki islemler gegerlidir;
i) tanh(a) @, tanh(b) = tanh(a + b),Va, b € R,
ii) tanh(a) ©, tanh(b) = tanh(a — b),Va,b € R,
iii) tanh(a) ©, tanh(b) = tanh(a - b),Va, b € R,

iv) tanh(a) @, tanh(b) = tanh (%),Va € R,b e R\{0}.
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Ispat:

tanh(a) @, tanh(b) = tanh[atanh(tanh(a)) + atanh(tanh(b))]
= tanh[a + b]

Diger siklarda benzer sekilde ispatlanir.

Onerme 3.3: Bir x € R, sayismin hiperbolik tanjant toplama islemine gore tersi
(—x) € R, sayisidur.

Ispat: Hiperbolik tanjant toplama islemine gore etkisiz eleman tanh(0) = 0 dur. x
ile (—x) sayilarmin hiperbolik tanjant toplami asagida goriilecegi gibi etkisiz elemant

verdiginden bu iki eleman birbirlerinin bu toplama gore tersidir.

x @, (—x) = tanh(atanh(x) + atanh(—x))
= tanh(atanh(x) — atanh(x))
= tanh(0)
= 0.

Tamm 3.4: x € R,, n € N olmak iizere

x™© = tanh[(atanh x)"]

bi¢iminde tanimlanir.

Bu tanima gore

=
o
©)
Y
I

tanh[(atanh x)°] = tanh(1)

sinh(1) _ el-e 1 e2-1

xOOt = = = ,
cosh(1) el+e™1 e2+1

x10¢ = tanh[atanh x] = x

olur. Diger taraftan kuvvet alma islemi hiperbolik tanjant carpma yapilarak da

hesaplanabilir. Ornegin,

x%0t = x O, x = tanh[(atanh x)?],

x30¢ = (x O, x) O x = tanh[(atanh x)3].

Verilen bu tanim, kuvvetler, reel say1 olacak sekilde genellestirilebilir.
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Tamm 3.5: x € R,, r € R i¢in kuvvet alma islemi su sekilde verilir:

x"0t = tanh[(atanhx)"].

13



4. HIiPERBOLIK TANJANT ANALIiZ

4.1. Hiperbolik Tanjant Mutlak Deger
Bu kisimda hiperbolik tanjant mutlak degerin tanimi ve Ozellikleri ile birlikte

ornekler verilecektir.

Tamm 4.1: | - |,: R, » R}*° tanimh ve

u, 0 <;u,
—u, u<,0

lul, = {
bi¢imindeki fonksiyona hiperbolik tanjant mutlak deger fonksiyonu denir.
Ornek 4.1: Asagida iki saymin hiperbolik tanjant mutlak degerleri hesaplanmustir.

. 1 1
1) |§|t =3

|-,
Ornek 4.2: Asagida verilen iki saymin hiperbolik tanjant mutlak degerleri tanimli
degildir.
i) |2]; tamiml1 degildir. Ciinkii 2 ¢ R,
i) [=7], taniml degildir. Ciinkii —7 & R,.
Onerme 4.1: u, v € R, olmak iizere hiperbolik tanjant mutlak deger fonksiyonu
asagidaki ozelliklere sahiptir.
e |ul, =20,
elul, =05 u=0,
o [u O vl = lule O vl

o |x D, yle < Ixle Dy yle

4.2. Hiperbolik Tanjant Limit ve Hiperbolik Tanjant Siireklilik
Tamm 4.2: f:R - R, fonksiyonunun x, a € R noktasina yaklasirken hiperbolik
tanjant limiti L € R, sayisidir denir ancak ve ancak € > 0 hiperbolik tanjant sayis1 keyfi

olarak segildiginde
x€(a—6,a+6)\{a}

i¢cin

14



L—¢ L+e)

f(X)E(LefE'L@fE)Z(1—L-e’1+L-e

olacak bigimde bir § = 6(e) > 0 bulunabilir. Hiperbolik tanjant limit igin
lim f(x) = L
x—a

gosterimi kullanilacaktir.
Onerme 4.2: f:R - R, fonksiyonunun x, a € R noktasina yaklasirken hiperbolik

tanjant limiti i¢in agsagidaki esitlik gecerlidir:
*lim f(x) = tanh [lim (atanh o f) (x)]
xXx—a X—a

Tammm 4.3: f:R - R, fonksiyonu a € R noktasinda hiperbolik tanjant siireklidir

denir ancak ve ancak
flim £ (x) = f(a)
x—a

esitligi vardir. f bir agik I araligindaki her noktada hiperbolik tanjant siirekli ise I aralig
tizerinde hiperbolik tanjant siireklidir denir.

Hiperbolik tanjant siireklilik i¢in € — § tanimi da verilebilir.

Tamm 4.4: f:R — R, fonksiyonu a € R noktasinda hiperbolik tanjant siireklidir

denir ancak ve ancak & > 0 hiperbolik tanjant sayis1 keyfi olarak se¢ildiginde
x€(a—6,a+6)

i¢in

&) € (f(@) O, & f(a) B, g):< fla—¢ fla)+e >

1—f(a)-€’1+ f(a) ¢

olacak bi¢imde bir 6 = §(&) > 0 bulunabilir.
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Ornek 4.3: g:R->R,, g(x) = (3* —1)/(3* +1) fonksiyonu veriliyor. Bu
fonksiyonun x = 2 noktasinda hiperbolik tanjant siirekli oldugunu gosteriniz.

Céziim: Oncelikle

lg(x) 8, g2, = ‘ gx)—g(2)

1-g@)-g(2)

3* -1 3%2-1

3*+1 3241
3*—1 32-1

3 +1°32+1],

3* -1 4
3*+1 5§
1__3x_1.é
3* +1 5l,
3* -9
5-(3*+1)
3*+9
5-3*+ 1),
3* -9
3* + 9|,

(3x 2 9) . 3—(x+2)/2
(3x + 9) ; 3—(x+2)/2

t

1

t
3(x-2)/2 _ 3-(x-2)/2
3(x-2)/2 4 3-(x-2)/2 .

In3 -1
ez ¥72) _

In3 —In3
eT(x—Z) + eT(x—Z)

= [tanh <1r173 (x — 2))

= tanh (|1r173 (x — 2)|>

n3
e 2 (x_z)

t

yani

In3
196 ©. g(2)1, = tanh (== 1x - 21)
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olduguna dikkat edelim. Hiperbolik tanjant siirekliligi gostermek ic¢in € —§ tanimin

kullanalim. Her 0 < e < 1igin § = ﬁatanh(e) almirsa |x — 2| < § iken

2
lx —2| <6 = Eatanh(s)

In3
- |x — 2| < atanh(¢)

In3
tanh (Tlx — 2|> <e

ve boylece
l9(x) ©r g(2): <€
oldugu goriiliir.

4.3. Hiperbolik Tanjant Tiirev

f stirekli fonksiyonu igin

Lo pi FOCFR)=F ()
f1(x) = lim ==—

limiti varsa bu limit degerine f(x) fonksiyonunun klasik anlamda tiirevi denir.

Tamm 4.5: f: R — R, fonksiyonu verilsin. I € R bir agik aralik ve x, € [ ise
varlig1 halinde

fe(xo) = t}li_%[f(xo + h) © f(xy)] @, tanh(h)
limitiyle bulunan sayiya f fonksiyonunun x, noktasindaki hiperbolik tanjant tiirevi denir.

Gosterim 4.1: f(x), f: R —» R, fonksiyonunun bir x, € R noktasindaki hiperbolik

tanjant tiirevi
fre(xo) veya (f ()
ile gosterilecektir.
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Gosterim 4.2: D, f (x) ile f(x) fonksiyonunun hiperbolik tanjant tiirev fonksiyonu
gosterilecektir.

Tek tarafli hiperbolik tanjant tiirevler, hiperbolik tanjant limit kullanilarak klasik
analizdeki tek tarafli tiirevlere benzer sekilde tanimlanir.

Teorem 4.1: f: R — R, fonksiyonu hem klasik anlamda hem de hiperbolik tanjant
anlamda tiirevlenebilir olsun. Bu durumda bu iki tiirev arasinda asagidaki gibi bir iliski

vardir:

fre(x) = tanh((atanh o f)’(X))
veya

f’t(x) = tanh <M>

1-12())

Ispat:

f'e () = “lim[f(x + h) O, f(x)] @, tanh(h)
f't(x) = ’t}ti_r)ré tanh[atanh(f(x + h)) - atanh(f(x))] @, tanh(h)

atanh(f(x + h)) — atanh(f(x)))

r —_ 11
f't(x) = }Ll_r)ré tanh(

h
£ (x) = tanh (m atanh(f (x + h>2 - atanh(f<x>)>
' (x) = tanh (}1‘_{% (atanh o f)(x + h})l — (atanh o f) (x)>

f'¢ (x) = tanh((atanh o £)'(x))

frt (x) = tanh (1 fz( ) f (X))

Buradan

f’t(x)=tanh< f) >

1-f2(x)
esit oldugu goriiliir.
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5%—3%
5%+3%

Ornek 4.4: f(x) = fonksiyonunun hiperbolik tanjant tiirevini bulunuz.

Céziim: Once f(x) fonksiyonu

5% — 3% (5% —3%) .37

f®) = 3 = Grran 3=

esit oldugundan

[E

G-
BE

bi¢iminde yazilabilir. Bu fonksiyonun tiirevi

flx) =

[E

) =1 [ +1-[@) 1@ +1]

F0) = 13
[8) +1]
L W ] (6] 0]
() +1]
Q) w3 1[G -]
)"+
Fro) = - ';nf' (%)2
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o 16 1]
ST
R
(3) +2(3) +1

olduguna dikkat edelim. Hiperbolik tanjant tiirev ile ilgili yukaridaki teoremden,

f't(x) = tanh( f& >

1—f2(x)

X

2. ln . 4(5

3) +1] € +1]/

f't(x) = tanh (%ln g)

B
\

olarak hesaplanir.

6+10x

Ornek 4.5: f(x) = fonk51y0nunun hiperbolik tanjant tiirevini bulunuz.

e6+10x 11

Céziim: Oncelikle

10e6+10x . (e6+10x + 1) _ (e6+10x _ 1) . 10e6+10x
(e6+10x + 1)2

f'x) =

ZOe6+10x

[ =m

olarak hesaplanir ve
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e6+10x _ 1 2
1-f2x)=1- <e6+10x n 1)

(e6+10x _ 1)2
=1- (e6+10x 1 1)2

(66+10x + 1)2 — (e6+10x —

1)?

(e6+10x 4 1)2
2. 266+10x
= (e6+10x 1 1)2
4o6+10x
2 _
1-f%() = (e6+10x 4 1)2

olarak bulunur. Hiperbolik tanjant tiirev ile ilgili yukaridaki teorem yardimiyla,

o f'(x)
f't(x) = tanh (—1 = fz(x)>

Zoe6+10x

4e6+10x

= tanh <(e6+10x F1)Z  (eb+iox 1 1)2)

= tanh(5)

seklinde bulunur.

g fonksiyonu a noktasinda klasik anlamda siirekli olup fakat bu noktada hiperbolik

tanjant tlirevi var olmayabilir.

Ornek 4.6:
1
—sinx, —mw<x<0,
gx) = 2
- - 0<x<
27 2505% x<Tm

seklinde parcali fonksiyonu tanimlansin. Bu fonksiyonun x = 0 noktasinda siirekli

oldugunu ancak hiperbolik tanjant tiirevlenemeyecegini gosteriniz.

Coziim: g(x) yukaridaki gibi tanimlanirsa

Jlim_g(h) = lim g(h) = g(0) =0
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esitliklerinden g fonksiyonunun x = 0 noktasinda siirekli oldugu tespit edilir. Hiperbolik
tanjant tiirevlenebilir olup olmadigini anlamak i¢in tek tarafli limitleri hesaplayalim. Sag

taraftan tiirev

t1: ’ _ : ° 1]
hlLI(I)l+ tanh((atanh °g) (h)) = tanh {hll)rggr(atanh g) (h)}

= tanh {hl;‘?} T (gzh)}
_ %sin(h)
= tanh hll)r(r)lJr 1 5
1-—- (Z — gz cos h)
= tanh(0)
=0

bulunur. Diger yandan sol taraftan tiirev

t hm tanh((atanh o g)'(h)) = tanh llm (atanh o g)’ (h)}

cos(h)
lim —=———
h=07q —sm2 (h)

-
il
anh ;)

olarak bulunur. O halde g'*(0) mevcut degildir. Yani fonksiyonun x = 0 noktasinda
hiperbolik tanjant tiirevi yoktur.

Teorem 4.2: f:R — R, fonksiyonu bir x € R noktasinda hiperbolik tanjant
tiirevlenebilirdir ancak ve ancak o noktada klasik anlamda tiirevlenebilirdir.

Ispat: iR - Ry, x noktasinda  klasik  tlirevlenebilir olsun.
|f(x)| # 1 oldugundan 1 — f?(x) # 0 dir. Bundan dolay1

f't(x) = tanh (%)
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esitliginin sag tarafinin tanimli oldugu goriiliir yani f fonksiyonunun x noktasindaki
hiperbolik tanjant tiirevi vardir.
Diger yandan, f: R = R, fonksiyonu x noktasinda hiperbolik tanjant tiirevlenebilir

olsun.
f'(x) =(1-f%()) - (atanh o ') (x)

esitligi vardir. f'¢(x) € R, oldugundan (atanh o f'¢)(x) € R olur. Ayrica f(x) tanimli
olugu her yerde (1 — £2(x)) tanimhdir. Boylelikle f fonksiyonunun x noktasindaki
klasik tiirevinin tanimli oldugu goriiliir.
u
Teorem 4.3: Sirasiyla hiperbolik tanjant anlamda tiirevlenebilir ve klasik anlamda
tirevlenebilir f: R - R, ve g: R — R fonksiyonlari verilsin. (f o g)(x), fonksiyonu i¢in
asagidaki esitlik gecerlidir.

! ! ( ) : ,( )
(F o 9(o) = tanh (L1200}

Ispat:

(f 0 9)'¢(x) = tanh{(atanh o (f © g))'(x)}
_ tanh{ (f 0 9)'(x) }
1—=(feg9)%x)
_ o (fe®) g'x)
= tanh{1 —(f o g)Z(x)}

esitligi elde edilir.
|
Gosterim 4.3: g« ile g't fonksiyonunun hiperbolik tanjant tiirevi gosterilir ve g
fonksiyonunun ikinci mertebeden hiperbolik tanjant tiirevi olarak adlandirilir.
Tamm 4.6: g: R - R, fonksiyonunun x € R noktasinda n kez tekrarlanan tiirev

alma iglemi ile n. mertebeden hiperbolik tanjant tiirevi

g™+(x) = tanh {2 (atanh > )(x)}

seklinde tanimlanir.
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Teorem 4.4: f fonksiyonunun a noktasinda hiperbolik tanjant tiirevi varsa bu
noktada klasik anlamda siireklidir.

Ispat: f fonksiyonunun a noktasinda hiperbolik tanjant tiirevi varsa klasik anlamda
da tiirevi vardir. Bu sebeple f fonksiyonunun a noktasinda klasik anlamda siirekli oldugu

goriiliir.

4.4. Hiperbolik Tanjant Tiirevin Ozellikleri

Teorem 4.5:f: R —» R, fonksiyonu verilsin. f'¢(x) = 0 esittir ancak ve ancak
f(x) = C € R, seklinde sabit bir fonksiyondur.

Ispat: f(x) = C € R, ise

4

, C
f't(x) = tanh 1T-c2)= tanh0 =0

bulunur. Diger yandan f'¢(x) = 0 ise

Fe() =0
tanh{(atanh o /)’ (x)} =0
(atanh o f)'(x) =0
(atanho f)(x) =c,c €R
atanh(f(x)) = ¢
f(x)=¢,

esit olur. Burada C = tanh(c) € R, keyfi sabittir.

|
Teorem 4.6: f(x) = tanh(cx), (c € Rsabit) fonksiyonunun hiperbolik tanjant
tirevi, D, tanh(cx) = tanh(c) bi¢iminde sabit bir fonksiyondur.

Ispat:

D, tanh(cx) = tanh {% [atanh(tanh(cx))]}

= tanh (% (cx))

= tanh(c)

sonucu bulunur.
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5%—3%
5%+3%

Ornek: f(x) = fonksiyonunun hiperbolik tanjant tiirevini bulunuz.

Coziim:
5x — 3X
[ =53

(5x _ 3x) - (5x/2 . 3x/2)
= (5x + 3x) -~ (5x/2 . 3x/2)

X —X

-6

)’

I
oo e

f(x) = tanh [(% In g) x]

Yukaridaki teoremden

f't(x) = tanh <lln E)
23
bulunur.
Teorem 4.7: g, h: R = R; hiperbolik tanjant tiirevlenebilir iki fonksiyon ve k €
R, bir sabit olsun. Bu durumda, (k ©,g),(g D, h), (g O h), (g D¢ h)
fonksiyonlar1 da hiperbolik tanjant tiirevlenebilir ve bu fonksiyonlarin hiperbolik tanjant

turevleri

i) (kO g(®)) =k O, g" ),

ii) (g @, W)'*(x) = g (x) D h'*(x),

iii) (g ©, W)'"*(x) = g'"“(x) O h'* (x),

V) (g O h)'e(x) = [g"(x) Or h(X)] B¢ [9(x) O h(R)],

V) (g Q¢ W' () = {[g" (x) O¢ h(x)] O [g(x) O Kt ()]} @ h?0¢ (x),
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bicimindeki formiiller ile hesaplanir

ispat:
i)
(k O g(x)) = tanh[atanh(k) - (atanh o g)(x) ]

(k O g(x))’t = D, {tanh[atanh(k) - (atanh o g)(x) ]}
= tanh{[atanh(k) - (atanh o g)(x) ]’}
= tanh{atanh(k) - (atanh o g)'(x) }
= k O, tanh[(atanh o g)'(x) ]
=k O g"(x)

ii)

(g ®, h)(x) = tanh[(atanh o g)(x) + (atanh o h)(x) ]
(g @+ h)'*(x) = D,{tanh[(atanh o g)(x) + (atanh o A)(x) ]}
= tanh{[(atanh o g)(x) + (atanh o h)(x) |'}
= tanh{(atanh o g)'(x) + (atanh o h)'(x) }
= tanh[(atanh o g)'(x) | @®, tanh[(atanh o h)'(x) ]
=g (x) @, h'*(x)

iii) , iIv) ve v) benzer sekilde ispatlanir.
Onerme 4.3: g: R - R, hiperbolik tanjant tiirevlenebilir fonksiyonu verilsin. Eger

g't(x) = 0 esittir ancak ve ancak g'(x) = 0 esittir.

Ispat: g't(x) = 0 ise

() = g | _
g (X) = tanh {m} =0

esitligi yazilabilir. Buradan

g )
m = atanh(O)
g )
T-g2G0 "
g'(x)=0
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bulunur.

Diger taraftan g'(x) = 0 ise

() g | _

g't(x) = tanh {m} = tanh(0)
gtx)=0

bulunur.

u

Teorem 4.8: g: R - R, fonksiyonunun (u, v) agik araliginda hiperbolik tanjant
tiirevi var ve bu fonksiyon [u, v] kapali araliginda siirekli olsun. Bu durumda g(u) =
g(w) ise g't(c) = 0 esitligini saglayacak en az bir ¢ € (u, v) sayisi vardir.

Ispat: g fonksiyonunun (u,v) araliginda hiperbolik tanjant tiirevi var ise aym
aralikta klasik anlamda da tiirevi vardir. Ayn1 zamanda g, [u, v] araliginda siirekli ve
g() = g(v) oldugundan klasik analizdeki Rolle teoremi geregi g'(c) = 0 esitligini
saglayan en az bir ¢ € (u, v) vardir. Boylelikle g'¢(c¢) = 0 saglayan en az bir ¢ € (u, v)

noktasinin varlig1 ispatlanir.

Teorem 4.8, hiperbolik tanjant Rolle teoremi olarak adlandirilacaktir.
Teorem 4.9: f:R - R, fonksiyonu (u,v) acik araliginda hiperbolik tanjant

tiirevlenebilir ve bu fonksiyon [u, v] kapali araliginda siirekli olsun. Bu durumda

() = tanh [(atanh o f)(v) — (atanh o f)(w)

v—u
esitligini saglayan en az bir ¢ € (u, v) sayis1 vardir.

Ispat: Asagidaki iki fonksiyon

F() = fw) @, {[f(v) O fW)] O, tanh (=) }
G(x) =F(x) O, f(x)

seklinde verilsin. Bu durumda F(u) = f(u), Flv) =f(v) ve G(u)=Gw) =0

esitlikleri vardir. Hiperbolik tanjant Rolle teoreminden (teorem 4.8) G'¢(c) = 0 esitligini

saglayan ¢ € (u,v) sayisi vardir.
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G't(c)=0
F'«(c) ©¢ f't(c) =0

esitliginden f't(c) = F't(c) elde edilir. ispat

fe(c) = F'«(c)
=0, {[f(v) O f(W] O tanh [c?_x (x - “)] } -

v—u

= [f(v) ©¢ f(W)] O, tanh (ﬁ)

= tanh[(atanh o f)(v) — (atanh o f)(u)] O, tanh (%)
{(atanh o f)(v) — (atanh o f) (u)}
= tanh

v—u

esitligiyle biter.

Teorem 4.9, hiperbolik tanjant ortalama deger teoremi olarak adlandirilacaktir.
Teorem 4.10: g,h: [a, b] = R, (a, b) agik araliginda hiperbolik tanjant tiirevi olan

ve taniml1 oldugu kapali aralikta siirekli fonksiyonlar olsun. Bu durumda

(atanh o g)'(c) B (atanh o g)(b) — (atanh o g)(a)
(atanh o h)'(c) ~ (atanh o h)(b) — (atanh o h)(a)

esitligini saglayan bir ¢ € (a, b) sayisi vardir.
Ispat: (atanh o g) ve (atanh o ), verilen kapal1 aralikta siireklidir. Ayrica ilgili agik
aralikta bu iki fonksiyonun klasik tiirevi vardir. Klasik analizdeki Cauchy teoreminden

bir ¢ € (a, b) sayisi igin

(atanh o g)'(c) B (atanh o g)(b) — (atanh o g)(a)
(atanh o h)'(c) ~ (atanh o h)(b) — (atanh o h)(a)

esitligi saglanir.
|
Onerme 4.4: g:R - R, hiperbolik tanjant tiirevi olan bir fonksiyon olsun. Bu

durumda
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e g't(x) > 0 ise g klasik anlamda artan bir fonksiyondur,
e g't(x) = 0 ise g klasik anlamda azalmayan bir fonksiyondur,
e g't(x) < 0 ise g klasik anlamda azalan bir fonksiyondur,
e g't(x) < 0 ise g klasik anlamda artmayan bir fonksiyondur.
ispat: g: R - R, fonksiyonunun hiperbolik tanjant tiirevi ile klasik tiirevinin ayni isaretli

oldugu gosterilecektir.

g'(x) )

g,t(X) = tanh <m

sgn[g't(x)] = sgn [tanh (%)]

_ g' ()

B ey

__sgnlg'®)]
sgn[1 - g*(x)]

Bu asamada g: R = R, fonksiyonu icin

-1<glx) <1
0<g%(x) <1
-1<—g%(x) <0
0<1-g2(x) <1

esitsizliginin saglandig1 yani 1 — g2(x) ifadesinin pozitif oldugu diger bir ifadeyle
sgn[1-g°(x)] =1
oldugu bulunur. Buradan

sgn[g’ (x)]
sgn[1 — g?(x)]
sgn[g'¢(x)] = sgn[g’ (x)]

sgnlg" ()] =

elde edilir. Bu ise g fonksiyonunun hiperbolik tanjant tiirevi ile klasik tlirevinin ayni isaretli
oldugunu soyler. Boylelikle ispat biter.

|
Onerme 4.5: g:R - R, hiperbolik tanjant tiirevi olan bir fonksiyon olsun. Bu

durumda ¢ € R i¢in
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e Eger g't(c) = 0 ve g"#(c) > 0 ise ¢ noktasinda g’nin bir yerel minimumu vardir,
e Eger g't(c) = 0 ve g"#(c) < 0 ise ¢ noktasinda g’nin bir yerel maksimumu vardir.
ispat:
, g'(x)
£4 — P —
g't(x) = tanh (1 =5 (x)>

g"t(x) = tanh ( gx) >

\1-92(0)
g"¢(x) = tanh 9" ()(1 - g2() +2(g'(0) g ()
(1-g2()°

olarak hesaplanir. Eger g't(c) = 0 ise g’(c) = 0 olur ve

9" (©)(1 - g2(0) + 2(g'(©))*g(0)
(1-g2(©)

g'"t(c) = tanh

[ g”(C)

e — I AN
g"t(c) = tanh 920

olarak bulunur. Buradan g fonksiyonunun hiperbolik tanjant tiirevini sifira esitleyen ¢
noktasinda ikinci mertebeden hiperbolik tanjant tiirevi ile ikinci mertebeden klasik
tiirevinin ayni isaretli oldugunu soéylenebilir.

g't(c) =0 ve g'"t(c) >0 icin g'©@ =0 ve g"(c) >0 olur. Boylelikle ¢
noktasinda g’nin bir yerel minimumu oldugu goriiliir.

g't(c) =0 ve g'"t(c) <0 icin g'©@ =0 ve g"(c) <0 olur. Boylelikle ¢

noktasinda g’nin bir yerel maksimumu oldugu goriiliir.

4.5. Hiperbolik Tanjant integral
Bu boliimde hiperbolik tanjant ters tiirev tanmitilmis, hiperbolik tanjant belirsiz
integral kavrami verilip klasik analizdeki karsiligi ile iligkisi incelenmistir. Ayrica

hiperbolik tanjant belirli integral tanimi1 ve alakali teoremler verilmistir.

4.5.1. Hiperbolik Tanjant Belirsiz integral
Tamm 4.7: f,F:R > R, olsun. Eger F't(x) = f(x) ise F fonksiyonu, f

fonksiyonunun bir hiperbolik tanjant ters tiirevi olarak adlandirilir.
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Tamm 4.8: f: (a, b) - R, fonksiyonunun tiim hiperbolik tanjant ters tiirevlerinin

kiimesi f fonksiyonunun hiperbolik tanjant belirsiz integrali olarak adlandirilir ve

tjf(x)dx

biciminde gosterilir.
Onerme 4.6: f:(a,b) - R, fonksiyonunun hiperbolik tanjant belirsiz integrali

i¢in
t
ff(x)dx = tanh U (atanh o f)(x) dx

esitligi gegerlidir.
Ispat: f: (a, b) - R, fonksiyonunun bir keyfi hiperbolik tanjant ters tiirevi F

olsun. Bu durumda

F'e(x) = f(x)
tanh[(atanh o F)'(x)] = f(x)
(atanh o F)'(x) = (atanh o f)(x)

(atanh o F)(x) = f(atanh o f)(x)dx

F(x) = tanh U (atanh o ) (x) dx

F(x) fonksiyonu f(x) fonksiyonunun hiperbolik tanjant ters tiirevlerinden keyfi olarak

secildiginden
t
ff(x)dx = tanh U (atanh o f)(x) dx

esit oldugu goriiliir.
Ornek 4.7: f(x) =0 fonksiyonunun hiperbolik tanjant belirsiz integralini
bulunuz.

Coziim:
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tf O0dx = tanh f (atanh o f)(x) dx]

= tanh f (atanh)(0) dx]

= tanh dex]
= tanh(c),c € R
=K

elde edilir. Burada K = tanh(c) € R, bir keyfi sabittir. Boylelikle K € R, bir hiperbolik

tanjant keyfi sabit olmak tizere

t
dex=K

olarak bulundu.
Onerme 4.7: f: (a,b) — R, fonksiyonunun bir hiperbolik tanjant ters tiirevi F(x)

fonksiyonu olsun. Bu durumda f* fonksiyonunun hiperbolik tanjant belirsiz integrali igin

F(x)+C

1
.ff(x)dx=1+C-F(x)

esitligi gecerlidir. Burada C € R, hiperbolik tanjant integral i¢in bir keyfi sabittir.
Ispat:

tf f(x)dx = tanh f (atanh © £)(x) dx]

tf f(x)dx = tanh f (atanh o F't)(x) dx]

tf f(x)dx = tanh f (atanh o F)'(x) dx]

tf f(x)dx = tanh[(atanh o F)(x) + c]

t F(x) + tanh(c)
ff(x)dx “1+ tanh(c) - F(x)'c €R
t F(x)+C
ff(x)dx: 1+C Flx)

Yukarida kullanilan ¢ klasik integral i¢in bir keyfi sabittir. C = tanh(c) € R, hiperbolik

tanjant integral icin bir keyfi sabittir.
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u
Ornek 4.8: f(x) = a, a € R, fonksiyonunun hiperbolik tanjant belirsiz integralini
hesaplayimiz.

Coziim:

' j adx = tanh [ f atanh(a) dx]

= tanh[x - atanh(a) + c]

elde edilir. Burada ¢ € R klasik integral i¢in bir keyfi sabittir.

4.5.2. Hiperbolik Tanjant Belirli integral
Tammm 4.9: Verilen bir [u,v] c R araliginda hiperbolik tanjant siirekli olan bir
f:R = R, fonksiyonunun bu aralik {izerindeki hiperbolik tanjant integrali asagidaki

bi¢imde tanimlanir:

t

fvf(x)dx = M,f[u,v] O, tanh[v — u]

u

(Grossman ve Katz, 1972).
Onerme 4.8: Verilen bir [u, v] € R araliginda hiperbolik tanjant siirekli olan bir

f:R - R, fonksiyonu i¢in agagidaki esitlik gecerlidir:

t

fvf(x)dx = tanh [f (atanh o f) (x)dx]

Ispat: (x,,)1<nem, (U, v] araligmin m kath tekdiize parcalanis1 olmak iizere

t

fvf(x)dx = M,f[u,v] O, tanh[v — u]

u

= “lim M{f(x1), f (x3), .., f (Xm)} O tanh[v — u]

m_ atanh(f (x,)
m

m—oo

= ?lim tanh < > O, tanh[v — u]
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= *lim Itanh [v —u] ®, tanh (

m—0oo

Yt atanh(f (%)))]

m

= *lim tanh|(v — u) %zm (atanh of)(xn)]

M0 n=1

= “tim tanh (" T Gatanh o f)(x,) )

m-co n=1

= tanh ( lim Zm v;l_u (atanh o f)(xn))

m-co n=1

= tanh [ f (atanh o f) (x)dx]

Teorem 4.11: f fonksiyonu [u,v] araliginda siirekli ve Vx € [u,v] i¢in

t

gx) = f fQo)dx

esit olsun. Bu durumda Vx € (u, v) i¢in

gt (x) = f(x)

saglanir.

Ispat: Onerme 4.8’ den

t

g(x) = f fQo)dx

g(x) = tanh [f (atanh o f) (x)dx]

yazilir. Her iki tarafin 6nce atanh (x) fonksiyonu ile soldan bileskesi alinir ve sonra klasik

tirevi alinirsa

(atanh o g)(x) = f(atanh o f)(x)dx
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d d [
= Gatanh 2 0)() = - [ Gatanh » () dx

% (atanh o g)(x) = (atanh o f) (X)

elde edilir. Son olarak her iki tarafin tanh(x) fonksiyonu ile soldan bileskesi alinirsa

tanh % (atanh o g)(x)] = tanh[(atanh o f)(x)]

gt (x) = f(x)

esitligine ulasilir.
]

Teorem 4.12: f’« hiperbolik tanjant tirevi [u,v] araliginda siirekli ise

T v _ fw)-fw)
Ju £ 0odx = e
esitligi vardir.

Ispat:

[ ) T

f f’t(x)dx = fvtanh[(atanh ° f)'(x)] dx

u

t v
= f (tanh o (atanh o f)") (x)dx

v

= tanh {f[atanh o (tanh o (atanh o f)’)](x)dx}

u

= tanh {fv(atanh o f)’(x)dx}

= tanh{(atanh o f)(v) — (atanh o f)(u)}
@) - fw
C1-fwfw)

elde edilir.
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5. SONUC VE DEGERLENDiRME

Bu tez ¢alismasinda oncelikle literatiirde mevcut olan a aritmetik ve = analizdeki
tanimlar, kavramlar ve temel teoremler verilmistir. Sonra hiperbolik fonksiyonlar ile ilgili
temel bilgilere yer verilmistir.

Devaminda {ireteci hiperbolik tanjant fonksiyonu, tanh(x), olan Newtonyen
olmayan aritmetik verilmistir. Jane Grossman, Michael Grossman ve Robert Katz 1983
yilinda benzer bir iiretecin, tanh(x/2), lrettigi aritmetigi ve bu aritmetigin toplama ve
cikarma islemlerini tanitmislardir (Grossman vd., 1983). Marek Czachor, hiperbolik
tanjant fonksiyonunun, tanh(x), trete¢ oldugu aritmetigi ve ilgili toplama, ¢ikarma,
carpma ve bolme islemlerinin tanimlarimi vermistir (Czachor, 2021). Fakat Czachor bu
aritmetik ile ilgili analizin tlirev ve integralini tanimlanmamastir.

Bu tezde, hiperbolik tanjant analiz olarak isimlendirilen ve hiperbolik tanjant
fonksiyonunun, tanh(x), treteci oldugu Newtonyen olmayan analiz ¢alisilmistir.
Hiperbolik tanjant tiirev ve hiperbolik tanjant integral ilk kez tanitilmistir. Ayrica bu
analiz ile ilgili temel tamim ve teoremler verilmistir. Son olarak klasik analizdeki

kavramlar ve temel teoremlerin bu analizde karsiliklar1 incelenmistir.
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