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ÖZET 

 

Yüksek Lisans Tezi 

 

HİPERBOLİK ÜÇÜNCÜ DERECEDEN JACOBSTHAL VE JACOBSTHAL LUCAS 

SAYILARININ ÖZELLİKLERİ 

 

Mustafa ALTINSOY 

 

Zonguldak Bülent Ecevit Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

  Matematik Anabilim Dalı 

 

Tez Danışmanı: Dr. Öğr. Üyesi Can Murat DİKMEN 

Aralık 2022, 49 sayfa 

 

Bu çalışmada, Horadam tarafından 1996 yılında tanımlanmış olan Jacobsthal ve Jacobsthal-

Lucas sayı dizilerinin genel özellikleri incelenerek (bakınız [1]), ikinci dereceden hiperbolik 

Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas ile üçüncü dereceden hiperbolik Jacobsthal ve Jacobsthal-

Lucas dizilerinin tanımları ve bazı önemli özellikleri verilmiştir (bakınız [2], [3]).  

Birinci bölümde sayı dizilerinin genel tarihçesi ile bazı önemli sayı dizilerinin tanımları 

verilmiştir.  

İkinci bölümde ikinci dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayı dizilerinin tanımları 

verilerek bu dizilerin sağladıkları bazı özellikler verilmiştir. Daha sonra, ikinci dereceden 

hiperbolik Jacobsthal ve hiperbolik Jacobsthal-Lucas sayı dizileri tanımlanarak, Binet 

formülü, üreten fonksiyonu, Simson formülü ve lineer toplam formülleri verilmiştir (bakınız 

[2]). 

Üçüncü bölümde ise önce üçüncü dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayı dizilerinin 

tanımları ve temel özellikleri verilmiş, daha sonra üçüncü dereceden hiperbolik Jacobsthal ve 

hiperbolik Jacobsthal-Lucas sayı dizilerine ait Binet formülleri, üreten fonksiyonları ve bazı 

özdeşlikler elde edilmiştir. (bakınız [3]). 
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ÖZET (devam ediyor) 

Son olarak, dördüncü bölümde hiperbolik Jacobsthal vektörleri tanıtılmış ve bu vektörlerin 

Lorentzian iç ve vektörel çarpımı üzerinde çalışılmıştır. 

 

Anahtar Kelimeler: Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayı dizileri, hiperbolik Jacobsthal ve 

hiperbolik Jacobsthal-Lucas sayı dizileri, hiperbolik Jacobsthal 

vektörleri. 

Bilim Kodu: 403.03.01 
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ABSTRACT 

M. Sc. Thesis 

PROPERTIES OF HYPERBOLIC THIRD ORDER JACOBSTHAL AND 

JACOBSTHAL LUCAS NUMBERS 

Mustafa ALTINSOY 

Zonguldak Bülent Ecevit University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

Thesis Advisor: Assist. Prof. Dr. Can Murat DİKMEN 

December 2022, 49 pages 

In this study, the general properties of Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas number sequences, 

which were defined by Horadam in 1996, were examined, (see [1]) and the definitions and 

some important properties of second order hyperbolic Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas and 

third order hyperbolic Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas sequences were given (see [2], [3]). 

In the first chapter, the general history of number sequences and definitions of some 

important number sequences are given.  

In the second chapter, definitions of second order Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas number 

sequences are given and some properties of these sequences are given. Then, second order 

hyperbolic Jacobsthal and hyperbolic Jacobsthal-Lucas number sequences are defined, Binet 

formula, generating function, Simson formula and linear sum formulas are given (see [2]).  

In the third chapter, first the definitions and basic properties of the third order Jacobsthal and 

Jacobsthal-Lucas number sequences are given, then the Binet formulas, generating functions 

and some identities of the third order hyperbolic Jacobsthal and hyperbolic Jacobsthal-Lucas 

number sequences are obtained (see [3]). 
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ABSTRACT (continued) 

Finally, at the end of this chapter, hyperbolic Jacobsthal vectors are introduced and the 

Lorentzian inner and cross products of these vectors are studied. 

 

Keywords: Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas number sequences, hyperbolic Jacobsthal and 

hyperbolic Jacobsthal-Lucas number sequences, hyperbolic Jacobsthal vectors. 

Science Code: 403.03.01 
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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

Ortaça¼g¬n en büyük matematikçileri aras¬nda ad¬geçen Leonardo Fibonacci�nin hayat¬ile

ilgili pek fazla bilgiye ulaş¬lamamaktad¬r. ·Italya�da 1170�li y¬llarda Pisa şehrinde do¼gdu¼gu

san¬lmaktad¬r. Babas¬n¬n i̧si nedeniyle Bugia adl¬Kuzey Afrika liman¬na atand¬¼g¬ ve

burada Arap bir hocadan Fibonacci�nin matematik dersi ald¬¼g¬bilinmektedir. Hint Arap

say¬lar¬n¬(1,2,3,. . . ) böylece ö¼grenir. Fibonacci matemati¼gi Araplardan al¬p Avrupa�n¬n

tan¬mas¬n¬ sa¼glayan ki̧si olarak da an¬l¬r. Fibonacci hakk¬nda bilgilere ulaşmak daha

çok yazm¬̧s oldu¼gu kitaplar¬ile mümkün olmuştur. Fibonacci�nin 1202�de yazd¬¼g¬�Liber

Abaci�kitab¬ilk yazd¬¼g¬kitap olup bunun d¬̧s¬nda �Practica Geometria�( The Practice

of Geometry ) (1220), �Liber Quadratorum� (The Book of Square Numbers) (1225)

�Flos�(The �ower) (1225) yazm¬̧s oldu¼gu matematik alan¬nda di¼ger kitaplard¬r. Eserleri

içinde en ünlü olan, Fibonacci say¬lar¬n¬n birbiriyle oran¬olarak elde edilen Alt¬n Oran�¬n

anlat¬ld¬¼g¬�Liber Abaci�adl¬kitab¬d¬r. Bu kitab¬nda Fibonacci, bir arkadaş¬n¬n tavşan

çiftli¼gi ile ilgili oldu¼gunu iddia etti¼gi bir problem sorar. Tavşan çiftli¼gine ilk ay bir erkek

ve bir di̧si yavru tavşan konulmuştur. Bir ay sonra erginleşen bu tavşanlar bir çift yavru

do¼guruyor. Her ay eri̧sken hale gelen tavşanlarda yavru tavşan do¼guruyor. Tavşanlar¬n

ölmedikleri kabul edilecek olursa, bu şekilde yavru do¼gurmaya devam ederlerse n: ayda

kaç çift tavşan çiftlikte olur diye sorar. Bu soru Fibonacci say¬lar¬n¬n elde edili̧sini verir.

Çiftlikte ilk ay bir çift yeni do¼gmuş tavşan olsun. Henüz yavrulamad¬klar¬için tavşanlar,

ikinci ayda da çiftlikte bir çift tavşan vard¬r. Eri̧skin hale gelen bu tavşanlar bir çift

yavru verecekleri için üçüncü ayda çiftlikte iki çift tavşan vard¬r. Dördüncü ayda do¼gan

çift do¼gurmayacak ancak anne ve baba bir çift yavru yeniden yapacak ve çiftlikte dördüncü

ayda üç çift tavşan vard¬r. Tavşanlar¬n ço¼galmas¬na bu şekilde devam edilerek n: aydaki

çiftlikteki tavşan çiftlerinin say¬s¬Fn ile gösterilirse, F1 = 1 ve F2 = 1 olmak üzere, n � 1

için Fn+2 = Fn+1+Fn, yineleme ba¼g¬nt¬s¬ile bulunur. Yani ilk iki terim hariç sonraki her

1



terim kendisinden önceki iki terim toplanarak bulunur. Buna göre Fibonacci say¬lar¬

1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; 55; 89; 144; 233; 377; 610; 987; : : :

şeklinde gösterilir. Fibonacci say¬lar¬n¬n ard¬̧s¬k terimlerinden büyü¼gü küçü¼güne oran-

land¬¼g¬nda elde edilen say¬lar gittikçe Alt¬n Oran�a yak¬nsar. 1,618. . . say¬s¬olan Alt¬n

Oran do¼gadaki canl¬n¬n ve cans¬z¬n şeklinde ve yap¬s¬nda kaŗs¬m¬za ç¬kan uyum aç¬s¬n-

dan en yetkin boyutlar¬veren özel bir orand¬r. Örne¼gin; ayçiçe¼ginin sa¼gdan sola do¼gru

ve soldan sa¼ga do¼gru merkezinden d¬̧sar¬ do¼gru ç¬k¬ld¬¼g¬nda tane say¬lar¬n¬n birbirine

oran¬nda, papatyada yapraklar¬n say¬lar¬nda, çam kozala¼g¬nda, tütün bitkisinde, salyan-

gozun kabu¼gunda, deniz kabu¼gunda, Süleymaniye ve Selimiye camilerinde, insan vücu-

dunda, Mekke ve Kâbe�de de görülmektedir. Fibonacci say¬dizisi say¬lar teorisinde büyük

öneme sahip olmas¬n¬n yan¬nda farkl¬bilim dallar¬nda da s¬kl¬kla kullan¬lmakta ve daha

birçok yerde uygulanmaktad¬r. ·Italyan matematikçi olan Edouardo Lucas (1842-1891) Fi-

bonacci say¬dizisinin başlang¬ç şartlar¬n¬de¼gi̧stirerek ve Fibonacci say¬lar¬nda kullan¬lan

bir terim kendisinden önceki iki terimin toplam¬na eşittir kural¬n¬uygulam¬̧s ve Lucas

say¬dizileri diye adland¬rd¬¼g¬yeni bir say¬dizisi tan¬mlam¬̧st¬r. Bu say¬dizisi L0 = 2 ve

L1 = 1 olmak üzere, n � 1 için Ln+1 = Ln+Ln�1, yineleme ba¼g¬nt¬s¬yla elde edilir. Buna

göre Lucas say¬lar¬

2; 1; 3; 4; 7; 11; 18; 29; 47; 76; 123; 199; 322; 521; 843; : : :

şeklinde gösterilir. Fibonacci say¬dizisinde oldu¼gu gibi do¼gada 123 sa¼g sarmal¬ve 76

sol sarmal¬olan Lucas ayçiçekleri oldu¼gu bilinmektedir. Bu dizilerden faydalanarak elde

edilen ve bilim dünyas¬nda ilgi uyand¬ran başka say¬dizileri de vard¬r. Horadam (bak¬n¬z

[4]) dizilerle ilgili yapt¬¼g¬çal¬̧smalarda, Pell ve Pell Lucas say¬dizilerinin tan¬mlar¬n¬yap-

m¬̧s ve bu dizinin terimlerinin isimlerini Pell ve Pell-Lucas say¬lar¬diye ifadelendirmi̧stir.

Horadam (bak¬n¬z [1]) Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say¬dizilerini araşt¬rm¬̧s, bu dizileri

aç¬klam¬̧s ve bu dizilerin aras¬ndaki ili̧skiyi incelemi̧stir. Ayr¬ca Jacobsthal ve Jacobsthal-

Lucas say¬lar¬n¬n genel formülünü ve karakteristik köklerini vermi̧stir. Ayr¬ca, tan¬mlad¬¼g¬

bu dizilerin baz¬özelliklerini bulup ispatlam¬̧st¬r. Spickerman (bak¬n¬z [5]) çal¬̧smas¬nda,

Tribonacci-Lucas say¬lar¬n¬n Binet formüllerine yer vermi̧stir. Melham (bak¬n¬z [6]) Pell

ve Pell-Lucas say¬lar¬üzerine yapt¬¼g¬araşt¬rmas¬nda, Pell ve Pell-Lucas say¬lar¬ile ilgili

eşitlikleri aç¬klam¬̧s, Fibonacci say¬lar¬ve Pell say¬lar¬n¬toplam formülü ile göstermi̧stir.
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Fibonacci dizisi, Lucas dizisi, Pell dizisi, Pell-Lucas dizisi, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas

say¬dizileri ile ilgili çok fazla çal¬̧sma yap¬lm¬̧s, birçok özdeşlik bulunmuştur. Çal¬̧smalar¬n

ço¼gunda, elde edilen özdeşlikler ve yap¬lan araşt¬rmalar, öncelikle Fibonacci say¬dizisine

yönelik olarak elde edilmi̧s olup sonraki dönemlerde di¼ger say¬dizileri incelenip benzer

özdeşlikler bu say¬dizileri için de elde edilmi̧stir. Örne¼gin; Fibonacci say¬dizisindeki

herhangi bir terimi aradaki tüm terimleri hesaplamaya gerek kalmadan genel yoldan elde

edili̧si; Jacques Philippe Marie Binet taraf¬ndan verilmi̧s ve zaman içinde di¼ger say¬dizileri

ve polinomlar için de literatürde Binet formülü ya da Binet benzeri formül ismiyle ifade

edilen, genel terimi temsil etmek için yararlan¬lan formüller verilmi̧stir ([7]). Böylece

bu say¬ dizileri ve polinomlar¬na yönelik olarak, yeni birçok özdeşlik Binet formülleri

arac¬l¬¼g¬yla elde edilmi̧stir. Fibonacci say¬lar¬n¬n Binet formülü:

x2 � x� 1 = 0 denkleminin kökleri � = 1+
p
5

2
; � = 1�

p
5

2
olmak üzere,

Fn =
�n � �n

�� �

biçimindedir. Benzer şekilde Pell say¬lar¬n¬n Binet formülü:

x2 � 2x� 1 = 0 denkleminin kökleri 
 = 1+
p
2

2
, � = 1�

p
2

2
olmak üzere,

Pn =
�n � �n

�� �

biçimindedir.

Fibonacci say¬lar¬na benzer olarak Narayana say¬lar¬, 14. yüzy¬lda Hintli matematikçi

Narayana taraf¬ndan tan¬t¬lm¬̧st¬r. Fibonacci�nin tavşan problemine benzer olarak, inek

ve buza¼g¬sürüsü problemi şu şekilde verilir: Bir inek her y¬l bir buza¼g¬üretir ve başlang¬ç-

tan itibaren dördüncü y¬l¬nda her buza¼g¬, her y¬l¬n baş¬nda bir buza¼g¬ üretir. 20 y¬l

sonra toplam kaç buza¼g¬vard¬r? Bu problem, Fibonacci�nin tavşanlarla ilgili problem-

ini çözdü¼gü şekilde çözülebilir (bak¬n¬z [7]). E¼ger n y¬l ise, o zaman Narayana problemi

N0 = 0; N1 = 1; N2 = 1, olmak üzere Nn+3 = Nn+2 + Nn; n � 0 yineleme denklemi ile

modellenebilir (bak¬n¬z [8; 9]). ·Ilk birkaç terim

0; 1; 1; 1; 2; 3; 4; 6; 9; 13; 19; 28; :::

şeklindedir. Bu diziye Narayana dizisi (Fibonacci-Narayana dizisi veya Narayana�n¬n

inekler dizisi ) denir.

Şimdi literatürde çok kullan¬lan baz¬say¬dizilerini tablo olarak aşa¼g¬daki şekilde verebi-

liriz:
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Çizelge 1.1 Literatürdeki baz¬say¬dizileri

Say¬Dizileri Yineleme ba¼g¬nt¬lar¬ Başlang¬ç de¼gerleri

Fn Fibonacci Fn = Fn�1 + Fn�2 F0 = 0; F1 = 1

Ln Lucas Ln = Ln�1 + Ln�2 L0 = 2; L1 = 1

Jn Jacobsthal Jn = Jn�1 + 2Jn�2 J0 = 0; J1 = 1

jn Jacobsthal-Lucas jn = jn�1 + 2jn�2 j0 = 2; j1 = 1

Cn Kompleks Jacobsthal Cn = Jn + iJn+1 C0 = i; C1 = 1 + i

DJ
n Dual Jacobsthal DJ

n = Jn + "Jn+1 DJ
0 = ";D

J
1 = 1 + "

Pn Pell Pn = 2Pn�1 + Pn�2 P0 = 0; P1 = 1

Qn Pell-Lucas Qn = 2Qn�1 +Qn�2 Q0 = 2; Q1 = 2

qn Modi�ed Pell qn = 2qn�1 + qn�2 q0 = 1; q1 = 1

Nn Narayana Nn+3 = Nn+2 +Nn N0 = 0; N1 = 1; N2 = 1

Son olarak, Kompleks say¬lar i2 = �1; i =2 R ve x; y 2 R olmak üzere x + iy şeklinde

tan¬mlan¬r. Ayr¬ca dual say¬lar "2 = 0; " =2 R ve x; y 2 R olmak üzere x + "y şeklinde

tan¬mlan¬r. Buna benzer olarak hiperbolik say¬lar h2 = 1; h =2 R ve x; y 2 R olmak

üzere x + hy şeklinde tan¬mlan¬r. Bu say¬lar yard¬m¬yla hiperbolik ve dual Fibonacci ve

Fibonacci -Lucas say¬dizileri tan¬mlanm¬̧s ve bir çok yazar taraf¬ndan bu çal¬̧smalar di¼ger

say¬dizilerine aktar¬lm¬̧st¬r (örne¼gin [1] ; [2] ; [10-16] gibi). Daha sonra kompleks, dual ve

hiperbolik say¬lar¬n birleştirilmesi ile hibrid say¬lar oluşturulmuş ve bu çal¬̧smalar hibrid

say¬lara taş¬nm¬̧st¬r (örne¼gin [17] ve [18] gibi).
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BÖLÜM 2

·IK·INC·I DERECEDEN H·IPERBOL·IK JACOBSTHAL VE

JACOBSTHAL-LUCAS D·IZ·ILER·IN·IN ·INCELENMES·I

Bu bölümde öncelikle ikinci dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas dizileri üzerinde

durulacak daha sonra hiperbolik say¬lar ve hiperbolik Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas

dizileri üzerinde durulacakt¬r.

2.1 JACOBSTHAL VE JACOBSTHAL-LUCAS D·IZ·ILER·I

Tan¬m 2.1.1 ·Ikinci dereceden Jacobsthal dizisi fJngn�0 ile gösterilir ve J0 = 0; J1 = 1

başlang¬ç de¼gerleri ile birlikte

Jn = Jn�1 + 2Jn�2 (2.1)

ikinci dereceden yineleme ba¼g¬nt¬s¬ile tan¬mlan¬r. Jacobsthal say¬lar¬n ilk bir kaç terim-

inin

0; 1; 1; 3; 5; 11; 21; 43; 85; 171; 341; :::

oldu¼gunu görebiliriz. Benzer şekilde ikinci dereceden Jacobsthal-Lucas dizisi fjngn�0 ile

gösterilir ve j0 = 2; j1 = 1 başlang¬ç de¼gerleri ile birlikte

jn = jn�1 + 2jn�2 (2.2)

ikinci dereceden yineleme ba¼g¬nt¬s¬ ile tan¬mlan¬r. Jacobsthal-Lucas say¬lar¬n ilk bir kaç

teriminin

2; 1; 5; 7; 17; 31; 65; 127; 257; 511; 1025; :::

oldu¼gunu görebiliriz. Negatif indisler için Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say¬lar¬aşa¼g¬-

daki gibi verilebilir.

J�n =
1

2
(J2�n � J1�n) ; (2.3)

j�n =
1

2
(j2�n � j1�n) (2.4)
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n � 1 için: Bu nedenle, negatif indisler için Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say¬lar¬ndan

baz¬lar¬s¬ras¬yla

:::;
43

128
;
�21
64
;
11

32
;
�5
16
;
3

8
;
�1
4
;
1

2

ve

:::;
�127
128

;
65

64
;
�31
32
;
17

16
;
�7
8
;
5

4
;
�1
2

olarak verilebilir.

Jacobsthal say¬lar¬n¬n Binet formülü, üreteç fonksiyonu, Simson formülü ve lineer toplam

formülü s¬ras¬yla aşa¼g¬daki eşitlikler ile verilmi̧stir (bak¬n¬z [1], [19-21]).

Jn =
1

3
(2n � (�1)n) ;

1X
n=1

Jnx
n�1 =

1

1� x� 2x2 ;

Jn+1Jn�1 � J2n = (�1)n2n�1;

JmJn�1 � Jm�1Jn = (�1)n2n�1Jm�n; (2.5)

Jm+2Jn � JmJn+2 = (�1)n+12nJm�n; (2.6)

JmJn+1 + 2Jm�1Jn = Jm+n; (2.7)
nX
k=0

Jk =
1

2
(Jn+2 � 1): (2.8)

Tan¬m 2.1.2 Jacobsthal-Lucas say¬lar¬n¬n Binet formülü, üreteç fonksiyonu, Simson for-

mülü ve lineer toplam formülü s¬ras¬yla aşa¼g¬daki eşitlikler ile verilmiştir (bak¬n¬z [4],

[19-21]).

jn = 2n + (�1)n;
1X
n=0

jnx
n =

2� x
1� x� 2x2 ;

jn+1jn�1 � j2n = 9(�2)n�1;
nX
k=0

jk =
1

2
(jn+2 � 1): (2.9)

2.2 H·IPERBOL·IK SAYILAR

Hiperbolik say¬lar H kümesi şu şekilde tan¬mlanabilir:

H = fz = x+ hy j h =2 R; h2 = 1; x; y 2 Rg:
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Ek olarak, herhangi iki hiperbolik z1 ve z2 say¬s¬n¬n toplama, ç¬karma ve çarpma i̧slemleri

şu şekilde tan¬mlan¬r:

z1 � z2 = (x1 + hy1)� (x2 + hy2) = (x1 � x2) + h (y1 � y2) ;

z1 � z2 = (x1 + hy1)� (x2 + hy2) = x1x2 + y1y2 + h (x1y2 + y1x2) :

Ayr¬ca, iki hiperbolik say¬n¬n bölünmesi şu şekilde verilir:

z1
z2
=
x1 + hy1
x2 + hy2

=
(x1 + hy1) (x2 � hy2)
(x2 + hy2) (x2 � hy2)

=
x1x2 + y1y2
x22 � y22

+ h
x1y2 + y1x2
x22 � y22

:

z = x+ hy say¬s¬n¬n hiperbolik eşleni¼gi

z = zy = x� hy

ile gösterilir. Burada z = z oldu¼guna dikkat ediniz. Ayr¬ca, sahip oldu¼gumuz herhangi

bir z1; z2 ve z hiperbolik say¬lar¬için

z1 + z2 = z1 + z2;

z1 � z2 = z1 � z2;

kzk2 = z � z = x2 � y2

eşitlikleri kolayca elde edilir. Hiperbolik say¬lar hakk¬nda daha fazla bilgi için (bak¬n¬z

[22-29]).

2.3 H·IPERBOL·IK JACOBSTHALVEH·IPERBOL·IK JACOBSTHAL-LUCAS

D·IZ·ILER·I

Hiperbolik Fibonacci dizisi Fügen Torunbalc¬ Ayd¬n taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧s ve bunlar¬n

özellikleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r (bak¬n¬z [10]). Daha sonra Can Murat Dikmen bu çal¬̧smay¬

hiperbolik Jacobsthal dizisi için yapm¬̧st¬r (bak¬n¬z [2]). Bu k¬s¬mda bu çal¬̧sma üzerinde

durulacakt¬r.

Tan¬m 2.3.1 Hiperbolik Jacobsthal say¬lar¬ h2 = 1 ve h =2 R olmak üzere eJ0 = h;eJ1 = 1 + h başlang¬ç koşullar¬ile birlikte
eJn = Jn + hJn+1 (2.10)

ile tan¬mlan¬r. Bu durumda hiperbolik Jacobsthal say¬dizisinin ilk bir kaç terimi

h; 1 + h; 1 + 3h; 3 + 5h; 5 + 11h; 11 + 21h; 21 + 43h; 43 + 85h; :::
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olarak hesaplan¬r. Kolayl¬kla görülece¼gi gibi

eJn = eJn�1 + 2 eJn�2 (2.11)

dir. Bunu görmek için

eJn = Jn + hJn+1 = Jn�1 + 2Jn�2 + h(Jn + 2Jn�1)

= (Jn�1 + hJn) + 2(Jn�2 + hJn�1) = eJn�1 + 2 eJn�2
işlemlerini yapabiliriz.

Tan¬m 2.3.2 Hiperbolik Jacobsthal-Lucas say¬lar¬h2 = 1 ve h =2 R olmak üzereej0 = 2 + h; ej1 = 1 + 5h başlang¬ç koşullar¬ile birlikte
ejn = jn + hjn+1 (2.12)

ile tan¬mlan¬r. Bu durumda hiperbolik Jacobsthal-Lucas say¬dizisinin ilk bir kaç terimi

2 + h; 1 + 5h; 5 + 7h; 7 + 17h; 17 + 31h; 31 + 65h; 65 + 127h; 127 + 257h; :::

olarak hesaplan¬r. Kolayl¬kla görülece¼gi gibi

ejn = ejn�1 + 2ejn�2 (2.13)

dir. Bunu görmek için

ejn = jn + hjn+1 = jn�1 + 2jn�2 + h(jn + 2jn�1)

= (jn�1 + hjn) + 2(jn�2 + hjn�1) = ejn�1 + 2ejn�2
işlemlerini yapabiliriz.

Teorem 2.3.3 E¼ger eJn bir hiperbolik Jacobsthal say¬s¬ise
lim
n!1

eJn+1eJn = 2

dir.

·Ispat. Jn Jacobsthal say¬s¬için

lim
n!1

Jn+1
Jn

= 2

8



oldu¼gunu biliyoruz (bak¬n¬z [1]). Bu durumda bu limit de¼gerini eJn hiperbolik Jacobsthal
say¬lar¬için kullan¬rsak

lim
n!1

eJn+1eJn = lim
n!1

Jn+1 + hJn+2
Jn + hJn+1

= lim
n!1

Jn+1 + h(Jn+1 + 2Jn)

Jn + hJn+1

= lim
n!1

Jn+1
Jn

+ h(Jn+1
Jn

+ 2)

1 + hJn+1
Jn

=
2 + h(2 + 2)

1 + 2h
=
2 + 4h

1 + 2h
= 2

sonucunu elde ederiz.

Şimdi Binet formülünü verelim.

Teorem 2.3.4 Hiperbolik Jacobsthal ve hiperbolik Jacobsthal-Lucas dizisi için Binet for-

mülü

eJn =
1

3
((1 + 2h)2n � (1� h)(�1)n) ; (2.14)ejn = (1 + 2h)2n + (1� h)(�1)n (2.15)

ile verilir.

·Ispat. Jn = 1
3
(2n � (�1)n) Binet formülünü kullanarak

eJn = Jn + hJn+1

=
1

3
(2n � (�1)n) + h1

3

�
2n+1 � (�1)n+1

�
=

1

3
(�1)n (h� 1) + 1

3
2n(1 + 2h)

=
1

3
((1 + 2h)2n � (1� h)(�1)n)

oldu¼gu görülür.

Benzer şekilde jn = 2n + (�1)n Binet formülünü kullanarak

ejn = jn + hjn+1

= 2n + (�1)n + h
�
2n+1 + (�1)n+1

�
= (1 + 2h)2n + (1� h)(�1)n

oldu¼gu görülür.

Hiperbolik Jacobsthal dizisi için Binet formülünü aşa¼g¬daki şekliyle vermek i̧slemlerde

kolayl¬k sa¼glar.
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Sonuç 2.3.5 Hiperbolik Jacobsthal dizisi ve hiperbolik Jacobsthal-Lucas dizisi için Binet

formülü

eJn =
1

3
(1 + 2h) (2n + (1� h)(�1)n) ; (2.16)ejn = (1 + 2h) (2n � (1� h)(�1)n) (2.17)

şeklinde verilebilir.

·Ispat. Hiperbolik Jacobsthal dizisi için (2:14) Binet formülünü kullanarak

eJn =
1

3
(1 + 2h)2n � (1� h)(�1)n = 1

3
(1 + 2h)

�
2n �

�
1� h
1 + 2h

�
(�1)n

�
=

1

3
(1 + 2h)

�
2n �

�
1� 2h
1� 4h2

�
(1� h) (�1)n

�
=

1

3
(1 + 2h)

�
2n �

�
1� 2h� h+ 2

�3

�
(�1)n

�
=

1

3
(1 + 2h) (2n + (1� h)(�1)n)

oldu¼gunu görürüz.

Benzer şekilde hiperbolik Jacobsthal-Lucas dizisi için (2:15) Binet formülünü kullanarak

ejn = ((1 + 2h)2n + (1� h)(�1)n) = (1 + 2h)
�
2n +

�
1� h
1 + 2h

�
(�1)n

�
= (1 + 2h)

�
2n +

�
1� h
1� 4h2

�
(1� 2h) (�1)n

�
= (1 + 2h)

�
2n +

�
1� 2h� h+ 2

�3

�
(�1)n

�
= (1 + 2h) (2n � (1� h)(�1)n)

oldu¼gunu görürüz.

Şimdi, hiperbolik Jacobsthal ve hiperbolik Jacobsthal-Lucas dizisi için üreteç fonksi-

yonunu verelim. Jacobsthal say¬dizisinin üreteç fonksiyonu için [19-21] numaral¬kay-

naklara bak¬labilir.

Teorem 2.3.6 Hiperbolik Jacobsthal ve hiperbolik Jacobthal-Lucas dizileri için üreteç

fonksiyonu
1X
n=0

eJnxn = h+ x

1� x� 2x2 (2.18)

ve
1X
n=0

ejnxn = 2 + h+ (�1 + 4h)x
1� x� 2x2

dir.
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·Ispat. Hiperbolik Jacobsthal dizisinin üreteç fonksiyonu için

g(x) =

1X
n=0

eJnxn
yazal¬m. Buradan

(1� x� 2x2)g(x) =
1X
n=0

eJnxn � x 1X
n=0

eJnxn � 2x2 1X
n=0

eJnxn
=

1X
n=0

eJnxn � 1X
n=0

eJnxn+1 � 2 1X
n=0

eJnxn+2
=

1X
n=0

eJnxn � 1X
n=1

eJn�1xn � 2 1X
n=2

eJn�2xn
= ( eJ0 + eJ1x)� eJ0x+ 1X

n=2

( eJn � eJn�1 � 2 eJn�2| {z }
=0

)xn

= eJ0 + ( eJ1 � eJ0)x
elde edilir. Bu denklemi yeniden düzenleyip, eJ0 = h ve eJ1 = 1 + h oldu¼gu kullan¬l¬rsa
g(x) =

eJ0 + ( eJ1 � eJ0)x
1� x� 2x2 =

h+ x

1� x� 2x2

sonucu elde edilir.

Benzer şekilde Jacobsthal-Lucas dizileri için

g(x) =
1X
n=0

ejnxn
yazal¬m. Buradan

(1� x� 2x2)g(x) =
1X
n=0

ejnxn � x 1X
n=0

ejnxn � 2x2 1X
n=0

ejnxn
=

1X
n=0

ejnxn � 1X
n=0

ejnxn+1 � 2 1X
n=0

ejnxn+2
=

1X
n=0

ejnxn � 1X
n=1

ejn�1xn � 2 1X
n=2

ejn�2xn
= (ej0 + ej1x)� ej0x� 1X

n=2

(ejn � ejn�1 � 2ejn�2| {z }
=0

)xn

= ej0 + (ej1 � ej0)x
elde edilir. Burada, ej0 = 2 + h ve ej1 = 1 + 5h oldu¼gu kullan¬l¬rsa
g(x) =

ej0 + (ej1 � ej0)x
1� x� 2x2 =

2 + h+ (�1 + 4h)x
1� x� 2x2
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eşitli¼gi elde edilir.

[14] kayna¼g¬nda Teorem 2.3 te bu sonuç

1X
n=0

ejnxn = 2 + 4h+ (1� 4h)x
1� x� 2x2

şeklinde yanl¬̧s yaz¬lm¬̧st¬r.

Şimdi hiperbolik Jacobsthal ve hiperbolik Jacobsthal-Lucas dizisi için lineer toplam for-

müllerini verelim.

Teorem 2.3.7 Her n � 0 için
nX
k=0

eJk = 1

2
( eJn+2 � (1 + h)) ve nX

k=0

ejk = 1

2
(ejn+2 � (1 + 5h)) (2.19)

lineer toplam formülleri sa¼glan¬r.

·Ispat. Bunu görmek için eJk = Jk+hJk+1 yazar¬z ve aşa¼g¬daki Jacobsthal dizisi için (2:8)
toplam formülünü kullan¬r¬z

nX
k=0

Jk =
1

2
(Jn+2 � 1):

Buradan

nX
k=0

eJk =
nX
k=0

(Jk + hJk+1) =
nX
k=0

Jk + h
nX
k=0

Jk+1

=
1

2
(Jn+2 � 1) + h

n+1X
k=1

Jk

=
1

2
(Jn+2 � 1) + h

�
1

2
(Jn+3 � 1)� J0

�
=

1

2
(Jn+2 + hJn+3)�

1

2
(1 + h)

=
1

2
( eJn+2 � (1 + h))

elde edilir.

Benzer şekilde ejk = jk+hjk+1 yazar ve aşa¼g¬daki Jacobsthal-Lucas dizisi için (2:9) toplam
formülünü kullan¬rsak

nX
k=0

jk =
1

2
(jn+2 � 1)
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bulunur. Buradan
nX
k=0

ejk =

nX
k=0

(jk + hjk+1) =
nX
k=0

jk + h
nX
k=0

jk+1

=
1

2
(jn+2 � 1) + h

n+1X
k=1

jk

=
1

2
(jn+2 � 1) + h

�
1

2
(jn+3 � 1)� j0

�
=

1

2
(jn+2 + hjn+3)�

1

2
(1 + 5h)

=
1

2
(ejn+2 � (1 + 5h))

bulunur.

Şimdi hiperbolik Jacobsthal ve hiperbolik Jacobsthal-Lucas dizileri için birkaç özdeşlik

verelim.

Teorem 2.3.8 (Catalan özdeşli¼gi) 8n, m 2 N için aşa¼g¬daki özdeşlikler geçerlidir:

eJn+m eJn�m � eJ2n =
1

9
(�2)n�m (1� (�2)m)2 (1� h) ;ejn+mejn�m � ej2n = (�1 + h) (�2)n�m (1� (�2)m)2 :

·Ispat. (2.14) Binet formülünü kullanarak,

eJn+m eJn�m � eJ2n =
1

3

�
(1 + 2h)2n+m � (1� h)(�1)n+m

� 1
3

�
(1 + 2h)2n�m � (1� h)(�1)n�m

�
�1
9
((1 + 2h)2n � (1� h)(�1)n)2

= �1
9
(1 + 2h) (1� h)

�
2n+m (�1)n�m + (�1)n+m 2n�m � 2 (�1)n 2n

�
= �1

9
(�2)n�m

�
22m + 1� 2 (�2)m

�
(1 + 2h) (1� h)

= �1
9
(�2)n�m (1� (�2)m)2 (�1 + h)

=
1

9
(�2)n�m (1� (�2)m)2 (1� h)

elde edilir.

Benzer şekilde (2.15) Binet formülünü kullanarak,

ejn+mejn�m � ej2n =
�
(1 + 2h)2n+m + (1� h)(�1)n+m

� �
(1 + 2h)2n�m + (1� h)(�1)n�m

�
� ((1 + 2h)2n + (1� h)(�1)n)2

= (1 + 2h) (1� h)
�
2n+m (�1)n�m + (�1)n+m 2n�m � 2 (�1)n 2n

�
= (�1 + h) (�2)n�m

�
22m + 1� 2 (�2)m

�
= (�1 + h) (�2)n�m (1� (�2)m)2
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elde edilir.

Catalan özdeşli¼gindem = 1 al¬n¬rsa hiperbolik Jacobsthal say¬lar ve hiperbolik Jacobsthal-

Lucas dizileri için Cassini özdeşli¼gini elde ederiz.

Sonuç 2.3.9 (Cassini özdeşli¼gi) 8n;m 2 N için aşa¼g¬daki özdeşlik geçerlidir:

eJn+1 eJn�1 � eJ2n = (�2)n�1 (1� h) :ejn+1ejn�1 � ej2n = 9 (�2)n�1 (�1 + h) :

·Iyi bilinen d�Ocagne, Gelin-Cesàro ve Melham özdeşlikleri de (2:14) veya (2:16) Binet for-

mülleri kullan¬larak elde edilebilir. Bir sonraki teoremde hiperbolik Jacobsthal ve hiper-

bolik Jacobsthal-Lucas dizileri için d�Ocagne, Gelin-Cesàro ve Melham özdeşliklerinin

bulunuşunu gösterece¼giz.

Teorem 2.3.10 n ve m herhangi iki tamsay¬olsun. O halde aşa¼g¬daki özdeşlikler do¼gru

olur:

(a) (d�Ocagne özdeşli¼gi)

eJm+1 eJn � eJm eJn+1 = 1

3
(1� h) ((�1)n2m � (�1)m2n) :

(b) (Gelin-Cesàro özdeşli¼gi)

eJn+2 eJn+1 eJn�1 eJn�2 � eJ4n = 1

9
(�2)n (h� 1)

�
2n�2 + 13 (�2)n�2 + 1

�
:

(c) (Melham özdeşli¼gi)

eJn+1 eJn+2 eJn+6 � eJ3n+3 = 1

3
(h� 1) (�2)n+2

�
2n+1 � 5(�1)n

�
:

·Ispat.

(a) eJn = 1
3
((1 + 2h)2n � (1� h)(�1)n) Binet formülünü kullanarak,

eJm+1 eJn� eJm eJn+1 = 1

9

�
(1 + 2h)2m+1 � (1� h)(�1)m+1

�
((1 + 2h)2n � (1� h)(�1)n)

� 1
9
((1 + 2h)2m � (1� h)(�1)m)

�
(1 + 2h)2n+1 � (1� h)(�1)n+1

�
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=
1

9

��
(5 + 4h)2m+n+1 + 2(1� h)(�1)m+n+1 � (h� 1)(�1)m+12n � (h� 1)2m+1(�1)n

��
�1
9

��
(5 + 4h)2m+n+1 + 2(1� h)(�1)m+n+1 � (h� 1)(�1)m2n+1 � (h� 1)2m(�1)n+1

��

=
1

9
(1� h)

�
(�1)m+12n + 2m+1(�1)n � (�1)m2n+1 � 2m(�1)n+1

�
=
1

9
(1� h) [3(�1)n2m � 3(�1)m2n]

=
1

3
(1� h) [(�1)n2m � (�1)m2n]

elde ederiz.

(b) eJn = 1
3
(1 + 2h) (2n + (1� h)(�1)n) Binet formülünde 2n = a ve (1 � h)(�1)n = b

al¬n¬rsa

eJn+2 eJn+1 eJn�1 eJn�2� eJ4n = 1

81
(1+2h)4

h
(4a+ b) (2a� b)

�a
2
� b
��a
4
+ b
�
� (a+ b)4

i

=
1

81
(41 + 40h)

��
8a2 � 2ab� b2

��a2
8
+
ab

4
� b2

�
�
�
a4 + b4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4ab3

�i

=
1

81
(41 + 40h)

��
7

4
a3b+

7

4
ab3 � 69

8
a2b2

�
�
�
4a3b+ 6a2b2 + 4ab3

��
=

1

81
(41 + 40h)

�
�9
4
a3b� 9

4
ab3 � 117

8
a2b2

�
=

�1
72
(1� h)(�2)n

�
2a2 + 2b2 + 13ab

�
=

�1
72
(1� h)(�2)n

�
22n+1 + 4 (1� h) + 13 (�2)n (1� h)

�
=

(�1)n+1

72

�
23n+1 (1� h) + (1� h) 2n+3 + 13 (�1)n 22n+1 (1� h)

�
=

1

9
(�2)n (h� 1)

�
22n�2 + 13 (�2)n�2 + 1

�
elde ederiz.

(c) eJn = 1
3
(1 + 2h) (2n + (1� h)(�1)n) Binet formülünde 2n = a ve (1 � h)(�1)n = b

al¬n¬rsa

eJn+1 eJn+2 eJn+6 � eJ3n+3 = 1

27
(1 + 2h)3

�
(2a� b) (4a+ b) (64a+ b)� (8a� b)3

�
15



=
1

27
(13 + 14h)

��
8a2 � 2ab� b2

�
(64a+ b)�

�
512a3 � 192a2b+ 24ab2 � b3

��
=

1

27
(13 + 14h)

��
�120a2b� 66ab2

�
�
�
�192a2b+ 24ab2

��
=

1

27
(13 + 14h)

�
72a2b� 90ab2

�
=

1

27
(13 + 14h)(1� h)(�2)n [72:2n � 90(1� h)(�1)n]

=
1

3
(h� 1) (�2)n (8:2n � 10 (1� h) (�1)n)

=
1

3
(�2)n (8:2n (h� 1)� 20 (h� 1) (�1)n)

=
1

3
(h� 1) (�2)n+2

�
2n+1 � 5(�1)n

�

elde ederiz.

Teorem 2.3.10 (a) ş¬kk¬nda m = n� 1 al¬n¬rsa

eJ2n � eJn�1 eJn+1 = 1

3
(1� h)

�
(�1)n2n�1 + (�1)n2n

�
= (1� h)(�1)n2n�1 (2.20)

Simson formülü elde edilir. Ayr¬ca (a) ş¬kk¬nda e¼ger eJm+1 eJn � eJm eJn+1 yerine eJm+1 eJn +
2 eJm eJn�1 yaz¬l¬rsa
eJm+1 eJn + 2 eJm eJn�1 = 1

9

�
(5 + 4h)2m+n+1 + 2(1� h)(�1)m+n+1

�(h� 1)(�1)m+12n � (h� 1)2m+1(�1)n
�
+
2

9

�
(5 + 4h)2m+n�1 + 2(1� h)(�1)m+n�1

+ (h� 1)(�1)m+12n�1 + (h� 1)2m(�1)n
�

=
1

3

�
(5 + 4h)2m+n � 2(1� h)(�1)m+n

�
elde edilir.

Benzer şekilde hiperbolik Jacobsthal-Lucas dizisi için d�Ocagne, Gelin-Cesàro ve Melham

özdeşlikleri aşa¼g¬daki gibidir.

Teorem 2.3.11 n ve m herhangi iki tamsay¬olsun. O halde aşa¼g¬daki özdeşlikler do¼gru

olur:

(a) (d�Ocagne özdeşli¼gi)

ejm+1ejn � ejmejn+1 = 3(�1 + h) [2m(�1)n � 2n (�1)m] :
16



(b) (Gelin-Cesàro özdeşli¼gi)

ejn+2ejn+1ejn�1ejn�2 � ej4n = 9(�2)n (1� h) �22n�2 + 1� 13 (�2)n�2� :
(c) (Melham özdeşli¼gi)

ejn+1ejn+2ejn+6 � ej3n+3 = 9(�2)n+2 (h� 1) �2n+1 + 5(�1)n� :
·Ispat.

(a) (2:15) Binet formülünü kullanarak,

ejm+1ejn � ejmejn+1 = �(1 + 2h)2m+1 + (1� h)(�1)m+1� ((1 + 2h)2n + (1� h)(�1)n)
� ((1 + 2h)2m + (1� h)(�1)m)

�
(1 + 2h)2n+1 + (1� h)(�1)n+1

�

=
�
(5 + 4h)2m+n+1 + 2(1� h)(�1)m+n+1 + (h� 1)(�1)m+12n + (h� 1)2m+1(�1)n

�
�
��
(5 + 4h)2m+n+1 + 2(1� h)(�1)m+n+1 + (h� 1)(�1)m2n+1 + (h� 1)2m(�1)n+1

��
= (�1 + h)

�
(�1)m+12n + 2m+1(�1)n � (�1)m2n+1 � 2m(�1)n+1

�
= (�1 + h) [3(�1)n2m � 3(�1)m2n]

= 3(�1 + h) [(�1)n2m � (�1)m2n]

elde ederiz. Dikkat edilirse bu sonuç [14] numaral¬makaledeki Teorem 2.5 te bulunan

sonuçtan farkl¬d¬r. Orada yanl¬̧s bir şekilde

ejm+1ejn � ejmejn+1 = 3(�1 + h) ((�2)m (�1)n � (�2)n (�1)m)
sonucu yaz¬lm¬̧st¬r.

(b) ejn = (1 + 2h) (2n + (�1 + h)(�1)n) Binet formülünde 2n = a ve (�1 + h)(�1)n = b
al¬n¬rsa

ejn+2ejn+1ejn�1ejn�2 � ej4n = (1 + 2h)4 h(4a+ b) (2a� b)�a2 � b��a4 + b�� (a+ b)4i
17



= (41 + 40h)

��
8a2 � 2ab� b2

��a2
8
+
ab

4
� b2

�
�
�
a4 + b4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4ab3

�i
= (41 + 40h)

��
7

4
a3b+

7

4
ab3 � 69

8
a2b2

�
�
�
4a3b+ 6a2b2 + 4ab3

��
= (41 + 40h)

�
�9
4
a3b� 9

4
ab3 � 117

8
a2b2

�
=

�9
8
(�1 + h)(�2)n

�
2a2 + 2b2 + 13ab

�
=

9

8
(1� h)(�2)n

�
22n+1 + 4 (1� h)� 13 (�2)n (1� h)

�
(2.21)

= 9(�2)n
�
22n�2 (1� h) + (1� h)� 13 (�2)n�2 (1� h)

�
= 9(�2)n (1� h)

�
22n�2 + 1� 13 (�2)n�2

�
elde ederiz. Yine dikkat edilirse bu sonuç [14] numaral¬makaledeki Teorem 2.6 da

bulunan sonuçtan farkl¬d¬r. Orada bizim buldu¼gumuz sonucun �1 kat¬olan

9

8
(�1 + h)(�2)n

�
22n+1 + 4 (1� h)� 13 (�2)n (1� h)

�
sonucu yaz¬lm¬̧st¬r. Do¼grusu (2:21) sat¬r¬ndaki gibi olmal¬d¬r.

(c) ejn = (1 + 2h) (2n + (�1 + h)(�1)n) Binet formülünde 2n = a ve (�1 + h)(�1)n = b
al¬n¬rsa

ejn+1ejn+2ejn+6 � ej3n+3 = (1 + 2h)3 �(2a� b) (4a+ b) (64a+ b)� (8a� b)3�

= (13 + 14h)
��
8a2 � 2ab� b2

�
(64a+ b)�

�
512a3 � 192a2b+ 24ab2 � b3

��
= (13 + 14h)

��
�120a2b� 66ab2

�
�
�
�192a2b+ 24ab2

��
= (13 + 14h)

�
72a2b� 90ab2

�
= (13 + 14h)(�1 + h)(�2)n [72:2n � 90(�1 + h)(�1)n]

= 9 (1� h) (�2)n
�
2n+3 + 10 (1� h) (�1)n

�
(2.22)

= 9(�2)n
�
2n+3 (1� h) + 20 (1� h) (�1)n

�
= 9(�2)n+2 (1� h)

�
2n+1 + 5(�1)n

�
elde ederiz.

18



Teorem 2.3.11 (a) ş¬kk¬nda m = n� 1 al¬n¬rsa :

ej2n � ejn�1ejn+1 = 3(�1 + h) �2n�1(�1)n + 2n (�1)n� = 9(1� h)(�2)n�1 (2.23)

Simson formülü elde edilir.

Bu bölümde hiperbolik Jacobsthal ve hiperbolik Jacobsthal-Lucas dizilerini ele ald¬k ve

baz¬önemli özdeşlikleri elde ettik. Sonraki bölümde bu dizilerin üçüncü dereden al¬nd¬¼g¬

zaman oluşan yeni özdeşlikler üzerinde durulacakt¬r.
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BÖLÜM 3

ÜÇÜNCÜ DERECEDEN H·IPERBOL·IK JACOBSTHAL VE

JACOBSTHAL-LUCAS D·IZ·ILER·IN·IN ·INCELENMES·I

Hiperbolik say¬lar son zamanlarda çeşitli yazarlar taraf¬ndan incelenmi̧stir. Önce Ay-

d¬n Fibonacci say¬lar¬ için, Dikmen Jacobsthal say¬lar¬ için tan¬mlad¬. Soykan bunu

Genelleştirilmi̧s Fibonacci Say¬lar¬ve Pell say¬lar¬için tan¬mlad¬. Daha sonra Taşyurdu

bunu Tribonacci ve Tribonacci-Lucas Dizileri için tan¬mlad¬(bak¬n¬z [2; 10; 13; 15]).

Bu bölümde hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say¬lar¬n¬tan¬t¬-

yoruz ve yineleme ba¼g¬nt¬lar¬, Binet formülleri, üreteç fonksiyonlar¬ve lineer toplam for-

müllerini elde ediyoruz.

3.1 ÜÇÜNCÜ DERECEDEN JACOBSTHAL VE JACOBSTHAL-LUCAS

D·IZ·ILER·I

·Ilk olarak, bu k¬s¬mda üçüncü dereceden hiperbolik Jacobsthal ve üçüncü dereceden

Jacobsthal-Lucas say¬lar¬hakk¬nda biraz bilgi verece¼giz (bak¬n¬z [21; 30; 31]).

Tan¬m 3.1.1 Üçüncü dereceden Jacobsthal dizisi fJ (3)n gn�0 olmak üzere J0 = 0; J1 = 1;

J2 = 1 başlang¬ç de¼gerleri ile

J (3)n = J
(3)
n�1 + J

(3)
n�2 + 2J

(3)
n�3 (3.1)

üçüncü dereceden yineleme ba¼g¬nt¬s¬ ile tan¬mlan¬r. Benzer şekilde üçüncü dereceden

Jacobsthal-Lucas dizisi fj(3)n gn�0 olmak üzere j(3)0 = 2; j
(3)
1 = 1; j

(3)
2 = 5 başlang¬ç de¼gerleri

ile

j(3)n = j
(3)
n�1 + j

(3)
n�2 + 2j

(3)
n�3

üçüncü dereceden yineleme ba¼g¬nt¬s¬ ile tan¬mlan¬r. Üçüncü dereceden Jacobsthal ve

üçüncü dereceden Jacobsthal-Lucas say¬lar¬ndan baz¬lar¬s¬ras¬yla

0; 1; 1; 2; 5; 9; 18; 37; 73; 146; 293; :::
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ve

2; 1; 5; 10; 17; 37; 74; 145; 293; 586; 1169; :::

dir.

Negatif indisler için üçüncü dereceden Jacobsthal ve üçüncü dereceden Jacobsthal-Lucas

say¬lar¬n � 1 için aşa¼g¬daki gibi verilebilir:

J
(3)
�n =

1

2

�
J
(3)
3�n � J

(3)
2�n � J

(3)
1�n

�
; (3.2)

j
(3)
�n =

1

2

�
j
(3)
3�n � j

(3)
2�n � j

(3)
1�n

�
: (3.3)

Bu nedenle, negatif indisler için üçüncü dereceden Jacobsthal ve üçüncü dereceden Jacobsthal-

Lucas say¬lar¬ndan baz¬lar¬s¬ras¬yla

:::;
�9
64
;
�9
32
;
7

16
;
�1
8
;
�1
4
;
1

2
; 0

ve

:::;
�41
32
;
7

16
;
7

8
;
�5
4
;
1

2
; 1;�1; 1

dir.

Yineleme ba¼g¬nt¬lar¬n¬çözmek için kullan¬lan standart teknikler ile, yard¬mc¬denklem ve

kökleri

x3 � x2 � x� 2 = 0; x = 2 ve x = �1� i
p
3

2

olarak bulunur. Son iki karmaş¬k say¬birimin küp kökü oldu¼gundan bu say¬lar¬

!1 =
�1+i

p
3

2
ve !2 = �1�i

p
3

2
ile gösterebiliriz. Buradan, üçüncü dereceden Jacobsthal ve

üçüncü dereceden Jacobsthal-Lucas say¬lar¬için Binet formülleri s¬ras¬yla

J (3)n =
2

7
2n +

 
�3� 2i

p
3

21

!
!n1 +

 
�3 + 2i

p
3

21

!
!n2

ve

j(3)n =
8

7
2n +

 
3 + 2i

p
3

7

!
!n1 +

 
3� 2i

p
3

7

!
!n2

olarak bulunurlar (bak¬n¬z [21] ).

Üçüncü dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say¬lar¬n¬n üreteç fonksi-yonlar¬s¬ras¬yla

1X
n=0

J (3)n x
n =

x

1� x� x2 � 2x3
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ve
1X
n=0

j(3)n x
n =

2� x+ 2x2
1� x� x2 � 2x3

dir (bak¬n¬z [21]).

Üçüncü dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say¬lar¬için baz¬kullan¬̧sl¬özdeşlikler

Cook ve Bacon taraf¬ndan [21]�de verilmi̧stir. Bunlar:

Lineer toplam formülü:

nX
k=0

J
(3)
k =

8<: J
(3)
n+1; n 6= 0 (mod 3) ise

J
(3)
n+1 � 1; n = 0 (mod 3) ise

; (3.4)

nX
k=0

j
(3)
k =

8<: j
(3)
n+1 � 2; n 6= 0 (mod 3) ise

j
(3)
n+1 + 1; n = 0 (mod 3) ise

; (3.5)

ve

3J (3)n + j(3)n = 2n+1; (3.6)

j(3)n � 3J (3)n = 2j
(3)
n�3; (3.7)

J
(3)
n+2 � 4J (3)n =

8<: �2; n = 1 (mod 3) ise

1; n 6= 1 (mod 3) ise
; (3.8)

j(3)n � 4J (3)n =

8>>><>>>:
2; n = 0 (mod 3) ise

�3; n = 1 (mod 3) ise

1; n = 2 (mod 3) ise

; (3.9)

j
(3)
n+1 + j

(3)
n = 3J

(3)
n+1; (3.10)

j(3)n � J (3)n+2 =

8>>><>>>:
1; n = 0 (mod 3) ise

�1; n = 1 (mod 3) ise

0; n = 2 (mod 3) ise

; (3.11)

�
j(3)n
�2 � 9 �J (3)n �2 = 2n+2j

(3)
n�3 (3.12)

özdeşlikleridir. Biz bu formül ve özdeşlikleri hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal ve

Jacobsthal dizileri için bir sonraki k¬s¬mda geli̧stirece¼giz.

3.2 H·IPERBOL·IKÜÇÜNCÜDERECE JACOBSTHALVE JACOBSTHAL-

LUCAS D·IZ·ILER·I

[10]�da Ayd¬n hiperbolik Fibonacci dizisini tan¬mlam¬̧s ve özelliklerini araşt¬rm¬̧st¬r. [2]�de,

Dikmen hiperbolik Jacobsthal dizisini tan¬mlam¬̧s ve özelliklerini araşt¬rm¬̧st¬r. Daha
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sonra Taşyurdu, Soykan ve Göcen, Tribonacci, Tribonacci-Lucas, üçüncü dereceden Pell,

Pell-Lucas dizileri için hiperbolik say¬lar¬ tan¬mlad¬lar. (bak¬n¬z [11; 13; 17]). Gerda-

Morales dual üçüncü dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas dizisini tan¬mlam¬̧s ve

özelliklerini araşt¬rm¬̧st¬r (bak¬n¬z [31]). Bu bölümde hiperbolik üçüncü dereceden Ja-

cobsthal ve Jacobsthal-Lucas dizisinin tan¬mlanmakta ve özellikleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Elde

edilen sonuçlar [3] makalesinde yay¬nlanm¬̧st¬r.

h2 = 1 (h =2 R) olmak üzere eJ (3)0 = h; eJ (3)1 = 1 + h ve ej(3)0 = 2 + h; ej(3)1 = 1 + 5h

başlang¬ç de¼gerleri ile birlikte. n:hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal say¬s¬ eJ (3)n ve n.

hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal-Lucas say¬s¬ej(3)n s¬ras¬yla

eJ (3)n = J (3)n + hJ
(3)
n+1 (3.13)ej(3)n = j(3)n + hj
(3)
n+1 (3.14)

eşitlikleri ile tan¬mlan¬r. Bu eşitliklerden kolayca elde edilen ilk birkaç hiperbolik üçüncü

dereceden Jacobsthal say¬s¬ile hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal-Lucas say¬s¬s¬ras¬yla

h; 1 + h; 1 + 2h; 2 + 5h; 5 + 9h; 9 + 18h; 18 + 37h; 37 + 73h; :::

2 + h; 1 + 5h; 5 + 10h; 10 + 17h; 17 + 37h; 37 + 74h; 74 + 145h; :::

şeklindedir. Burada

eJ (3)n = eJ (3)n�1 + eJ (3)n�2 + 2 eJ (3)n�3 (3.15)

eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬gösterilebilir. Bunu görmek için

eJ (3)n = J (3)n + hJ
(3)
n+1 = J

(3)
n�1 + J

(3)
n�2 + 2J

(3)
n�3 + h(J

(3)
n + J

(3)
n�1 + 2J

(3)
n�2)

= (J
(3)
n�1 + hJ

(3)
n ) + (J

(3)
n�2 + hJ

(3)
n�1) + 2(J

(3)
n�3 + hJ

(3)
n�2) = eJ (3)n�1 + eJ (3)n�2 + 2 eJ (3)n�3

yazar¬z. Benzer şekilde

ej(3)n = ej(3)n�1 + ej(3)n�2 + 2ej(3)n�3 (3.16)

oldu¼gu gösterilebilir.

Şimdi aşa¼g¬daki teoremden başlayarak tez çal¬̧smam¬zda elde edilen baz¬sonuçlar¬vermeye

başlayabiliriz.

Teorem 3.2.1 eJ (3)n hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal say¬s¬için

lim
n!1

eJ (3)n+1eJ (3)n = 2

dir.
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·Ispat. Burada üçüncü dereceden Jacobsthal say¬s¬J (3)n için elde edilen

lim
n!1

J
(3)
n+1

J
(3)
n

= 2

limit de¼gerini kullanaca¼g¬z. Buradan eJ (3)n hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal say¬s¬n¬n

tan¬m¬n¬kullanarak

lim
n!1

eJ (3)n+1eJ (3)n = lim
n!1

J
(3)
n+1 + hJ

(3)
n+2

J
(3)
n + hJ

(3)
n+1

= lim
n!1

J
(3)
n+1 + h(J

(3)
n+1 + J

(3)
n + 2J

(3)
n�1)

J
(3)
n + hJ

(3)
n+1

= lim
n!1

J
(3)
n+1

J
(3)
n

+ h

 
J
(3)
n+1

J
(3)
n

+ 1 + 2
J
(3)
n�1

J
(3)
n

!

1 + h
J
(3)
n+1

J
(3)
n

=
2 + h(2 + 1 + 1)

1 + 2h
=
2 + 4h

1 + 2h
= 2

sonucu elde edilir.

Benzer şekilde hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal-Lucas dizisi için ardaş¬k iki teri-

minin limitini hesaplayabiliriz.

Teorem 3.2.2 ej(3)n hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal-Lucas say¬s¬için

lim
n!1

ej(3)n+1ej(3)n = 2

dir.

·Ispat. Burada üçüncü dereceden Jacobsthal-Lucas say¬s¬j(3)n için elde edilen

lim
n!1

j
(3)
n+1

j
(3)
n

= 2

limit de¼gerini kullanaca¼g¬z. Buradanej(3)n hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal say¬s¬n¬n
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tan¬m¬n¬kullanarak

lim
n!1

ej(3)n+1ej(3)n = lim
n!1

j
(3)
n+1 + hj

(3)
n+2

j
(3)
n + hj

(3)
n+1

= lim
n!1

j
(3)
n+1 + h(j

(3)
n+1 + j

(3)
n + 2j

(3)
n�1)

j
(3)
n + hj

(3)
n+1

= lim
n!1

j
(3)
n+1

j
(3)
n

+ h

 
j
(3)
n+1

j
(3)
n

+ 1 + 2
j
(3)
n�1

j
(3)
n

!

1 + h
j
(3)
n+1

j
(3)
n

=
2 + h(2 + 1 + 1)

1 + 2h
=
2 + 4h

1 + 2h
= 2

sonucu elde edilir.

Bu sonucun ard¬ndan, Binet formülünü verelim.

Teorem 3.2.3 Hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal dizisi eJ (3)n ve üçüncü dereceden

Jacobsthal-Lucas dizisi ej(3)n için Binet formülü s¬ras¬yla

eJ (3)n =
2

7
2n (1 + 2h) +

 
�3� 2i

p
3

21

!
!n1 (1 + !1h) +

 
�3 + 2i

p
3

21

!
!n2 (1 + !2h) (3.17)

ve

ej(3)n =
8

7
2n (1 + 2h) +

 
3 + 2i

p
3

7

!
!n1 (1 + !1h) +

 
3� 2i

p
3

7

!
!n2 (1 + !2h) (3.18)

şeklinde verilebilir. Burada !1 ve !2 daha önce oldu¼gu gibi birimin karmaş¬k küp kök-

leridir.

·Ispat. J (3)n ve j(3)n için elde edilen

J (3)n =
2

7
2n +

 
�3� 2i

p
3

21

!
!n1 +

 
�3 + 2i

p
3

21

!
!n2

ve

j(3)n =
8

7
2n +

 
3 + 2i

p
3

7

!
!n1 +

 
3� 2i

p
3

7

!
!n2
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Binet formülerini kullanarak

eJ (3)n = J (3)n + hJ
(3)
n+1

=
2

7
2n +

 
�3� 2i

p
3

21

!
!n1 +

 
�3 + 2i

p
3

21

!
!n2 +

+h

 
2

7
2n+1 +

 
�3� 2i

p
3

21

!
!n+11 +

 
�3 + 2i

p
3

21

!
!n+12

!

=
2

7
2n (1 + 2h) +

 
�3� 2i

p
3

21

!
!n1 (1 + !1h) +

 
�3 + 2i

p
3

21

!
!n2 (1 + !2h)

oldu¼gu gösterilir. Benzer şekilde

ej(3)n = j(3)n + hj
(3)
n+1:

=
8

7
2n +

 
3 + 2i

p
3

7

!
!n1 +

 
3� 2i

p
3

7

!
!n2 +

+h

 
8

7
2n+1 +

 
3 + 2i

p
3

7

!
!n+11 +

 
3� 2i

p
3

7

!
!n+12

!

=
8

7
2n (1 + 2h) +

 
3 + 2i

p
3

7

!
!n1 (1 + !1h) +

 
3� 2i

p
3

7

!
!n2 (1 + !2h)

oldu¼gu gösterilir.

Hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal dizisi için Binet formülünün aşa¼g¬daki gibi ve-

rilmesi kullan¬̧sl¬olabilir.

Sonuç 3.2.4 Hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal dizisi ve hiperbolik üçüncü derece-

den Jacobsthal-Lucas dizisi için Binet formülü s¬ras¬yla

eJ (3)n =

8>>><>>>:
1
7

�
23k+1 � 2 + h

�
23k+2 + 3

��
; n = 3k ise

1
7

�
23k+2 + 3 + h

�
23k+3 � 1

��
; n = 3k + 1 ise

1
7

�
23k+3 � 1 + h

�
23k+4 � 2

��
; n = 3k + 2 ise

; (3.19)

ej(3)n =

8>>><>>>:
1
7

�
23k+3 + 6 + h

�
23k+4 � 9

��
; n = 3k ise

1
7

�
23k+4 � 9 + h

�
23k+5 + 3

��
; n = 3k + 1 ise

1
7

�
23k+5 + 3 + h

�
23k+6 + 6

��
; n = 3k + 2 ise

(3.20)

şeklinde verilebilir.

·Ispat. Hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal dizisi için (3:17) Binet formülünde n = 3k
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için !n1 = !
n
2 = 1 ve !1 =

�1+i
p
3

2
ve !2 = �1�i

p
3

2
oldu¼gu kullan¬larak

eJ (3)n =
2

7
2n (1 + 2h) +

 
�3� 2i

p
3

21

!
(1 + !1h) +

 
�3 + 2i

p
3

21

!
(1 + !2h)

=

 
2

7
23k +

�3� 2i
p
3

21
+
�3 + 2i

p
3

21

!
+

+h

 
23k+2

7
+
�3� 2i

p
3

21
!1 +

�3 + 2i
p
3

21
!2

!
=

1

7

�
23k+1 � 2 + h

�
23k+2 + 3

��

elde edilir. Ayn¬şekilde n = 3k + 1 için !n1 = !1 =
�1+i

p
3

2
ve !n2 = !2 =

�1�i
p
3

2
oldu¼gu

kullan¬l¬r ise

eJ (3)n =
2

7
2n (1 + 2h) +

 
�3� 2i

p
3

21

!
!1 (1 + !1h) +

 
�3 + 2i

p
3

21

!
!2 (1 + !2h)

=

 
2

7
23k+1 +

�3� 2i
p
3

21
!1 +

�3 + 2i
p
3

21
!2

!
+

+h

 
23k+3

7
+
�3� 2i

p
3

21
!21 +

�3 + 2i
p
3

21
!22

!
=

1

7

�
23k+2 + 3 + h

�
23k+3 � 1

��

elde edilir. Son olarak n = 3k+2 için !n1 = !
2
1 =

�1�i
p
3

2
ve !n2 = !

2
2 =

�1+i
p
3

2
oldu¼gundan

eJ (3)n =
2

7
2n (1 + 2h) +

 
�3� 2i

p
3

21

!
!21 (1 + !1h) +

 
�3 + 2i

p
3

21

!
!22 (1 + !2h)

=

 
2

7
23k+2 +

�3� 2i
p
3

21
!21 +

�3 + 2i
p
3

21
!22

!
+

+h

 
23k+4

7
+
�3� 2i

p
3

21
+
�3 + 2i

p
3

21

!
=

1

7

�
23k+3 � 1 + h

�
23k+4 � 2

��

elde edilir.

Benzer şekilde Hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal-Lucas dizisi için (3:18) Binet
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formülünde n = 3k için !n1 = !
n
2 = 1 ve !1 =

�1+i
p
3

2
ve !2 = �1�i

p
3

2
oldu¼gu kullan¬larak

ej(3)n =
8

7
2n (1 + 2h) +

 
3 + 2i

p
3

7

!
!n1 (1 + !1h) +

 
3� 2i

p
3

7

!
!n2 (1 + !2h)

=

 
8

7
23k +

3 + 2i
p
3

7
+
3� 2i

p
3

7

!
+

+h

 
23k+4

7
+
3 + 2i

p
3

7
!1 +

3� 2i
p
3

7
!2

!
=

1

7

�
23k+3 + 6 + h

�
23k+4 � 9

��
elde edilir. Ayn¬şekilde n = 3k + 1 için !n1 = !1 =

�1+i
p
3

2
ve !n2 = !2 =

�1�i
p
3

2
oldu¼gu

kullan¬l¬r ise

ej(3)n =
8

7
2n (1 + 2h) +

 
3 + 2i

p
3

7

!
!1 (1 + !1h) +

 
3� 2i

p
3

7

!
!2 (1 + !2h)

=

 
8

7
23k+1 +

3 + 2i
p
3

7
!1 +

3� 2i
p
3

7
!2

!
+

+h

 
23k+5

7
+
3 + 2i

p
3

7
!21 +

3� 2i
p
3

7
!22

!
=

1

7

�
23k+4 � 9 + h

�
23k+5 + 3

��
;

elde edilir. Son olarak n = 3k+2 için !n1 = !
2
1 =

�1�i
p
3

2
ve !n2 = !

2
2 =

�1+i
p
3

2
oldu¼gundan

ej(3)n =
8

7
2n (1 + 2h) +

 
3 + 2i

p
3

7

!
!1 (1 + !1h) +

 
3� 2i

p
3

7

!
!2 (1 + !2h)

=

 
8

7
23k+2 +

3 + 2i
p
3

7
!21 +

3� 2i
p
3

7
!22

!
+

+h

 
23k+6

7
+
3 + 2i

p
3

7
+
3� 2i

p
3

7

!
=

1

7

�
23k+5 + 3 + h

�
23k+6 + 6

��
bulunur.

Şimdi, hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say¬lar¬için üreteç

fonksiyonu verelim. Üçüncü dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say¬lar¬için üreteç

fonksiyonu için (bak¬n¬z [21]).

Teorem 3.2.5 Hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal say¬lar¬ve hiperbolik üçüncü derece-

den Jacobsthal-Lucas say¬lar¬için üreteç fonksiyonlar¬s¬ras¬yla
1X
n=0

eJ (3)n xn = h+ x

1� x� x2 � 2x3 (3.21)
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ve

1X
n=0

ej(3)n xn = 2 + h+ (�1 + 4h)x+ (2 + 4h)x2
1� x� x2 � 2x3

şeklindedir.

·Ispat. Hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal say¬lar¬n¬n üreteç fonksiyonu

g(x) =

1X
n=0

eJ (3)n xn
kullanarak,

(1� x� x2 � 2x3)g(x) =
1X
n=0

eJ (3)n xn � x 1X
n=0

eJ (3)n xn � x2 1X
n=0

eJ (3)n xn � 2x3 1X
n=0

eJ (3)n xn
=

1X
n=0

eJ (3)n xn � 1X
n=0

eJ (3)n xn+1 � 1X
n=0

eJ (3)n xn+2 � 2 1X
n=0

eJ (3)n xn+3
=

1X
n=0

eJ (3)n xn � 1X
n=1

eJ (3)n�1xn � 1X
n=2

eJ (3)n�2xn � 2 1X
n=3

eJ (3)n�3xn
=

� eJ (3)0 + eJ (3)1 x+ eJ (3)2 x2�� eJ (3)0 x� eJ (3)1 x2 � eJ (3)0 x2
+

1X
n=3

0@eJ (3)n � eJ (3)n�1 � eJ (3)n�2 � 2 eJ (3)n�3| {z }
=0

1Axn
= eJ (3)0 +

� eJ (3)1 � eJ (3)0 � x� � eJ (3)0 + eJ (3)1 � eJ (3)2 � x2
elde ederiz. Yukar¬daki denklemi yeniden düzenlersek, eJ (3)0 = h; eJ (3)1 = 1 + h veeJ (3)2 = 1 + 2h oldu¼gundan

g(x) =

eJ (3)0 +
� eJ (3)1 � eJ (3)0 � x� � eJ (3)0 + eJ (3)1 � eJ (3)2 � x2

1� x� x2 � 2x3 =
h+ x

1� x� x2 � 2x3

elde edilir.

Benzer şekilde, hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal-Lucas say¬lar¬n¬n üreteç fonksi-

yonu

f(x) =
1X
n=0

ej(3)n xn
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eşitli¼gini kullan¬rsak,

(1� x� x2 � 2x3)f(x) =
1X
n=0

ej(3)n xn � x 1X
n=0

ej(3)n xn � x2 1X
n=0

ej(3)n xn � 2x3 1X
n=0

ej(3)n xn
=

1X
n=0

ej(3)n xn � 1X
n=0

ej(3)n xn+1 � 1X
n=0

ej(3)n xn+2 � 2 1X
n=0

ej(3)n xn+3
=

1X
n=0

ej(3)n xn � 1X
n=1

ej(3)n�1xn � 1X
n=2

ej(3)n�2xn � 2 1X
n=3

ej(3)n�3xn
=

�ej(3)0 + ej(3)1 x+ ej(3)2 x2�� ej(3)0 x� ej(3)1 x2 � ej(3)0 x2
+

1X
n=3

0@ej(3)n � ej(3)n�1 � ej(3)n�2 � 2ej(3)n�3| {z }
=0

1Axn
= ej(3)0 +

�ej(3)1 � ej(3)0 � x� �ej(3)0 + ej(3)1 � ej(3)2 � x2
elde edilir. Burada ej(3)0 = 2 + h; ej(3)1 = 1 + 5h ve ej(3)2 = 5 + 10h oldu¼gundan

f(x) =

ej(3)0 +
�ej(3)1 � ej(3)0 � x� �ej(3)0 + ej(3)1 � ej(3)2 � x2

1� x� x2 � 2x3 =
2 + h+ (�1 + 4h)x+ (2 + 4h)x2

1� x� x2 � 2x3

elde ederiz.

Şimdi, hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say¬lar¬n¬n toplam

formülünü verelim.

Teorem 3.2.6 n � 0 için,

nX
k=0

eJ (3)k =
1

3

� eJ (3)n+2 + 2 eJ (3)n � eJ (3)2 + eJ (3)0 � ; (3.22)

nX
k=0

ej(3)k =
1

3

�ej(3)n+2 + 2ej(3)n � ej(3)2 + ej(3)0 � (3.23)

dir.

·Ispat. Burada üçüncü dereceden Jacobsthal toplam formülü

nX
k=0

J
(3)
k =

1

3

�
J
(3)
n+2 + 2J

(3)
n � 1

�
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kullan¬rsak,
nX
k=0

eJ (3)k =

nX
k=0

�
J
(3)
k + hJ

(3)
k+1

�
=

nX
k=0

J
(3)
k + h

nX
k=0

J
(3)
k+1

=
1

3

�
J
(3)
n+2 + 2J

(3)
n � 1

�
+
h

3

�
J
(3)
n+2 + 2J

(3)
n + 3J

(3)
n+1 � 1

�
=

1

3

�
J
(3)
n+2 + 2

�
J (3)n + hJ

(3)
n+1

�
� 1 + h

�
J
(3)
n+2 + J

(3)
n+1 + 2J

(3)
n � 1

��
=

1

3

�
J
(3)
n+2 + 2 eJ (3)n � 1 + h

�
J
(3)
n+3 � 1

��
=

1

3

�
J
(3)
n+2 + hJ

(3)
n+3 + 2 eJ (3)n � (1 + h)

�
=

1

3

� eJ (3)n+2 + 2 eJ (3)n � (1 + h)
�

sonuç olarak,
nX
k=0

eJ (3)k =
1

3
( eJ (3)n+2 + 2 eJ (3)n � eJ (3)2 + eJ (3)0 )

elde etmi̧s oluruz. Benzer şekilde, üçüncü dereceden Jacobsthal-Lucas toplam formülünü
nX
k=0

j
(3)
k =

1

3

�
j
(3)
n+2 + 2j

(3)
n � 3

�
kullan¬rsak,
nX
k=0

ej(3)k =
nX
k=0

�
j
(3)
k + hj

(3)
k+1

�
=

nX
k=0

j
(3)
k + h

nX
k=0

j
(3)
k+1

=
1

3

�
j
(3)
n+2 + 2j

(3)
n � 3

�
+
h

3

�
j
(3)
n+2 + 2j

(3)
n + 3j

(3)
n+1 � 3j

(3)
0 � 3

�
=

1

3

�
j
(3)
n+2 + 2

�
j(3)n + hj

(3)
n+1

�
� 3 + h

�
j
(3)
n+2 + j

(3)
n+1 + 2j

(3)
n � 9

��
=

1

3

�
j
(3)
n+2 + 2ej(3)n � 3 + h

�
j
(3)
n+3 � 9

��
=

1

3

�
j
(3)
n+2 + hj

(3)
n+3 + 2ej(3)n � 3 (1 + 3h)

�
=

1

3

�ej(3)n+2 + 2ej(3)n � 3(1 + 3h)
�
:

elde ederiz, sonuç olarak
nX
k=0

ej(3)k =
1

3

�ej(3)n+2 + 2ej(3)n � ej(3)2 + ej(3)0 �
bulunur.
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Sonuç 3.2.7 n � 0 için, hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas

say¬lar¬n¬n toplam formülleri s¬ras¬yla

nX
k=0

eJ (3)k =

8<: J
(3)
n+1 (1 + 2h) ; n 6= 0 (mod 3) ise

J
(3)
n+1 (1 + 2h)� (1 + h) ; n = 0 (mod 3) ise

;

nX
k=0

ej(3)k =

8<:
�
j
(3)
n+1 � 2

�
(1 + 2h) ; n 6= 0 (mod 3) ise�

j
(3)
n+1 + 1

�
(1 + 2h)� 3h; n = 0 (mod 3) ise

şeklindedir.

·Ispat. Hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal formülünü kullanarak (3:4) ve (3:5) ;
nX
k=0

eJ (3)k =

nX
k=0

�
J
(3)
k + hJ

(3)
k+1

�
=

nX
k=0

J
(3)
k + h

nX
k=0

J
(3)
k+1

=

8<: J
(3)
n+1; n 6= 0 (mod 3) ise

J
(3)
n+1 � 1; n = 0 (mod 3) ise

+ h

8<: J
(3)
n+1; n 6= 0 (mod 3) ise

J
(3)
n+1 � 1; n = 0 (mod 3) ise

+hJ
(3)
n+1 � hJ

(3)
0

=

8<: J
(3)
n+1 (1 + h) + hJ

(3)
n+1 � hJ

(3)
0 ; n 6= 0 (mod 3) ise

J
(3)
n+1 (1 + h)� 1� h+ hJ

(3)
n+1 � hJ

(3)
0 ; n = 0 (mod 3) ise

=

8<: J
(3)
n+1 (1 + 2h) ; n 6= 0 (mod 3) ise

J
(3)
n+1 (1 + 2h)� (1 + h) ; n = 0 (mod 3) ise

:

elde ederiz. Benzer şekilde,
nX
k=0

ej(3)k =
nX
k=0

�
j
(3)
k + hj

(3)
k+1

�
=

nX
k=0

j
(3)
k + h

nX
k=0

j
(3)
k+1

=

8<: j
(3)
n+1 � 2; n 6= 0 (mod 3) ise

j
(3)
n+1 + 1; n = 0 (mod 3) ise

+ h

8<: j
(3)
n+1 � 2; n 6= 0 (mod 3) ise

j
(3)
n+1 + 1; n = 0 (mod 3) ise

+hj
(3)
n+1 � hj

(3)
0

=

8<:
�
j
(3)
n+1 � 2

�
(1 + h) + hj

(3)
n+1 � 2h; n 6= 0 (mod 3) ise�

j
(3)
n+1 + 1

�
(1 + h) + hj

(3)
n+1 � 2h; n = 0 (mod 3) ise

=

8<:
�
j
(3)
n+1 � 2

�
(1 + 2h) ; n 6= 0 (mod 3) ise�

j
(3)
n+1 + 1

�
(1 + 2h)� 3h; n = 0 (mod 3) ise

:
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elde edilir.

Şimdi hiperbolik
� eJ (3)n � üçüncü dereceden Jacobsthal dizisi için birkaç özel özdeşlik vere-

lim.

Teorem 3.2.8 Hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal dizisi
� eJ (3)n � ve hiperbolik üçüncü

dereceden Jacobsthal-Lucas dizisi
�ej(3)n � için

3 eJ (3)n + ej(3)n = 2n (1 + 2h) ;ej(3)n � 3 eJ (3)n = 2ej(3)n�3;
eJ (3)n+2 � 4 eJ (3)n =

8>>><>>>:
1� 2h; n = 0 (mod 3) ise

�2 + h; n = 1 (mod 3) ise

1 + h; n = 2 (mod 3) ise

;

ej(3)n � 4 eJ (3)n =

8>>><>>>:
2� 3h; n = 0 (mod 3) ise

�3 + h; n = 1 (mod 3) ise

1 + 2h; n = 2 (mod 3) ise

;

ej(3)n+1 + ej(3)n = 3 eJ (3)n+1;
ej(3)n � eJ (3)n+2 =

8>>><>>>:
1� h; n = 0 (mod 3) ise

�1; n = 1 (mod 3) ise

h; n = 2 (mod 3) ise

;

�ej(3)n �2 � 9� eJ (3)n �2 = 2n+1
�
j
(3)
n�3 + 2j

(3)
n�2

�
+ 2h

�
j(3)n j

(3)
n+1 � 9J (3)n J

(3)
n+1

�
eşitlikleri sa¼glan¬r.

·Ispat. [18] numaral¬makalede verilen formülleri yerine yazd¬¼g¬m¬zda (3:6) kullan¬larak;

3 eJ (3)n + ej(3)n = 3
�
J (3)n + hJ

(3)
n+1

�
+ j(3)n + hj

(3)
n+1

= 3J (3)n + j(3)n + h
�
3J

(3)
n+1 + j

(3)
n+1

�
= 2n+1 + h2n+2 = 2n+1 (1 + 2h)

elde ederiz. (3:7) eşitli¼gini kullanarak,

ej(3)n � 3 eJ (3)n = j(3)n + hj
(3)
n+1 � 3

�
J (3)n + hJ

(3)
n+1

�
= j(3)n � 3J (3)n + h

�
j
(3)
n+1 � 3J

(3)
n+1

�
= 2j

(3)
n�3 + 2hj

(3)
n�2
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elde ederiz. (3:8) eşitli¼gini kullanarak,

eJ (3)n+2 � 4 eJ (3)n =
�
J
(3)
n+2 + hJ

(3)
n+3

�
� 4

�
J (3)n + hJ

(3)
n+1

�
=

�
J
(3)
n+2 � 4J (3)n

�
+ h

�
J
(3)
n+3 � 4J

(3)
n+1

�
=

8<: �2; n = 1 (mod 3) ise

1; n 6= 1 (mod 3) ise
+ h

8<: �2; n = 0 (mod 3) ise

1; n 6= 0 (mod 3) ise

=

8>>><>>>:
1� 2h; n = 0 (mod 3) ise

�2 + h; n = 1 (mod 3) ise

1 + h; n = 2 (mod 3) ise

elde ederiz. (3:9) eşitli¼gini kullanarak,

ej(3)n � 4 eJ (3)n =
�
j(3)n + hj

(3)
n+1

�
� 4

�
J (3)n + hJ

(3)
n+1

�
=

�
j(3)n � 4J (3)n

�
+ h

�
j
(3)
n+1 � 4J

(3)
n+1

�

=

8>>><>>>:
2; n = 0 (mod 3) ise

�3; n = 1 (mod 3) ise

1; n = 2 (mod 3) ise

+ h

8>>><>>>:
2; n+ 1 = 0 (mod 3) ise

�3; n+ 1 = 1 (mod 3) ise

1; n+ 1 = 2 (mod 3) ise

=

8>>><>>>:
2; n = 0 (mod 3) ise

�3; n = 1 (mod 3) ise

1; n = 2 (mod 3) ise

+

8>>><>>>:
�3; n = 0 (mod 3) ise

1; n = 1 (mod 3) ise

2; n = 2 (mod 3) ise

=

8>>><>>>:
2� 3h; n = 0 (mod 3) ise

�3 + h; n = 1 (mod 3) ise

1 + 2h; n = 2 (mod 3) ise

elde ederiz. (3:10) eşitli¼gini kullanarak,

ej(3)n+1 + ej(3)n = j
(3)
n+1 + hj

(3)
n+2 + j

(3)
n + hj

(3)
n+1

= j
(3)
n+1 + j

(3)
n + h

�
j
(3)
n+2 + j

(3)
n+1

�
= 3J

(3)
n+1 + 3hJ

(3)
n+2;
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elde ederiz. (3:11) eşitli¼gini kullanarak,

ej(3)n � eJ (3)n+2 =
�
j(3)n + hj

(3)
n+1

�
�
�
J
(3)
n+2 + hJ

(3)
n+3

�
=

�
j(3)n � J (3)n+2

�
+ h

�
j
(3)
n+1 � J

(3)
n+3

�

=

8>>><>>>:
1; n = 0 (mod 3) ise

�1; n = 1 (mod 3) ise

0; n = 2 (mod 3) ise

+ h

8>>><>>>:
1; n = 2 (mod 3) ise

�1; n = 0 (mod 3) ise

0; n = 1 (mod 3) ise

=

8>>><>>>:
1� h; n = 0 (mod 3) ise

�1; n = 1 (mod 3) ise

h; n = 2 (mod 3) ise

elde ederiz. (3:12) kullanarak,�ej(3)n �2 � 9� eJ (3)n �2 =
�
j(3)n + hj

(3)
n+1

�2
� 9

�
J (3)n + hJ

(3)
n+1

�2
=

�
j(3)n
�2
+
�
j
(3)
n+1

�2
+ 2hj(3)n j

(3)
n+1

�9
��
J (3)n
�2
+
�
J
(3)
n+1

�2
+ 2hJ (3)n J

(3)
n+1

�
=

h�
j(3)n
�2 � 9 �J (3)n �2i+ ��j(3)n+1�2 � 9�J (3)n+1�2�

+2h
�
j(3)n j

(3)
n+1 � 9J (3)n J

(3)
n+1

�
= 2n+2

�
j
(3)
n�3 + 2j

(3)
n�2

�
+ 2h

�
j(3)n j

(3)
n+1 � 9J (3)n J

(3)
n+1

�
elde ederiz.

Hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say¬lar¬ h2 = 1 (h =2 R)

olacak şekilde eJ (3)0 = h; eJ (3)1 = 1 + h ve ej(3)0 = 2 + h;ej(3)1 = 1 + 5h başlang¬ç koşullar¬

ile birlikte n:hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal say¬s¬ eJ (3)n ve n: hiperbolik üçüncü

dereceden Jacobsthal-Lucas say¬s¬ej(3)n s¬ras¬yla

eJ (3)n = J (3)n + hJ
(3)
n+1;ej(3)n = j(3)n + hj
(3)
n+1;

eşitlikleri ile tan¬mlan¬r:

Bu bölümde hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal say¬lar¬n¬tan¬mlam¬̧s ve yineleme

ba¼g¬nt¬lar¬, Binet formülleri, üreteç fonksiyonlar¬ ve toplam formülleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Di¼ger yazarlar taraf¬ndan dual hiperbolik, Tribonacci ve Tribonacci-Lucas say¬lar¬(bak¬n¬z

[10; 15]) ve hiperbolik genelleştirilmi̧s Pell say¬lar¬(bak¬n¬z [13]) üzerine yeni çal¬̧smalar
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vard¬r. Bu say¬lar¬n dual formu [31]�de Cerda-Morales taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu çal¬̧s-

maya hiperbolik üçüncü dereceden Jacobsthal vektörlerini tan¬mlamak ve özelliklerini

araşt¬rarak devam edece¼giz.
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BÖLÜM 4

H·IPERBOL·IK JACOBSTHAL VEKTÖRLER·I

Bu bölümde hiperbolik Jacobsthal vektörlerinin Lorentzian iç ve vektörel çarp¬mlar¬ü-

zerinde durulacakt¬r.
�!z1 = (x1; x2; x3) ve �!z2 = (y1; y2; y3) R3 uzay¬nda iki vektör olsun. z1 ve z2 için Lorentzian

iç çarp¬m¬aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬r, (bak¬n¬z [32] ve [33]);

z1z2 = h�!z1 ;�!z2iL = x1y1 + x2y2 � x3y3: (4.1)

�!z = (x1; x2; x3) için

h�!z ;�!z iL = x21 + x22 � x23

ve

k�!z k2 = x21 + x22 � x23

sa¼glan¬r. R3vektör uzay¬na h:; ; iL Lorentzian iç çarp¬m¬ile birlikle Lorentzian iç çarp¬m

uzay¬denir ve L2;1 veya L3 ile gösterilir.

Bir hiperbolik Jacobsthal vektör

�!eJ n =
� eJn; eJn+1; eJn+2�

şeklinde tan¬mlan¬r. (3.13) ve (3.15) eşitliklerinden görüyoruz ki
�!
J n = (Jn; Jn+1; Jn+2)

ve
�!
J n+1 = (Jn+1; Jn+2; Jn+3) Jacobsthal vektörleri ve h2 = 1 olmak üzere

�!eJ n =
�!
J n + h

�!
J n+1

dir.
�!eJ n hiperbolik Jacobsthal vektörünün � 2 R skaleri ile çarp¬m¬

�
�!eJ n = �

�!
J n + h�

�!
J n+1
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ile verilir.
�!eJ n ve

�!eJ m vektörlerinin eşit olmas¬için gerek ve yeter koşul

Jn = Jm

Jn+1 = Jm+1

Jn+2 = Jm+2

Jn+3 = Jm+3

olmas¬d¬r.
�!eJ n hiperbolik Jacobsthal vektörünün ilk birkaç tanesi

�!eJ 0 =
� eJ0; eJ1; eJ2� = (J0 + hJ1; J1 + hJ2; J2 + hJ3) = (h; 1 + h; 1 + 3h) ;

�!eJ 1 =
� eJ1; eJ2; eJ3� = (J1 + hJ2; J2 + hJ3; J3 + hJ4) = (1 + h; 1 + 3h; 3 + 5h) ;

�!eJ 2 =
� eJ2; eJ3; eJ4� = (J2 + hJ3; J3 + hJ4; J4 + hJ5) = (1 + 3h; 3 + 5h; 5 + 11h)
...

olarak bulunur. Şimdi hiperbolik Jacobsthal vektörlerinin Lorentzian iç çarp¬m¬n¬verelim.

Teorem 4.0.9
�!eJ n ve

�!eJ m iki hiperbolik Jacobsthal vektör olsun.
�!eJ n ve

�!eJ m vektörlerinin

Lorentzian iç çarp¬m¬aşa¼g¬daki şekildedir:��!eJ n;
�!eJ m

�
L
= (JmJn + 2Jm+1Jn+1 � Jm+3Jn+3) (4.2)

+h(Jm+1Jn+2 + Jm+2Jn+1 � Jm+2Jn+3 � Jm+3Jn+2 + JnJm+1 + JmJn+1):

·Ispat.
�!eJ n =

� eJn; eJn+1; eJn+2� ve �!eJ m =
� eJm; eJm+1; eJm+2� vektörlerinin Lorentzian iç

çarp¬mlar¬��!eJ n;
�!eJ m

�
L
= eJn eJm + eJn+1 eJm+1 � eJn+2 eJm+2
=

D�!
J n;

�!
J m

E
+
D�!
J n+1;

�!
J m+1

E
+ h

hD�!
J n;

�!
J m+1

E
+
D�!
J n+1;

�!
J m

Ei
(4.3)

ile verilir, burada
�!
J n = (Jn; Jn+1; Jn+2) Jacobsthal vektördür. (4.1) kullan¬larakD�!

J n;
�!
J m

E
= JnJm + Jn+1Jm+1 � Jn+2Jm+2;D�!

J n+1;
�!
J m+1

E
= Jn+1Jm+1 + Jn+2Jm+2 � Jn+3Jm+3;D�!

J n;
�!
J m+1

E
= JnJm+1 + Jn+1Jm+2 � Jn+2Jm+3;D�!

J n+1;
�!
J m

E
= Jn+1Jm + Jn+2Jm+1 � Jn+3Jm+2

elde edilir. Yukar¬daki dört denklemi yerine koyarsak istenilen (4.2) eşitli¼gi elde edilmi̧s

olur.
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Yukar¬daki teoremde m = n yaz¬l¬rsa:





�!eJ n






L
=

��!eJ n;
�!eJ n

�
L
= (J2n +2J

2
n+1� J2n+3) + 2h(Jn+1Jn+2+ JnJn+1� Jn+2Jn+3) (4.4)

Jn+3 = 3Jn+1 + 2Jn yaz¬l¬rsa





�!eJ n






L
= (J2n + 2J

2
n+1 � (3Jn+1 + 2Jn)

2) + 2h(JnJn+1 � J2n+2 � Jn+2Jn+1)

=
�
�3J2n � 7J2n+1 � 12Jn+1Jn

�
+ 2h(�5JnJn+1 � 4J2n � 2J2n+1)

bulunur.

�!z1 ve �!z2 vektörlerinin L3 Lorentzian uzay¬ndaki vektörel çarp¬m¬

�!z1 �L �!z2 =

���������
�i �j k

x1 x2 x3

y1 y2 y3

��������� = �i (x2y3 � x3y2) + j (x1y3 � x3y1) + k (x1y2 � x2y1)

ile tan¬mlan¬r.

Benzer olarak
�!eJ n ve

�!eJ m hiperbolik Jacobsthal vektörlerinin vektörel çarp¬m¬üzerine

aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.0.10
�!eJ n ve

�!eJ m iki hiperbolik Jacobsthal vektör olsun.
�!eJ n = eJn + h eJn+1 ve�!eJ m = eJm + h eJm+1 vektörlerinin Lorentzian vektörel çarp¬m¬aşa¼g¬daki şekildedir:

�!eJ n �L
�!eJ m =

���������
�i �j keJn eJn+1 eJn+2eJm eJm+1 eJm+2

���������
=

��!
J n �

�!
J m +

�!
J n+1 �

�!
J m+1

�
+ h

��!
J n+1 �

�!
J m +

�!
J n �

�!
J m+1

�
(4.5)

= (�1)n 2nJm�n (1� h) (2i+ j + k) : (4.6)

·Ispat.
�!eJ n =

� eJn; eJn+1; eJn+2� ve �!eJ m =
� eJm; eJm+1; eJm+2� vektörlerinin Lorentzian

vektörel çarp¬mlar¬

�!eJ n �L
�!eJ m =

��!
J n �

�!
J m +

�!
J n+1 �

�!
J m+1

�
+ h

��!
J n+1 �

�!
J m +

�!
J n �

�!
J m+1

�
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ile verilir, burada
�!
J n = (Jn; Jn+1; Jn+2) Jacobsthal vektördür.

�!
J n �

�!
J m = �i (Jn+1Jm+2 � Jn+2Jm+1) + j (JnJm+2 � Jn+2Jm)

+k (JnJm+1 � Jn+1Jm)

= �i (�1)n 2n+1Jm�n + j(�1)n+12nJm�n + k (�1)n+1 2nJm�n

= (�1)n+1 2nJm�n (2i+ j + k) (4.7)
�!
J n+1 �

�!
J m+1 = �i (Jn+2Jm+3 � Jn+3Jm+2) + j (Jn+1Jm+3 � Jn+3Jm+1)

+k (Jn+1Jm+2 � Jn+2Jm+1)

= �i (�1)n+1 2n+2Jm�n + j(�1)n2n+1Jm�n + k (�1)n 2n+1Jm�n

= (�1)n2n+1Jm�n (2i+ j + k) (4.8)
�!
J n+1 �

�!
J m = �i (Jn+2Jm+2 � Jn+3Jm+1) + j (Jn+1Jm+2 � Jn+3Jm)

+k (Jn+1Jm+1 � Jn+2Jm)

= �i (�1)n+1 2n+2Jm�n�1 + j(�1)n2n+1Jm�n�1 + k (�1)n 2n+1Jm�n�1

= (�1)n2n+1Jm�n�1 (2i+ j + k) (4.9)
�!
J n �

�!
J m+1 = �i (Jn+1Jm+3 � Jn+2Jm+2) + j (JnJm+3 � Jn+2Jm+1)

+k (JnJm+2 � Jn+1Jm+1)

= �i (�1)n 2n+1Jm�n+1 + j(�1)n+12nJm�n+1 + k (�1)n+1 2nJm�n+1

= (�1)n+12nJm�n+1 (2i+ j + k) (4.10)

oldu¼gunu aşa¼g¬daki eşitlikleri kullanarak elde ederiz:

JnJm+1 � Jn+1Jm = (�1)n+1 2nJm�n;

Jn+1Jm+2 � Jn+2Jm+1 = (�1)n 2n+1Jm�n;

Jn+2Jm+3 � Jn+3Jm+2 = (�1)n+1 2n+2Jm�n;

Jn+1Jm+3 � Jn+2Jm+2 = (�1)n 2n+1Jm�n+1;

Jn+2Jm+2 � Jn+3Jm+1 = (�1)n+1 2n+2Jm�n�1;

Jn+1Jm+1 � Jn+2Jm = (�1)n 2n+1Jm�n�1;
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JnJm+2 � Jn+1Jm+1 = (�1)n+1 2nJm�n+1;

JnJm+2 � Jn+2Jm = (�1)n+12nJm�n;

Jn+1Jm+3 � Jn+3Jm+1 = (�1)n2n+1Jm�n;

Jn+1Jm+2 � Jn+3Jm = (�1)n2n+1Jm�n�1;

JnJm+3 � Jn+2Jm+1 = (�1)n+12nJm�n+1:

Buradan,

�!eJ n �L
�!eJ m =

��!
J n �

�!
J m +

�!
J n+1 �

�!
J m+1

�
+ h

��!
J n+1 �

�!
J m +

�!
J n �

�!
J m+1

�
=

�
(�1)n+1 2nJm�n + (�1)n2n+1Jm�n

+h
�
(�1)n2n+1Jm�n�1 + (�1)n+12nJm�n+1

��
(2i+ j + k)

= (�1)n 2nJm�n

+h
�
(�1)n2n+1Jm�n�1 + (�1)n+12n (Jm�n + 2Jm�n�1)

�
(2i+ j + k)

= (�1)n 2nJm�n (1� h) (2i+ j + k)

elde edilir.

Teorem 4.0.11
�!eJ n,

�!eJ m ve
�!eJ l hiperbolik Jacobsthal vektörler olsun.

�!eJ n = Jn + hJn+1,�!eJ m = Jm + hJm+1ve
�!eJ l = Jl + hJl+1 vektörlerinin Lorentzian iç ve vektörel çarp¬mlar¬

aşa¼g¬daki şekildedir:��!eJ n �L
�!eJ m;

�!eJ l

�
= 0:

·Ispat.
�!eJ n �L

�!eJ m =
��!
J n �

�!
J m +

�!
J n+1 �

�!
J m+1

�
+ h

��!
J n+1 �

�!
J m +

�!
J n �

�!
J m+1

�
ve
�!eJ l =

�!
Jl + h

�!
J l+1 oldu¼gundan,��!eJ n �L

�!eJ m;
�!eJ l

�
=

D�!
J n �

�!
J m;

�!
J l

E
+
D�!
J n+1 �

�!
J m+1;

�!
J l

E
(4.11)

+h
hD�!
J n �

�!
J m;

�!
J l+1

E
+
D�!
J n+1 �

�!
J m+1;

�!
J l+1

Ei
+h
hD�!
J n �

�!
J m+1;

�!
J l

E
+
D�!
J n+1 �

�!
J m;

�!
J l

Ei
+
D�!
J n �

�!
J m+1;

�!
J l+1

E
+
D�!
J n+1 �

�!
J m;

�!
J l+1

E
(4:7) ; (4:8) ; (4:9) ve (4:10) eşitlikleri kullan¬l¬r iseD

(2i+ j + k) ;
�!
J l

E
= (�1)n+1 2nJm�n (2Jl + Jl+1 � Jl+2) = 0D

(2i+ j + k) ;
�!
J l+1

E
= (�1)n+1 2nJm�n (2Jl+1 + Jl+2 � Jl+3) = 0
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oldu¼gundanD�!
J n �

�!
J m;

�!
J l

E
= (�1)n+1 2nJm�n

D
(2i+ j + k) ;

�!
J l

E
= 0D�!

J n+1 �
�!
J m+1;

�!
J l

E
= (�1)n2n+1Jm�n

D
(2i+ j + k) ;

�!
J l

E
= 0D�!

J n �
�!
J m;

�!
J l+1

E
= (�1)n+1 2nJm�n

D
(2i+ j + k) ;

�!
J l+1

E
= 0D�!

J n+1 �
�!
J m+1;

�!
J l+1

E
= (�1)n2n+1Jm�n

D
(2i+ j + k) ;

�!
J l+1

E
= 0D�!

J n �
�!
J m+1;

�!
J l

E
= (�1)n+12nJm�n+1

D
(2i+ j + k) ;

�!
J l

E
= 0D�!

J n+1 �
�!
J m;

�!
J l

E
= (�1)n2n+1Jm�n�1

D
(2i+ j + k) ;

�!
J l

E
= 0D�!

J n �
�!
J m+1;

�!
J l+1

E
= (�1)n+12nJm�n+1

D
(2i+ j + k) ;

�!
J l+1

E
= 0D�!

J n+1 �
�!
J m;

�!
J l+1

E
= (�1)n2n+1Jm�n�1

D
(2i+ j + k) ;

�!
J l+1

E
= 0

bulunur. Bu sonuçlar (4:11) te yerine yaz¬l¬rsa,
��!eJ n �L

�!eJ m;
�!eJ l

�
= 0 sonucu elde edilir.

Hierbolik Jacobsthal vektörleri için verdi¼gimiz teoremleri hiperbolik Jacobsthal-Lucas için

de benzer şekilde verebiliriz. Ayr¬ca, üçüncü dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas

vektörlerinin Lorentzian iç ve vektörel çarp¬mlar¬için de bu çal¬̧sma devam ettirilebilir.

Bundan sonraki çal¬̧smalarda bu problem üzerinde durulmas¬planlanmaktad¬r.
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