ZONGULDAK BULENT ECEVIT UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

HIiPERBOLIK UCUNCU DERECEDEN JACOBSTHAL VE JACOBSTHAL LUCAS
SAYILARININ OZELLIiKLERI

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZi

MUSTAFA ALTINSOY

ARALIK 2022



ZONGULDAK BULENT ECEVIT UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

HIiPERBOLIK UCUNCU DERECEDEN JACOBSTHAL VE JACOBSTHAL LUCAS
SAYILARININ OZELLIKLERI

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZi

Mustafa ALTINSOY

DANISMAN: Dr. Ogr. Uyesi Can Murat DIKMEN

ZONGULDAK
Arahk 2022



KABUL.:

Mustafa ALTINSOY tarafindan hazirlanan “Hiperbolik Ugiincii Dereceden Jacobsthal ve
Jacobsthal Lucas Sayilarmin Ozellikleri” bashkli bu calisma jiirimiz tarafindan
degerlendirilerek, Zonguldak Biilent Ecevit Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik

Anabilim Dalinda Yiiksek Lisans Tezi olarak oybirligiyle kabul edilmistir. 23/12/2022

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Can Murat DIKMEN ...
Zonguldak Biilent Ecevit Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Béliimii

Uye: Prof. Dr. Yiikksel SOYKAN
Zonguldak Biilent Ecevit Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimii

Uye: Dr. Ogr. Uyesi Inci OKUMUS e,
Istanbul Universitesi-Cerrahpasa, Miihendislik Fakiiltesi, Miihendislik Bilimleri
Bolimii

ONAY:

Yukaridaki imzalarin, ad1 gegen 6gretim tiyelerine ait oldugunu onaylarim. ol 120

Prof. Dr. Fikret GOLGELEYEN

Fen Bilimleri Enstitiistt Mudiiri



“Bu tezdeki tiim bilgilerin akademik kurallara ve etik ilkelere uygun olarak elde
edildigini ve sunuldugunu; ayrica bu kurallarin ve ilkelerin gerektirdigi sekilde, bu
calismadan kaynaklanmayan biitiin atiflart yaptigimi beyan ederim.”

Mustafa ALTINSOY



OZET

Yiiksek Lisans Tezi
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Bu caligmada, Horadam tarafindan 1996 yilinda tanimlanmis olan Jacobsthal ve Jacobsthal-
Lucas say1 dizilerinin genel 6zellikleri incelenerek (bakiniz [1]), ikinci dereceden hiperbolik
Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas ile {igiincli dereceden hiperbolik Jacobsthal ve Jacobsthal-

Lucas dizilerinin tanimlar1 ve bazi énemli 6zellikleri verilmistir (bakinmiz [2], [3]).

Birinci boliimde say1 dizilerinin genel tarihgesi ile bazi onemli say1 dizilerinin tanimlari

verilmistir.

Ikinci boliimde ikinci dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say1 dizilerinin tanimlari
verilerek bu dizilerin sagladiklar1 bazi 6zellikler verilmistir. Daha sonra, ikinci dereceden
hiperbolik Jacobsthal ve hiperbolik Jacobsthal-Lucas sayi dizileri tanimlanarak, Binet

formiilii, tireten fonksiyonu, Simson formiilii ve lineer toplam formiilleri verilmistir (bakiniz

[2]).

Ucgiincii boliimde ise once iigiincii dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say1 dizilerinin
tanimlar1 ve temel ozellikleri verilmis, daha sonra ii¢lincli dereceden hiperbolik Jacobsthal ve
hiperbolik Jacobsthal-Lucas say1 dizilerine ait Binet formiilleri, iireten fonksiyonlar1 ve bazi
Ozdeslikler elde edilmistir. (bakiniz [3]).



OZET (devam ediyor)

Son olarak, dordiincii boliimde hiperbolik Jacobsthal vektorleri tanitilmis ve bu vektorlerin

Lorentzian i¢ ve vektorel ¢arpimi lizerinde ¢alisilmustir.

Anahtar Kelimeler: Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say1 dizileri, hiperbolik Jacobsthal ve
hiperbolik Jacobsthal-Lucas say1 dizileri, hiperbolik Jacobsthal

vektorleri.
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In this study, the general properties of Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas number sequences,
which were defined by Horadam in 1996, were examined, (see [1]) and the definitions and
some important properties of second order hyperbolic Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas and

third order hyperbolic Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas sequences were given (see [2], [3]).

In the first chapter, the general history of number sequences and definitions of some

important number sequences are given.

In the second chapter, definitions of second order Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas number
sequences are given and some properties of these sequences are given. Then, second order
hyperbolic Jacobsthal and hyperbolic Jacobsthal-Lucas number sequences are defined, Binet

formula, generating function, Simson formula and linear sum formulas are given (see [2]).

In the third chapter, first the definitions and basic properties of the third order Jacobsthal and
Jacobsthal-Lucas number sequences are given, then the Binet formulas, generating functions
and some identities of the third order hyperbolic Jacobsthal and hyperbolic Jacobsthal-Lucas

number sequences are obtained (see [3]).



ABSTRACT (continued)

Finally, at the end of this chapter, hyperbolic Jacobsthal vectors are introduced and the
Lorentzian inner and cross products of these vectors are studied.

Keywords: Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas number sequences, hyperbolic Jacobsthal and

hyperbolic Jacobsthal-Lucas number sequences, hyperbolic Jacobsthal vectors.
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BOLUM 1

GIRIS

Ortagagin en biiyiik matematikgcileri arasinda adi gegen Leonardo Fibonacci’nin hayati ile
ilgili pek fazla bilgiye ulasilamamaktadir. Italya’da 1170’li yillarda Pisa sehrinde dogdugu
sanilmaktadir. Babasinin igi nedeniyle Bugia adli Kuzey Afrika limanina atandigi ve
burada Arap bir hocadan Fibonacci’nin matematik dersi aldig1 bilinmektedir. Hint Arap
sayilarim (1,2,3,...) boylece 6grenir. Fibonacci matematigi Araplardan alip Avrupa’nin
tanimasini saglayan kisi olarak da anilir. Fibonacci hakkinda bilgilere ulagsmak daha
cok yazmig oldugu kitaplar: ile miimkiin olmustur. Fibonacci'nin 1202’de yazdig1 “Liber
Abaci” kitabi ilk yazdig kitap olup bunun diginda “Practica Geometria” ( The Practice
of Geometry ) (1220), “Liber Quadratorum” (The Book of Square Numbers) (1225)
“Flos” (The flower) (1225) yazmig oldugu matematik alaninda diger kitaplardir. Eserleri
i¢inde en iinlii olan, Fibonacci sayilariin birbiriyle orani olarak elde edilen Altin Oran’in
anlatildigr “Liber Abaci” adl kitabidir. Bu kitabinda Fibonacci, bir arkadaginin tavsan
ciftligi ile ilgili oldugunu iddia ettigi bir problem sorar. Tavsan ciftligine ilk ay bir erkek
ve bir digi yavru tavsan konulmustur. Bir ay sonra erginlegen bu tavsanlar bir ¢ift yavru
doguruyor. Her ay erigsken hale gelen tavsanlarda yavru tavsan doguruyor. Tavsanlarin
olmedikleri kabul edilecek olursa, bu sekilde yavru dogurmaya devam ederlerse n. ayda
kag ¢ift tavsan ciftlikte olur diye sorar. Bu soru Fibonacci sayilariin elde ediligini verir.
Ciftlikte ilk ay bir ¢ift yeni dogmus tavsan olsun. Heniiz yavrulamadiklar: icin tavsanlar,
ikinci ayda da ciftlikte bir ¢ift tavsan vardir. Erigkin hale gelen bu tavsanlar bir cift
yavru verecekleri icin iiciincii ayda ciftlikte iki cift tavsan vardir. Dordiincii ayda dogan
¢ift dogurmayacak ancak anne ve baba bir ¢ift yavru yeniden yapacak ve ¢iftlikte dordiincii
ayda ii¢ ¢ift tavsan vardir. Tavsanlarin ¢ogalmasina bu gekilde devam edilerek n. aydaki
ciftlikteki tavsan ciftlerinin sayis1 F), ile gosterilirse, F; = 1 ve F5 = 1 olmak iizere, n > 1

i¢in Fj, 9 = F,,11 + F,, yineleme bagintisi ile bulunur. Yani ilk iki terim hari¢ sonraki her



terim kendisinden 6nceki iki terim toplanarak bulunur. Buna gore Fibonacci sayilar:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144,233, 377,610, 987, . ..

seklinde gosterilir. Fibonacci sayilarinin ardigik terimlerinden biiyiigii kiiciigiine oran-
landiginda elde edilen sayilar gittikce Altin Oran’a yakinsar. 1,618... sayisi olan Altin
Oran dogadaki canlinin ve cansizin seklinde ve yapisinda kargimiza ¢ikan uyum agisin-
dan en yetkin boyutlar: veren &zel bir orandir. Ornegin; ayciceginin sagdan sola dogru
ve soldan saga dogru merkezinden disari dogru cgikildiginda tane sayilarimin birbirine
oraninda, papatyada yapraklarin sayilarinda, cam kozalaginda, tiitiin bitkisinde, salyan-
gozun kabugunda, deniz kabugunda, Siileymaniye ve Selimiye camilerinde, insan viicu-
dunda, Mekke ve Kabe’de de goriilmektedir. Fibonacci say1 dizisi sayilar teorisinde biiytiik
oneme sahip olmasimin yaninda farkli bilim dallarinda da siklikla kullanilmakta ve daha
bircok yerde uygulanmaktadir. Italyan matematikci olan Edouardo Lucas (1842-1891) Fi-
bonacci say1 dizisinin baglangic sartlarini degistirerek ve Fibonacci sayilarinda kullanilan
bir terim kendisinden 6nceki iki terimin toplamina egittir kuralini uygulamis ve Lucas
say1 dizileri diye adlandirdigl yeni bir say1 dizisi tanimlamigtir. Bu say1 dizisi Ly = 2 ve
Ly, = 1 olmak tizere, n > 1 i¢in L, ;1 = L, + L,,_1, yineleme bagintisiyla elde edilir. Buna

gore Lucas sayilari
2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199, 322,521, 843, . ..

seklinde gosterilir. Fibonacci say1 dizisinde oldugu gibi dogada 123 sag sarmali ve 76
sol sarmali olan Lucas aygicekleri oldugu bilinmektedir. Bu dizilerden faydalanarak elde
edilen ve bilim diinyasinda ilgi uyandiran bagka say1 dizileri de vardir. Horadam (bakiniz
[4]) dizilerle ilgili yaptig1 ¢alismalarda, Pell ve Pell Lucas say1 dizilerinin tanimlari yap-
mig ve bu dizinin terimlerinin isimlerini Pell ve Pell-Lucas sayilar1 diye ifadelendirmistir.
Horadam (bakimiz [1]) Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say1 dizilerini aragtirmig, bu dizileri
agiklamig ve bu dizilerin arasindaki iligkiyi incelemistir. Ayrica Jacobsthal ve Jacobsthal-
Lucas sayilariin genel formiiliinii ve karakteristik koklerini vermistir. Ayrica, tanmimladig
bu dizilerin baz1 ézelliklerini bulup ispatlamigtir. Spickerman (bakimiz [5]) ¢aligmasinda,
Tribonacci-Lucas sayilarimn Binet formiillerine yer vermigtir. Melham (bakiniz [6]) Pell
ve Pell-Lucas sayilar: iizerine yaptig1 arastirmasinda, Pell ve Pell-Lucas sayilar ile ilgili

esitlikleri agiklamig, Fibonacci sayilar1 ve Pell sayilarini toplam formiilii ile gostermistir.



Fibonacci dizisi, Lucas dizisi, Pell dizisi, Pell-Lucas dizisi, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas
say1 dizileri ile ilgili ¢ok fazla ¢aligma yapilmis, birgok 6zdeslik bulunmustur. Caligmalarin
cogunda, elde edilen 6zdeglikler ve yapilan aragtirmalar, éncelikle Fibonacci say1 dizisine
yonelik olarak elde edilmis olup sonraki donemlerde diger say1 dizileri incelenip benzer
ozdeslikler bu say1 dizileri icin de elde edilmistir. Ornegin; Fibonacci say1 dizisindeki
herhangi bir terimi aradaki tiim terimleri hesaplamaya gerek kalmadan genel yoldan elde
edilisi; Jacques Philippe Marie Binet tarafindan verilmis ve zaman i¢inde diger say1 dizileri
ve polinomlar icin de literatiirde Binet formiilii ya da Binet benzeri formiil ismiyle ifade
edilen, genel terimi temsil etmek icin yararlanilan formiiller verilmigtir ([7]). Boylece
bu say1 dizileri ve polinomlarina yotnelik olarak, yeni bir¢ok ¢zdeslik Binet formiilleri

araciligiyla elde edilmistir. Fibonacci sayilarinin Binet formiilii:

2?2 — 2 — 1 =0 denkleminin kokleri oo = 1+2\/g7 8= 1_2‘/5 olmak {izere,
F, = o — "

a—p
bigimindedir. Benzer gekilde Pell sayilarinin Binet formiilii:
2?2 — 22 — 1 = 0 denkleminin kokleri v = %5, d= %ﬁ olmak tizere,
p =

a—p
bi¢imindedir.

Fibonacci sayilarina benzer olarak Narayana sayilari, 14. yiizyilda Hintli matematikci
Narayana tarafindan tanitilmigtir. Fibonacci’nin tavsan problemine benzer olarak, inek
ve buzag siirtisii problemi su sekilde verilir: Bir inek her yil bir buzag tiretir ve baglangic-
tan itibaren dordiincii yilinda her buzagi, her yilin baginda bir buzag: iiretir. 20 yil
sonra toplam kag¢ buzagi vardir? Bu problem, Fibonacci’'nin tavsanlarla ilgili problem-
ini ¢ozdiigii sekilde ¢oziilebilir (bakimz [7]). Eger n yil ise, o zaman Narayana problemi
Ny = 0,N; = 1, Ny, = 1, olmak iizere N, 3 = N,io + N,,n > 0 yineleme denklemi ile
modellenebilir (bakimz [8,9]). Ilk birkag terim

0,1,1,1,2,3,4,6,9,13,19, 28, ...

seklindedir. Bu diziye Narayana dizisi (Fibonacci-Narayana dizisi veya Narayana'nin
inekler dizisi ) denir.
Simdi literatiirde ¢ok kullanilan bazi say1 dizilerini tablo olarak asagidaki sekilde verebi-

liriz:



Cizelge 1.1 Literatiirdeki baz1 say1 dizileri

Say1 Dizileri Yineleme bagintilar: | Baslangi¢ degerleri

F,, Fibonacci E,=F, 1+F, > Fo=0F =1

L,, Lucas L,=L, 1+ L,_» Lo=2,L1=1

J,, Jacobsthal Jp=Jp1+2J, 9 Jo=0J=1

Jn Jacobsthal-Lucas Jn = Jn-1+ 2Jn—2 Jo=2,1=1

C,, Kompleks Jacobsthal | C, = J, + 1J,41 Co=1,Ci =141

D7 Dual Jacobsthal D) = J, +eJp1 Dl =¢,D{ =1+¢

P, Pell P,=2P, 1 +PFP, 5 | Fhb=0,P=1

@, Pell-Lucas Qn=2Qn-1+Qn2| Q=20 =2

gn Modified Pell In = 2qn-1 + Gn—2 Gp=1a¢=1

N,, Narayana Npys=Npp2a+ N, | Ng=0,N;=1,Ny=1
Son olarak, Kompleks sayilar i? = —1, i ¢ R ve z,y € R olmak iizere = + iy seklinde

tammlamir. Ayrica dual sayilar €2 = 0, ¢ ¢ R ve z,y € R olmak iizere x + ey seklinde
tammmlanir. Buna benzer olarak hiperbolik sayilar 2?2 = 1, h ¢ R ve z,y € R olmak
iizere = + hy seklinde tanimlanir. Bu sayilar yardimiyla hiperbolik ve dual Fibonacci ve
Fibonacci -Lucas say1 dizileri tanimlanmig ve bir ¢ok yazar tarafindan bu ¢alismalar diger
say1 dizilerine aktarilmigtir (6rnegin [1],[2], [10-16] gibi). Daha sonra kompleks, dual ve
hiperbolik sayilarin birlegtirilmesi ile hibrid sayilar olugturulmus ve bu caligmalar hibrid

sayllara taginmigtir (6rnegin [17] ve [18] gibi).



BOLUM 2

iKINCi DERECEDEN HIiPERBOLIiK JACOBSTHAL VE
JACOBSTHAL-LUCAS DiZiLERININ iNCELENMESI

Bu boliimde oncelikle ikinci dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas dizileri tizerinde
durulacak daha sonra hiperbolik sayilar ve hiperbolik Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas

dizileri iizerinde durulacaktir.
2.1 JACOBSTHAL VE JACOBSTHAL-LUCAS DiZiLERi

Tanim 2.1.1 Jkinci dereceden Jacobsthal dizisi {Jn}n>0 ile gosterilir ve Jy = 0,J; =1
baslangic degerleri ile birlikte

Ip = Jp-1+2J5-9 (2.1)
tkinct dereceden yineleme bagintis ile tamamlanar. Jacobsthal sayilarin ilk bir ka¢ terim-
min

0,1,1,3,5,11,21,43,85,171, 341, ...

oldugunu gorebiliriz. Benzer sekilde ikinci dereceden Jacobsthal-Lucas dizisi {j,}n>0 ile

gosterilir ve jo = 2, j1 = 1 baslangi¢c degerleri ile birlikte

Jn = Jn-1+ 2Jn—2 (2.2)
tkinct dereceden yineleme bagintist ile tamamlanir. Jacobsthal-Lucas sayilarin ilk bir kag
teriminin

2,1,5,7,17,31,65,127,257,511,1025, ...

oldugunu gorebiliriz. Negatif indisler i¢in Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilar, asagi-

daki gibi verilebilir.

Jon = 2 (Jomn = J1on), (2.3)

N =N =

j—n = 3 <j2—n - jl—n) (24)



n > 1 i¢in. Bu nedenle, negatif indisler i¢in Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas saylarindan
bazilar, siraswyla

43 =21 11 =5 3 -1 1

ve

—127 65 =31 17 -7 5 -1
7128 7647 32 7167 8 T4 2

olarak verilebilir.

Jacobsthal sayilarinin Binet formiilii, iirete¢ fonksiyonu, Simson formidilii ve lineer toplam
formiilii sirasiyla agagidaki esitlikler ile verilmigtir (bakimz [1], [19-21]).

o= (-1,

> 1
Jn ' = s
; . 1—x2— 222

Jpi1dn1 —J2 = (=1)"2" 1,

Jndn1 = Im1dn = (=1)"2" T 0, (2.5)
Imiodn — Imdnse = (=1)"T12" ], . (2.6)
Tndnir +2Jm1dn = Join, (2.7)
> g o= %(Jn+2 —1). (2.8)

k=0

Tanim 2.1.2 Jacobsthal-Lucas sayilarimin Binet formiili, trete¢ fonksiyonu, Simson for-

mili ve lineer toplam formiili siraswyla asagudaki egitlikler ile verilmistir (bakinaz [4],

[19-21]).
nio]n  1—2— 227
jn-i-ljn—l - ]721 - 9(_2)71—17

- . 1,
k=0
2.2 HIPERBOLIK SAYILAR

Hiperbolik sayilar H kiimesi su sekilde tanimlanabilir:

H={z=z+hy|h¢R, ?=12,ycR}.



Ek olarak, herhangi iki hiperbolik z; ve 25 sayisinin toplama, ¢ikarma ve carpma islemleri

su sekilde tanimlanir:

21 + Z9 = (l’l + hyl) + (1’2 + hyg) = ([L’l + IQ) + h (yl + yg) s

21 X 29 = (fL’l + hyl) X (56'2 + hyg) = T122 + Y1Y2 + h (SE’lyQ + y1m2) .
Ayrica, iki hiperbolik saymin boliinmesi su sekilde verilir:

2w thy (z1 + hyr) (w2 — hy) _ %2+ Y1y n p 1Y + Y122

2 T+ hys (w2 + hy) (2o — hyo) T3 — Y3 T3 — Y3

2z = x + hy sayisinin hiperbolik eglenigi
Z=2=z—hy

ile gosterilir. Burada z = 2z olduguna dikkat ediniz. Ayrica, sahip oldugumuz herhangi

bir z1, 25 ve z hiperbolik sayilar: i¢in

z21+22 = Z1+ 2,
z1 X 29 = Z1 X Zg,
Hz||2 = zxZ=g°—1y°

esitlikleri kolayca elde edilir. Hiperbolik sayilar hakkinda daha fazla bilgi i¢in (bakimz
[22-29]).

2.3 HIPERBOLIK JACOBSTHAL VE HIPERBOLIK JACOBSTHAL-LUCAS
DIiZiLERI

Hiperbolik Fibonacci dizisi Fiigen Torunbalct Aydin tarafindan galigilmig ve bunlarin
ozellikleri aragtirilmigtir (bakiniz [10]). Daha sonra Can Murat Dikmen bu g¢aligmay:
hiperbolik Jacobsthal dizisi igin yapmigtir (bakiniz [2]). Bu kisimda bu galigma iizerinde

durulacaktir.

Tanim 2.3.1 Hiperbolik Jacobsthal sayilar h?> = 1 ve h ¢ R olmak tizere j;] = h,

:]vl = 1+ h baslangi¢ kosullar: ile birlikte
Jo = Jy + by (2.10)
ile tanamlanir. Bu durumda hiperbolik Jacobsthal say dizisinin ilk bir kac terimi

h,1+h,1+3h,3+5h, 5+ 11h, 11 + 21h, 21 + 43h, 43 + 85h, ...



olarak hesaplanir. Kolaylkla goriilecegi gibi
Jn = Jp1+ 200 (2.11)

dir. Bunu gormek i¢cin

Jo = Jn+ hjn—i-l =Jp1+2J, 0+ h(Jn + 2Jn—1)
= (Jnor + hdy) +2(Jng + hdp_y) = Jp_y + 2],

1slemlerine yapabiliriz.

Tamim 2.3.2 Hiperbolik Jacobsthal-Lucas saylar h> =1 ve h ¢ R olmak iizere
}0 =2+ h, ;1 = 1+ 5h baslangi¢ kosullar: ile birlikte

Jn = Jn + hjnt1 (2.12)
ile tanamlanir. Bu durumda hiperbolik Jacobsthal-Lucas sayr dizisinin ilk bir kag¢ terima
2+ h,1+5h,54+7Th,7+ 17Th,17 + 31h, 31 + 65h, 65 + 127h, 127 + 257h, ...

olarak hesaplanir. Kolaylikla goriilecegi gibi

In = }n—l + 2}n—2 (213)

dir. Bunu gormek i¢in

jn - jn + hjn—H - jn—l + 2jn—2 + h(]n + 2jn—1)

- (jn—l + h]n) + 2(jn—2 + hjn—l) - En—l + 23/n—2

1slemlerine yapabiliriz.

Teorem 2.3.3 Eger jn bir hiperbolik Jacobsthal sayist ise

JIn
lim =2 — 9

n— oo Jn

dir.
Ispat. J, Jacobsthal sayis: icin

lim It _ )

n—00 Jn



oldugunu biliyoruz (bakimz [1]). Bu durumda bu limit degerini J, hiperbolik Jacobsthal

sayilar1 i¢in kullanirsak

lim Jn+1

n— o0 Jn

lim Jns1+ hdpio
n—00 Jn + thJrl

lim o1+ h(Jpg1 + 2J,)

n—oo I + th—H
Int1 + h(J}_:l + 2)

. ,]n

lim =

n—00 14 bzt

2+h(2+2) 2+4h
1+2h  1+2h

sonucunu elde ederiz. &

Simdi Binet formiiliinii verelim.

Teorem 2.3.4 Hiperbolik Jacobsthal ve hiperbolik Jacobsthal-Lucas dizisi i¢in Binet for-

malt

(7,,1:

1
3

((1+2h)2" = (1 =h)(=1)"),

Jn = (1+2h)2"+ (1 —h)(=1)"

ile verilir.

Ispat. J,

5 (2" — (—1)") Binet formiiliinii kullanarak

Jn - Jn+hjn+1

oldugu goriiliir.

Benzer sekilde j,, = 2" + (—1)" Binet formiiliinii kullanarak

Wl Wl =W

(2" — (—=1)") + h% (2" — (=1
()" (h—1)+ %2”(1 + 2h)

(14+2n)2" — (1 —h)(—=1)")

jn - jn+h]n+1
= "L (_1)11 +h (2n+1 4 (_1)n+1)

= (14+2h)2"+(1—h)(-1)"

oldugu goriiliir. &

kolaylik saglar.

(2.14)

(2.15)



Sonug 2.3.5 Hiperbolik Jacobsthal dizisi ve hiperbolik Jacobsthal-Lucas dizisi i¢in Binet

formdilii
i = %(1 F2R) (2" 4 (1= h)(=1)") (2.16)
Jn = (1+2R)(2" = (1 = h)(-1)") (2.17)

seklinde verilebilir.

Ispat. Hiperbolik Jacobsthal dizisi icin (2.14) Binet formiiliinii kullanarak

To = %(1 +2h)2" — (1 — h)(~1)" = %(1 +2h) (Qn - <11+_2};”‘) (_1)n>

(- (22 o)
) %(H%) <2n_ (1 —2h_—3h+2> (_1)">

= %(1 +2h) (2" + (1 — h)(=1)")

oldugunu goriiriiz.

Benzer gekilde hiperbolik Jacobsthal-Lucas dizisi i¢in (2.15) Binet formiiliinii kullanarak

Jo = ((14+20)2° + (1 - h)(=1)") = (1 +2h) (2” + <11+_2’2> (—1)">
1—h

= (1+2h) (2" + (m) (1— 2h) (-1)">

_ (142 <2n+ (1 —2h_—3h+2) (_1)n>

= (1+2n)2" -1 —-h)(—-1)")

oldugunu goriiriiz. B
Simdi, hiperbolik Jacobsthal ve hiperbolik Jacobsthal-Lucas dizisi i¢in iirete¢ fonksi-
yonunu verelim. Jacobsthal say1 dizisinin iireteg fonksiyonu igin [19-21] numarah kay-

naklara bakilabilir.

Teorem 2.3.6 Hiperbolik Jacobsthal ve hiperbolik Jacobthal-Lucas dizileri i¢in fireteg

fonksiyonu
2~ h+x
Jpr"t = —m/m/—— 2.18
; v 1 — a2 — 222 (2.18)
ve

~ W 24+h+(-1+4h)x
D nt" =

1—2—222

dir.

10



Ispat. Hiperbolik Jacobsthal dizisinin iiretec fonksiyonu icin

g(z) =Y J.a"
n=0

yazalim. Buradan

(1—2—22%)g(z) = i Joz" — xi Tz — 227 i Tz
n=0 n=0 n=0
— i :fnl,n . i :]ann-‘rl . Qi :fnxn.;_Q
n=0 n=0 n=0

= i Joz" — i Jpaa™ =2 i Ty_az"
n=0 n=1 n=2

= (Jo + Jix) — Jox + Z(jn — Jpt = 2Ty p)a"
n=2 et

=0

= Jo+ (i — Jo)x
elde edilir. Bu denklemi yeniden diizenleyip, jo =h ve jl = 1+ h oldugu kullanilirsa

($>_jo+(jl—jo)x_ h+x
g\¥) = 1—x—212  1—x— 222

sonucu elde edilir.

Benzer sekilde Jacobsthal-Lucas dizileri igin

g(x) =) _jor"
n=0

yazalim. Buradan

(1—z—22%g(z) = i;nx” - i;nx” — 222 i;nx"
n=0 n=0 n=0
— i}nxn . i}nljﬂrl o 2i}nxn+2
n=0 n=0 n=0
= Z}nl’n - Z}n—lxn —2 Z}n—?lﬂ
n=0 n=1 n=2

= (3/0 +}1$) - 5035 - Z(}n - }nfl - 2}7172/)56”
n=2 ;ro

= }o + (51 —;0)m
elde edilir. Burada, jo =2+ h ve j; = 1 + 5h oldugu kullanilirsa

}o+(}1—}0)$ 2+ h+ (-1+4h)x
g(x) = 2 2
l—2z—2z l—oz—2z

11



esitligi elde edilir. W

[14] kaynaginda Teorem 2.3 te bu sonug

~ . 2+4h+ (1 —4h)x
E In =
1—a2—222

seklinde yanlis yazilmigtir.
Simdi hiperbolik Jacobsthal ve hiperbolik Jacobsthal-Lucas dizisi i¢in lineer toplam for-

miillerini verelim.
Teorem 2.3.7 Hern > 0 i¢in

1
Z i = 5(Jny2 — (1 + 1)) ve Z]k 3 (Jn+2 = (1 + 5h)) (2.19)

lineer toplam formiilleri saglanar.

Ispat. Bunu gormek icin Jj, = Ji, + hJy,; yazanz ve asagidaki Jacobsthal dizisi i¢in (2.8)

toplam formiiliinii kullaniriz

ZJk— n+2_1)

Buradan

S =
k=0

B

(Je+hesa) =D e+ h Y Jen
k= =0

k=0
n+1
= ~(Joz— D +h>
k=1

(Jura—1)+h (%(JW, ) Jo)

1
(Jovz + hJnys) = 5(1+h)

NI~ N~ N

(Jnyz = (1+h))

elde edilir.
Benzer sekilde ;k = jr+hjr1 yazar ve agagidaki Jacobsthal-Lucas dizisi i¢in (2.9) toplam

formiiliinii kullanmirsak

Z]k ]n+2 - 1)

12



bulunur. Buradan

>
k=0

bulunur. &

> Ukt hire) =Y jk+h D> G
k=0 k=0 k=0
1 n+1
§(Jn+2 -1+ hZ]k
k=1
1 . 1 . )
§(Jn+2 —1)+h §(Jn+3 —1) = Jo
1 . ) 1
5(]n+2 + hjpis) — 5(1 + 5h)
1~
s — (14 50)

Simdi hiperbolik Jacobsthal ve hiperbolik Jacobsthal-Lucas dizileri i¢in birkac 6zdeslik

verelim.

Teorem 2.3.8 (Catalan ozdesligi) Yn, m € N i¢in asagudaki ozdeslikler gegerlidir:

~ .

Jn—l—mJn—m - J2 -

jn+mjn7m

n (="M= (=2 (AR,

9

—Jn = LR ("= (-2

Ispat. (2.14) Binet formiiliinii kullanarak,

Jn+mJn—m -

elde edilir.

Benzer sekilde (2.15) Binet formiiliinii kullanarak,

jn-l-mjn—m - ]721 =

~ 1
J? = 3 (14 2h)2mtm™ —

(1= h)(=1)""™)

((142h)2" — (1 — h)(=1)")?

(=2)" " (1= (=2)") (=1 +h)

(=2)"" (1= (=2)")* (1~ h)

Wl =

(14 2h) (1 —h) (2"+™ (=)™ " 4 (=)™ 2nm —

= (=14h)(-2)"" (2" +1-2(-2)")

= (~1+m) (=21 (-2)")

13

(1 +2hr)2"™ — (1 = h)(—=1)"™)

2(—1)"2")

(=2)"" (2" +1—2(=2)") (1+2h) (1 - h)

(1 +2Rr)2"™ + (1= h)(=1)"*™) (1 +2h)2"™ + (1 — h)(-1)"™™)
—((1+2h)2" + (1 = h)(—=1))*

= (20 (L Ry (2 (1) (1

2(—1)"2")



elde edilir. B
Catalan 6zdesliginde m = 1 alinirsa hiperbolik Jacobsthal sayilar ve hiperbolik Jacobsthal-

Lucas dizileri i¢in Cassini 6zdesligini elde ederiz.

Sonug 2.3.9 (Cassini ozdesligi) Yn,m € N i¢in asagidaki ozdeslik gegerlidir:

Jppidn—1 —J2 = (=2)" (1 -h).

}n—kljn—l - }Z =9 (_2)n_1 (_1 + h) :

Iyi bilinen d’Ocagne, Gelin-Cesaro ve Melham 6zdeslikleri de (2.14) veya (2.16) Binet for-
miilleri kullanilarak elde edilebilir. Bir sonraki teoremde hiperbolik Jacobsthal ve hiper-
bolik Jacobsthal-Lucas dizileri i¢in d’Ocagne, Gelin-Cesaro ve Melham 6zdegliklerinin

bulunusunu gosterecegiz.

Teorem 2.3.10 n ve m herhangi iki tamsayr olsun. O halde asagidaki 6zdeslikler dogru

olur:

(a) (d’Ocagne 6zdesligi)

< s~ 1
Toirn = T = 51 = ) (<1)"2" = (~1)"2")..

(b) (Gelin-Cesaro ozdesligi)

Toernerhuadoes = I = 5 (<2)" (h=1) (2" 413 (=2)" 7 + 1)

NeoR=

(c) (Melham 6zdesligi)

B |
InirInyadnis — Jnis = 3 (h—1)(=2)"" (2" = 5(-1)").

ispat .

(a) J, = 5 ((142n)2" — (1 — h)(—1)") Binet formiiliinii kullanarak,

Tt TuTudusn = = (142027 — (1= ) (=1)™) (1 +21)2" — (1 = )(~1)")

1
9
— % (L +2R)2™ — (1= h)(—=1)™) ((1 +2R)2""" — (1 — h)(—1)"*")

14



[((5+4h)2™ ™ 4 2(1 — h)(—1)™ " — (b — 1)(=1)"*12" — (h — 1)2" ! (—=1)")]

O =

—% [((5+4R)2m+ ™+ 4 2(1 — h)(=1)™ " — (h — 1)(=1)"2"* — (b — 1)2™(=1)""1)]

= (1= B) (<19 2 (1) — (1) (1]

= S(1= ) B-1)"2" — 3(-1)"]

= S B)[(-1)2" = (1))

elde ederiz.

(b) J, = L(1+2h) (2" + (1 — h)(~1)") Binet formiiliinde 2" = a ve (1 — h)(~1)" = b

alinirsa

TevrTurTuadacs = T = o1+ 20)* [(da+ ) 2o~ 6) (5~ ) (§ +) — (@ +b)']

1 a’® ab
= _—(41+4 2_2ab—0) | —+ = —1?
a1 ¢ +0h)[(8a ab b)(8+4 b)

— (a4 +b* + 4a®b + 6a%b? + 4ab3)]

1
= 5 (41+40n) [Gai”b + Zab3 — %a2b2> — (4a®b + 6a®b® + 4ab3)}

9 117

1 9
— (414 40h) | —ZaPh — Zab? — —L a2
81( +0)[ 1% 29 3¢ ]

= ;_21(1 — h)(=2)" [2a® + 2b* 4 13ab]
- ;_21(1 — h)(=2)" [2*"*' +4(1 — h) +13(=2)" (1 — h)]

_ (—?2”"‘1 [23n+1 (1—h)+(1—h) ont3 1 13 (_1)n 92n-+1 (1— h)}

= %(—2)” (h—1)[222 +13(-2)" > + 1]

elde ederiz.

(¢) Jn = (1 +2h) (2" + (1 — h)(~1)") Binet formiiliinde 2" = a ve (1 — h)(—1)" = b
alinirsa

~ o~ ~ 1
Jni1niodnse — Jops = 51+ 2h)* [(2a — b) (4a + b) (64a + b) — (8a — b)°]

15



= i(13 + 14h) [(—120a%b — 66ab®) — (—192a°b + 24ab?)]

7
= 5-(13+14h) [72a°b — 90ab?]

_ %(13 +14R)(1 — h)(—2)" [72.2" — 90(1 — h)(—~1)"]
_ % (h— 1) (~2)" (8.2" — 10 (1 — h) (—1)")

— %(_2)“ (82" (h—1) =20 (h —1)(=1)")

= (=) (=Y (@ - 51

elde ederiz. &

Teorem 2.3.10 (a) sikkinda m = n — 1 alinirsa

T T aduns = %(1 SR ((—1)"20 7 (—1)"2") = (1— h)(—1)r2n? (2.20)

n

Simson formiilii elde edilir. Ayrica (a) sikkinda eger ijj;L — j/mjnﬂ yerine jmﬂjn +

2Jijn_1 yazilirsa

~ o~~~ 1
Inir I+ 2Im Ty = 5 (54 40)27 7 4 2(1 = h) (=)™

—(h—1)(=1)™'2" — (h = 1)2" T (—-1)") + g ((5+4h)2™ "1 4+ 2(1 — h)(—1)™ !

+ (h=1)(=1)™ 2"+ (h— 1)2™(-1)")

L (G e = a1 - -y

elde edilir.
Benzer sekilde hiperbolik Jacobsthal-Lucas dizisi i¢in d’Ocagne, Gelin-Cesaro ve Melham

ozdeglikleri agsagidaki gibidir.

Teorem 2.3.11 n ve m herhangi iki tamsayr olsun. O halde asagidaki ozdeslikler dogru

olur:

(a) (d’Ocagne ozdesligi)

jm—l-ljn - jm}n—&-l = 3(_1 + h) [2m(_1)n -2 (_l)m] :

16



(b) (Gelin-Cesaro ézdesligi)

Jntodnitdn—1jn—2 — ju = 9(=2)" (1 — h) [22” 241 -13(-2)" 2} .

(c) (Melham 6zdesligi)

Jntint2inte = Juvs = 9(=2)"2 (h = 1) [2"* + 5(=1)"] .

ispat .

(a) (2.15) Binet formiiliinii kullanarak,

Jmatdn — Jminsr = ((1+20)2™7 + (1= h)(=1)™) (1 +2R)2" + (1 — h)(—1)")
— (1 +2R)2™ + (1 = h)(=1)™) ((1 + 2R)2"™ + (1 — h)(—1)"*)

54 4h)2™ T 4 2(1 — h)(—1)™ T 4 (R = 1)(=1)™T2" + (b — 1)27TH(—1)")

((5 4 4n)2m ™ 4 2(1 = h) (1) 4 (b — 1)(=1)"2" + (b — 1)2"(=1)")]

((
-
(—14+ R) [(—1)"H 120 4 27 (1) — (— )2 — om (= 1))
(=14 ) [B(=1)"2" = 3(~1)"2"]
3

(=1+R)[(=1)"2™ = (=1)"2"]

elde ederiz. Dikkat edilirse bu sonug [14] numarali makaledeki Teorem 2.5 te bulunan

sonuctan farklidir. Orada yanhg bir gekilde

Jret1dn = Jmdni1 = 3(=14h) (=2)" (=1)" = (=2)" (=1)")

sonucu yazilmigtir.

(b) Jjn = (14 2R) (2" + (=1 4 h)(=1)") Binet formiiliinde 2" = a ve (=1 + h)(=1)" = b

alinirsa

Jn2dnetn-1n—2 — Ju = (1+ 2h)* | (4a + b) (2a — b) (5 - b) (% + b) —(a+ b)ﬂ
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r 2
= (41 +40n) | (8a® — 2ab — 1) <% + %b — b2)

- (a4 +b* + 4a®b + 6a%b? + 4ab3)]

(7 7 69
= (41 + 40h) (Za?’b + Z—Lab?’ — §a2b2) — (4a°b + 6a*V* + 4ab®)

9 9 117
— (41 + 4 —Za3b — Zab® — = q2p?
( +0h)_ 4ab 4ab 8ab

- %9(—1 + h)(—2)" [2a® + 2b* + 13ab]
_ %(1 CR)(—2)" [22 4 41— h) — 13(=2)" (1 h)] (2.21)

= 9(=2)" 222 (1—h)+ (1 —h) — 13(=2)"*(1 — h)]

= 9(=2)"(1—h)[2" 2 +1-13(-2)""7]

elde ederiz. Yine dikkat edilirse bu sonug [14] numarali makaledeki Teorem 2.6 da

bulunan sonuctan farkhidir. Orada bizim buldugumuz sonucun —1 kati olan
9

§<_1 +h)(=2)" [22"" +4(1— h) —13(=2)" (1 — h)]

sonucu yazilmigtir. Dogrusu (2.21) satirindaki gibi olmaldir.

(€) Jn = (142h) (2" + (=1 + h)(—1)") Binet formiilinde 2" = a ve (=1 + h)(—1)" = b

alinirsa

Jnitintadnie — Jurs = (1+2h)° [(2a — b) (4a + b) (64a + b) — (8a — b)"]

13 + 14h) [(8a® — 2ab — b%) (64a + b) — (512a® — 192a°b + 24ab”® — b°)]

13 4 14h) [(—120a°b — 66ab®) — (—192a°b + 24ab?)]

( )
( )
= (13 + 14h) [72a*b — 90ab’]
(13 + 14h) (=1 + h)(=2)" [72.2" — 90(—1 + h)(—1)"]
9

(1—h)(=2)" (2" +10 (1 — h) (-1)") (2.22)
= 9(-2)" (2" (1 —h)+20(1—h)(-1)")
= 9(=2)""* (1 —h) 2" +5(—1)"]

elde ederiz. H
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Teorem 2.3.11 (a) sikkinda m = n — 1 alinirsa .

= Jnetdne = 3(=1h) [277(=1)" 427 (1)) = 9(1 = h)(=2)"! (2.23)

Simson formiilii elde edilir.

Bu boliimde hiperbolik Jacobsthal ve hiperbolik Jacobsthal-Lucas dizilerini ele aldik ve
baz1 6nemli 6zdeglikleri elde ettik. Sonraki boliimde bu dizilerin iigiincii dereden alindig:

zaman olusan yeni dzdesglikler iizerinde durulacaktir.
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BOLUM 3

UCUNCU DERECEDEN HIiPERBOLIK JACOBSTHAL VE
JACOBSTHAL-LUCAS DIiZILERININ INCELENMESI

Hiperbolik sayilar son zamanlarda cesitli yazarlar tarafindan incelenmistir. Once Ay-
din Fibonacci sayilar1 i¢in, Dikmen Jacobsthal sayilari icin tamimladi. Soykan bunu
Genellegtirilmig Fibonacci Sayilar: ve Pell sayilar: i¢in tanimladi. Daha sonra Tagyurdu
bunu Tribonacci ve Tribonacci-Lucas Dizileri igin tammlad: (bakiniz [2, 10,13, 15]).

Bu boliimde hiperbolik ti¢iincii dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilarini taniti-
yoruz ve yineleme bagintilari, Binet formiilleri, iirete¢ fonksiyonlar1 ve lineer toplam for-

miillerini elde ediyoruz.

3.1 UCUNCU DERECEDEN JACOBSTHAL VE JACOBSTHAL-LUCAS
DiZIiLERI

Ik olarak, bu kisimda {iciincii dereceden hiperbolik Jacobsthal ve iiciincii dereceden
Jacobsthal-Lucas sayilar1 hakkinda biraz bilgi verecegiz (bakimz [21, 30, 31]).

Tanmim 3.1.1 Ugiincii dereceden Jacobsthal dizisi {J7(l3)}n20 olmak iizere Jo =0, J, =1,

Jo =1 baslangi¢ degerleri ile
J® =g 4 g%, 429, (3.1)

tictinct dereceden yineleme bagintisy ile tanimlanir. Benzer sekilde tigiincii dereceden

Jacobsthal-Lucas dizisi {j7(13)}n20 olmak tizere j(()g) =2, jf’) =1, jéS) = 5 baslangi¢ degerleri
ile
3D =02+ 52+ 252

ii¢iincti dereceden yineleme bagintisy ile tansmlanar. Ugiineii dereceden Jacobsthal ve

tigtincti dereceden Jacobsthal-Lucas saylarindan bazilary sirasiyla
0,1,1,2,5,9,18,37,73, 146,293, ...
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ve
2,1,5,10,17,37, 74, 145, 293, 586, 1169, ...

dir.
Negatif indisler i¢in di¢iincii dereceden Jacobsthal ve tgiinct dereceden Jacobsthal-Lucas

saylary n > 1 i¢in asagidaki gibi verilebilir:

1
I8 = 5 (B -2 - I, (3:2)
. 1/, . .

Bu nedenle, negatif indisler i¢in tigtinci dereceden Jacobsthal ve tigtincii dereceden Jacobsthal-

Lucas saylarindan bazilar, siraswyla

ve

"'7_7_7_7__7_717_171
32 "16°8 4 "2

dir.

Yineleme bagintilarini ¢ozmek icin kullanilan standart teknikler ile, yardimci denklem ve

kokleri

—1FiV3
2

P2t —r—2=0,x=2vexr =

olarak bulunur. Son iki karmagik say1 birimin kiip kokii oldugundan bu sayilar
w1 = # ve wy = # ile gosterebiliriz. Buradan, iigiincii dereceden Jacobsthal ve

iiglincii dereceden Jacobsthal-Lucas sayilar: i¢in Binet formiilleri sirasiyla

J® = 2o <—_3 - 2“/‘3’> Wi + (—_3 s 2“/‘3’> wh

" 7 21 21
ve

8 3+ 2iv3 3—2iv3
'£3)=§2”+<+TZ\/_> waJr(TZ\/_) wh

olarak bulunurlar (bakimz [21] ).

Uctincii dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilarinin iiretec fonksi-yonlar: sirasiyla

> x
JB) g —
nZ:O n® 1—z—a%— 223
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ve

- (3).n 2 — 1z + 222
Zjnx = 2 3
— l—o—2%—2x

dir (bakimz [21]).
Uciincii dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilar: icin baz kullamish 6zdeslikler
Cook ve Bacon tarafindan [21)’de verilmistir. Bunlar:

Lineer toplam formiilii:

" JB , n # 0(mod 3) ise
PO/ SR 7 0mod3) e (3.4)
k=0 J,(Lle —1, n=0(mod3) ise
ij@) B jszl —2, n#0(mod3) ise (35)
k - ) .
k=0 jgl +1, n=0(mod3) ise
ve
3JW +P = 2mt (3.6)
i =319 = 2j7, (3.7)
—2, n=1(mod3) ise
I, — 4y = Y 3.9
I, n#1(mod3) ise
(
2, n=0(mod3) ise
iP =47y = -3, n=1(mod3) ise , (3.9)
| L n= 2 (mod 3) ise
i+ 59 = 3J9), (3.10)
(
I, n=0(mod3) ise
i - Jr(i)z = -1, n=1(mod3) ise , (3.11)
[ 0, n=2 (mod 3) ise
(301 2 2 2 -
) =9 (1) = 22 (3.12)

ozdeglikleridir. Biz bu formiil ve 6zdeglikleri hiperbolik iigiincii dereceden Jacobsthal ve

Jacobsthal dizileri i¢in bir sonraki kisimda gelistirecegiz.

3.2 HIPERBOLIK UCUNCU DERECE JACOBSTHAL VE JACOBSTHAL-
LUCAS DIZIiLERIi

[10]’da Aydin hiperbolik Fibonacci dizisini tanimlamig ve 6zelliklerini aragtirmigtir. [2]’de,

Dikmen hiperbolik Jacobsthal dizisini tanimlamig ve o6zelliklerini arasgtirmigtir. Daha
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sonra Tagyurdu, Soykan ve Gocen, Tribonacci, Tribonacci-Lucas, iiciincii dereceden Pell,
Pell-Lucas dizileri igin hiperbolik sayilar1 tammladilar. (bakimz [11,13,17]). Gerda-
Morales dual {igiincii dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas dizisini tanimlamis ve
ozelliklerini aragtirmigtir (bakiniz [31]). Bu boliimde hiperbolik iigiincii dereceden Ja-
cobsthal ve Jacobsthal-Lucas dizisinin tanimlanmakta ve 6zellikleri aragtirilmigtir. Elde
edilen sonuglar [3] makalesinde yayilanmisgtir.

h? =1 (h ¢ R) olmak iizere J\® = h, J2 = 1+ hve j¥ = 2+ h, ;¥ = 1+ 5h
baslangic degerleri ile birlikte. n.hiperbolik {i¢iincii dereceden Jacobsthal sayisi I ve n.

hiperbolik {iciincii dereceden Jacobsthal-Lucas sayisi :73(5’) sirasiyla

J& = J® 4 pg®) (3.13)
i® = O 4 p® (3.14)

esitlikleri ile tanimlanir. Bu esitliklerden kolayca elde edilen ilk birkac hiperbolik iigiincii
dereceden Jacobsthal sayisi ile hiperbolik ticiincii dereceden Jacobsthal-Lucas sayisi sirasiyla
h,1+h,1+2h,2+5h,5+9h,9+ 18h,18 + 37h, 37 + 73h, ...

2+ h,1+4+5h,5+10h,10 + 17h, 17 4+ 37h, 37 + 74h, 74 + 145A, ...
seklindedir. Burada
esitliginin saglandig1 gosterilebilir. Bunu gormek icin

n n

I = IO+ 0P = T2+ I, + 200+ h(I + D)+ 27,)
= (I + D)+ (I + a2 + 20+ ha D) = TP+ 0P, + 208,
yazariz. Benzer sekilde

39 =32+ 5325 + 237, (3.16)

oldugu gosterilebilir.
Simdi agsagidaki teoremden baglayarak tez ¢calismamizda elde edilen bazi sonuglar: vermeye
baglayabiliriz.

Teorem 3.2.1 j;(;’) hiperbolik di¢iincii dereceden Jacobsthal sayist i¢in

70)
lim =t
n—00 J7(13)

dir.

=2
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Ispat. Burada iiciincii dereceden Jacobsthal sayisi JP i¢in elde edilen

7®
lim ~ntl

limit degerini kullanacagiz. Buradan 77(13) hiperbolik iiciincii dereceden Jacobsthal sayisinin

tammim kullanarak

73) (3) (3)
lim Jf“ = lim —Jn+1 AN

_ ng + h(Jfl)l + 1)+ 273%)
=S EEyE)

J(3) J(S) J(3)

o th| et
, JIn JIn JIn
= )
1+ h Pe

_ 2HAR4+1+Y) 244k
N 1+ 2h 142n

sonucu elde edilir. B

Benzer sekilde hiperbolik ticiincii dereceden Jacobsthal-Lucas dizisi icin ardasik iki teri-

minin limitini hesaplayabiliriz.

Teorem 3.2.2 }7(13) hiperbolik di¢ciincii dereceden Jacobsthal-Lucas sayist i¢in

HO
lim L =

—oo (3
n ]7(1)

dir.

Ispat. Burada iiciincii dereceden Jacobsthal-Lucas sayisi j,(f’) icin elde edilen

j(3)
lim “%H =2
n—oo (3)

In

limit degerini kullanacagiz. Buradan ET(L?’) hiperbolik iiciincii dereceden Jacobsthal sayisinin
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tamminm kullanarak

~@3 3 3
. ]7(1421 _ oy .77(1421“‘}%}7(1422

—oo (3 o n—oo ;(3
o i) (’+hjn+1

(3
~ im ]n+1 + h(]n+1 +J( ) 4 237(1—)1)
n—o0 + hjn_t,_l

-(3) (3) .(3)
Jn+1 + h (jn—i-l In= )

P ik i)
= lim

n—o0 :(3)

1+h]n+1
]n
24+h(24+14+1) 244h

14 2h T 142

sonucu elde edilir. &

Bu sonucun ardindan, Binet formiiliinii verelim.

Teorem 3.2.3 Hiperbolik tgiinct dereceden Jacobsthal dizisi j,(LS) ve fdg¢linct dereceden

Jacobsthal-Lucas dizist %3) i¢in Binet formaili siraswyla

2 —3—2iV/3 —3+2iV/3
J = 22" (L+2h) + (T“f> wi (14 wih) + (%) wy (L4 weh) (3.17)

ve

3P = %2" (1+2h) + (M> n 3203

= wi (1 4+ wih) + <T> wh (1 4+ wah) (3.18)

seklinde verilebilir. Burada w, ve ws daha once oldugu gibi birimin karmasik kiip kok-

leridir.

Ispat. J, ® ve j,s) icin elde edilen

56 _ 20 —3—2iV/3 o —3+2iV/3 o
T 21 ! 21 2

ve

8 3+ 213 3— 213
j£3)=72”+<%“/_> w’f+(+\/_> wy
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Binet formiilerini kullanarak

3
I+ hJE),

2., [—-3-2ivV3\ .
?2+<T>”1+<

2
h( =27t

277,
?2 (1+2h)+< 7

oldugu gosterilir. Benzer sekilde

53)

In (3) + h]n+1

7 7

7

21

-3 —2iv3
21

3_ﬁ) (L enh) + (

N
+h (%2”*1 + (M) W

oldugu gosterilir. W

-3+ 21v3

34 2i/3
21

n+1

—342i/3

51 ) wy (14 w2h)

21 — 0
Bon (M) it (M) it
7 2

8 3+ 2iv/3 3 - 2iV/3
=2" (L+2h) + (#) W™ (1 4 wih) + (T

i 2@\/_> Wl (14 wah)

Hiperbolik iigiincii dereceden Jacobsthal dizisi i¢in Binet formiiliiniin agagidaki gibi ve-

rilmesi kullanigh olabilir.

Sonug 3.2.4 Hiperbolik ti¢iinci dereceden Jacobsthal dizisi ve hiperbolik di¢iincii derece-

23k+1 — 24+ h 23k+2 3
23k+2 + 3_|_ h 23k+3 1
2

1

7

J¥ = 1

n 7
1 k

2 14 h (2°F+H4 —

93k+3 _

\
p

23)

In 23k+4 _ g p (23k45 1 3

23k+5+3+h 23k+6+6

( (
( (
( (
(23k+3 +6+h (23k+4 9
( (
( (

Nl NI =

7

seklinde verilebilir.

+3))
)
)
)
)
)

9

?

Y

Y

Y

Y

n = 3k ise

n=3k+1 ise , (3.19)
n = 3k + 2 ise

n = 3k ise

n =3k +1 ise (3.20)
n =3k + 2 ise

Ispat. Hiperbolik iiciincii dereceden Jacobsthal dizisi icin (3.17) Binet formiiliinde n = 3k
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icin w} =wh =1 vew; = _1’;“/5 ve wy = #ﬁ oldugu kullanilarak

- 2 3 2i\/3 34 2iV/3
T = 22 (1+2m) + (TM) (1+wih) + (T“f> (1 + wah)

B 223k+—3—2i\/§+—3+2i\/§ N
7 21 21

23k 2 3 — 2i/3 -3+ 2iv3
+h ( + \/_wl + \/—wg

7 21 21
% (23]€+1 . h (23]€+2 + 3))

elde edilir. Aym sekilde n = 3k + 1 igin w} = w; = =3 ve Wi = wy = 2258 oldugu

kullanilir ise

j;(;g’) = 22” (14 2h) + <_3_—22\/§) wi (1 4+wih) + <M> wa (1 4+ wah)

7 21 21
2 —3—2i/3 —3+2iV3
— _23k+1
(7 + 21 w1 + 21 CL)Q) +
23k+3 3 _9/\/3 —3+2iV3
h 2 2
+ ( - -+ o1 wi + 51 Wy
1
— ? (23k+2 + 3 + h (23k+3 _ 1))

elde edilir. Son olarak n = 3k+2 igin W} = w? = # ve wlh = w3 = # oldugundan

21 21

I Py N -3 - 2i\/§w2 N —3+ 2z\/§w2 N
7 21 ! 21 2

23k 3 - 2i\/3 -3+ 2iV3
+h n 2\/__|_ + 2iv/3
7 21 21

~ 2 —3— — 21
J® = 2" (1+2h) + (3—“/3) w} (1+wih) + <3+—Z\/§) wh (1 + w2h)

% (23k+3 14+ h (23k+4 . 2))

elde edilir.

Benzer sekilde Hiperbolik iigiincii dereceden Jacobsthal-Lucas dizisi igin (3.18) Binet
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formiiliinde n = 3k igin w} = wf = 1 ve wy = ~HV3 ye 1, = =123 gldugu kullamilarak

N 9 iy
j® = §2” (1+2h)+ (M> wi (14 wih) + (3—Z\/§> wy (1 4+ wah)

7 7 7
_ §23k+3+2i\/§+3—2i\/§ N
7 7 7
3k-+4 . o
o (2 - 3+ ?\/gwl 3 ?\/g“”)

_ % (23k+3 +6+h (23k+4 . 9))

elde edilir. Aym sekilde n = 3k + 1 igin w} = w; = =3 ye 0 = w, = 1503 oldugu

kullanilir ise

- N .
7 = %2"(1 +2h) + (M> wi (1 + wih) + (M) wy (1 + wsh)

7 7
8 3+ 213 3— 213
_ [ Sgskt1 + z\/_w1 n Z\/_w2 n
7 7 7
25ht5 342iv3 ,  3-2iV3
+h ( — wi + ng
L oakia 3k-+5
= ?(2 94+ (27 +3)),
elde edilir. Son olarak n = 3k+2 igin w} = w? = 153 ve wy = w3 = 13 oldugundan

~ — 9
3P = 22”(1 +2h) + ( wi (1 +wih) + (%) wy (1 + wsh)

8 3+ 21v3 3 — 21v3
(_23k+2+ —+ /l\/_w2+ Z\/_w§> +

3+2z‘x/§)
7

o\7 7 ! 7
93k+6 2% — 9
+h( : +3+72\/§+3 72\/§>

= ; (2% + 3+ h (2%10 1 6))

bulunur. H
Simdi, hiperbolik ii¢iincii dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilar icin iireteg
fonksiyonu verelim. Uciincii dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilar icin iiretec

fonksiyonu i¢in (bakimz [21]).

Teorem 3.2.5 Hiperbolik di¢ciincii dereceden Jacobsthal saiylar, ve hiperbolik ti¢iincii derece-

den Jacobsthal-Lucas sayilar i¢in tirete¢ fonksiyonlar: siraswyla

[e.o]

h+x
JB) g —
— n & 1—2— 22— 223

(3.21)
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ve

—~@) . 2+ h+(=1+4h)x+ (2+4h)a?
Z]n = 2 3
— l—x—2*—-22

seklindedir.

Ispat. Hiperbolik iiciincii dereceden Jacobsthal sayilarmin iireteg fonksiyonu

g(z) =>_ JPa"
n=0

kullanarak,
(1—2—2*—22%g(x) = Z J®gn — Z J@®)gn — 2 Z J@®)gn — 943 Z JB) g
n=0 n=0 n=0 n=0
r Z jn?’)x” _ Z iss)xn+1 ol Z (77(13)mn+2 _9 Z jr(f)an
n=0 n=0 n=0 n=0
n=0 n=1 n=2 n=3
_ j0(3> i jl(?))aij j2(3)x2) _ jé?’)x— jl(s)xz _ jgi‘»)xz
F 73 73 73 n
n=3 ;6

_ (’féf’)) + (j(3) _ jéi%)) r— (j(gS) + (71(3) _ !72(3)> 22
elde ederiz. Yukaridaki denklemi yeniden diizenlersek, jég) =h, (71(3) =14+ h ve

j;(?’) =1+ 2h oldugundan

%3)+(ﬂ3)—%3))x—(%3)+ﬂ3)—ﬁ3))x2 Bt

1—x— 22— 223 o 1l—x— 22— 223

g(z) =

elde edilir.

Benzer sekilde, hiperbolik iigiincii dereceden Jacobsthal-Lucas sayilarinin iireteg fonksi-

yonu
fla)y =Y jPar
n=0
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esitligini kullanirsak,

(1—2—2*—22°%)f(zr) = i}f’)x" -z i}f)x" — 22 i;ﬁf’)x" — 277 i}g)x”
n=0
_ 23(3) n Z]n ntl 23(3) nt2 f:}r(f)xn%
n=0
= ZJ(S) " Z]ﬁlxn_zggﬂ 22]71 37"
- G +j;3>xf§;3>x2) s 7007 0
+Z Jn 1 37(1322 - 257(;2:3 z"

=0
- Jé)+<1§) i) e = (G0 +70 - 1)

elde edilir. Burada j§¥ =2+ h, j® =1+ 5k ve j§¥ = 5 + 10h oldugundan
~(3)

~(3) ~(3) ~(3) ~(3) ~(3)
Jo +<]1 —Jo ) (] T = J2 ) 24 h+(—1+4h)x + (2+4h) 2?
1—2— 22— 223 - 1—2— 22— 223

fz) =

elde ederiz. |

Simdi, hiperbolik iigiincii dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilarinin toplam

formiiliinii verelim.

Teorem 3.2.6 n > 0 i¢in,

no_ 1 _
S = 2 (78 + 279 = T + ) (3.22)
k=0

=~ 1/~ ~ ~ ~

Y0 =g (38502 + 239 = 8+ 567) (3.23)
k=0

dir.

Ispat. Burada iigiincii dereceden Jacobsthal toplam formiilii

ZJ %(,HQHJ 1)
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kullanirsak,

n

Zn: T = ()
k=0

k=0

3 3
= > IV +nd I

S

k=0 k=0
1 h 3 3
- 3 (2 +208 1) + 5 (I + 20 + 305, 1)
1
= 3 (Jn+2 ( J® 4G ) 1+ 1 (Jn+2 + IO, 4 2J® - ))
_ 1 3)
- §<J ), + 27 1+h<Jn+3—1>)
_ L Ly
- §(n+2+ T, + 2] (1+h))
1
= 3 (Jn+2 +2J®) —(1+ h))
sonug olarak,
Z I = (I +2J9 - I + )

elde etmis oluruz. Benzer sekilde, iigiincii dereceden Jacobsthal-Lucas toplam formiiliinii

21(3 (Jn+2 +2j - 3)

kullanirsak,

n

SR - 3 (i i)

(3 (3
= Jl(g)+hzjlg+)1

o

3 |l

=]

>
I

h
G825 — 3) +3 (Jfﬁz + 258 + 359, — 358 — 3)
32 (59 + g8 ) =3+ h (0 + 15 + 219 —9))
]7(1422 + 23(3) 3+ h <j7(1323 - 9))

3+ 0y + 2 - 31+ 30))

AAAAO

WIRWRFRWRFRWIFRW—

(Jfllg +2j® —3(1+ 3h)> :

elde ederiz, sonuc olarak
~3) ~
S = (2 -3+ )

bulunur. B
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Sonug 3.2.7 n > 0 i¢in, hiperbolik iticiinci dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas

sayrlarinan toplam formiilleri sirasiyla

i f,f’) _ JT(EEI (1+2h), n # 0(mod 3) ise
s J (1+2h)—(1+h), n=0(mod3) ise
i;@ _ <jn+1 ) (1+2h), n # 0 (mod 3) ise
k=0 ’ <j,(L+1 + ) (14+2h) —3h, n=0(mod3) ise

seklindedir.

Ispat. Hiperbolik tictincii dereceden Jacobsthal formiiliinii kullanarak (3.4) ve (3.5),

ST = S (A )
k=0

k=0
3 3
B SRS S
k=0 k=0
B J,(l?fgl, n # 0 (mod 3) ise in Jﬁ)l, n # 0(mod 3) ise
J,(L:jzl —1, n=0(mod3) ise J,ﬁ)l —1, n=0(mod3) ise
+hJS = nJP

n+1 (14 R) + hJ, — ha$?, n # 0 (mod 3) ise
I A4+h)—1—=h+hJ® —hgP n=0(mod3) ise
n+1 (1+2h), n # 0 (mod 3) ise
n+1(1—|—2h) (1+h), n=0(mod3) ise '

elde ederiz. Benzer gekilde,

S = 3 (i)

(3 (3
S0 ny i
k=0 k=0

j,(l?ﬁl —2, n#0(mod3) ise “h jgl —2, n#0(mod3) ise
j,(i)l +1, n=0(mod3) ise j,(fil +1, n=0(mod3) ise

. 3 3
+hj75+1 hjil

(]7(;21 ) (1+h)+ hj,(fﬁl —2h, n # 0(mod3) ise

3
]éll

( ) 1+ h) + i@, — 2k, n=0(mod3) ise
(ﬁl 2) (1+2h), n % 0 (mod 3) ise

jn+1 (14+2h) —3h, n=0(mod3) ise .
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elde edilir. W
Simdi hiperbolik <ﬁ3)> tictincii dereceden Jacobsthal dizisi i¢in birkag 6zel 6zdeslik vere-

lim.

Teorem 3.2.8 Hiperbolik ticiincii dereceden Jacobsthal dizisi (ié‘”) ve hiperbolik ti¢iincii
dereceden Jacobsthal-Lucas dizisi G,(f)) 1¢cin

3I0 0 = (1 om),
GB35 — 9@

In = Z2n-3
( 1—2h, n=0(mod3) ise
J7g+2 —4J® = —2+h, n=1(mod3) ise ,
| 1+A, n =2 (mod3) ise
( 2—3h, n=0(mod3) ise
JP —4J® = —3+h, n=1(mod3) ise ,
| 1+2h, n =2 (mod 3) ise

57(321 +jr(7,3) ~ 3*]72?21’

( 1—h, n=0(mod3)ise
i® - Jr(szg = -1, n=1(mod3) ise ,
h, n = 2 (mod 3) ise

\

o\ 2 o\ 2
(G9) =9 (F9) = 20 (0 + 237, ) + 20 (G55, — 9098,
egitlikler: saglanar.

Ispat. [18] numarali makalede verilen formiilleri yerine yazdigimizda (3.6) kullanilarak;

370 £ 30 — 3 (Jé?’) +hJ), ) + 50 + hjy)
= 3JO +® +h (3J i +J£+)1)

— 2n+1 + h2n+2 — 2n+1 (1 =+ 2h)
elde ederiz. (3.7) esitligini kullanarak,

FONEY CRNE RSO R (J,(f') + hJSﬁl)
= j¥- 3J7(L3) +h (J}(fﬁl - 3J7§3+)1)

= 2j(3)3 + 2hj7(1322

n—
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elde ederiz. (3.8) esitligini kullanarak,

T =T = (S nall) =4 (S + )
= (I = 2a®) (12 - 40,

_ —2, n=1(mod3) ise “h —2, n=0(mod3) ise

1, n#1(mod3) ise 1, n#0(mod3) ise

1 —2h, n=0(mod3) ise
= —2+h, n=1(mod3) ise
1+h, mn=2(mod3) ise

elde ederiz. (3.9) esitligini kullanarak,

7O -7 = (O + ) -4 (79 +hIlh)

= (jﬁf’) - 4Jq§3)) +h (97(1?1 F 4J7(321)

2, n=0(mod3) ise 2, n+1=0(mod3) ise
= -3, n=1(mod3) ise +hq -3, n+1=1(mod3) ise
| 1. n=2(mod3) ise 1, n+1=2(mod3) ise
( 2, n=0(mod3) ise —3, n=0(mod3) ise
= -3, n=1(mod3) ise +4 1, n=1(mod3) ise
| L n=2 (mod 3) ise 2, n=2(mod3) ise
( 2—3h, n=0(mod3) ise
= —3+h, n=1(mod3) ise
| 1+2h, n=2 (mod 3) ise

elde ederiz. (3.10) esitligini kullanarak,

]ngl +j7(1 ) = ]nJrl + hjn+2 _'_jn + h]nJrl

3 3 3
= kP +h(3£+)2+32+)1)

3
375, +3hJ0),,
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elde ederiz. (3.11) esitligini kullanarak,

O =T = (394 nih) = (2 + nal)

= (GO = I8) +n (8 - 1)

;

I, n=0(mod3) ise I, n=2(mod3) ise
= —1, n=1(mod3) ise +hq —1, n=0(mod3) ise
0, n=2(mod3) ise 0, n=1(mod3) ise

1—h, n=0(mod3) ise
= -1, n=1(mod3) ise
e n = 2(mod 3) ise

elde ederiz. (3.12) kullanarak,

(@) o (@) = (P +hﬂn+1) —9 (0 +n2)
= (G (Jn+1)2+2hjn Jntn
{ IO + (I8 )+2hJ< JnH]
= [ -0+ [(0)" - o (4) ]
+2h (958, - 07PI5)
— 22 (50 4+ 2%, ) + 2n (G0 — 9 I,

elde ederiz. &

Hiperbolik {igiincii dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilarn h? = 1 (h ¢ R)
olacak gekilde jég) = h, jl( =1+hve 9(3) =2+h j(?’) = 1 + 5h basglangi¢ kosullar
ile birlikte n.hiperbolik {igiincii dereceden Jacobsthal sayisi I ve n. hiperbolik {iciincii

dereceden Jacobsthal-Lucas sayisi }7(13) sirasiyla

3
J® = J(3)+hJ7(H)1,
I = 50+ i,

esitlikleri ile tanimlanir.

Bu bolumde hiperbolik ticiincii dereceden Jacobsthal sayilarini tanimlamig ve yineleme
bagintilari, Binet formiilleri, iirete¢ fonksiyonlar1 ve toplam formiilleri aragtirilmigtir.
Diger yazarlar tarafindan dual hiperbolik, Tribonacci ve Tribonacci-Lucas sayilari (bakiniz

[10, 15]) ve hiperbolik genellegtirilmis Pell sayilar1 (bakiniz [13]) iizerine yeni ¢aligmalar
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vardir. Bu sayilarim dual formu [31]’de Cerda-Morales tarafindan galigilmigtir. Bu galig-
maya hiperbolik iic¢iincii dereceden Jacobsthal vektorlerini tanimlamak ve o6zelliklerini

aragtirarak devam edecegiz.
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BOLUM 4
HIiPERBOLIK JACOBSTHAL VEKTORLERI

Bu boliimde hiperbolik Jacobsthal vektorlerinin Lorentzian i¢ ve vektorel garpimlar: {i-
zerinde durulacaktir.
21 = (21, 29, 23) Ve 25 = (Y1, ¥2,y3) R? uzayinda iki vektor olsun. z; ve 2, icin Lorentzian

i¢ carpimi agagidaki sekilde tanmimlanir, (bakimiz [32] ve [33]),

2129 = (Z_f’ Z_2>>L = T1Y1 + T2Y2 — T3Y3. (4.1)

ﬁ . .
2 = (x1, 22, 23) igin

ve

saglanir. R3vektor uzayma (.,,); Lorentzian ig ¢arpim ile birlikle Lorentzian i¢ ¢arpim
uzay1 denir ve L' veya L3 ile gosterilir.

Bir hiperbolik Jacobsthal vektor

—

Jn = (j;w :]anrI; j:”LJrZ)

—

seklinde tamimlanir. (3.13) ve (3.15) esitliklerinden goriiyoruz ki J,, = (Jn, Jni1, Jni2)
ve 7n+1 = (Jnt1s Jnt2, Jurs) Jacobsthal vektorleri ve h? = 1 olmak tizere

—

— —
Jn: Jn+hjn+1

dir.

-

J », hiperbolik Jacobsthal vektoriiniin A € R skaleri ile ¢arpimi
= — —

A=A +hANJ 1
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— —

ile verilir. J, ve J,, vektorlerinin esit olmasi i¢in gerek ve yeter kosgul

I = JIn
Jnr1 = It
Jniz = Jmi2
Jn+s = Jmis

=
olmasidir. J, hiperbolik Jacobsthal vektoriiniin ilk birkag tanesi
Jo = (JOJIL) — (Jo+ hJv, Ty + hda, o+ hJs) = (h, 1+ h, 1+ 3h),
Tv = (JuFauds) = (B o, Ty Wy, Jo + BJi) = (14, 1+ 30,3+ 5h),

Ty = (j;j;,j;) (Jo + hs, Js + ha, Ju+ hJs) = (1 4+ 3h, 3+ 5h, 5 + 11h)

olarak bulunur. Simdi hiperbolik Jacobsthal vektorlerinin Lorentzian i¢ ¢garpimini verelim.

= = - =

Teorem 4.0.9 J,, ve J,, ikt hiperbolik Jacobsthal vektor olsun. J ,, ve J ,, vektorlerinin

Lorentzian i¢ ¢arpyma asagidak: sekildedir:

= =
< Jna Jm> = (ijn + 2Jm—i—lt]n—‘,-l - ']m+3<]n+3) (42)
L
+h(Jm+1Jn+2 + Jm+2Jn+1 - Jm+2Jn+3 - Jm+3Jn+2 + JnJm—H + JmJn+1)-

— _ —

ispat. Jn = (Jn, Jni1, jn+2> ve jm = (jm, jm+1, jm+2> vektorlerinin Lorentzian ig

carpimlari

<jn7 jm> = JnJm Jn+1Jm+1 L+2jm+2
L

+
(T4 (Fan T 8 [(To T (T T o

ile verilir, burada 7n (Jn, Jnt1, Jns2) Jacobsthal vektordiir. (4.1) kullanilarak

- —
< Jn7 Jm> = JnJm + Jn+1Jm+1 - Jn+2Jm+27
— —
<<]n+1a Jm+1> = Jn+1Jm+1 + Jn+2Jm+2 - Jn+3<]m+3a
H
< 79 Jm+1> - JnJm—H + Jn+1<]m+2 - Jn+2<]m+3a

é
J
— —
<Jn+17 Jm> = Jn+1Jm + Jn+2Jm+1 - Jn+3Jm+2

elde edilir. Yukaridaki dort denklemi yerine koyarsak istenilen (4.2) esitligi elde edilmis

olur.
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Yukaridaki teoremde m = n yazilirsa:

—

I n

- =
— < J s Jn> = (J2+ 20200 — J25) + 2h(Jpg1dnio + Jndnir — Jnsadnss) (4.4)
L L

Jnrs = 31 + 2J, yazilirsa

-
Jull = (242720 — BJusr +200)) + 20(Judnis — J2i0 — Juyadnin)
L
= (=3J2 = TJ2 = 12Jp11dy) 4 2h(=5Jp Jpiy — 4J7 — 2J74)
bulunur.

71 ve 7 vektorlerinin L3 Lorentzian uzayimdaki vektorel carpimi

i =k
AXLZ = | 27 @y 13 |=—i(T2yz — 392) + j (T1y3 — w391) + k (1192 — Toy1)
o Y2 Ys
ile tanimlanir.
— —

Benzer olarak J, ve J hiperbolik Jacobsthal vektorlerinin vektorel ¢arpimi iizerine

asagidaki teoremi verebiliriz.

= = = ~ ~
Teorem 4.0.10 J, ve J,, tki hiperbolik Jacobsthal vektor olsun. J, = J, + hJ,11 ve

—

Jm = jm + hij vektorlerinin Lorentzian vektorel carpimi asaqudakt sekildedir:

-1 —J k
- = - - .
Jn XL Jm = Jn Jn+1 Jn+2
j’m jm+1 jm+2
— — — — — — — —
- (Jn X T on A+ T i X Jmﬂ) +h (Jn+1 $ T om+ T X Jmﬂ) (4.5)
= (-1D)"2"Jpn(1—h)(2i +j+ k). (4.6)
. = ~ o~ ~ = ~ o~ ~
Ispat. J, = (Jn,JnH,JnJrg) ve J,, = (Jm,Jm+1,Jm+2) vektorlerinin Lorentzian

vektorel ¢arpimlar:

— —

jnx]L jm:<7nx7m+7n+1><7m+1)+h(Jn+1x7m+7nx7m+1>



ile verilir, burada 711 = (Jn, Jns1, Jnio) Jacobsthal vektordiir.

~|

n+1 X

<l

n+1

</

X

m+1

m—+1

=i (Jny1dmie = Jng2dmi1) + J (Indmrz — Jnradm)

+k (JoTmsr — Jns1m)

—i (=) 2" 4 (=) 2+ k(=D 2T,

(=)o T (204§ + k) (4.7)
—i (Jng2dmis — Jnysdmi2) + 5 (Jns1dmis — Jngzdmin)

+k (Joi1msa — Jns2Tmit)

—i (=) g4 (=12 g+ k(=) 2,
(=1)"2" Ty (20 + 5 + k) (4.8)
i (Jngodmyz — Jnssdmi1) + J (Fns1dmez — Jnysdm)

+k (Jpr1dms1 — Jnr2dm)

—i (=) 4 (D)2 + k(1) 2"
(=12 1 (2045 + k) (4.9)
—i (Jnp1dmys — Jnsadmi2) + J (Jndmss — Jnvadmi1)

+k (JoTmsa — Jns1Tmi1)

—i (=) 2 i A (D)2 i+ k(1) T 2"

(=)™ 2" T g1 (20 4+ 5+ k) (4.10)

oldugunu asagidaki esitlikleri kullanarak elde ederiz:

Jn+1<]m+2 - Jn+2<]m+1 -

Jn+2Jm+3 - Jn+3Jm+2 -

Jn+2Jm+2 - JnJrSJerl -

JnJm+1 - JnJrIJm =

Jn—i-lJm—‘rl - Jn+2<]m -

(
(
(
Jnt1Imi3 — Ing2dmya = (_1 n2n+ljm—n+1;
(
(



n+1
JnJm+2 - Jn+1<]m+1 - 1 2n m n+1,

n+1n
)" 2" T,

JnJm+2 - Jn+2Jm =

1 n2n+1Jm n—1,

(=1)
(=1)

Int1Imis — JnssImir = (= 1)n2n+1v]m n
Jns1dmie = Jnpsdm = (—1)
(=1)

n+1 n
JnJm+3 - Jn+2<]m+1 - ]- 2 m—n+1-

Buradan,

= - —

Toxe Jm = (J % T+ T 1 X Jm+1> +h(7n+1 % T+ T X Jm+1)
(=Dt 2n g, + (=1)"2" T,
Fh (=12 T+ (=120 )] (20 + 5+ K)
= (=1)"2"J
+h((— 1)”2"+1Jm et ()2 (T + 20 1)) (20 + 5+ )
)

= (=1)"2"Jpn (1= h) (20 +j+ k)
elde edilir.

= = = —
Teorem 4.0.11 J,,J,, ve J; hiperbolik Jacobsthal vektorler olsun. J,, = J, + hd,i1,

—

=
Jm=Jdn+ hdpive J; = J; + hJiq vektorlerinin Lorentzian i¢ ve vektérel ¢carpimlar:

asagqidaks gekildedir:

= = =
<Jn><L Jm,Jl>:O.

. = — — — — — —
fspat. 7, %1 Jn (J X Ton 4 T i X JmH) +h<Jn+1 X Ton+ T X Jmﬂ)
= — —
ve J; = J; + hJ 41 oldugundan,
= = = — —_ - — — —
<Jn %L J s Jl> - <Jn % T, Jl>+<Jn+1 % T i, Jl> (4.11)
— — — —
+h[<JnX Jmajl+1>+<Jn+1X Jm+1;Jl+1>]
— — — - —
+h [<Jn Jm+17 Jl>+<Jn+l X ms l>]

+
T
</

3

X
<] X
3

+

<l
+
~~———"
+
T
</

3

+

X
<l
3
R
+
~~———"

(4.7),(4.8),(4.9) ve (4.10) esitlikleri kullanilir ise

H
<(2i +J+k), Jl> = (=1)" 2" T (21 + Jip1 — Jig2) =0
—
<<2i +j+k), Jz+1> = (=" 2" T (2011 + Jiye — Jips) =0
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oldugundan

—

— - — B nal nJ B
T X Jmy Jy)y = (=1)"72"] (2i+j+k),J;)=0
— — — _ non+1 — _
Jn+1>< Jm+17=]l ( 1)2 J -n 2Z+j+k,c]l 0
— — = nat —
<Jn><Jm7Jl+1> = ( 1) 2nmn<22+]+k>‘]l+l>:0
— — — —
<Jn+1 X J a1, Jl+1> = (=12, n<<2@+]+k)a Jl+1> =0
— — — _(_qyntlogn ) ) =\
Jnx Jm+17Jl ( 1) 2Jmfn+1 (2Z+j+k>7jl =0
<7n+1 X 7m,7l> =~ <(2z‘ i+ k) ,7l> —0
— — — ntlon ) ) —
<Jn>< J m+1, Jl+1> = (=1)""2" T, n+1<(22+]+k)7 Jl+1>:0
7 - = B nentl ] ) — B
ni1 X Sy Jip1) = (F1)"2" 1 (20 4+ 5+ k), Jip) =0
= 2
bulunur. Bu sonuglar (4.11) te yerine yazilirsa, < Jn XL Jm, J1 ) =0 sonucu elde edilir.

Hierbolik Jacobsthal vektorleri i¢in verdigimiz teoremleri hiperbolik Jacobsthal-Lucas i¢in
de benzer sekilde verebiliriz. Ayrica, iiciincii dereceden Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas
vektorlerinin Lorentzian i¢ ve vektorel carpimlar icin de bu calisma devam ettirilebilir.

Bundan sonraki ¢alismalarda bu problem iizerinde durulmasi planlanmaktadir.
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