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1. GIRIS

Hiperbolik Geometrinin Tarihgesi

Hiperbolik geometrinin tarihgesi ile ilgili olarak burada verilenler, Felix Klein(1)
Roberto Bonola(2) ve Rosenfeld(3) e dayanilarak olusturulmustur. Bu tarihgeye
gegmeden dnce Oklid’ in bes temel postiilatmi vermekte fayda vardir. Ciinki
Hiperbolik Geometrinin gikisi bu bes temel postiilattan besincisine dayanmaktadir.

1. Iki noktadan bir ve yalniz bir dogru geger.

2. Bir dogru siirsiz bir sekilde uzatilabilir.

3. Merkezi ve yaricapi verilen bir cember gizilebilir.

4. Biitiin dik a¢ilar egittir.

5. Farkli iki dogruyu kesen bir dogru bu iki dogru ile aym tarafta es agilar
olusturursa iki dogru veya bunlarn uzantilar: birbirini kesmez. Bir baska deyisle

uzantilari birbirini keserse ayni tarafta olusan agilarin toplami 180° den kiigiiktiir.

Bu postiilatlarin besincisi olduk¢a karmagik bir yapiya sahip oldugu diistiniilmiigtiir.
ilk dort postiilat verildigi zaman, begincisinin asagida verilen paralellik postiilatina
denk oldugu kolaylikla goriilmektedir. Besinci postiilat yerine sik sik paralellik
postiilati da kullanilmaktadir.

Paralellik postiilati: Diizlemde bir nokta ve bu noktay: iizerinde bulundurmayan bir

dogru verildigi zaman, bu noktadan gegen ve verilen dogruya paralel olan bir tek

dogru vardrr,

iki bin yildan beri matematikgiler ilk dért postiilattan besinci postiilati elde etmeyc
caligmiglardir. Her bir durum igin ilave postiilatlar yaparak besinci postiilata
ulagmaya ¢alismiglar, her bir durumda da bu postiilatlarin gergekte bunlarin besinci

postiilata denk olduu sonucuna varmiglardir.



[lk dcfa orjinali 1533 de Basle de, daha sonra Barozzi tarafindan Latince olarak
Padua da basilan Proclus(400) un eserinde ilave postiilat olarak , bir dogru
verildiginde bir tarafindaki sabit uzakliktaki noktalarin bir dogru teskil ettigi
kabuliinii kullandig1 goriilmiistiir(4).

Bir ingiliz matematikgisi olan John Wallis(1616-1703), her {iggene verilen Slglilerde
benzer bir tiggenin var oldugu kabuliini kullanmigtir. Daha genel anlamiyla keyfi
bityiikliiktcki her figiire benzer figiirler vardir demigtir. Wallis’in bu fikri {inlii bir
Tiirk matematikeisi olan Nasiriiddin Tusi’ye dayanmaktadir(5).

italyan matcmatikgisi Girolamo Saccheri(1667-1733) iki agist 90° olan dértgenleri
gbz Oniinc almigtir. O bu dortgenlerde iki diisey dogrunun esit uzunluga sahip
oldugunu diisiinerck geriye kalan iki agmin 90° den kiigiik olabileceginin miimkiin

oldugu(non-Oklidyen hal) sonucuna varmistir(6).

Johann Heinrich Lambert (1728-1777) benzer konuda ilerlemis ve bunu daha da

genisletmeye ¢aligmigtir. Onun ¢alismalart 6liimiinden sonra (7) de basilmustir.

Gottingen matematikeisi olan Kastner(1719-1800) ise 6grencisi Kliigel’in(1739-
1812) tezinde paralellik postiilatina otuz farkli sekilde yaklagmaya galismistir(8).

19. yiizyilda bu konu iizerine oldukga yogun ¢aligmalar yapilmis ve besinci postiilati
degisik bir agidan incelemeye c¢alismiglar ve sonugta asafidaki postiilata

ulagmuslardir.

Diizlemde bir dogru ve iizerinde olmayvan bir nokta verildiginde, bu noktadan gecen

ve verilen dogruyva paralel birden cok dogru gecer.

Bu postiilat Oklidyen Geometrideki paralellik postiilat: gibi hiperbolik geometri veya

non-Oklidyen geometrinin temelini olugturmustur.



Bu degisimin alisiimadik neticeleri Non-Oklidyen geometrinin siirpriz 6zellikleri ve
temelleri olarak tanimlanmistir. Ornegin; bir {iggende i¢ agilarin toplami 180°
degildir, veya bir dogrunun her iki tarafindaki esit uzakliktaki noktalarin kiimesi
gergekte bir dogru degil egri teskil ederler vs.

Hiperbolik geometrinin tarihinde ti¢ profesyonel ikide amattr matematikei Snemli rol
oynamigtir. Amator matematik¢iler Schweikart(1780-1859) ve onun yegeni
Taurinus’tur(1799-1874). 1816 ya kadar Schweikart besinci postiilattan bagimsiz
olarak bir “Astral Geometry” adiyla bir geometri gelistirmistir. Yapmus oldugu
¢aliymalari bastirmamstir. Yegeni Taurinus ise 1824 yilinda bir Hiperbolik Geometri

clde ctmistir(9).

Profcsyoncl matematikgiler ise Carl Friedrich Gauss(1777-1855), Nikolai Ivanovig
Lobachevskii(1793-1856) ve Janos Bolyai(1802-1860) dir. Gauss’un kendi
malikancsindcki ¢aligmalarindan anlasiimaktadir ki, genglik yillarinda paralellik
postiilatini cle almig ve 1817 yilinda Non-Oklidyen geometrinin basit bir ifadesini
vermistir. O verdigi bu ifade de bazi kargilagtirmalar yapmis ve bildiklerini kiigiik
yorumlarla vermistir(10). Janos Bolyai nin babasi Farkas Wolfgang(1775-1856),
Gauss’ un 6grencilikten arkadastydi ve hayati boyunca onunla birlikteydi. Farkas da
hayatininin biiylik bir boltimiinti paralellik postiilatin1 ispatlamaya vakfetti fakat
basaramadi. Onun ¢aligmalarin biraktigt yerden oglu azimli bir sekilde devam ederek
1823 dc Hiperbolik Geometrinin temelini olusturdu. Bolyai’ nin yaptig1 ¢aligmalar
babasmm yazdig1 kitabin sonuna ilave edilerek 1832-33 de yaymlanmustir(11).
Lobachevskii® de  Non-Oklidyen Geometriyi genis bir sekilde ele almis ve onun
calismalar da 1829 ‘da yaymlanmistir(12).

Gauss, Bolyai ve Lobachevskii Non-Oklidyen geometriyi bir sentetik baz tizerinde
aksiyomatik olarak gelistirmis, bu geometrinin ne analitik anlamina ne de analitik
modellcrine bakmamiglardir. Bu matematikgiler kendi geometrilerinin tutarliligmi
ispatlama yoluna gitmemisler, non-Oklidyen geometride genis irdelemeler yaparak
hiikiimler vermislerdir. Yaptiklari caligmalarin tutarlilifi daha sonraki tarihlerde

kesfedilmisdir. Lobachevskii Oklidyen geometrinin trigonometrik formiillerine



dayanarak bir Non-Oklidyen trigonometri gelistirmistir. Hiperbolik Non-Oklidyen
geometrinin analitik ¢aligilmasina esas gercksinim Euler, Gaspard Monge ;fe
Gauss’un cgrisel ylizeyler tizerine yapmis oldugu c¢alismalarda ortaya ¢ikmustir.
1837" dc Lobachevskii, sabit negatif egrilikli egrisel yiizeylerin Non-Oklidyen
Geometride temsil edilebilirlifini dnermis, iki yil sonra yapilan ¢alisma yaymlanmis
ve bu ¢alisma sabit egrilikli ylizeyler {izerine genis bir ¢aliyma alani olugturmustur.
Bu ncdenle, literatiirde Hiperbolik uzaym bir difer ismi ise Lobachevskii uzayi

olarak adlandirilir.

Bernhard Ricmann(1826-1866),  ylizeylerin oldukca genis bir genellemesini
yapmistir(13). Bu ise giliniimiizde Riemann Manifoldlar1 olarak adlandiriimaktadir.
Ricmann’in ¢aligmalar bir sigrama tahtasi olmustur. Yapilar arasindaki bagmtilar
Eugenio Beltrami tarafindan 1868 de agik bir sekilde ortaya konmusgtur(14).
Oklidyen Geometri ne kadar tutarli ise non-Oklidyen Geometrinin de o kadar tutarls
oldugunun anlasiimast tizerine, non-Oklidyen geometri igin analitik modeller
kurularak ¢alismalar yapilmistir. Bu modellerin konformal ti¢ tanesi Henri Poincare

nin adiyla anilir. Poincare modelleri verirken komplex degerleri kullanmigtir(15).
Hiperbolik gcometri {i¢ temel konuda ilerleme kaydetmigtir.

(i) Kompleks degiskenler ve konformal déniisiimler: Poincare’nin Hiperbolik

uzay taniminin temelini olusturur.

(i)  Topoloji: Ozellikle Thurston’un 3-manifoldlarm geometrizasyonun
yapilandirmasi(16).

(iii)  Grup teori: Gromov’ un kombinatoryal grup teorisi(17).

Esascn hiperbolik geometri bu {i¢ konunun merkezinde yer almaktadir.
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Sekil 1. 1. Hiperbolik geometri ve diger alanlarla baglantist

Hiperbolik uzayin bes temel modeli ve bunlar arasindaki izometrik gecisler bu tezde
verilerek bu modellerden sadece Hiperboloidal model, Hiperbolik uzay olarak
alinmis ve ¢alismalar bu model {izerinde yapilandiriimistir. Non-Oklidyen Polihedral
geometride simplekslerin 6zellikleri oldukga genis bir yer tutmaktadir. Literatiirde
alan ve hacim hesaplari ile ilgili pek ¢ok ¢aligma yapilmis, fakat bugiine kadar non-
Oklidyen(Hiperbolik) geometride sadece {i¢ boyutta hiperbolik {iggenlerin,
dortgenlerin, besgenlerin vs. diizlemsel agilarinin verilmesi diginda simplekslerin

tepe agilart ile ilgili herhangi bir ¢alismaya rastlanmamuistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Oklidyen Uzay

n-boyutlu Oklid uzay: igin standart analitik model, n-boyutlu R” reel vektor uzayidir.
Bu calismada R” standart reel vektdr uzayr Oklid uzayr olarak alinacaktwr. R”
iizerindeki Oklidyen i¢ ¢arpim simetrik bilineer ve aym zamanda x # 0 icin <xx> >0
oldugundan non-dejeneredir. Dolayisiyla R” iizerindeki i¢ ¢arpim pozitif tanimlidir.

<, >, V vcktdr uzay1 iizerinde pozitif tanimli bir i¢ ¢arpim olsun. veV nin <, >

scklinde tanimli i¢ carpima gore normu
M=<v.,v >

scklinde tanimli bir reel sayidir. xeR” nin  Oklidyen i¢ ¢arpima gdre normu lxl ile

gosterilir.

Teorem 2.1.1. (Cauchy-Schwarz esitsizligi): <, >, V reel vektdr uzay: {izerinde

pozitif tanimli bir i¢ ¢arpim olsun. u,veV igin;

2

v

<u,v>’<u

csitsizligi vardir.

Ispat: (18,19) dan goriilebilir.

Tanim 2.1.2. x, y eR” olmak iizcre, iki vektor arasmdaki Oklidyen uzaklik ;
dp(x,y)=|x -]

scklindc tanimlanir,



Teorem 2.1.3. d, Oklidyen uzaklik fonksiyonu R {izerinde bir metriktir.
Ispat: (18-20) dan goriilebilir.

Tamm 2.1.4. R" {izerinde tanilanan d, metrigine Oklid metrigi denir. Dolayistyla
Oklid uzay1 bir metrik uzaydir(18-20).

Tamm 2.1.5. X ve Y iki metrik uzay olmak tizere, herx, y € X igin, ¢: X > Y

dontistimii
dy (¢(x),4(y)) = d (x,)
csitlidini sagliyorsa ¢ ye bir izometri denir. ¢ doniisiimii birebir ve Orten bir

doniisiimiidir. E” den kendisi {izerine tanmmli izometri Oklidyen izometri olarak
adlandirilir(18-19).

Tanum 2.1.6. ¢: R — R" doniisiimiiniin bir ortogonal doniigiim olmas: i¢in gerek

ve yeter sart herx, y € R” igin;
<9(x),P(y) >=<x,y >
olmastdir(19).
Tamm 2.1.7. [a,b], R de kapali bir aralik ve a <b olmak iizere, y : [a,b] — X siirekli
fonksiyonuna X metrik uzayinda bir efri denir. |

Iiger X - 197 ise y cgrisinin lincer olmast igin gerck ve yeter sart, her t €[a,b] i¢in;

v(a + t(b-a)) = y(a) + t(y(b)- v(a))

olmasidir(19).



Tanim 2.1.8. E" nin x,y,z gibi {i¢ noktast igin y = x+(z-x) olacak sekilde bir t e [0,1]
recl sayist varsa bu ii¢ noktaya dogrusaldir denir(19).

Tanim 2.1.9. [ab], R dc kapali bir aralik ve a < b olmak {iizere, o : [a,b] &> X
dontisiimit  uzunluk koruyan siirekli fonksiyon ise, a ya X metrik uzaymda bir

jeodezik yay denir(19).

Tamim 2.1.10. Bir X metrik uzayinda, x, y € X i¢in, o : [a,b] > X jeodezik yaymin

goriintiisiine basglangig noktast x, bitig noktast y olan jeodezik parga denir(19).
Sonug 2.1.11. E" nin jeodezik pargalari kendisinin dogru pargalaridir(19).

Tanmm 2.1.12. X bir metrik uzay olsun. x, y € X ayrik ¢ifti i¢in, x ve y yi igeren bir
tck jeodezik parga varsa X metrik uzayma jeodezik olarak konveks dir denir(19).

Tamm 2.1.13. Bir X metrik uzaymda bir jeodezik, A : R —> X seklinde bir jeodezik

dogrunun goriintiisiidiir(19).
Sonug 2.1.14. E" nin jeodezikleri kendisinin dogrularidir(19).

Tamm 2.1.15. E" Oklidyen uzayda bir koordinat sistemi {x,, x2,...,%,}olmak tizere;
Z ax,+b=0
i=1

ilc tanimlanan hiperdiizlem B olsun. E” de

B, = {P| Z":a,.x,.(P)+b >0(<0),PeE"}
i=]



scklinde tanimlanan alt uzaya yan uzay denir(18). BUB,; kiimesine kapali yari-uzay

denir.

2.2. Kiiresel Uzay

n-boyutlu kiiresel geometri igin standart model;
S"={xeR™:|x|=1}

ilc tantmlanan R™' in S” birim kiiresidir. §” tizerindeki Oklidyen metrik;
dp(x,y)=|x—y]

ilc verilir. Fakat bu metrik R™' in vektdr yapisina dayanilarak verildiginden S" ye

0zgl bir metrik degildir.

Tanim 2.2.1. x,y €S" iki vektor ve bu iki vektér arasindaki Oklidyen ag1 6(x,y)

olsun. x ve y arasindaki kiiresel uzunluk;
ds(x, ) =0(x,)

scklinde bir reel sayidir. Burada 0 <d(x,y) <z ve dy(x,y) =7z olmas! i¢in gerek
ve yeter sart y = -x olmasidir. Eger y = -x ise x ve y vektorlerine antipodal dir
denir(19,20).

Teorem 2.2.2. d kiiresel uzunluk fonksiyonu S” {izerinde bir metriktir.

Ispar. (19) dan goriilebilir.

Tanim 2.2.3. d; metrigi ile birlikte S” uzay: kiiresel n-uzay olarak adlandirilir
(19,20).
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Tamm 2.2.4. S” nin bir biiyiik gemberi R™" in iki boyutlu alt vektdr uzay1 ile S” nin
arakesitidir. x, y € 8" iki farkli nokta olsun. x, y lineer bagimsiz ise, R™ in V(x,y)
ilc gosterilen iki boyutlu bir alt uzaymi gererler. Béylece, S(x ,y) = S"MN V(E ,y)
kiimesi, x ve y yi igeren S” min bir bilyiik gemberidir. S” nin jeodezikleri onun

bityiik gemberleridir(19).

Tamim 2.2.5. S™ nin bir hiperbolik m-diizlemi, R™ in (m+1)-boyutlu alt vektdr

uzayi ile S"nin arakesitidir(19). S” nin kiiresel 1-dlizlemi onun kiiresel dogrulari,

kiiresel (n-1)-diizlemi onun hiperdiizlemi olarak adlandirilir.

2.3. Lorentz Uzay1

x, v € R" iki vcktor ve n> 1 olsun. x ile y nin Lorentzian i¢ ¢arpim;

<X, P>, = =X Yt X Vo F XY, [2.1]

ile tanimlanan indefinit bir i¢ ¢arpimdir. Bu i¢ ¢arpimla birlikte R” uzayma Lorentz

uzayi denir ve R" ile gosterilir(19). R uzaynda bir x vektdriiniin Lorentz normu;
Hr[[ < x,x >, %
ile, x vey vektoriiniin Lorentz uzunlugu;

d,(x,y)= Hv - _v|[

ilc tanimlanir(19).
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Tanim 2.3.1. R Lorentz uzayinda, ||.x|] =0 olacak sekildeki biitiin x lerin kiimesine,

yani;

p a2 2 2
{xeR'| x, =x; +...+%,,}

scklindeki C"' kiimesine 1g1k-konisi (light-koni) denir. ||xl| =0 ise x vektoriine 151k

benzeri(light-like veya null) vektor denir(19,21).

Tanim 2.3.2. x€ R igin, |x|>0 ise x vektdrine uzay benzeri(space-like) vektor

denir. C""' hiperkonisinin digi; R, nin uzay benzeri vektdrlerden olusan agik alt

kiimesidir(19,21,22).

Tanom 2.3.3. xe R]" igin, xH <0 oluyorsa x vektriine (time-like) vektdr denir. C™'

hiperkonisinin i¢i; R/ nin zaman benzeri vektdrlerinden olusan agik alt kiimesidir.

Eger, x, > 0(x, <0) ise x vektoriine pozitif(negatif) zaman benzeri denir(19,21,22).

Tamm 2.34. x , y €R/ igin, <x,y>,= 0 oluyorsa x , y vektorlerine Lorentz

ortogonal dir denir(19).

Teorem 2.3.5. x , y vektorleri, R;' de sifirdan farkli Lorentz ortogonal iki vektSr

olsun. Eger x vektorii zaman benzeri ise, y vektorii uzay benzeridir.
Ispat: (19) sayfa 60-61 den goriilebilir.
Onerme 2.3.6. R} nin bir V alt vektdr uzaymin;

1) Zaman benzeri olmas! i¢in gerek ve yeter sart V nin en az bir zaman
benzeri vektore sahip olmasidur,
2) Uzay benzeri olmasi i¢in gerek ve yeter sart V deki sifirdan farkli her

vektoriin uzay benzeri olmasidir,
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3) Istk benzeri olmast igin gerek ve yeter sart V deki sifirdan farklt her
vektor igin x| =0 olmasidir(19,21).

Ispat. (19) sayfa 61 den goriilebilir.

Tamm 2.3.7. xvey, R de pozitif(negatif) zaman benzeri iki vektor olsun.

<x,y>,= —“x”” y||cosh(x, )
olacak sckilde negatif olmayan bir tek 77(x,y) reel sayisi vardir. x ve y arasindaki

Lorentz zaman benzeri (time-like)agi, 7(x, y) olarak tanimlanir(19,22).

2.4. Hiperbolik ve de Sitter Uzay

S R" ve S = {x e RMM<x,x>,= 1} kiimesine n-boyutlu birim pseudo-kiiresel

uzay (dc Sitler uzayr), Hj = {x € R{’”|< X, X >= —1}A kiimesine de n-boyutlu birim
pscudo-hiperbolik uzay denir. H; uzaymm iki baglantili bileseni Hy, ve H_

olmak iizcre, bu bilesenlerin her biri n-boyutlu hiperbolik uzaymn bir modeli olarak

alinabilir. Biz literatiire bagli kalarak hiperbolik uzaym modeli olarak pozitif

bileseni gdz oniine alacagiz, yani; H*, = H" < R™ olarak alacagiz.
R 0,+ 1

Tanim 2.4.1. x,y € H" c R™ ve x ile y arasmdaki Lorentzian zaman benzeri agi

77(x, y) olsun. x ve y arasmdaki hiperbolik uzunluk;

d, (x,y)=n(x,y)

scklinde tanimlt bir reel sayidir. <x,y >, = —”x“” y||cosh 77(x,y) oldugundan;

coshd, (x,y)=—-<x,y>,

olur(19,21).
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Teorem 2.4.2. d,, hiperbolik uzunluk fonksiyonu H” tizerinde bir metriktir.

Ispat: (19) dan goriilebilir.

Tamm 2.4.3. d, metrigi ile birlikte H" wuzayr hiperbolik n-uzay olarak
adlandimlir(19).

Tanim 2.4.4. H" nin bir dogrusu R in iki boyutlu zaman benzeri alt vektor uzay:
ile H"nin arakesitidir. x, y € H" vektorleri R™ in V(x ,y) ile gdsterilen iki boyutlu
bir zaman benzeri alt uzaymi gererler. Béylece, L(x ,y) = H"N V(x,y), x, y den

geeen igeren H™ nin bir dogrusudur. Buna gére, H" nin jeodezikleri onun
dogrularidir(19).

Tanim 2.4.5. H" nin bir m-diizlemi R" in (m+1) boyutlu zaman benzeri alt vektor

uzay! ile H " nin arakesitidir(19).

H" nin bir hiperbolik 1-diizlemi onun hiperbolik dogrulari, hiperbolik (n-1)-

diizlemi onun hiperdiizlemi olarak adlandirilir.

2.5. Oklidyen, Kiiresel , Hiperbolik Uzayda Tanimlar

Burada X = H",E",S" olarak alinacaktir.

Tanim 2.5.1. X in bir alt kiimesi C olsun. Her x, y € C ayrik ¢ifti i¢in x ve y yi igeren
dogru pargast C de kaliyorsa( X =S"i¢in y # -x ), C kiimesine konveks kiime
denir(18,19,21).

Tanim 2.5.2. X in bir H hiperdiizlemi, X uzaymu iki kapal yari-uzaya boler. Bu yari-

uzaylarin smirt hiperdiizlemdir(21).
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Teorem 2.5.3. X de bir kapali konveks kiime yari-uzaylarin arakesitidir.

Ispat: (21) den goriilebilir.

Tanim 2.5.4. X de bir konveks polihedron , bostan farkli sonlu sayida H, kapali

yari-uzaylarmin arakesitinden olusur ve;

scklindc ifade edilir(21).

Tamm 2.5.5. X de bir konveks alt kiime C olsun. OC nin bostan farkli en biiyiik

konvceks alt kiimesine C nin bir kenari(side) denir(19).

Tanim 2.5.6. X de n-boyutlu bir konveks polihedron P olsun. k=1,....,n+1 igin P nin
bir k-yiizii(face), P nin (k+1) yiiziiniin bir kenari(side) olarak tanimlanir(19).

Tanim 2.5.7. X de n-boyuthu bir konveks polihedron P olsun. P nin 0-yliziine, P nin
tepesi(vertex) denir(19).

Tanim 2.5.8. X in her bir A alt kiimesi igin, 4 y1 igeren X in biitiin konveks alt

kiimelerini arakesitine 4 nin konvekslik bolgesi denir(19,23).

Tanim 2.5.9. X de n-boyutlu bir polihedron P olsun. Eger P nin sonlu sayida tepe

noktasi varsa ve P, bu tepelerin konvekslik bolgesi ise(Pe S” igin antipodal noktalar

icermezse) P yc bir ¢ok koseli (politop Ydenir(19).

Tamm 2.5.10. Eger x,,x,,...,x, noktalart n’ den daha kiiglik boyutlu bir diizlemde

kapsanmiyorsa bu nokta kiimesine genel durumludur denir(21).
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Onerme 2.5.11. X nin bostan farkls bir alt kiimesi S olsun. S tarafindan gerilen ve S
yi igeren bir en kiiciik alt uzay vardir ve <S> ile gosterilir. Bu uzay S yi iceren biitiin

alt uzaylarin arakesitidir(23).

Sonug 2.5.12. Eger boy(X) =n<oo ise X in {x,,x,...,x, },(n+1) nokta klimesinin

bir afin ¢ati olugturmasi igin gerek ve yeter sart < x,,x,,...,%,> = X olmasidir(23).

Tamm _2.5.13. X =E" in bir {x5,%,...,x,}, (k+1)-nokta kiimesine;

boy<x,,x,,...,x,> =k oluyorsa afin bagimsizdir denir(23).

Tanm 2.5.14. X de (ntl) tepe noktali, n-boyutlu bir politop’a bir n-simpleks
denir(19)

Tamm 2.5.15. X =E" de bir n-simpleks , {x,,%;,...,%,} gibi E” nin afin bagimsiz
(n+1) noktasmm konvekslik bolgesi olarak tanimlanir(19,23).

iki boyutlu simplekse tiggen, ii¢ boyutlu simplekse dortyiizlii(tedrahedron) denir.
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3. HIPERBOLIK UZAY VE MODELLERI

R, (n+I) - boyutlu Lorentz - Minkowski uzayi olsun. x=(Xy,X,,...,x,) Ve

v =(¥ys¥»-y,) olmak lizere bu uzaydaki indefinit i¢ ¢carpim;
<X, P>L= =XV F XY et X,V

scklinde tanimlanir. H; pseudo-hiperbolik uzayi xl<x,x>= -1} ile verilir. H;

pscudo-hiperbolik uzaymim iki bileseni H}ve H" dir. Bu béliimde Hiperbolik

uzaymn bes modeli tanitilarak daha sonra bunlar arasindaki izometrileri verilip, n = 2

icin gcometrik irdelemeler yapilmistir.

3.1. Modeller

3.1.1. Ust-yar1 uzay (Upper-Half Space) modeli

U=1{(1,% ., Xnes) €R : Xpry > 0} climlesine x,,, =0 hiperdiizlemine gére

Ust yari-uzay denir.

Literatiirde bu modele Poincare Yar1 -Uzay Modeli de denilmektedir. Bu modeldeki
n =2 i¢in hiperbolik dogrular iki sckilde belirlenir.

1) x; =0 diizlemine dik dogrular ile U? nin arakesiti almarak,

if) Merkezi x; = 1 dogrusu iizerinde bulunan gemberlerin U? ile arakesiti almarak

belirlenir.

UP={(1,x, x)€R’ 1x;,>0}
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X3
x:
Sekil 3.1. Ust yari diizlem
3.1.2. Disk modeli
P={ (xn .. % 0) eR™: x> +...+x2< 1 } climlesine Disk modeli denir.

Literatlirde bu modele Poincare disk modeli veya konformal disk modeli de
denilmektedir. Bu model n = 2 igin, ag1lar Oklidyen agilarla konformdur ve dogrulari

da agik kirisler ile gemberin sinirina ortogonal ¢ember yaylaridir

P={(x,% 0 eR :xt+xi<1};

X3

Sekil 3.2. Poincare diski
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3.1.3. Yanr kiire modeli

J=4(x oy Xner) € R xP 4.4 x2,= 1 Ve xuny > 0 } climlesine Ust var: kiire

veya yari-kiire modeli denir.

n=2igin , PP ={(x, % x) eR> 1 X2 +x2+x=1,x>0};

Xy

!

v

Sekil 3.3. Ust yari kiire

3.1.4. Klein modeli

K={(xn...xn 1) eR™ : x}+...+x}<1} ciimlesine Klein modeli denir. Bu

model Beltrami-Klein modeli veya Projektif disk modeli olarak da bilinir. ilk olarak
1868 de Beltrami bu modelde dogrulart sonsuzda ki ¢emberin agik Kkirigleri olarak
belirlemis daha sonra ise Klein 1871 de bu modeli Projektif geometriye

dayandirmistir.,

n=2icin K2={(x.x, 1) eR}: x;+xi<1};
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X3

[e)
A\

Sekil 3.4. Klein diski

(0,0,1) merkezli x; = 0 diizlemine paralel diskin i¢ine Klein diski denir.

3.1.5. Hiperboloidal model

Ho={ (X ooy X Xer) €RM™: xp 4422 —x2,= -1, xpy > 0} climlesine

hiperbolik uzayin Hiperboloidal modeli denir.

n=2igin H'={ (x, X5, x;) € R>: x7 +x2 —x3 =-1,%,>0};

X3

Sekil 3.5. Iki kanatli hiperboloidin iist kanadi
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3. 2. Hiperbolik uzaym modelleri arasindaki izometriler

Yukarida verilen bes modelin izometrik olarak denk oldugunu gésterebilmemiz icin
onlar arasindaki izometrilere ihtiyacimiz vardir. Bunun ig¢in J modelini alarak
bunlardan digcrlerine veya digerlerinden bu model {izerine bir doniiglim tanimlanarak

gosterilebilir.

Teorem 3.2.1. R lzerinde taniml indefinite i¢ carpim, H”" in tanjant uzay:

tizerinde pozitif tanimli bir i¢ ¢arpim ortaya ¢tkarir.

Ispat:  p=(p,p,,) € H" ve x=(X,x,,,)#0e T,(H")ve p,X € R olsun.
Bu durumda, x,,,= 0 ise;

2
n+l

<XX>, = X e+ xE-X
= XX+t XX,

>0

olur. x,,, # 0 olsun. Bu durumda;

<XPp>=<X,P>p - XpuPpu

= 0
oldugundan,
SXoP 2y = XpaPan

olur ve
e 2
< P, p >L— <p’p >E - Pru

=1
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oldugundan;

R ~ o~
Puni = <p.p>ptl

bulunur. Béylece Cauchy — Schwartz esitsizliginden;

~ ~ o~ ~ o~ 2
KX, X>p P, P>, 2<X,p>E

= ('xn+1pn+l)2

Il

X2 (<P,p>+1)

clde edilir. O halde;

~ o~ o~ 2 w0 &2 2
<X X>p <P, P>p 2 Xy <P, P >pt Xy
<X.X 5,7 2 <B.P>, 2 x2
XX >y <p,p >E “ X SP.P 22 Xy
~ o~ 2 o~ o~ > 2
(<KXX > =X )< PP >p 2 X

+1

~ o~ 2
<X, x>, <p,p>p 2 Xy

olur. x>, >0 oldugundan,

<x,x>,>0

clde cdilir. Bu ise R™' tizerindeki indefinite i¢ ¢arprmm, H" nin tanjant uzay
1

tizerinde pozitif tanimli bir i¢ carpim ortaya ¢ikardigini gosterir.

Hiperbolik gecometrinin analitik modelleri diferensiyellenebilir manifoldlar (Riemann
metrikli ) olarak almabilirler. Bunun igin bir Riemann metrigi tanimlanarak, R"

Oklidyen uzay tizerindeki geometrik kavramlarla birlegtirilir.
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R" Oklidyen uzay: tizerinde bir Riemann metrigi ds® olsun. Bu metrik her bir

pe R" noktasi igin p noktasmdaki tanjant uzay iizerine pozitif taniml: simetrik bir i¢
¢arpim tahsis cder. Boyle bir i¢ ¢arpim verildiginde uzunluk, alan, hacim gibi

standart gcometrik kavramlar1 tanimlamak miimkiindiir. Uzunluk elementi ds =

Vds® dir. Alan clementi isec dA dir. Eger R” nin standart koordinatlar x,, ... , x, ise;

ds® = Zgij dx;dx;
ij

olur ve ( gi ) matrisi x lizerindeki diferensiyellenmeye baglidir. Simetrik ve pozitif

tanimhdir. ( g ) nin determinantinin karekokiinii 4/ | g| ile gosterirsek;

dA = gl dxi- dxz - .. - dxn

yazilabilir. f: R* — R” diferensiyellenebilir déniisiim olsun. v ve w lar R* nin u

noktasmdaki tanjant vektorler olmak tizere f *(ds®) pull- back doniistimiini;
[ (ds™)(v,w) = ds*( D), DAw) )
formiilii ilc tanimlayabiliriz.Burada Dy tiirev doniistimiidiir.

p®)
ds

ds= | p'(ds)

‘G'—.—.
”!—.O‘

p(a) p“(ds)'
a ' ' b

p: [a,b] = IR" egri pargasmin uzunlufunu p iizerinden ds’ in integrali almarak

hesaplanabilir.
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3.2.1. Jile U arasindaki izometri

S” nin P = (-1, 0, ..., 0) noktasi ¢cikarilarak elde edilen stereografik izdiigtim a: J» U

olsun.

Sekil 3.6. J den U lizerine stereografik izdiigiim

Bu durumda sekilden;

Il

Oa(x)= OP + Pa(x)

I

OP + A Px
esitligi gz oniine alinirsa;

(1’ x;w..,x:ﬁl) = ("],0, cee s O) + ?\‘ ((xb eee s xn+l) _(-l’ 0’ *ee 0))
=1+ A0 + 1), Dty ..oy AXpsp)

olur ve buradan da;



A= 2 [3.1]
x; +1

bulunur. [3,1] dec bulunan A degeri

' !
Xy = Ay, X, =AX

2 n+l
ifadesinde ycrine yazilarak,

;. 2x, >

X = yeees gy =L
x, +1 " x +1

clde cdilir. O halde a: J— U doniisiimii i¢in

2x2 . 2xn+l )

(xy, oees X)) > (1,
‘ m1) = ( x1+1’ ’x,+1

[3.2]

bulunur.

Teorem 3.2.2. Ust yar1 uzay modeli ile Ust yar1 kiire modeli izometriktir.

Ispat: U (Ust yart uzay modeli) iizerindeki Riemann metrigi

2 2
2 dx) - +dxg,
ds;, = >

n+l

X

ve J (Ust Yan Kiire) tizerindeki Riemann metrigi

dxl +--+dx?

n+l
2

n+l

2 _
ds; =
x

24



isc a: J— U igin pull-back dontisiimii kullanilarak;

o (ds2) = ds?

oldugu gosterilirse bu iki model izometriktir denir. [3.2] ifadesinden;

_ 2x,1 (i=2,.,nt+1)

yazilabilir. Buradan

dyi= —>— (dxi-
x, +1 56 = 1

), i=2,..,n+l

olur. x +...+x2,= 1 oldugundan;
xidxy = - 0yt oo+ Xt ps 1) VE  Xp .+ Xo, = 1ox?

ifadcleri bulunur. O halde;

* 1
o' (ds) )= ——(dys +--+dyl,)

n+l

Ty e gy

4xn+] (x] +1) 1—2 i=2
n+l
dyx; + x dx2 (1— ) )
xn+l 122 1 ] (1 )
n4l _ 2
(2 +— xl-dx'12+—-—(l L
n+1 i=2 +1 x +1

_ (nf:dx 2x,dx2 del  xdxt
2 x, +1 x1+1A x +1

"

=

25
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n+l xde 2
— dx hid hiodd U
(; x +1 xl+1)

n+l

_ (idx (1+ x, )dx} (A x)dy

n+l =2 X +1
n+l
= (dxl + > dx,)
n+I i=2
n+l
xn+1
(dxI +- --+alx,,+l
xn+]
= dsj

elde edilir.

Tersine; S” nin P = (-1, 0, ... , 0) noktas! gikarilarak elde edilen ters stereografik

izdiisim «':U — ] olsun.

AKX,

P(-1,0,0)

Sekil 3.7. U dan J {izerine stereografik izdiigiim



Bu durumda,

Oa'(x)= OP+ Pa'(x)
= OP+ A' Px

csitliginden;

(XX )= (1,0, s )+ A7 (1, Koy o s Xas1) — (-1, 0, ..., 0))
= ("l + 21', //{"XZ: see s 2"xn'*’l)

ve buradan
o =21"~1, x =A%, (i=2,.nt+1)

il
bulunur. ) x/ =1 oldugundan

i=1

n+l

QA =D+ Ax; =1
i=2

yazilabilir. Bu ifadeden A" degeri

4

n+l

4+ Zx,z
i=2

AI

olarak belirlentr. Buradan da;

n+l

4—2:)@.2
2 M g n)

n+l ' n+l

4+ x7 4+ x;
=2 i=2

’

x|

clde cdilir. O halde «': U—J doniisiimii iin;
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n+l

4-— z x?
( ! _f ) - ( i=2 ' 4x2 4xn+l )
Xpaeees X n+l n+l n+l :

4+2x,2’4+2x,.2’ ’4+fo
i=2

i=2 i=2

o' U — ] doniistimii igin, U (Ust yar1 uzay modeli) {izerindeki Riemann metrigi

2 2
2 x5 rdxy,
a U 2
xn+1

ve J (Ust Yan Kiire) {izerindeki Riemann metrigi

2 2

ds?= dxy 4+« +dx;,,
S 5
Xn+l

olmak tizere, a':H—> Ji¢in pull-back déniistimii kullanilarak,

a'* (ds)= ds;

oldugunu gostermek ispat i¢in yeterlidir.

n+l

4- fo
= . . B 2,..n+1
Yy = — » Vi = il (l—‘ JOPN 1t § )
4+ lez 4+ lez
i=2 i=2
olarak alinirsa,
n+l
~16)  x,dx,
i=2
dy = — i —

4+ %)
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vC

2x. n+l
dy, = (e, ——$ e dr) (i= 2,1
4+ x7 443 %7
i=2 i=2

clde edilir. Pull-back doniisiimii ile;

n+l

S

n+l y ntl i=2

2y
' (ds;

n+l

(dy1 +Zaﬁl )

n+l

(4+Zx )2 256(Zx dx,)’

— i=2 i=2
163, 4+ "ZH x2)*
=2
o 4§xdx f:xdx 4(nz+lxdx) nzﬂx
7+l ( dez = n+] n+l )
(4+Zx,) =2 44 x7 4+ x})?
i=2 i=2 =2
6y Sy 4G mar S
- 2 1H2n+| +z dx} ——*=2 ntl +—= ntl =
n+l (4_|_in =2 4+in2 (4+inz)z
=2 =2 i=2

n+l

1 [ n+1 4(2)(3056)2 n+l n+l
= | 2 (44 ) x — 4 Zx )}

X i -
nel Li=2 (4+in =2
i=2
1 n+l
— 2
) dei
Xnsl =2



clde cdilir.

3.2.2. Jile I arasindaki izometri

30

S" nin P = (0, 0,....., 0, -1 ) noktasi gikarilarak elde edilen stereografik izdiigiim

3:J —T olsun. Bu durumda;

OpB(x)= OP + PR(x)
— OP + A.Px

ifadesi g6z Oniine alinirsa;

(x!..x",0)=(0,0,...0,— 1)+ A((x,-.-x,,., ) (0,0...

= (Ax,, A%y =1+ Ax,.,; +1))

yazilabilir. Buradan;

X{ =AX, yeues X =AX,
ve

0= —1+Alx,, +1)
esitliginden,

A= | +T\‘”,,

bulunur. Bu deer [3.3] de yazilirsa;

.0,-1))

[3.3]



X X
=t Xl = %! =0
]+ Xn+l 1""Xn-l-l
olur. O halde B:J —1 i¢in,
X, x
R —,0)

elde editir.

Sekil 3.8. J den I tizerine stereografik izdiiglim

Teorem 3. 2.3. Disk modeli ile Ust Yari Kiire modeli izometriktir.

[spat: | tizerindeki Riemann metrigi,

dxl 4+ dx?

(e—

ds} =4

J tizerindeki Riemann metrigi,

2 2
_dx) +etdx,,
- 2
n+l

R
ds ;
X

[3.4]
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isc, 3:J — 1 igin pull-back doniistimii kullanilarak

B*(ds,z)zdsf

oldugunu godstermek ispat igin yeterlidir.

BEy, =2
1 s Yo — s
1+x,, I+x,,
oldugundan,
X
d = (dx,. - .
1 + xn+] 1 ntl

bulunur. Ayrica;

2 2 2
X, +x; ot x,, =1
\% &

x,dx, +...+ x,,,dx,, =0

n+l

ifadelerinden,

n

2 2
in =1 ~ X

i=1

n
Z X, ==, X
i=1

dc..) (i=12,.n)

bulunur. Bu durumda T tizerindeki Riemann metrigi

[3.5]

[3.6]
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}i ay!

ds?=4—= [3.7]

-2y’
i=1
oldugundan [3.5] ve [3.6]degerler [3.7] de yerine yazilirsa,

1 Z(dez n+1 Z dx+ n+122xi
n+]) (1 n+l)

,,+1 i=1 i=]

(1~ Z( ) %)’

i=]

f sy =4l

, (dez 2dxn+1 (xn+1 n+1) (1 xn+1)dx:+l)

(l +xn+l) 1+x,, (1+xn+!)2

i=1

N S

dx? dx? x, .dx?
de 2xn+l ntl n+l a2 0edd 50 0
ey BT ) G
- 1
(- m(l -x2))
n+1

1 (Zn:dx,z _,.M)

4 x,)" (I +x,)

( _ n+l)

1+x,,

n+1

(1 +x"+1)2 i=1
l+x,,, —1+x

( n+l nt+l )2

I+x,,,

] n4l

2
(1 + x"+,) dei

( 2xn+l )2

1+x,,




4 n+l )
_ (1 + Xt ’ ; i
4x?2

n+l

(1 + ‘xn+1)2

l n+l

=2dei2

Xpa =t

_ 2
_dsj

clde cdilir.

izdiisim f': 1 — J olsun. Bu durumda;

0f'(x)=0P + Ppx)

=0P+ A'Px
ifadesi goz 6niine alinirsa,

(x..x,x . )=(0,0,..0,- 1)+ A'((x,,-..,x,,0) = (0,0,....0,— 1))
= (A%, A%y A%, =14+ 1)

yazilabilir. Buradan,
x| =A% Xl =A%, X =A"—1 [3.8]
olur.

X et x2 =1 [3.9]

degeri gz oniine alinarak [3.8] de ki degerler [3.9] da yerine yazilip diizenlenirse,
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2

A=——F—
1+ Zx,z
i=|

bulunur. [3.10] ifadesi [3.8] de yerlerine yazilirsa;

< 2
2x I—in

’ 2x, ’ n ’ i=1
o T R S T et
1+ %2 T+ %7 1+ %]
i=] i=] i=l
olur. O halde £’:1— J doniisiimii igin,
-y %7
2x, 2x, ,Zl !
() peeen X, ,0) = ( - cees - R 3 )
]+Z:)c,.2 l-l—Z:x,.2 1+Zx,.2
i=1 i=| i=l
elde edilir.
A X
I
P(OO"]) ........................
4H
X,

Sekil 3.9. I dan J iizerine stereografik izdiistim

[3.10]

[3.11]
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S 1> doniisiimii igin, I iizerindeki Riemann metrigi,

dx? 4+ dx?

(e—

ds} =4

J tizerindeki Riemann metrigi,

, dxl Heeetd?

n+l
j 2

'xn+1

ds

isc f':1— J doniisiimii i¢in pull-back doniistimii kullanilarak

i (dsi )=ds,2
oldugu gosterilmelidir.
[3.11]den;

2x

= — i=1..n
1+Z:x,.2

Vi

ve
c 2
1-2x;
i=1

Vo= ~
1+Z:x,.2
i=]

S+l

yazilabilir. Buradan,

[3.12]
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ve

- 42 x;dx;

i=l

(1+Y 2y
i=l

dv, ., =

b =
n+l

clde edilir. Buradan da;

>y =5 (e -

il

1+ Zx,z =1
i

16(indxi)2
(dy, ) =—E——
(1+Zx,?)4
i=1

bulunur. Digcr taraftan,

2 2
2 dy; +-+dy,,

ds’;
I J’:ﬂ
1 n
Yo =l

4y xdn Y xds,  Ax2(> xdr,)?
i=1 . i=1 + i=1n ) [3'13]
1+ x? +y x2)°
i1 i=l

[3.14]

[3.15]

yazilabilir. [3.12], [3.13] ve [3.14] ifadcleri [3.15] de yerine yazilirsa;
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n 4(i x;dx, )2

ds; = ———f (D dx] —H —— (1+§":x3-ix3_1‘))

(1 _zxiZ)Z i=1 (1+in2)2 i=] i=1
i=l

- ()
(1-3xy

_ 2
= ds,

clde cdilir.

3.2.3. Kile J arasindaki izometri

v:K —>J dik izdiisiim olsun. Bu durumda;

Oyix ):613 + Py{x

—OP + A Px
ifadesinden,

(X5 cees X X )= (X 50005 X, 0) H AL o0y X, 1) = (X 5eves X,1,0) )

= (Xpyeees Xps A)
yazilabilir. Buradan da,
r . 7 — ’ — 7 —
X=Xy Xy =Xy s e s Xy =Xy ey Xy =4

olur.

12 =1

2 12 12
XX X+

[3.16]
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icin
XP Xt x+ =1
ifadesinden,

PR —

n

a3 o2 e

elde edilir. Buradan, y: K — J doniisiimii igin,

2 2 2
(xl,...,xn,l)—>(x, ,...,x,,,\[l—x1 —X; == X,)

bulunur.

Sekil 3.10. K dan J tizerine dik izdiistim

Teorem 3.2.4. Klein diski ile Ust Yar1 Kiire modeli izometriktir.

Ispat: ] tizerindeki Riemann metrigi,

2
n+l

dx’ +...+dx

2
n+l

]
ds; =
X

39



K {izerindcki Riemann metrigi,

2 2 2
p  Oxy4rdxy (xydx L HxdX )
ds, +

(i-x2 - -x?) (]~x,2 —...xi)z

oldugundan, y: K — J doniisiimii i¢in pull back déniistimii kullamlarak,
v (dsf )=dsi

oldugu gosterilmelidir.

[3.16] dan,
V=XV, =Xyeeed, =X,

vC

2
e

Y =l=yl —myl=l—xl — .~ x

yazilabilir. O halde;

dy, =dx, i=12,..n

1 L

A%~

Ynnldynal = —'(deX] +"'+xndxn)

olur. Bu durumda,
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y*(dsf)z 21 (dy12+...+dyi)+ i dy?,,
n+l n+l

yazabiliriz. Buradan da,

y* (dqf ):_1_(dy]2 +..+ dY§+I)

n+l
= i (dy,2+...+dyﬁ)+%dyf,+l
n+l n-+l
1 (x,dx, +...+x,dx, )
= 0x2 . dx? o K e XK,
(1—xf~...—xi)( P ")+ (1-x>-x2)’
=ds%

clde cdilir.

Tersine; 7' : J — K dik izdiistim olsun. Bu durumda,

0y'(x)= 0P+ Py'(x)

—OP+1'Px

yazilabilir. Buradan;

(] 5 eves X)) = (X1, X5 50005 X,50) + A6, Xy 5000y X0 ) — (X5 X5 5000, X,,,0))

4
= (X}, X554, %,,0) + 4(0,0,...,0,x,,.,)
— 1}
= (Xys Xgseees Xps AXpyy)
ifadesi gz Oniine alinirsa;
! r_ ' [
X[ =Xy Xy =Xy, e 3 Xy =Xy ey AXyy =1

n+l

bulunur. y':J — K d6niisiimi i¢in,

[3.17]

41



(X seens X, 5 X, ) = (X 55 X, 51

ne

elde edilir.

A X,

Sekil 3.11. J dan K {izerine dik izdiigtim

y": ] — K doniisiimii igin, J {izerindeki Riemann metrigi,

2 2
s = dx; +..+dx,,
J 2
X

n+l

K {izerindeki Riemann metrigi,

2 2 2
d; +...+dx, +(xldx, +..+x,dx,)

s
ds; =

2 2 2 2\2
(I=x —..~x,) A=x —..x;)

oldugundan, y": J — K doniisiimii i¢in, pull back doniisiimii kullanilarak,

' (a’s,z< ): ds’

42



oldugunu gostermeliyiz.
[3.17] den,

MSXpsvees Yy =X, Vo =1
yazilabilir. Buradan,

dy, =dx,, ..., dy, =dx,, dy,,, =0
olur. Diger taraftan,

Pty Yoy =1
ifadcsinden

i z 2
Vi = 1 _‘Zyi
i=1

Ve

n
Yunt dyn-H = —'(Z ‘xidxi)
i=1

olur.

idy? (Zn:yi‘b’i)z

+ i=l

rlast ) —25 :
(I—Zy?) (1~Zy,~2)2

n dx’Z
Z + (xn+1 dxn+1 )2

— i=l
x? x2

n+l n+l
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1 n+l

n+l i=l
— 2
=ds;

clde cdilir.

3.2.4. H ve J arasmdaki izometri

o:H —J igin §" nin P = (0, 0, ...,0, -1) noktas1 g¢ikarilarak elde edilen ters

sterecografik izdiisim 06 olsun. Bu durumda;

0Odlx 2513""%
=b75+/1(1_’;c)

ifadesinden

(1 5eX) = (0,0,0,0,=1) + A( (%1, X5 50005 X1 ) = (0,0,...,0,-1))
= (Ax;, Axy s Ax, =14 A(x,,,, +1))

yazilabilir. Buradan da,

X = Ax,enx, =Ax,, X, =1+ A(x

ny nel T n+l +1) [3'18]
olur.
xPAorxl, =1

n+l

oldugu géz 6niine alinirsa,

1= (ﬂlez +/12x22 +...+lzxi +(_1+ﬁ'(xn+l +1))2



=202+t x2 )+ (=14 2fx,, +1)] [3.19]

yazilabilir.

xp o+ xg At xl —xl, =1
denkleminden
X+ xl=x2, ~1 [3.20]

olur. [3.20] ifadesi [3.19] da kullanilirsa,

B2, =)+ (1= 2405, +1)+ 2 (22, +2x

+1)) =1

n+l

2R ~2Ax, +202x,  —24 =0
242, —x,y ~142x,,)=0  A#0

2 —
/?“anl —xn+l _I +ﬂ‘xn+] y O

Ax, (x,, +D)=x,,, +1

n+l n+]

ﬂ‘xnﬂ :1
1
1= [3.21]
xnﬂ
bulunur. O halde [3.21] de bulunan deger, [3.18] de yerine yazilirsa;
xll :ﬁ_’ X; :_.xz_’“.’ x"t -—_—:--'x;”—,x:”] :—-I— [3.22]
nml xn+] n+l xm—l

olur. Buradan, §:H — J doniistimii igin,
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X, x, 1

('xl""’xnﬂ)% ( 9oy ° )
xn+1 X

n+l

elde edilir.

Sekil 3.12. H dan J lizerine ters stereografik izdiistim

Teorem 3.2.5. Hiperboloidal model ile Ust Yar1 Kiire modeli izometriktir.

Ispat: J iizerindeki Riemann metrigi,

dx! +..+dx’,

2
Xn-H

2 _
dsj =

H tizerindeki Riemann metrigi

i
2 _ 2 2
ds;, = E dx; —dx,,,
i=1
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oldugundan §:H — J doniisiimii i¢in pull back d6éniisiimii kullanilarak,
5" (ds?)=ds?,

oldugu gosterilmelidir.

[3.22] den;

yazilabilir. Buradan,

dy, =———(dx, - P2 Y (i=1...)

T

“n+l ntl
1 dx dx?
dv? = 2, Ly 32 B
Xyl il Xpa
: 1 & 2dx, s & il &
2 2 1 1 2
Do dyi == Qi de] =Ty xdv, + LY %) [3.23]
i X1 i=l Xpa1  i=l Xps1 =l
ve
dx,
d)’,m :~+
n+l
2
2 dx
(v, ) =—2= [3.24]
n+l

bulunur. Ayrica,
2
xP+.xl=x2, ~1

el

csitliginden
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xdx, =x,,dx [3.25]
i i n+l n+l

i=l

olur. J iizerindeki Riemann metrigi

2
ds; =

1 & 1
. DA +——dyl, [3.26]

Y aal i=1 yn+1

scklinde yazilabileceginden, [3.23], [3.24], [3.25] ifadeleri [3.26] da kullanilirsa,

2 2
o* 2 1 2 . 2 2dxn+] dxm 2 2 dxn+1
o (de) "3 (X”H)(dei - xn+ldxn+l + 2 (_1+xn+l)+xn+l 4 )
ntl i=l a4l Xpa et
n 2 2 2 2 2
_ dxz _ 2xn+ldxn+l _ dxn-ﬂ + xn+ldxn+1 + dxn+l
- i 2 2 4
= Xt Xst X a1 Xt1
w dx? dx’
_ 2 _ 2 ntl n+l
~dei dx;,, - —o
i=1 n+l Xpil
n
_ 2 2
= dx] —dx’,,
i=l
2
=(ds;)

clde cdilir.

Tersine; S” nin P = (0, 0, ...,0, -1) noktas1 g¢ikarilarak elde edilen stereografik

izdiisim ¢&":J — H olsun. Bu durumda,;

()b"(.f) —OP + P()"ix)

=OP+ /1'(5;:)

ifadesinden;



() = (0,0,0,0,=1) + A'( (%, %5 sr00s Xy ) = (0,0,....0,—1))

= (A%, A% ey A%, =1+ (%, +1))

yazilabilir. Buradan da,

x| = Ay Xy =A%, Xy =—1+ Ax,,, +1) [3.27]
olur.

X = xt, =—1
oldugu goz 6niinc alnirsa,

A7 4 xD) = (14 A (x, +1) [3.28]
yazilabilir. Ayrica,

X} ot xl, =1
ifadesinden

X7t xl =1 -x2, [3.29]

bulunur. [3.29] ifadesi [3.28] de yerine yazilarak diizenlenirse,

A= [3.30]

n+l



clde edilir. Buradan da, [3.30] ifadesi [3.27] de yerine yazilirsa;

X, S X, S, X, = S Xy = [3.31]

olur. O halde, §":J — H doniisiimii igin,

X X 1
(xl ""’xn+1 ) - ( 1 seees

n+l

s
X X

n+l n+l

elde edilir.

.

Sekil 3.13. J dan H iizerine stereografik izdiisiim

6. J — H doniisiimili i¢in, J ve H ilizerindeki Riemann metrikleri sirasiyla,

dx’ +...+dx?
24X T... +1
ds; = —

n
> ve ds} =de,.2 —dx?,

n+l i=1

X

ss o8

oldugundan 8”:J — H doniisiimii i¢in pull back d6niisiimiinii kullanarak,
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8" (ds?)=ds>

oldugunu gostermeliyiz

[3.31] den;
X, X, x, 1
W == seey Yy = 2 Yn =
X n+l xn+l n4l n+l
yazilabilir. Buradan,
dy, = (s, ~Fai 1y i=1,.n
ntl n+l

&,y
dy? =3 (dx? ~ 2y, Sonst g 2 P

nil ntl n+l
- 1 2dx,,, < dr?, &

2 _ 2 n+l n+l 2
Zd)’i = (de, - x;dx; + 2 er)
il X1 i=l wel =l Xua1 =l

Ve
dx
n+1
({.vnﬂ -
ntl
2
(d )2 _ dxml
yn+l - 4
xn+l

esitliginden;

51

[3.32]

[3.33]
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n+l

D xdx; = —x,,dx,, [3.34]

olur. H tizerindeki Riemann metrigi,

(dsy,) =D dy] —dyn, [3.35]
i=1

oldugundan [3.32], [3.33], [3.34] ifadeleri [3.35] kullanilirsa,

(zn: dx’z n+l Z dx 4 n n+1 Z ) n+1

" 1
() (dglzl): 2

nel d=1 n+ i=l n+l i=l rH-l
dx? dx?
n+1 n+l
xn+1 dxnﬂ + (1 - n+l )) -
IHI i=1 n+] n+1 n+I
2 2 2
Z dxz 2x"+,dx + dxml xn+1 dxn-x-l _ dxn+1 )

n+1 2 2 2
n+1 n+l n+l xn+l X nt+l

( de2 +dx2+1 )

n+l

n+l

:__dez

'Xxul i1

a2
=ds;

clde cdilir.
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4 OKLIDYEN SiMPLEKSLER iCIN TEPE ACILARI ve n-BOYUTLU SINUS

4.1. Oklidyen Simpleksler

Tamm 4.1.1. (Gram determinant): E", n-boyutlu y&nlendirilmis Oklidyen uzay ve

{P:i}i-12,.x de E" nin k-elemanl bir alt kiimesi ise {P;}- nin Gram determinant: ;

A <pB,B> - <P,B>

2
Gram(P,.P,,. . P)=det(<p, o) =< 2B > B[ <B.B>

<P,P> <P,B> - |B[
ile tamimlanan bir skalardir(23).

Teorem 4.1.2. E”, n-boyutlu yonlendirilmis Oklidyen uzay ve 57’: =P ,i=12,..n
olmak {izere P,P,,.., P vektorleri tizerine kurulan paralel yiiziin hacmi
[[R Y PR &4 ] ilc gosterilirse;

n

[[P] Py, P,,] = Gram( A, B,,..., P, )%

n

scklindedir.
Ispat: (18, 23) den goriilebilir.

Teorem 4.1.3. E", yonlendirilmis n-boyuttu Oklidyen uzay olsun. E™ nin {P}i-1, n

gibi (n-1)-vektorii verildiginde, < A, x P, x...x P,_, P >= 8g(P,, P, ,..., P, ,,P) sartmi

n-1°
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saglayacak sckilde her Pe E" igin bir tek P, x P, x...x P,_, € E vardir. Bu vektore P;

n~1

vektorlerinin dig(cross)-¢arpimi denir.,

Burada O(P,P,...P, ,P) = Gram(Pl,1"2,...,13,,_],P)y2 dir. Bu cross-garpimin

asagidaki ozcllikleri vardir.

i) (PP P, )EE™ > P xPyx..xP

n-1

€ E” doniigiimii bir multilineer alterne
formdur.

i) P xP,x..xP_ = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart P; lerin lineer bagmml
olmasidir.

i) AxPx.xP € (Rp] +Rp2 +“'+R1’»~1)l

iv) [P x P, -+ P, || = Gram(B, Py ..., P, ,)?
1 2 n-l 154 230" p-|

Ispat: (23) den goriilebilir.

4.1.1. Oklidyen simpleksler icin tepe agilar: ve n-boyutlu siniis

Teorem 4.1.4. E”, n-boyutlu yonlendirilmis Oklidyen uzay ve @: =P ,i=12,..n
olmak tizere, Q, =<0O,P,...,P, > n-simpleksinin O tepesi , (O,RFP,...P) ile

gosterilirse; bu tepe noktasmdaki tepe agisinin n-boyutlu siniist;

n-1

I2.5,...5,]

"sin(O, P,P,...P,)=—

n

][R,g,...,ﬁ,.,...,P]

i=1

scklindedir.
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Ispat:

N = (=)™ P xP,x...x B x...x P

n

vektorleri P; tepesine zit (n-1)-ylizlerin normalleridir(24).

Sekil 4.1. Oklidyen 3-simpleksin tepe agisi

PxPyx.. . xPx..xP

”P] b x“'xﬁi X...xP , i=12,..n

(?: — (_I)JI—-}

vektdrleri, P; tepesine zit (n-1)-yiizlerin birim normal vektorleri olsun. Bu durumda;

<P,N > .. <P,N,>

det| | ¢ [V, - N,]|= det : 2 :
P <P, N> ... <P,N, >



<F,N,> 0 0

L O ThN
: : . 0
0 0 ~o <P,N,>|
= <P,N,><P,,N,>..<P,N, >
A A
LA
oldugundan,
n-l
NiiR
N\ P,
olur. Ve yahut ta;
n—y
NNy N =R B 2] [4.1]
Ayrica;
I <F,e > ... <P,e,>
det| | ¢ e, .- e ]| = det : ’ :

r, <F.,e> ... <P,e, >



’-< P,ﬂL> 0 0 7
U y
= det ") <Pz»m> 0
: : ) 0
0 0 <P","%:ﬂ>'
N N N
:<P,——l—-><P,__2>".<1)n,_n_>
"IN TN N
.
ol VIV
oldugundan,
n~1
e| |P 1
NENR A
clde cdilir ki [4.1] ifadesinden,
e:l _ I[NHNQ ..... Nn]
RERLL LA A

“r.A,..B]
ed TI[P-RoBor]

[4.2]

57
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=~ "sin(O,PP,...P.)

olur. Bu isc Q, =<O,R,...,P, >simpleksinin (O,P,P,...P,) tepesindeki tepe

agisinin siniistidiir(Genellestirilmis siniis teoremi)(25).

Ornek 4.1.5 . n=3 alinarak, bir dortyiizlii igin 3-boyutlu siniis,

,[P],PZ,PS]Z
.., J[P,, P, [Py, P, ]

*sin(O,P,P,P,)=

scklindc belirlenir.

4.1.2. n-Boyutlu polar siniis

Teorem 4.1.6. E" , n-boyutlu yonlendirilmis Oklidyen uzay ve E)T’: =P ,i=1,2,..n
olmak iizerc Q, =<0, R,..., P, > n-simpleks olsun. (O, AP, ...P,) tepesindeki tepe

acisinin polar siniisii;

I,2,...5,]

[r1l=]--[7]

" polsin(O,PP,..P,)=

scklindedir.

Ispat: E", n-boyutlu yonlendirilmis Oklidyen uzay ve @: =P ,i=1,2,..,nolmak

tizere, Q, =<0, R,..., P, > n-simpleksini gtz 6niine alalim. O zaman;



B

151
ao| [m

I

bulunur. Buradan;

. A A

_— <£__ _Pi"_>
} gl PERE IRl
a - Ct M . :

n

P

n n

<5— i> <L A >
CREIRE T RlRL

<BR> <BB> - <BP,

- 1 <B,R> <B,B> --- <B,P,
(1l 10 A R o0
<B,R> <B.B> ...<B.h3
= 1 - Gram( B, P,,...,F,)

TR -2

clde edilir. O halde;

,:a

N

ARG

5 Gram( R, B,,...,P,)

1
[B]...[7]

[R.7,,....R,]

7]

v

v

PI-

4.3
[Pn] [4.3]

59

olur. €, =<O,R,...,P, >simplcksinin (O,PP,...P,) kosesindeki tepe agisinin

polar sindisii ;
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2. 5.....2]

I3 ABAL

" polsin(O,RAP,..P)=

scklindedir(25).
Eger P; ler birim vektorler ise

" polsin(0, B P,..P,)= " polsin(P,F,..P,)= [B,B,,...,P,]
ifadesinc P; (i=1,...,n) tepeli kiiresel simpleksin polar siniisii de denir(25). Bu tanim
n=3 icin bir dortylizliiniin hacmi i¢in verilen tanima denk bir ifadedir. Clinkii;

dortyiizliiniin hacmi V ile gosterilirse;
v <L 2l 2l 2] polsin(@,2P)

scklindedir. Benzer bir formiilde kiiresel {iggenleri kullanarak Euler tarafindan ifade
cdilmistir(26). Deteminant fonksiyonunu kullanarak Grassmann da ayni formiilii
bulmugtur. Polar siniis ile ilgili diger ¢aligmalar Schoute(27), Sommerville(28),

Dorband(29) tarafindan yapilmigtir.

4.1.3. Polar simpleksler i¢in n-boyutlu siniis

Tamim 4.1.7. E", n-boyutlu yonlendirilmis Oklidyen uzay olsun. 61—’: =P ,
i=1,2,...,ni¢in Q, =<0, P,..., P, > n-simpleksinin polart;

P, xsz...x]:'; X..X P,

¢; =(=D"" “1)1 x P, x...Xﬁi X...x P,

,1=1,2,..n
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vektorleri, ¢ tepesine zit (n-1)-yiizlerin birim normal vektdrleri olmak {izere

QY= <0,e,e,,...,c, > n-simpleksidir.

Teorem 4.1.8. —O—e; =e, , (1= 1,2,..n) ler birim vektorler olmak fizere;
Q4¢=<0,¢e,e,,...,c, > n-simpleksinin O tepesindeki tepe agisinin n-boyutlu

sintsii;

n-1
. le,.ey,....e,]
"sin(0, e e,..€,)=— lever-rey

Hl[el,ez,...,e,.,...,e,,]
i=l

scklindedir.
Ispat:
P = (=1)""(e,xe,x...8,x...xe,)

vektorleri, e, tepesine zit olan (n-1)-yiizlerin normal vektorleri olacaktir. $imdi;

<e,P> ... <e,P >
det|| : [p - P]| = det : ] :
e <e, B> ... <e,P,>

<P,e > 0 0
= det 0 <P2?e2 > 0
: : 0

0 0 ... <P.,e, >

nxn

= <B,e,><P,e,>..<P,e, >



oldugundan;
n-1
Al e
P - n-1
T l[elﬂeb' ae,,]
n en

bulunur. Ayrica;

Q>

pi==n""

n—1

e] Xez X...X ;X...Xe
. ; X

QN>

e x e, x....x

7

oldugundan,

pl <p],el > cee
dCt : [e, ces e"] = det o ..
])n <prr’el > ...

A

<e,,m>

= det

(= 1,2,...,n)

~xe, |

P" >
A

62

[4.4]




= <e,,£><ez,—2->...<en,—P"—>
il 17l P,
]
NENiz =3
oldugundan,
P € "
Sl |
| 1BlRL-,
P, €,

clde cdilir. Buradan,

"l P20, ]

B[P

NRd R

bulunur. [4.5] ifadesi ve Tcorem 4.1.3 goz 6niine alinirsa;

Py |[e,,ez,,..e,,]n_l

- n
TTlensnerréinnres]
i=l

l)ﬂ

olur. Buradan da;
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][el ,ez,...e,,]"_1
n

leisesseestssense,]

i=]

"sin(0,ee,...e,)=

clde cdilir.

4.1.4. Polar simpleksler i¢in n-boyutlu polar siniis

Teorem 4.1.9.E", n-boyutlu yonlendirilmis Oklidyen uzay olsun. @: =P, ,
i=1,2,.n i¢in Q, =<O0,P,...,P, > n-simpleksinin polari, @,f:e, , =1,2,..n
olmak iizcre, Q‘é = <0,e,e,,...,e, > n-simpleksi ise; O tepesindeki tepe agisinin

n-boyutlu polar siniisii;

" polsin(0,ee,...€,) =|[e1 ,ez,...,e,,]

5e7 = ¢, (i=1,2,...,n) ler birim vektorler oldugundan,

e, <e,e > ... <e,e, >
det|| : [, ... ]| = det

e, <e,e > .. <e,e,>

= Gram(e,,e,,...,¢,)



bulunur.

= Gram(e,,e,,

clde edilir ki buradan;

€

: |= Gram(e,,é€,,...

Ied

olur. Buradan da;

65

cees€,)

)%

n

" polsin(0,ee,...e,) =l[el,e2,...,en] [4.6]

bulunur. Yani Q% =< 0,

acisinin polar sinisii,

€,,e,,...,e,> simpleksinin (0,e,e,..e,) kosesindeki tepe

" polsin(0,ee,...e,) =|[e1 ,ez,...,en]

scklindcdir.

Sonug 4.1.10. Q, =<O,P,,...,P, > n-simpleksinin (O, AP, ...P)) tepesindeki tepe

acisinin n-boyutlu siniisii

d _ . . e
, Q4 = <0,e,e,,...,e, > n-simpleksinin (O,ee, ...€,)

tepesindeki tepe agismin n-boyutlu polar siniisiine esittir.

Ispat: Tecorem 4.1.4 ve Teorem 4.1.9 dan;
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n—1
"polsin(O.ee,..e,) =, e,0me, | = LA = "sin(0, P P,...P,)

oldugu goraliir.

Sonug 4.1.11. Q4=<0,e,,e,,...,e, > n-simpleksinin (O, e,e, ...e, ) tepesindeki tepe
agistnin - n-boyutlu siniisti, Q, =<0, A,...,P, > n-simpleksinin (O,PP,...P,)

tepesindeki tepe agisinin n-boyutlu polar siniis’ fine egittir.

Ispat: Tcorcm 4.1.6 ve Teorem 4.1.8 den;

LR R S

LB Fee,..

i=1

" polsin(O, P.P,...P,) =

oldugu gorilir.

Sonucd.1.11. Oklidyen uzayda 6E =V ,6?; =V, ,...,O_P; = v, vektorleri tarafindan

belirlencn n-simplexin n-boyutlu hacmi;

I[V] sV seney Vn]
n!

V:

2

ilc tanimlanirken, bu simplex” in ( n - 1)-boyutlu yiizlerinin hacmi ise,

”V2~V3v:j"Vn] — |[v1’V2""’Vn~l]
A%

Vl - . seees Y
(n—-N! (n-=-1!
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scklindedir. Genellestirilmis siniis teoremine gore hacim formiilii ise,

o (n=1)!

n-1

% V,V,..V,"sin(O,P,P,...P,) [4.7]

ile ifade cdilir(25).

Tanmim4.1.12. Q=<0,P,P,,..,P, > simpleksinin, Q, , =<0,P,P,,...P, > (n-1)-yizi
ilc Q, =<0,P,P,,..P....,P, > (n-1)-ylizii arasmdaki dihedral a¢1 6,, olmak {izere, n-
boyutlu siniis i¢in ¢arpim formiild ;

n-1

"Sin(0, P,P,...P,) = "'Sin(0, P F,..P, )] | Siné,

i=1

scklinde tanimlanir(25).
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5. KURESEL n-SiMPLEKSLER VE n-BOYUTLU SINUS
5.1. Kiiresel n-Simpleksler

n- boyutlu kiiresel geometride siniis kurah ilk kez 1877 de italyan matematikgi
Enrico d’Ovidio tarafindan kesfedilmistir(30). Bu kesifle birlikte n-boyutlu siniise
dual kavram olan n-boyutlu polar siniis iin varligi ortaya ¢ikmustir. Bir gok
matematik¢i bu konuda galigmalar yapmustir. Isvegli matematikgi Folke Erikson da
bu konuyu 1978 de “The law of sines for tedrahedra and n-simplices” isimli

makalcsinde genis bir sekilde ele almigtir(25).

S"cR" ve §" = {x e R« x,x>= 1} ile tanimlanan uzaya n-boyutlu kiiresel uzay

denir21). OP, =P, i=1,2,.n+1 olmak iizere P,P,,.,P, eS" cR™ icn,

i n+l

Q¢ =<Ah,P,....P

n+l

> kiresel simpleks olsun. Vp =P,—~<B,P,>P, , (ij =

1,2,...,n+1) vektorleri P; tepesinde ki P; dogrultusundaki teget vektorlerdir(21).
5.1.1. Kiiresel n-simpleksler icin tepe agilar: ve n-boyutlu siniis

wj_-l;_]_, Sf :R“'” ~)}{n-ﬂ
(P)—>S,(P)=P, ~(P,,P )P, (k,I=1,...n+1),

lineer doniistim olmak fizere;

Gram (P, $,(P),.s S, (B S, (Pry)) = Gram(P,..., P...)

Ispat:
— PI i
S (P)
= A matrisini goz 6niine alalim.
S,(B)
LS[ (Pn+l )_
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S,(P)=PB-<P,P,>P,
oldugundan;

l.satirin, < P, P, >katini 2.satira,

< P,, P, >katin1 3.satira,

< B, P, >katm {.satira,

<P ,Py+1> katini (n+1). Satira

ilave cdilirse;

R ] [R]
Si(R) A
A= A = A
Si(P) b
LS (B [P ]

clde cdilir. Bu islemler determinant degerini degistirmediginden Teorem 4.1.3 ve

Gramian tanimindan;

Gram(P,,..., P.,,)" = det|<P; P> |
= det | <P;,S(P)> |
= Gram(P,,S,(P,)rr Sy (B)srer Sy (P )

bulunur. O halde;

Gram (P8, (P)seosSy (B)orer S (Prny) ) = Gram(P,..,P,.,)



csitligi gecerlidir.

Lemma 5.1.2. S, :R™" —> R

S, (P)=P—-<P,P,>P ,(kl=1,.,nt+1)
scklindcki lincer doniisiim olmak izere,
Gram(P,..S, (), 8y (B)yresS, (B)yronS, (Pror)) = Gram(®, ..., B,,.o Py )

olur.

Ispat:

2 ]
S,(R)
S, (B)

S,(P.)
SI (Pi+l)

(P

matrisini g6z Oniine alalim. A matrisinin satir vektorleri;

o, =F
a, =S5,(R)
a, =S8,(5)

oy =8,(Pn)

o,y =8,(P)
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(X‘i :SI(P:'H)
u’n~l :SI(Pn)
(X'n :Sl(l)nﬂ)

olsun. / <1ii¢in,

a,+<P,P >0, , 2<k<]
g (o)=ya,+<P,P>a, ,I+1<k<i-1
o, +<P,P, > , i<k<n

olacak sckilde tanimly, yani;

sk(aj):(xj s ki.]

scklinde tanimlanan g , k = 2,3,...,n+1 elemanter satir operasyonlar1 A matrisine

sirastyla uygulandiginda;

v o

N> e

€,,€,-E38,4 =

.

LPMI_
scklinde bulunur.

€,.8,6:8,4 =B

olarak alinip bu esitligin her iki tarafi transpozeleriyle ¢arpilirsa;



(6,8, ..848,)AA"(€,,,€,..8,8,4) =B.B"
clde edilir.
(€,,,€,--€38,) =€
alinirsa;
e(4.4") " =B.BT
bulunur. Bu csitligin her iki yanmin determinanti al;nlrsa,
le|.]AAT]. |¢"|= |BBT|
veya
|AA"] || = |BB"|
olur. Buradan;

| AA" | = Gram( P, S,(B),s S, (P )ress S,(P)yrs 8, (Poir))

|BB"|=Gram(P.,...,P,..,P....P,.,)
clde edilir. k >/ igin;

ex(on) = ou

e(0n) = o

[5.1]

[5.2]

[5.3]

72



ex(oy) = ay

e(ou) = ot <P, B >a

1Ot 1) = Qg

oldugundan;
k.siitun
10 <P,P> 0 0]
0 1 0 0 -0
00 -- 0 o - 0
€, = : - 0
00 1 0 .- 0| 4—— ksatir
s : -0
00 - 0 0 - 1]
matrisi i¢in
det | £k l =1

olur. k £/1g¢in ayni csitligin saglandigi benzer sekilde gésterilebilir. O halde;

det | £ l = | €n+1€n...6382 |

= 1. [5.4]
[5.2],]5.3], [5.4] ifadcleri [5.1] de yerlerine yazilirsa;

Gram (})ran (1)] )a*--aSF (ﬁ{’)a"'asﬂ(é)a“wS?(Pnﬂ)) = Gram(Pl a'"a})]""algia"-,l)n.l.l)

bulunur.

73
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»n

Teorem5.1.3. P,P,,..P,eS"cR™ igin Q¢=<DP,P,..,P,> Kkiresel

simpleksinin P; tepesindeki n-hedral aginin siniisii ;

n—1
"sin( P,PPy...B..P,, )= — [z.5,.....P,.]

I1

k=1
ki

[P By P

n

seklindedir(25).

Ispat:

Sekil 5. 1. Kiiresel 2- simpleksin tepe agisi

— ntl-1 H > i
No= (D", xxVy xxV, )

— nil-k [ 51 H
Ne= (=) (V, xo. XV, xx Px..xV, )

vektorleri, P; ve ," (i, k =1,2,...,n+1) teget vektoriine sahip ayritlara zit (n-1)-

yiizlerin normalleri olmak tizere,



vC

i 72 i
Vi XXV X X P %XV,

ek — (_l)n+l~k 1

”V,’,{ x...xl;'é X...x P, x...xV;;"““

€
E 1 de
d ; r ‘
S R BN ol e 3 I T
e
oldugundan,
r P A |
e v
det e 1 . :
‘T Y et] P
| Wl
o 7 |
bulunur. Diger taraftan,
N, i Fyi W

detf| PN, ... P .. N ]l=|det| P

= ? - r .
Ve Ve

#t P, |...det) P,
1 i

Yp Ve

n-~garpim

[5.5]
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oldugundan,
ML e
det P, = | det E [5.6]
N, Vs
clde cdilir. O halde;
¢ ]
: 1 :
det| ¢ [T ~ det P
S I N o R ;
e"” __Nn+1_
_detfy, ... B ... Nl (5.7
M- |N,. Nl

[5.6], [5.7] ifadeleri ile Teorem 4.1.3 den,

e
: n-1
det| e |= l[ 1 fgs.-. ’1)n+I]
! nil "
][ 1942 "Bu“ 'PrH-]]
k=l
€1 ki

bulunur. Buradan kiiresel simpleksler i¢in n-boyutlu siniis;

76
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n-1
vsin(P PPy PP )= — BB iFr]

n+1 "
[R5 B 2]
k=1

ki

olur.

n+l n+l

Teorem5.14. P, P,,...P, e€S"cR™ ign Qg=<P,P,...,P, > kiresel

simplcks olsun. P; tepesine zit yiiz F; ile g6sterilirse;

Gram(P,,Pz,...,Is,.,...,P )= ‘[R,...,é,...,l’,,+1]

n+l

olur.

Ispat: P; tepesine zit yiiz F; ile gosterilsin.

P x P, x...x]A’I.x...xP

Cji. — (‘_‘l)n«)-lﬂ' ,. n+l
”Pl XPyx..xPx..xXP,

vektoril F; yliziiniin birim normali olmak {izere;

R <R,B> .. <RBR,e> .. <BP,>

n+l

ded | e, [Pee P, ]|" <e,F> .. <e,e> .. <e,P, >

P <P...B> ... <P,e> .. <Pn+1,Pn+1>(n+Wn+U

LY st | n+l?

>

n+l

<P

n+l?

<R,F,> .. <BA,P

»
.
.

P> ... <P, ,P,. >

n nxn



=Gram(P,...,13,.,...,P,,+,)
=ldet[< P,,P, >1|, kl=ivekl=12,.n+l

olur ki buradan;

_Pl N2
del| e, = Gram(P,...,P,....P,.,)
__])HH_
ve
_Pl -
det e; = Gram (‘Pla"'s})i"“’Pm-])A [5.8]
_I)IHI_

bulunur. Yani;

Gram(P,...,ﬁ,.,...,PnH)%=’[PI,...,ﬁ,~,. P ]

*ert ntl

olur.
5.1.2 Kiiresel polar simpleksler icin tepe agilary

Q. =<P,PB,....P,, >kiircscl simpleks olsun. Qg simpleksinin polar duali,

Px..Px..xP .
! = o i=1,2,....nt+1
”Pl x..P.x..xP

n+}

()i — (___1)n+1—i

78
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vektorleri  P; tepelerine zit ylizlerin birim normalleri olmak iizere;

Qf =<ee,.ne,, > simpleksidir. V. =e;—<e,e;>e;, ij =12..n+]

vektorleri e, tepesinde ki e; dogrultusundaki teget vektorlerdir(21).

Teorem3.1.5. Q, =<P,P,...,P,, >kiresel simpleksinin polari
Q: =<e,.e,,....e,,, > simpleksi olmak iizere, ¢; tepesindeki tepe agisinin n-boyutlu

sindisii:

n-1
e,,e e
. a _ I[ 1202590008 'I-H]
sin(e,.ee,...e,...e,, )=

FTlevnrrinerern]
k=1
ki

seklindedir.

Ispat:

Sekil 5.2. Polar 2- simpleksin tepe agisi

)

i etk 5i ;
N = (=), % XV, x..xe; X%V, )

i
€nsl

N,dz (~])"+1—;(Ve’; X...X I}ej X..xXV



vektorleri, e; ve V(" (i.k =1,2,...,n+1) tefet vektorine sahip ayritlara zit (n-1)-

yiizlerin normalleri olmak lizere,

d Nid
e, =e =77
v

vC

i i i
o = (1)t Vo XXV, x...xe;x..xV,
kT : A .

H 1 H
“Vex X...xV, x..xe;x..xV,

=t k=12,..,n+1

: AP
: 1 : g

det e,d [V . e .. V:ﬂﬂ] zl’Nld"“Nde N:H det e:f ...det e:i
‘;::1:1 V. K,

n-garpim
oldugundan,
y Vei 71
: 1 :
S o e ez e | R 2
2

bulunur. Diger taraftan,
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[N v
det|| ¢ [le’ .. ¢ ... N fl’”] = | det .e,
N:xl;l 17;;“
oldugundan
— Nld i — Vi -‘ n-1
det| e, |~ |det| e, 3101
LN:II»\I = *V:"" -
clde cdilir. O halde;
o [ N7 ]
det |- l det :
e |= - .
M I .6 O 5 %
; :
Cut L_N:-HJ
_ a’ethld e € el N:n],_ [5.11]

i ]--e-

d
N n+l

[5.10], [5.11] ifadeleri ile Teorem 4.1.3 den,

d

; (edly; e, )
det| ¢, |= y — 2l y
TR
eI{11+I

clde edilir. Lemma 5.1.1 ve Lemma 5.2.2 den;
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& n-1
N l[evez reee ’en+|]
det| e, | Tmel
l—ll[e,,ez,...,ek,...,en+1
d k=1

bulunur. Buradan kiiresel polar simpleksler i¢in n-boyutlu siniis;

[ n—1
e .e0u]
n+l

Hl[el,ez,...,ek,...,enH]
k=1

ki

n__. a —
sin(e,,ee, ...e ...e,, )=

olur.

Teorems5.1.6. P, P,,...,P,, €S" < R™

n+l

icin Qg =< R, PB,,...,P,,, > kiiresel simpleks

olsun. Q¢ nin polar’t QY =<ey,e,,...,e,,, > simpleksi olmak fizere;

n+l
Gram(e,,e é e, )= [ e
ram(e;,€y,...,€;5.05€, €)5eresCireensCiy
olur.

Ispat: e, tepesine zit yiiz F; ile gosterilsin.

€ Xe,X..X¢ X...xe,,

—-d R
e :(_1)n+1~( ‘
le; x e, x..x & x...xe

|

n+l

vektorti F; yliziintin birim normali olmak lizere;

d
(e, | <e,e > <e,g > ... <eg,e, >
) d d d d
det} | ef [e] -eef ‘em]] <€, > <e,g > ... <g,e,>
ot < > <e e > < >
L€y Cr1r€ > e €6 > e <€
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<e,e > .. <e,e,>

<1, € > . <€,,,€,, >

el -+

= Gram(e,,...,é;,...,€,,;)
=|def[<e, e, >1|, kIzivekl=1,2,..,n+]

olur. Buradan;

dett & = Gram(€,,...s€;5.++5€,31)

ve
e |
M _ ~ y
¢ ||=Gram(e,,...,é,...,e,, )" [5.12]
det) e;
Lenﬂ__
bulunur. o

P; ve V, é vektorleri O, P, Py tarafindan belirlenen diizlemde olduklarmndan

Tecorem5.1.3 deki;

NI'": (_I)nHAi(VI';l X... X I};,i XX V];“)

ve



N, = (_1)"““"‘(V‘,’;l x...xV,fk XX Px.. XV} )

n+l

normal vektorlerin yerine;

N
AT

ve
4 P X..XP X...x PX...xP
()k — (_l)nﬂ k 1 ,.k i n+l
HE X..XP,x. . xPx..xP,
N, .
=—* i k=12,..,ntl
IV,
alinirsa;
€ <e,g > ... <e,e >
det| | e, [el---eg"e,,{,l] e, > ... <e,e >
[ €t | <e,.e > .. <e,.e >
csitliginden,
2
€
<e,e, > .. <e,e,,>
detl e, N ) - :
: <Ch€ > e <€ >
()

clde cdilir. Buradan da;

oo

< en+1 ’en+1 >

(n+1)x(n+l)

84
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.
g
dei| e, = Gram(e,,...,&,...,€,,,)
_eml_
ve
¢
- 5 %
def|e, ||~ Gram(e,,....é;,....e,,)”
_en+1J

olur. Bu csitlifin sad tarafina n-boyutlu polar simpleksin e; fepesine zit F; yiiziiniin n-

bovutlu polar siniisii denir ve

" polsin(ee, ...é,....en“)=|[el,...,é,.,..,en+|]
scklinde gosterilir.

Benzer sckilde e; ve Vei vektorleri O, e;, e tarafindan belirlenen diizlemde

olduklarindan Tcorcm 5.1.5 dc;

N = (D)™ W) % x V] % x V] )

€n4l

\Y

N;I: (.,])'“l K(V‘: X,..XI/‘,‘; X... X X...X V‘,,"”)

vektorleri, e, ve I{,’; teget vektoriine sahip ayrita zit (n-1)-ylizlerin normalleri olmak

tizere



N,
o= P =t
IV
ve
e Xe,X...Xe X...Xe
821:(_1)n+1 k 1 2 ,,k ntl =Pk9
ey x e, x...x &, x...xe,,
alinirsa;
d d d
. <e,el > ... <e,g >

.
.

: - d
(1()[ ei [el‘] . ei . e:*]] - <ei,e| > voo <ei ,ei >

.o

k=1, 2,..., n+1

d d
ve <€ ,E,>

.
.
.

.. <e,el >

.

. dd d d d
Cun <€,.,€¢ > ... <e€,,6 > ... <€,,6,
1
esitliginden,

2
e/ d d d d
1
: <ef,el > ... <¢,e, >
det| € = : . :
. d d i d
’ <€, > <€.1:€p 2|
()ml
<P’])l > <P1’])n+1 >

- .

<Pn+1’P1 > .. <})n+I’Pn+I>

nxn

olur. Sonug olarak,

¢
det .. =Gram(P,,...,13;,...,P”+])%
ed

>

86
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clde edilir. Bu csitligin sol tarafina n-boyutlu simpleksin P; fepesine zit F; yiiziiniin

n-bovutlu polar sintisii denir ve

" pol sin(PPy.BPy ) = [P Py

scklinde gosterilir.
Sonug¢ 5.1.7.

p 5 B.B, .51
"sin(P,RP,...P..P,,, )="polsin(ee,..é..e,.) =— I[ "2 "“]

Hl[Pl’f,Z””’ﬁk"”’RHl] |

k=1

Ispat: Teorem 5.1.3 ve Teorem 5.1.6 dan agiktir.
Sonug¢5.1.8.

"sin(e, e, ...6,..e,, )= "polsin(BP,.P.. P, )= {[Pl’f;’})rwl]

Ispat: Tcorem 5.1.4 ve Teorem 5.1.5 den agiktir.

Teorem 5.1.9. Q¢ =<P,P,,...,P,,, > kiresel simpleksinin (P,,P,,,...P,,P,...P.)

tepesini Py ile, P tepesine zit (n-1)-ylizii Fy ile gosterilirse;

"polsinF, _ "polsinF, _“"polsinF, __"polsinF,,
"o n_: ot n . ot n_ .
sin P, sin P, sin P, sinP,

olur.
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" pol sin F,= " pol sin( P, P, ﬁ, WP)

(P B P | i = L2mt [5.13]
olur.
"sin P, = "sin(P,,PP,...P,...P,,)
1
Il[P"PZ’ P”*‘] i=1,2,.,n+1 [5.14]
[P })2’ ’Pn+l]

¢

oldugu goriiliir. [5.13] ifadesi [5.14] ifadesine taraf tarafa boliiniirse;

ntl
. 1_[ []3] ,P ﬁ Pn-!-l]
polsinF, - i=12,..,n+l
sin P, ,[P] B Y o ]”

bulunur. Bu csitligin sag tarafi i-indisinden bagimsiz oldugundan,

n+l

PoPyreccs By P
"polsinF, _ "polsinF, _"polsinF,, _ g[ 142 k o
nSl.I’l,Pl ”SinP2 con SmPMl l[I)I’Pz:--ome_]]n—i

oldugu goriilir.
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5.2. Kiiresel Uzayda Uzakhklar

5.2.1. Kiiresel Uzayda Bir Noktanin Kiiresel Hiperdiizleme Olan Uzakhi

Xz

Sekil 5.3. Bir noktanin kiiresel hiperdiizleme kiiresel uzakligt

Pn+ 1

*enﬂ
R

0

e, ., (i=1,2,..,n+1) ler birim normal vektdrler ve <e,,e;,>=1 olmak lizere;

[5.15]



90

—_—

yazilabilir. [5.15] csitliginin her iki yani e, ile i¢ ¢arpima tabii tutulursa;

—_—

K=<&’;'~OP e .. >

n+!? ¥ n+l
-

=-<OP,,,c.. > [5.16]

n+12 > n+l!

bulunur. [5.16] ifadesinde bulunan A degeri [5.15] de yerine yazilip diizenlenirse;

_—

Op' = OPn+1_ < OPn+1,en+, > en+]

olur. Burada P, P,....,P,,,,P' € S"dir. ceR" olmak iizere;
OP' =c.OP' [5.17]
yazilabilir(21). P" e S" oldugundan
< W,FP’ >=1,
Buradan;
¢* <OP',0P >=1
ve

1
¢ =-

V< OP',0P' >

bulunur.
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OP =0Pun—< OPn+l,en+] >e,.,
ifadesi goz oniine alinarak;

< OP',OP’ >=< 0Pn+l_<OPn+l,en+l >en+l,OPn+l'—<0Pn+1,en+1 > €nel >
=< OPn+1,0Pn+I > — < OPps1,€ne1 >2

=]-< OPn+I,en+I >2

elde edilir. Z= e; ve OP, =P , i = 1,...,n+1 ahnarak, bulunan bu deger [5.17] de

1

yerine yazilirsa;

P' = —_—IT_(Pn-H -< 1)n+l’en+1 > en-!-l)
4<P,P'>
1
(Pn+1 -< Pn+] »Chiet = en+1) [518]

2
VI_ < Pn+lﬁen+l >

bulunur. [5.18] ifadesinin her iki tarafi Py+1 ile i¢ ¢arpima tabii tutulursa;

<P P >=41-<P e > [5.19]
n+l n+l% >~ n+l

olur. [5.19] ifadesi diizenlenirse;

>2

> 12 = |-
<luil’P > l <Pn+]’en+1

2 — 2
cos '](Pnﬂ’l)') —]_ < I)n-H’eM-l >

sin (P P =< Prps€un [5.20]

elde edilir. [5.20] ifadesinde P’ e H,  oldugundan,
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sin (P,

4] Y

]—[v,,u )=]< Pn+l ’em—l >]

bulunur ki bu, kilresel uzayda bir Pns noktasinin H, ~ hiperdiizlemine olan

uzakligidrr.

5.2.2. Kiiresel Uzayda Bir Noktanmn Kiiresel (n-2)-Diizleme Olan Uzaklig

Sekil 5.4. Bir noktanin kiiresel (n-2)-diizleme kiiresel uzaklig1

) ’
PP =N, +he, [5.21]
scklindedir. Burada;
< eml"ewl >= 1 - < e::’e; >= 1
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e = en_<en+1’en>en+1
en_<en+l’en >en+ll

P— Pn«l _)\’en+|+}"2e;
csitliginden
=< Pm—l’ n+l >= )\.1 [522]
— <P, e >=24, [5.23]

yazilabilir. [5.22]ve [5.23] ifadeleri [5.21] de yerine yazilirsa;

~ <Pl > €~ <P ,en>eh [5.24]

nil n

“bulunur. ceR” olmak iizere;
OP =c¢.OP
oldugundan,
<P,P>=1ve c*.<P,P>=1

olur. [5.24] ifadesinden,

<P, P>—<B”l <P, >e. .~<P.e.>e,P ,—<P.e, ~<PB..en>e >
=< Pnll Inll >—=< Pnll’ nl <Pm|’('"
52
=1=<P,s€,, > =< P,,€n [5.25]

bulunur. ¢ € R* oldugundan



A
| —
Sl
\Y

ve

—

OP = oP [5.26]

B
J<P,P>
olur. [5.25] ifadesi [5.26]de kullanilirsa;

l 1 1
P= - — (Py—=<Pi,€, >€—<P,sen>en)
JI=<P, e, > —<P. en>

ntl 3 ntl nt]

clde cdilir. Buradan;

<P, P>= ! = (1-<F,1,6, > —<P.,e.>) [5.27]

2 5 ntl?
JE<P, e 52 —< Py én>

scklinde bulunur. [5.27] ifadesi diizenlenirse,

2

2 2 '
<P,”],P> _1_<Pn+l’en+l> —<P+1’e">

n

2 ' 2 2
<P, ,e,>+<P, e.>=1-<P ,P>

n+l?

=1-cos®75(P,,,P)

n+l?

=sin* n(P,,,, P) [5.28]

[5.28] ifadesi diizenlenirsce;

sin '](Pn+l 2 P) = '\/(RHI €41 >2 + <})n+1’e'” >2

bulunur. Pe . . oldugundan;

94



95

sin ’7(Pn9|’He,,,,,c,, ): J(Pn-rl’eml)z +<Pn+1’e'">2
clde edilir.

Tanm 5.2.1. Q¢ =<P,...,P,, >kiresel simpleksinin, i# j olmak {izere;

~

A, =<P,P,...,P,

e Py > (n-1)-ytizti ile A =<B,P,,....P,...,P,, > (n-1)-
yliziiniin  arakesiti olarak belirlenen A7} =<E,&,...,R,...,]%,...,Pm > (n-2)
yiiziindeki actya dikedral aci denir. Q, =<0,P,P,,.,P,, > (o+1)-Oklidyen

simplcksinin Q, =<0,P,B,,.... 2., P,,, > yizii ile Q,=<0,P,B,....P.., P, >

ylizii arasindaki dihedral ag1 olarak tanimlanir ve 0, ile gosterilir. Buna gore;

N oS
SplOF ,OP,,.,OP,...,OP,,. = SpOP W roiVp sV, }
ve
., A B .
sp{()—/),,og,...,og,...,oaﬂ}:Sp E,sz,...,Vp,,...,V,,M,}

P 7

oldugundan,0, dihcdral agiss; Eé,a,...,i,...,z,:veya 53,',&’;,...,073,...,013,“
.
vektorleri  dizerine  kurulan  paralel yiz ile OR,V, ,...,ij seesV ), VEYR

—— . S
OR,0P,,...,OP,,...,OF,,, vektorleri iizerine kurulan iki (n-1) paralel yiiz arasindaki

ac1 olarak tanimlanabilir.

Teorem 5.2.2. Q¢ =<P,...,P. >, S Kkiresel uzayinda bir n-simplex olsun. P,

% n+l i

tepesinde ki —n-hedral aginin sindistl,

~ n—1

B P

Pi n4l

V)

i it n+l

[1

k=1

"Sin(P,V, ..V, [5.29]

AR A A,

P;
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Burada i = 1,2...n+1 olmak {izere; Vpk vektorleri P, tepesinden Pl,...,f’,.,...,P

n+l

tepelerine dogru ¢izilen teget vektorlerdir.

Ispat: Lemma 5.1.1 ve Lemma 5.1.2 den dolayt B,V 14 2V, vektorleri

Py pl,..., pi’.”

tizerine kurulan paralel yiiziin hacmi ile P, P,,...,P,,, vektorleri tizerine kurulan

paralel yiiziin hacmi esittir. B,P,,...,P,,, € S" olmak iizere, S" de bir kiiresel

simpleks, Q¢ =<P,..., P, >olsun. 1 =1,2,...,n0+1 igin 17'; ler de, P; tepesinden,

n+l

P,,Pz,...f?.,... P.. tepeleri dogrultusunda ki teget vektdrler olmak iizere genelligi

2% ntl

bozmadan Py tepesinde ki tepe agismi (B,,V, V, ...V, ) ile gosterelim. Lemma5.1.1

P2 py°
ve (25) den;
Gram(P,,,,P.V, ...V, ) = Gram(P, P, B,V, ...V, )

F?’”Gmm(g,Vh V)

n+l Pn

yazilabilir. Bu ifade diizenlenirse,

])lH-lP,”: Gram(Pn+1aPl,Vp2 ""’Vp,,)

Gram(P,,V, ...V, )

clde cdilir. Yine Lemma 5.1.1 den;

—

P

nil

_ Gram(P,,...,P,,)
Gram(P,....,P))

[5.30]

olur. Lemma 5.1.2 den ;



Gram(P,,,, P,V 12

ntl2 5 197 pyseess? poeees

=P, P

n+l

P

Gram(F,

yazilabilir. Bu ifade diizenlenirse ;

” Gram(PM,P V V Vp”)
Fra Gram(P],sz,..,Vp, V)
ve yahut da ,
“ Gram(P,,,, P 5. ,,...,Pn)
n+l

Gram(E,]’z,...,R,...,I’,,)

bulunur. [5.30]ve [5.31] ifadelerinde,

IP",,P' " ve I’,,+,P” = h olarak alinirsa
hl
Sing, ., = i
oldugundan;
I[P IDZ’ ’P Pn+I]I 134 29eve9d poeenyd
SinQ)

(i) -

[P,Py,.cc. Py, P

i omal

[P Py ]

scklinde olur. [5.32] ifadesini,

V,)= Gram(PHPP Ve ’Vm’ ,Vp)

VsV sV,
[5.31]
[5.32]

97
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[Bses BB e By Proi ]

(P,..2,..P ]

l[P] seees Posy ]l = inei,(nﬂ)

scklinde diizenleyerek, (n-1) defa ¢carpim alinirsa;

[ Ay ) | 10 S A o
l[})l geeesy I)nH ]l = n =2 R ré[Sinei,(nH)
P,.P,..P
glh ]

n

[I5in0, ¢y,  [5.33]

i=2

n+l "
[ | | R I
— =2

n

I1

i=2

[P,..B,..,P,]

clde edilir. [5.33]de elde edilen ifadeyi,

n-1 n-2

P...P, P,..P, z

LA NS B P [5.34]
[Pyl Pl T1IBBon B 2

i=2 i=2

scklinde diizenlersck, bu esitligin sol tarafi carpim formiilii g6z 6niine alindif1 zaman
kiircsel simpleks igin n-boyutlu siniise kargilik gelir. Yine ¢arpim formiilii g6z oniine
alindipinda sad taraftaki birinci terim (n-1)-boyutlu siniise karsilik gelir. O halde
[5.34] ifadcsinden;

"Sin(B,V, .V, Y=""Sin(P,V, ., )] | 5in8, [5.35]

i=2

clde cdilir. Simdi [5.35] ifadesinin sag yanini g6z 6niine alalim. Bu durumda;



'\

. ![Pl ,""P""H]
SinQ, 1) = I[P P ]
e P

[P, 5., P, ]
I[Pl a-P3 9%es Pn+1 ]

Sinf) — I[P] geses P”+l] I[P]$I)2,P4,-..,Pn]
3,(n+1) I[R ,o..,‘p"] I[P”f)Z’Rt""aPyH_]] >

[5.36]

I[PpPza"-a})n_z:Pn]
I[})l b Pn—29Pn’Pn+I ]l

[P Pl
e PP

Sin(

[Peees P ]
[P,... P,]

I[Plapz’"-’Pn—z’Pn—1]
I[PI""’Pn—l’PH]

n

Sm()",(" 0y =

J

olur. [5.36] ifadcsi taraf tarafa carpilirsa;

ﬁ Sinoi(m[) — l[ljl 7777 l)n+l]”]_] |[R:~P39-", Pn]l I[IDI ’I)Z’Pli""9 Pn]l _
i [Poeis B [P Poseees Prt] [Bo Pos Pases Pr ]

[P, Py Pogs P [BsPyseees Py gy P

4 [5.37]
[PswsPy2sPos P [BseeesPrys Pt

clde cdilir. Benzer sekilde,

_ (R P
Y [P Pro]

[B,B s Py ]
[P, Pyeees P,

'\

Sin0

I[Pl 9*P2aP4=~-‘a R;—]]
L A

sind, = el
YR P

> [5.38]

. _[PsP] [PPss Py, Py

Sin0, ,, =

" NP Pyl [P Pyees Py Py Py
[P P [PPyees Py

SinQ), |, =
PP IR PP P

n-2%"n

_/

99



100

bulunur. [5.38]ifadesi taraf tarafa garpilirsa ;

" [P Pysres B [P By Pyss Br]
[P, B, P,..... P,]

s

[Tsine,, - BBl
i=2 ’ l[Pl 3"'9R1—1 ]l”‘z [[Pl’}:;’""P”]

. l[Pl ’ Pz 200 ]:::—3 4 Pn~1 ]! l[Pl ’pz’""Pn—z ]l [539]
[P s Prys Prys B [Bsvees Bras B

elde edilir. Bu sekilde devam edilirse;

_[A.B.R.P] |[R.R]

0= p B PT [P 340]
‘s*me“J[P"PZ’P”R‘]‘ I[P"PZ]l [5.41]
TP BPY [BaPoR]
Ve
sino,, - P B] A [5.42]

S Y

[P.A]

bulunur. [5.37], [5.39], [5.40], [5.41], [5.42]da elde edilen degerler taraf tarafa

carpilip diizenlenirse ;

ﬁ SinQ; ., ...]‘i[SinO,.4 fISineis = I[R,...,R,n]]”—,
i2 ‘ p: U ? B BB B B Prseers B o[ By BB
= "Sin(P,5...P,,,)

= "Sin(R,V,,.V, )

elde edilir.
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Sonu¢ 5.2.3. P,P,,.., P, eS" olmak iizere, Q;= <P,B,...,P,, >, S" de bir
kiiresel simpleks olsun. i,j =1,2,...,n+1 igin IZﬁjler de, P, tepesinden, P; tepeleri

dogrultusunda ki teget vektorler olmak iizere ;

Gram(P,, Pyy...r Py )= Gram(B, V5 Vi TV} Ve ), 1=12,0+]

olur.

Ispat: Lemma S.1.1 den agiktir.

Ornek 5.2.4.

Sekil 5.5. 87 de Kiiresel 2-simpleksin tepe agilar:

P1.P.P; € S" olmak {izere V,’;/ (i,j=1,2,3 ) igin V;j = P; - < P;,P; >P; seklinde
tanimli teget vektorleri igin;
<P,P> <P,P,> <P,P> %

Gram(P,,P,,P,) =det| <P, P,> <P,,P,> <P, P>
<P,P,> <P,P,> <P,P>
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1 <P,P, > <P,,P3>%
= det <P,P, > 1 <P,,P >
<PB,P,> <P,P > 1

= (I=<R.B,>* —<P,P >’ ~<B,,B, >’ 12<R,B, ><B,P, ><B, B>}

scklindedir. P;, PPz € §* oldugundan;

<P,P, >=cos0,,,
<P,P, >=cos0,,,

<P,,P, >=co0s0,,

degerleri yukarida yerlerine yazilirsa;
Gram(B,F,, B,)= (1-cos” 6,, —cos” 6, —cos® 8,, +2cos,, cos b, cos? 0,,)*

bulunur.

<PB,R> <B,)V,> <PBJV,>
1 152
Gram(R,Vy, V)" =detl <PV, > <V, Va > <V, Vy >
1 1 1 1 1
<PI,V,,3 > <V,,3,V,,2 > <V}§,VP3 >

=(~<PR,B, > )(1-<B,P, >*)-<V,,V, >’

=1-<P,P, >’ ~<R,P, > ~<P,P, >’<B,P, >
~(<B,P,>~<P,P,><P,P, >)

=I-<PB,P, > -<P,P,>* -<P,P,>*
+2<H,P,><P,P,><P,,P,>
olur. Buradan;

Gram(P,V, V)= (1 —cos® 6, —cos® 0, —cos® Oy, +2cos B, cos B;; cos® 0,,)

clde cdilir. Benzer sekilde;
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Gram(P,,V; V) =(1~cos® ,, —cos” 0, —cos” B, +2cos 6, cos 0,5 cos” 0,,)
vC

Gram(P,,V;,V;)= (1~cos’ 6, —cos’ O, —cos’ O, +2cos 6§, cos b, cos” 6,,)%

olur. O halde
Gram(F,, Py, B)=Gram(P,,V .V, )=Gram(P,,V; V2 )=Gram(P,,V, ,V})

oldugu goriliir.
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6 HIPERBOLIK n-SIMPLEKSLER VE n-BOYUTLU SINUS

6.1. Hiperbolik n-Simpleksler

(TP: =P,i = 1,2,..n+1 olmak {izere P,P,,.., P, € H" c R i¢in P; ler H" nin

clemanlart oldufundan (pozitif)y zaman benzeri (timelike) vektdrlerdir ve
<P,,P, ><0 dir. H" de (n+1) tepe noktali, Q, =<A,P,,...,P,, > kiimesi genel
durumludur ve konvekslik bolgesidir. Q, ya H" de n-boyutlu bir n-simpleks
denir(19). V:,j =P+<P,P,>P ,ij =1,2,..0+1 vektorleri P; tepesinde ki P;
dogrultusundaki teget vektorlerdir(21). Bu teget vektorler uzay benzeri (spacelike)

vektorlerdir. Bu teget vektorler birim hale getirilirse ve ST de-Sitter uzaymm

clemanlart olurlar.

Tamm 6.1.1. H" hiperbolik uzayinda herhangi iki nokta arasindaki hiperbolik

uzunluk P,P;e H" olmak lizere @, = arccosk(—— <P,P; > L) seklinde tanimli reel

sayidir(19,21,33).

Tanim 6.1.2(Dihedral Ag). Q, , H" hiperbolik uzaymda Pi,...,Pps; tepeli bir n-

simplcks olsun. ©Q,, nin P; ve P; tepelerine zit ij-yinci yiizlerinin arakesitinin es

boyutu 2 dir. Bu iki yiiz arasindaki agtya dihedral ag1 denir ve 0y ile gosterilir(18,33)

Tanim 6.1.3 (Gram Matris). G = [-cos0j] simetrik matrisine Q,, simpleksinin Gram

Matrisi denir(21,33)

Tamm 6.1.4. (Ayrit Matris). Q,, nin herhangi iki P;, P; tepesi arasindaki uzaklik

o, :ZII‘CCOSh(—(PI.,Pj >) seklindedir ve €, nm aynt uzunluu olarak

tanimlanir(34). A,P,,....P, tepeli Q, hiperbolik n-simpleksinin ayrit matrisi

n+l

M=[<P;,P;>] = [-cosh<P;,P;>] seklinde tanimlanir(34).
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Lemma 6.1.5. H" de nve n;normallerine sahip H, ve H, diizlemlerinin

kesismesi igin gerck ve yeter sart |< n,n; >| <1 olmasidir.
Ispat: (21.33) den goriilebilir.

Tamm 6.1.6. R (n+1)-boyutlu Lorentz uzaymm n; normalli hiperdiizlemi H "

olsun. /7, n H" arakesitine H" hiperbolik uzaymm n; normalli (n-1)-boyutlu

diizlemi denir(19)

Tamm6.1.7. R™ uzaymm H, ,H,,.,H,  gibi hiperdiizlemleri igin
(H,~H, ~.nH, )NH" arakesitine H" hiperbolik uzaymm (n-k)-boyutlu

diizlemi denir(19).

Tamm6.1.7. H" hiperbolik uzaymda Q, hiperbolik simpleksi i¢in P; noktasmndaki
tcpe agist (P,.,V,‘,;...I7,§; V5 ) seklinde tamimlanir. Burada V,ﬁj( i=1.2,.nt+)

vektorleri P; tepe noktasindan Pj tepe noktalarina dogru ¢izilen teget vektorlerdir.

Lemma 6.1.8: R Lorentz uzay: olmak {izere

1 1
S’ :R1n+ - R]n+

(P)—> S,(R)=P+<P,P,> P (kI=l,..nt])
lincer doniigtimii igin;
Gram (P, S, (B)yv.es S (B)oes So(Pry) )= Gram(B,...., P,.,)

olur.
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Ispat: Lemma 5.1.1 dekine benzer sekilde ispatlanir.

Lemma6.1.9.S,: R"" — R™

SA(P)=P+<P,P, >, P, (kl=1,..,n+1)
lincer doniistimii igin,
Gram(P,,S, (P)sreS (B)1resS, (B)),-.0s S, (Bror)) = Gram(P, .., By, L)
olur.
Ispat: Lemma 5.1.2 dekine benzer sekilde ispatlanir.
Lemma 6.1.10. u,ve R olmak tizere;

<u,v>,=<JW),v>,

csitligi vardir.
Ispat: (19)° dan goriilebilir.

Lemma 6.1.11. u € H" < R™" igin u" ={u'e §"| <u,u’> = O}spacelike hiperdiizlem
olmak iizere; u,ve H" < R timelike vektorleri igin (u™ N vHN Sy’ # ¢ olmast igin

gerek ve yeter sart | <u,v>] <1 veyal <u,v> > 1 olmasidir.

i) u' N v' timelike ise, (u" N vYNS! altuzayr S} de Sitter uzaymda (n-2)-
boyutlu spacelike diizlemdir < | <u,v>] <1 dir.
i1) u' ~w' spacelike ise, (ut N VN ST altuzayr S” de Sitter uzaymda (n-2)-

boyutlu timelike diizlemdir o<yl 21
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Ispat: uyve 11" < R veu', v" spacelike altuzaylar olsun. (u" N vHNS* # ¢ ise

u' v =(Sp{u}+Sp{v})" olur. Buradan;

(U N vy = Sp{u}+Sp{v}

oldugundan ae(u' N vY)" ise o = autbv seklinde yazilabilir.

<o,o> = -a° + 2<u,v>ab — b’
ifadesinden,
A= [ -1 <uv >J
<u,v> -1
matrisi igin,

An= -1 ve Ay =1- <u,V>2 olur. Buradan;

A= CD'ED =120 ve Ay =(-1) (1- <u,v>?) =1- <u,v>? > 0 ise | <u,v>| <1 olur ve

Sp{u}+Sp{v} i¢ carpim uzay: uzay benzeri(spacelike) alt uzay olur.

Tersine, Sp{u}+Sp{v} uzay benzeri(spacelike) alt uzay ise;
(u' N VNS = (Sp{u}+Sp{v}) NSy # ¢

olur.

An= -1 <0, Agy =1- <u,v>? < 0 ise| <u,v>| > 1 olyur. Bu ise Sp{u}+Sp{v}nin indefinit

alt uzay, yani; zaman benzeri (timelike) altuzay olmasidir.

Tersine Sp{u}+Sp{v} timelike altuzay ise (u" N v)N S # ¢ olur.
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6.1.1 Hiperbolik n-simpleksler i¢in tepe agilar1 ve n-boyutlu siniis

Teorem6.1.12.Q),, =< P,P,,..., P,

n+l

> hiperbolik simpleks olsun.
V,i,f =P+<P,P;>P, ij =1,2,..,n+1 vektdrleri P; tepesinde ki P; dogrultusundaki

. 80

teget vektorler olmak {izere P; tepesindeki n-hedral aginin siniisii ;

; [7.2.... 2]
[ 2yreccs By P,

"Sinl B PP, BBy )=

"

n

seklindedir.

Ispat:

Sekil 6.1. Hiperbolik 2-simpleksin tepe agist

Ni= ()" (Vh % x P xx V]

n+l

)i
i

% j 3
Ne= (D)™ W %XV xx Bx.nxVy ),
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vektorleri, Py ve ¥V, (i, k =1,2,..,n+1) teget vektoriine sahip ayntlara zit (n-1)-

yiizlerin normalleri olmak {izere,

i i i
Vi X xVp X X B x. . .xV,

N,
P; c; =t
Vil
ve
e, _( 1)n+]~k 1
= N , k=12,..,n+l
[V,

ViV xeox By |,

vektorleri de birim normallerdir ve de Sitter uzaym elemanlaridir. Lemma 6.1.10 gbz

Oniine alinirsa;

[V, ] Vs ]
e : :
: ) — 1 det| P |...det| P
fet ; o= == X J
de :e, [Va . P Vr;“] ”Nln”‘”Ni”'“”NnH” ! :
€y L }im‘l_ LV}"H-I_
LW_J
n-garpim
oldugundan,
n-1
€
: 1
det| e, | = - [6.1]
: M- VLV |
('I“]

bulunur. Diger taraftan,
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def| A N, ... P ... N,]}|=|def P

LN:”I_ V.,
oldugundan,
N, W Vé n-1
det P, = det R [6.2]
LN”” ] VP 1
clde edilir. O halde;
e [ N, ]
P I 3
fet| e | = - ‘
i U I A T A WY e B
‘),“] _Nm-lj
— dCt[Nl cc A‘Pi b Nn+l] [6.3]
IV N Y e

[6.2], [6.3] ifadeleri ile Teorem 4.1.3 den,

/i e’ (det[ ,;; R ...V;,”” ])n~]
det| e !
"NIHHNIH ° Nn+]
€1

clde cdilir. Lemma 6.1.8 ve Lemma 6.1.9 dan;
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€
dorl & 1= ll[n,a,-..,m]”*‘
1 n+ .
[1[72 ]
cml [I::I

bulunur. Buradan hiperbolik simpleksler igin n-boyutlu siniis;

5.8, .21

"sin( P, RPy...B By )=

n+l "
[R5 B B]
k=1

ki

olur.

Teorem 6.1.13. P, P,,...,P,

L eH"cR™ igin Q, =<P,P,...,P,,, >hiperbolik

n+l

simplcks olsun. P; tepesine zit yiiz F; ile gosterilirse;

Gram( P Pyvecos B, P )i = (B Bes )

i 224 ntl

olur.

Ispat: P; tepesine zit yiiz F; ile gosterilsin,

A

B xPx..xPx..xP

(—); — (__1)n+17i x n+l
”P, XPyx..xFx..xP,,

vekiorii F; yiiziiniin Lorentz birim normali olmak {izerce;
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<P,B> .. <P,g> .. <RBFB,>

P
detl | e, |[P-eP]|” <e,B> .. <ee> .. <g¢FB,>
LI),an <Pn+1’1)1 > ... <Rx+l’ei > .- <})n+l’Pn+l >(n+1)x(n+1)

<P,P,> .. <P,P,>

. . -

<P Pl> A <Pn+1"Pn+l>

n+l? nxn

=Gram(P,....B,,....P,,,)

=ldet{< PP >1|, kIzivekl=12,..,n+]

olur ki buradan;

= Gram(P,,....B,...,P,,;)

det| e

7

n+l |

vC

=Gram(P,,...,}3,.,...,P,,+,)% [6.4]

det| | e

L% el |

olur. Yani;
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Gram(PI,...,If’,.,...,PM,)%=’[P,,...,13i,. P, ]

s dnag
bulunur.
6.1.2 Hiperbolik polar simpleksler icin tepe agilar:

Q, =<P,P,...,P,, > hiperbolik n-simpleks olsun. Q, simpleksinin polar duali ,

P; tepelerine zit yiizlerin birim normalleri,

P x..Px..xP,_ i=12.

¢, = (__l)n+l—i |
|Prx...Bx..x P,

n+l

KT N d _ : s 1 i
vektorleri olmak dizere Qf, =<e;,e,,...,¢,,, > simpleksidir. V, =e;—<e;,e; >¢,,

ij =1,2,..., n+1 vektorleri e; tepesinde ki ¢; dogrultusundaki teget vektorlerdir(21). Bu

simpleks de Sitter uzaymndadir.

Teorem 6.1.14. QS =<e,,e,,...,e,,, > polar simpleksinin, e; tepesindeki tepe

acisinin n-boyutlu siniisii;

n-1
€,,85,...,€
o h _ |[1’ 210ees n+l]
sine;.ee, ...e;...e,; ) =—

l I l[el,ez,...,ek,...,enﬂ]
k=1
k=i

scklindedir.
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Ispat:

Sekil 6.2. Polar Hiperbolik 2-simpleksin tepe agisi

N:1= (_l)n+l—t(Vel' X---XI;:, X .o X Ve:“)l,

/_ +l-k cyrt i i
Ny= (D", % XV, xaxe x..xV, ),

vektorleri, e; ve V, (ik =1,2,..,n+1) teget vektoriine sahip ayritlara zit (n-1)-

ylizlerin normalleri olmak lizere,

d
o Ni
e' = e: = ——]—
«
”N’ ” L

ve

t i i
C’t’ —(”—l)n+l~k V"l X...XVe)‘ X...Xe, XH°XVen+1
]( — A
v, x.,.><Ve',z x...xe X..xV!

4 €nsl 1
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e v, v,
: 1 : :
d : = el
et e;’ [V - V:“,] ”Nld””‘”NxfiH“'N:H det e{ ...det e:i
C):1111 Vei,, Vefml
LW__J
n-carpim
oldugundan,
-1
of v,
: 1 :
det| ; |= . [6.5]
o | TR ) ¢
Ve
bulunur. Diger taraftan,
) N.{’ .
det e, [Nl" R N,‘,ﬂ,] = det %:
LNzcrlﬂ_d Vi
oldugundan,
(N ld vV ]
dof o |=|def ¢ [6.6]
Vi) U e




clde cdilir. O halde;

el (NIN

a ! ;
det ‘, ”Nldll”]{r;’ ,,,]N,‘f“ det e:,-

e;/ll LN;;{HJ

_delN? e . NA
e v

[6.6], [6.7] ifadeleri ile Teorem 4.1.3 den,

el
: (det[Ve” eV ]),-1
det] ¢ |= Tz T
! ”N]dH. N,d”n N:'+1
ef,]”

clde cdilir. Lemma 6.1.8 ve Lemma 6.1.9 dan;

d
e .y
L ’[el €, ’en+l]
det| e, +1 .
: I[el €rr00s€prenes€ +1]
d =1
Cosl k=

bulunur. Buradan kiiresel polar simpleksler igin n-boyutlu siniis;

[ n-1i
] e,,ez,...,en+,]

" - 5 _
sin(e;,ee, ... ...e,, ) =—

[Tleves e,

k=1

olur.
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[6.7]



Teorem 6.1.15.

simplcks olsun.

tizere;
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P,P,..P,,eH" cR™ igin Q, =<P,P,,...,P,,, >hiperbolik

n+l

Q,,’nin polar simpleksi QF =<e,,e,,...,e,,, > simpleksi olmak

. 5 . [ 5
Gram(ee, ...e,..e,,, )*= |e],...e,.,...,ek+] .

olur.

Ispat: e; tepesine

7 - n+l-i
¢; ~(‘1)

zit yiiz F; ile gosterilsin.

e Xe,X.X€x...xe,,

le, x e, x...x ¢, x...xen+1[|L

vektorii F; yliziiniin Lorentz birim normali olmak {izere; Lemma 6.1.10 dan;

detl | e

olur. Buradan;

d
<e,e > ... <e,€ > .. <eg,e, >

. . .

i d d d
eyl e, |7 1<Eha> o <dlg > o <dley>

.
.

d
<en+l’el> NN <en+1,e,- > ... <en+l’en+1 >(n+1)x(n+1)

<e,e > .. <e,e,, >

. .

<e,,8 > .. <e,.,e,. >

nxn

= Gram(e,,...,é,,...,e,,,)

=ldef{<e,,e,>1|, kl=ivekl=1,2,. . n+l
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det e,ff = Gram(e,,...,&;,...,e,,)
_eml_
vC
el
. ||=Gram(e é € )% [6.8]
det| & 120029€;300 €0y .
elul
bulunur. O

Pj ve V,’;] vektorleri O, P;,P; tarafindan belirlenen diizlemde olduklarmdan Teorem

6.1.12 deki,

N GO T VL,

Ni= (1) (Viﬁ, x...xVA}; X..x P, x...xV,’;M)L

ifadclerindc;

Ni

Pi:ci =

IV,

vC
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Ny
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P x..xP x..xPx..xP,

“P1 x,,,xﬁ’k X...x P X..X B,

i i, k= ],2,..., n+l

|7l

almirsa;

¢

det|| e [el”'e;"'eml] <eg,e > ... <g€,8 > .. <€,6,>

L())lll B

cesitliginden,

det| e

Lerﬁl n

<e,e, > ... <e,e > ... <€,6,,>

. . .

<eml’el> A <en+l’ei > e <en+1’en+1>(,,+1)x(,,+1)

<e,e > ... <e,e.,>

. .
. .

<€ > e <€, >

clde cdilir. Buradan da;

det| e

vC

= Gram(e,,...,C;se >€py)
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_ ~ %
detl e = Gram(e,,...,€;y...,€,,, )"

LY a4l

olur. Bu esitligin sag tarafina n-boyutlu hiperbolik polar simpleksin e; tepesine zit F;

viiziiniin n-boyutlu polar siniisti denir ve

" . - _ ]
polsin(ee,...e,.e,. ) —l[el,...,ei,..,em]
scklinde gosterilir.

Benzer sckilde e; ve Ve’k vektSrleri O, e, er tarafindan belirlenen diizlemde

olduklarindan Teorem 6.1.14 de;
Ni'= ()" (7] x..x Vi x..xV) ),
ve
Ni = (=1)"-t (Vet; X...% I}e;,, X 0raX €) X 00s X Ve’;“ )L

vektorleri, e; ve Ve’; teget vektoriine sahip ayrita zit (n-1)-ylizlerin normalleri olmak

{izere;

vC
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L € Xe, XL XE X, Xe,

e;’:(—l)"” = =P, k=12,.., ntl
||e1><ez><...xekx...xen+, .
alinirsa;
d d d d d
. <elel> ... <e,> ... <q,6,>
& : . : :
i 1= <e,e? > <e,,e > <e,él >
dett| € ||e e €. i€ i €1 i 2€ni1
d
¢ d d d d_d
Lun <€l > ... <€& > e <€uC M)
esitliginden,
17 3
¢ d d d _d
<el,ef > .. <ef,e.>
det| € =
. d d d_d
: <€,.1,€ > ... <e"+"e"+'>nxn
Cd

n+l

- .
. .
.

<P,P> .. <PB,B,>

<P..P> ... <P..Ba>,,
olur. Sonug olarak,
€
det] [ |=Gram(B.., By Pr)

clde cdilir. Bu esitligin sag tarafina n-boyutlu hiperbolik simpleksin P; tepesine zit

F,; viiziiniin n-boyutlu polar siniisii denir ve
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" polsin( PPy..Bro.Py ) = [P Py

scklindc gosterilir.
Sonug 6.1.16.
"sin(e;,ee,...¢,..e,, )= "polsin(Ple..f’,. wPa)= I[Pl,...,ﬁi,...,PnH]

olur.

Ispat: Tcorem 6.1.12 ve Teorem 6.1.15 den agiktir.

Sonu¢ 6.1.17.

SRl

"sin( P,PP,...P...P,,, )="polsin(ee,..é,..e,,) = —
125w B B
k=1
k#i

olur.
Ispat: Teorem 6.1.13 ve Teorem 6.1.14 den agiktir.
Teorem6.1.18. Q, =<P,P,....,P, > hiperbolik simpleksinin
(PP, ...P, P ...P_) tepesini P; ile P; tepesine zit (n-1)-ylizii F; ile gosterilirse
"polsinF, _ "polsinF, _ "polsinF,,
"sin P, "sinP, "sinP,,,
olur.
13‘;20/:

"polsinF,=" polsin( PP, ...P,...P,,, )
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], i=12..n+] [6.9]

olur.

"sin P, = "sin(P,,A P, ﬁ, P

[2.5....P.]"

=— » L pat i=1,2,...,n+1 [6.10]
{TlR. 2P B
k=1
ki

oldugu goriiliir. [6.9] ifadesi [6.10] ifadesine taraf tarafa boliiniirse;

n+l
[P.5,....

_ P
polsinF,

’Ec""’ n+l
’F;zﬂ

] n-1

=]

"sin P, I[EP,

, i=12,...,n+1

bulunur. Bu csitligin sag tarafi i-indisinden bagimsiz oldugundan;

ntl

BBy
np()lSiI’lF'l _ npOZSian _ :HPOISZ.]’IFM_] _ ];!:[ 1:%2 k 4l
nSinP‘ "Sian nSinPnH I[PI»PZ,.--,P;;-I»I]n_l

clde edilir.
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6.2. Hiperbolik Uzayda Uzakhklar

6.2.1. Hiperbolik Uzayda Bir Noktamn Hiperbolik Hiperdiizleme Olan Uzakhg:

X

«—— —  Time-koni

XY

xl

Sekil 6.3. Bir noktanin hiperbolik hiperdiizleme hiperbolik uzaklig
Pn+1

Va7

e;, (i=1,2,..,n+1) ler birim normal vektérler ve <e,,e;>=-1 olmak iizere;

1;

[6.11]



—_—

yazilabilir. [6.11] esitliginin her iki yam e_,, ile i¢ carpima tabii tutulursa;

—_———

A=<OP'-OP_, ¢, >

n+l

_—

=—-<O0P,,,e,.,, > [6.12]

n+l?

bulunur. [6.12]ifadesinde bulunan A degeri [6.11] de yerine yazilip diizenlenirse,

OP' =0Ppu—< OPm-],e!H_I > €

olur. Burada P,P,,...,P P',P' e H"dir. ceR" olmak izere,

u+ls
OP =c.OP' [6.13]
icin P’ e H"oldugundan

<P P >=-1.

Buradan:

¢- <P P >=-1
ve
S [6.14]
<P,P'>
bulunur.
—]; = 1:)n+1—' < Pn+1’en+] > en+l

ifadesi goz Oniine alinarak;

125
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P <Pn+1’ n+l >en+l >

n+t

B Pl o
<P P'>=<P —<P ,€0.1 >€h>

2
=<PF, P> <})n+1’ n+1

n+12 % ntl

=-1- <P+1’en+l >*
elde edilir. Bulunan bu deger [6.14] de yerine yazilirsa;

-1
—1-<P,, P, >

n+l?

i

C =

-1
-1- <Pn+l’Pn+1 >’

ceR" oldugundan;

1

V+< n+l? n-l-l

olur. Buradan,

, 1
P’ = _—__T__—(Pn-(-l— < Pn+1>en+1 > en+l)

1
., (Pn+l <Pn+1’ n+l >en+1)
\/1+ < n+l? n+l
P'Hl < I)tH-l’ n+l > en+l [6 15]

“]Jn-rl < Pn+19 n+l > en+1 “

bulunur. [6.15] ifadesinin her iki tarafi Py, ile i¢ ¢carpima tabii tutulursa;

¢1+< n+1’ €41 [616]

n)]’
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olur. [6.16] ifadesinin her iki tarafinin kareleri alinarak diizenlenirse;

2

<P,,P'>* =1+<P, e, >
COSZ Tl(Pn+1 >P') =l+< Pn+1’en+1 >2
SinN(P,i P =< PpisCon > [6.17]

elde edilir. [6.17] ifadesinde P’ e H, oldufundan,
Sinn(PnH ’ I-Iemq ) =|< PI'H-I »Cni1 >l

bulunur ki bu ise hiperbolik uzayda bir Pns; noktasmn H, =~ hiperdiizlemine olan

uzakhigidir,

6.2.2.Hiperbolik Uzayda Bir Noktanm Hiperbolik (n-2)-Diizleme Olan Uzakhif:

«——— Timecone

K 4

Xy

Sekil 6.4. Bir Noktanin hiperbolik (n-2)-diizleme hiperbolik uzaklig



<e,,.,e,., >, =1, <e,,e, >, =1 olmak lizere;

n+l 2>+l

——

'
n+l P = )\‘16'1+1 + )\’Zen
scklindedir. Burada;
er — en — < en+l ’en > en+l
n
"en —< en+l ’en > en+l ‘

olup birim ortonormal vektordiir. [6.18] ifadesinden,

P-P, =ke,, +he,
yazilabilir. Buradan,

= <Py >= A

—< Pn+l ’e:: >= 7\'2

yazilabilir. [6.19] ve [6.20] degerleri [6.18] de yerine yazilirsa;

~<P, e, >e. —~<P..en>en

n+l n+12 > n+l

bulunur.

ceR’ olmak lizere;

OP = c.OP

[6.18]

[6.19]

[6.20]

[6.21]
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ifadesinden PeH" oldugundan;

<P,P>=-1vec’.<P,P>=-1

bulunur. [6.21] ifadesinden,

<PP> <Pn+1 <Pn+1’en+l <P+1’e" >e9Rz+l <Pn+l’
. 52
<Pn+1’Pn+1 > = <Pn+17 n+1 <})n+]’e”
52
==l-<P, e, > <Pn+17
bulunur. ¢ € R” oldugundan;
5 -1
¢ ===
<P,P>
—1
52
_1 <Pn+1’ n+l <Pn+1’
1
2
1_’L<pn+1’ n+l > +<Pn+l’e >

elde edilir k1 buradan da

1

2
\/7+< n+]’ n+1 > +<])n+l’e >

olur. Bu deger,

1 2

————_0P
V< P,F >

oP =

ifadesinde yerine yazilirsa;

129

—<P,.e.>¢ >

[6.22]
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1

P =
\/1+ <P.,e, > +<P,,en>

n

P (_R:+1_<Pn+l’en+l >en+1—<Pn+1’e” >e")

elde edilir. Her iki tarafin Py ile i¢ carpimi alinirsa;

<P, P>= l ——(-1-<PF,

" 2 2 ntl®
+<P e > +<P. .e,>

a+12n+l nHl

e, > —<P..en>") [6.23]

seklinde bulunur. [6.23] ifadesinden;

S+ <P e,>?

n+l?

<P

n+lo

]’>2=1+<P e

n+19 > n+l

' 2 2
<P . .e..>+<P ,e.>=-1+<P,,P>

=-1- COSh2 n(Pn-l-l QP)

=sinh*n(P,,,, P) [6.24]

olur. [6.24] ifadesi diizenlenirse;

sinh Tl(R,+1 ’P) = \/(P}m »€n41 T <Pn+l ’e'"\)z

bulunur. Ppe H, . oldugundan

sinh Tl(f’,,+1 H e )= \/<Pn+1 ’en+l>2 + <Pn+l ’e‘">2

clde cdilir.

Teorem 6. 2.1. Hiperbolik uzay Q,, da bir n-simpleks olsun. P, tepesinde ki n-hedral

acinin siniisti,
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n-1

. [PV eV sV ]
"Sin(P,V, ..V, .V, )= A7 P A [6.25]

ntl n+l ~
/N0 AR A A

I1

k=1

Burada i = 1,2..n+1 olmak iizere; Vp vektorleri P > tepesinden P,,...,B,..., P,

n+l

tepelerine dogru ¢izilen uzay benzeri(spacelike) teget vektorlerdir.

Ispat: Lemma 6.1.8 ve Lemma 6.1.9 dan dolay1 Pi’Vp,’“"I}pn""VP,M vektorleri

tizerine kurulan paralel yiiziin hacmi ile P,PB,,...,P,,, vektdrleri iizerine kurulan

paralel yiiziin hacmi esittir. B, P,,...,P,,, € H" olmak {lizere, H" de bir hiperbolik

n+l

simpleks, Q,, =<P,...,P,,, >olsun. i =1 2 ,n+1 i¢in Vpk ler de, P; tepesinden,

n+1

~

P,Py..P....P

i n+l

tepeleri dogrultusunda ki teget vektdrler olmak iizere genelligi

bozmadan P, tepesinde ki tepe agisim1 (B, ¥V, V, ..V, )ile gdsterelim.

Lemma 6.1.8 ve (25) den;

Gram(P,,,, PV}, ...V, )= Gram(P,,.,P', B,V sV, )

n+1?

P|Gram(P,,,, sV, )

n+l
olur. Bu ifade diizenlenirse,

E

n+I’P sz’ ’V n)
Gram(P,V, ,...,V, )

” Gram(P,
n+l

clde edilir. Yine Lemma 6.1.8 den dolayi

Gram(P,,...,P,,,)
Gram(P,,...,P,)

]) [)'

nil

[6.26]



olur. Lemma 6.1.9 dan ;

~

PV, eV, sV, ) = Gram(P, P,P,,V

paomted’ pote n+l P2 geeey

A

P, )

Py

Gram(P,

nel?

Pn+1 P

(Gram PV, ¥, esT,)

yazilabilir. Bu ifade diizenlenirse

——»l _ Gram(P,,,, P,V oV, 5V, )
! Gram(P, Vs I}pi - )
veyahut ta
”——OPHH P' _ Gram(P, , ,F;,...,AR.,...,P,,) [6.27]
Gram(P,P,,....,P,...,P,)
bulunur. [6.26] ve [6.27] ifadelerinde,
;PMP’” = h' ve ‘PMIP i = h olarak alinirsa;
h'
Sin@, = —
i(n+1) h
oldugundan
. |[P1’P2""7Pn’Pn+l]l[P19P23'"ai),'a"-91),,]
SinQ, .y = [6.28]

[P, Pyoees P,NLB Prss By Py ]

seklinde olur. [6.28] ifadesini,

132
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LB seres PN B By Py ]
[P Bsnn P,

Sind

[Preess Pu] =

i(n+1)

seklinde yazarak (n-1) defa ¢arpim alimirsa;

QR TR Ay | s
‘[Pl,...,PMI]]" = =2 - HSi”G:,(nn)
[P,..2,.. P, =2

I1

i=2

n+l n
l[})l ,...,Pn]ln—ZHl[R""R,".,PRH] .
- i=2 [ 188, 1629]

n

[1i5.-B.... 2,1 -
=2
elde edilir. [6.29]de elde edilen esitligi
[0 R 1 4 [
1+l = n HSlnei,(nﬂ) [6‘30]

i=2

[P,.B,...,P]

[17Bos P 11

i=2 i=2

seklinde diizenlersek, bu esitlifin sol tarafi ¢arpim formiilli géz dniine alindig1 zaman
kiiresel simpleks i¢in n-boyutlu siniis e karsilik gelir. Yine ¢arpim formiilii g6z 6niine
alindifinda sag taraftaki birinci terim (n-1)-boyutlu siniise karsilik gelir. O halde
[6.30] ifadesinden;

"Sin(P,V,, .V, )=""Sin(B,V, .V, [Sinb, p., [6.31]
i=2

elde edilir. Simdi [6.31] ifadesinin sag yamm g6z 6niine alalim.



) [P,eeen Py ]
Slﬂoz’(nﬂ) = Il[lp P l]
Voveesdy

5.2, P, ] \

[B.Pyes o]

Sin0, ) = [Psers Pyl [P Py i P

(B BT [BoPy Prreess Pt
: ‘ > [6.32]
Sind _ l[PI seees Ppa ] I[Pl Py Py ,Pn]l

n-1,(n+1) l[l)l,,P,,]

[Psr Pys Py Py

= I[Pl EAaRS] P'l"‘l ]
n,(n+1) I[Pl ,.o-aPn]

][‘Pl 9])2 3000y })n~2 ’Pn~1 ]
[2senes Py Pt

Sin0

J

[6.32] ifadesi taraf tarafa garpilirsa;

[Tsin0,,y = oPeal” [AoBruB] [B.PPyB]

b P BT B P Pl B Py Paseess Pr]
[ A ) L

[P seesPrzsPrs Pua ] [Bisves Prys Pr]

LRI

[6.33]

n

elde edilir. Benzer sekilde,

— I[Pl ""’Pn] l[Pl ’})?’""’Pn~l]l \
" “:})1 "“’Rz—-l]l [[R"P3"”9P"]

Sin0

5ing. = PPl (R P Pase P
P P B P Py P

> [6.34]

Sin@, ,, = [P BY (B Brreess Prss Pra]
n=2n “:P;’""Pn—l] l[R’Pz’""RI—B’Pn_laR,]

_/
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- ![Pl,,Pn] I[})lﬂpzﬁ""Pn—z]l
NP By (B Pys Pay s By

Sind

[6.34] ifadest taraf tarafa carpilirsa ;

n—-2

{7 sin,, = [Poes B[R Pysees Pos ] [Bs Prs Pasvees Pact]

T P BB P [BoBBHn BT

I[Pl P ""’Pn—3’Pn—1 ]I l[PUPZ""’Pn-—Z ]I

6.35
[B s PrssPrys B [[Pseees Pross B [6:33]
elde edilir. Bu sekilde devam edilirse;
sing. NPPPu R [BR] [6.36]
“[R.P.R] [R.P.R]
o PP Rl (BB (637
Y [R.R.R] [IP.P.R]
ve
B,P,,P,
Smmjzﬂ“z’ﬂllﬁl [6.38]

7.2l [P.R]

135

bulunur. [6.33], [6.35], [6.36], [6.37], [6.38]da clde edilen degerler taraf tarafa

carpilip dlizenlenirse ;

n 4 3
]—I Sin0; .y ""HSZ"GM HSme =
i2 i=2 i=2

[P Pt
[ Py. Py Py

[P.P P ]

30009 L o+l

..... [P,P,,..P,]
= "Sin(B, Py P,.y)

= "Sin(B,V, 7, )
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elde edilir.

Somu¢ 6.2.2. P,P,,...P, €H" olmak izere, Q,=<P,P,..,P,, >, H' de bir

hiperbolik simpleks olsun. —Iﬂleer de, P; tepesinden, P, tepeleri dogrultusunda ki

teget vektdrler olmak tizere ;

Gram(R,P,,..., P,

n+l

)=Gram(B,Vp ,Vp sV, )= =Gram(F,,, V5" sV )
olur.
Ispat: Lemma 6.1.8 den agiktir.

Ornek 6.2.3. P;,P,Pse H' olmak fizere V] (1j=1,2,3 ) icin V3 =F; + < P;,P; >P;

seklinde taniml teget vektdrleri igin;

Sekil 6.5. H? de Hiperbolik 2-simpleksin tepe agilar:

<P13P1 >1, <P1,P2 > <PpP3 >L
Gram(})vl)?.’})fs):det <P13})2 >L <‘P27P2 >L <})2,‘P3> >
<P,B> <B,B> <BB>



-1
=det| <R,P, >,
<P,P>,
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<P,B,>, <R.P>,
-1 <B,B>,
<PB,P, >, -1

~(1-<P,P,> ~<P,P,>* ~<P,,P, >*

~2<R.P,><P,P,><P,,P, )

seklindedir. P;,P5,P3e H" oldugundan;

<P,P, »>,=—coshd,,
<P,P,>,=—coshf,,,

<P,,P, >,=—cosh@,

degerleri yukarda yerlerine yazilirsa;

Gram(P, P,, P,)= -(1—cost’ 8,, —cos’ §,, —coslt 8, +2coshd,, cosh,; coshb,;)

bulunur.

Gram(P,, V,iz V) = det

= det

=(1-

1
<P, Vp >,
1 1 '
<Vp,Vp >,

1 1
<Vp,Vp >,

<B,R> <B,V,>

<PVp >, <Vp Vg >,
I 1ol

<B,Vp >, <Vp,Vp>,

-1 0 0

0 <VpVa> <VpVp>,

0 <Vp.Va> <Vp.Vp>

<PLP, >)(1= < P, By 3= <V, Vh >

=1-<P,P,>*-<P,P,> —<P,P,>*<P,B,>*
~(<P,B>~<PR,h><R,P>)

=1-<P,P,>* -<P,P,> —<P,P,>’
~-2<P,P,><P,P,><P,,P>
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olur. Buradan;

Gram(P,,V, .V, )=-(1-cosh’ 0, —cosh’ 8,, —cosh’ 8,, +2cosh®,, cosh®,, coshd,,)
elde edilir. Benzer hesaplamalarla

Gram(P,,V; V) =(1-cosh’ 6,, —cosh’ 8, —cosh’ 0, +2cosh8,, cosh6,, cosh®,,)
ve

Gram(P,,V, .V, )= -(1-cosh’ 8, —cosh’ 8,, — cosh’ 8, +2cosh8,, cosh8,, cosh®,,)
olur. O halde;

Gram(P, Py, B)=Gram(P,,V; ,V; ) =Gram(P,,V; V) =Gram(P,,V; .V, )

oldugu goriliir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu ¢aligmada ilk defa hiperbolik uzayda bir hiperbolik n-simpleksin tepe agilan ile
bunlarin polar dualleri arasindaki bagintilar elde edilmigtir. Hiperbolik uzayda ki bir
n-simpleksin polar dualinin, de Sitter uzayinda oldugu gosterilmis ve polar

simpleksin tepe agilar1 da hesaplanmigtir.

Bu ¢aligmanin gelecekteki hedefi; (34) de verilen bir hiperbolik simpleksin. Gram
matrisi ve ayrt matrisi arasindaki bagintilar1 kullanarak, tepe agilar ile ilgili bulunan

bagntilari ayrit uzunluklarina bagh olarak ifade etmektir.
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