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ÖZET 

Normlu uzaylar gibi lineer yapılara çok benzeyen konvekslik özelliklerine sahip olan 

hiperbolik uzaylar, sabit nokta teorisi için verimli bir çalışma alanı olmuştur. İlgili 

literatür incelendiğinde klasik sabit nokta iterasyon yöntemlerinin hiperbolik uzaylara 

taşınmasıyla birçok sabit nokta teoreminin elde edildiği görülebilir. Bu tez dört 

bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölümde sabit nokta teorisine dair literatür bilgisi verilmiştir. 

İkinci bölümde klasik analiz ve fonksiyonel analize ait temel kavramlar verilmiştir. 

Üçüncü bölümde bazı sabit nokta iterasyon yöntemleri ile yeni iterasyon yöntemine 

yer verilmiş ve bu yöntem kullanılarak yakınsaklık, yakınsaklık denkliği, yakınsaklık 

hız analizi ve veri bağlılığı gibi bazı sabit nokta teoremleri elde edilmiştir. 

Dördüncü bölümde bu çalışmada elde edilen sonuçlar özetlenmiş ve ileride 

yapılabilecek olası çalışmalara yer verilmiştir. 
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1. GİRİŞ 

Günlük hayatta değişik noktalarda karşılaşılan cebir ve analize ait problemlerin 

modellenmesine dair yapılan çalışmalarda temel oluşturmak için ihtiyaç duyulan sabit 

nokta teorisi, uygun değişikliklerle söz konusu problemlerin çözümüne ulaşmayı 

hedefler.  

Tarihsel olarak sabit nokta teorisinin kökeni diferansiyel denklemler üzerine yaptıkları 

çalışmalarıyla bilinen Fransız matematikçiler Picard ve Poincare’a dayansa da sabit 

nokta teorisinin başlangıcı, kanıtlanmış ilk sabit nokta teoremi olarak bilinen 

Brouwer’ın klasik teoremine atfedilir. Ancak sabit nokta kavramının uygun bir 

çerçevede geniş bir uygulama alanına sahip olmasında Polonyalı matematikçi 

Banach’ın rolü büyüktür. 1922 yılında Banach’ın ispatlamış olduğu ve Banach 

Büzülme İlkesi olarak bilinen teorem, tam metrik uzaylarda daralma dönüşümü 

yardımıyla oluşturulan Picard iterasyon dizisinin bu dönüşümün tek olan sabit 

noktasına yakınsayacağını söyler [1].  

Banach’ın bu teoremi uygulamalı matematikte olduğu kadar matematiğin diğer 

dallarında da etkisini göstermiş ve hızlı bir gelişimin önünü açarak birçok 

araştırmacının bu teoremi farklı yapılara genişletmesini sağlamış ve bu sayede birçok 

yeni sabit nokta teoremi literatüre kazandırılmıştır (bkz [2-8]). 

Banach uzaylarının geometrisi ile sabit nokta teorisi arasındaki ilişki çok faydalı ve 

güçlü olmuştur. Özellikle sabit nokta problemlerinde çalışılan uzayın geometrik 

özelliğinin kilit bir rolü vardır. Bu problemlerde ağırlıklı olarak konvekslik özelliği ve 

Banach uzaylarının diğer geometrik özellikleri kullanılmaktadır. Her Banach uzayı bir 

vektör uzayı olduğundan, bu uzaylara konveks bir yapı vermek daha kolaydır. Bu 

nedenle Banach uzaylarının geometrisi konveks yapıları ile yoğun bir şekilde 

çalışılmıştır (bkz. [9-12]). Ancak metrik uzaylarda konveks bir yapı elde etmek daha 

zordur. Bu zorluk Takahashi'nin metrik uzaylarda konvekslik kavramını 

tanımlamasıyla aşılmıştır [13]. 

Gerçek hayatta karşılaşılan birçok problem lineer olmayan formda ifade edilebildiği 

için bu problemlerin Banach uzayları gibi lineer yapılar yerine lineer olmayan 

yapılarda incelenmesi daha gerçekçi bir yaklaşım olacaktır. Bu noktada, lineer 
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olmayan yapısı ve zengin geometrik özelliği nedeniyle hiperbolik uzay, bu 

problemlerin incelenmesinde sabit nokta teorisi için iyi bir matematiksel çerçeve 

sunmaktadır. Hiperbolik uzaylar, lineer uzaylara çok benzeyen konvekslik 

özelliklerine sahiptir. Bu uzay sınıfı, tüm normlu vektör uzaylarını, Hadamard 

manifoldlarını, CAT(0) uzayını, Hilbert yuvarını, Hilbert yuvarlarının kartezyen 

çarpımını ve R-trees gibi yapıları içerir. 

2005 yılında, Kohlenbach [14] tarafından tanımlanan hiperbolik uzaylar, Geobel ve 

Kirk [15] tarafından verilen hiperbolik uzay tanımına göre daha kısıtlı ve Reich ve 

Shafrir [16] tarafından ortaya atılan hiperbolik uzay tanımından ise daha geneldir. 

Bu çalışmaların bir sonucu olarak klasik sabit nokta iterasyon yöntemleri hiperbolik 

uzaylara taşınarak birçok sabit nokta teoremi elde edilmiştir (bkz. [17-20]). 

Bu tez çalışmasında herhangi bir normlu uzayda tanımlanan yeni bir sabit nokta 

iterasyon yönteminin hiperbolik uzaylarda yeniden ifade edilmesiyle birlikte 

yakınsaklık, yakınsaklık denkliği, yakınsama hızının analizi ve veri bağlılığı gibi sabit 

nokta teoremleri irdelenmiştir. Elde edilen bazı sonuçlar nümerik örnekler yardımıyla 

desteklenmiştir.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde tez çalışmasında temel teşkil eden bazı kavramlara yer verilmiştir.  

2.1 Fonksiyonel Analize Ait Bazı Kavramlar 

Tanım 2.1.1. 𝑀 boştan farklı herhangi bir küme ve 𝜌:𝑀 ×𝑀 → ℝ bir fonksiyon 

olsun. Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑀 için; 

i. 𝜌(𝑥, 𝑦) ≥ 0 

ii. 𝜌(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦 

iii. 𝜌(𝑥, 𝑦) = 𝜌(𝑦, 𝑥) 

iv. 𝜌(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜌(𝑥, 𝑧) + 𝜌(𝑧, 𝑦) 

şartları sağlanıyorsa 𝜌 fonksiyonuna 𝑀 üzerinde bir metrik, (𝑀, 𝜌) ikilisine de bir 

metrik uzay denir [21]. 

Tanım 2.1.2. (𝑀, 𝜌) bir metrik uzay olmak üzere bu uzayda {𝑥𝑛} dizisi ve bir 𝑎 ∈ 𝑀 

noktası verilsin. Her 𝜀 > 0 için 𝑛 ≥ 𝑁0 olduğunda, 𝜌(𝑥𝑛, 𝑎) < 𝜀 olacak şekilde bir 

𝑁0 = 𝑁0(𝜀) doğal sayısı bulunabiliyorsa, {𝑥𝑛} dizisine 𝑎 ∈ 𝑀 noktasına yakınsaktır 

denir [22]. 

Tanım 2.1.3. (𝑀, 𝜌) bir metrik uzay olmak üzere bu uzayda {𝑥𝑛} dizisi verilsin. Her 

𝜀 > 0 için 𝑚, 𝑛 > 𝑁0 olduğunda 𝜌(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑁0 = 𝑁0(𝜀) doğal 

sayısı varsa {𝑥𝑛} dizisine Cauchy dizisi denir [21]. 

Tanım 2.1.4. (𝑀, 𝜌) bir metrik uzay olmak üzere eğer bu uzaydaki her Cauchy dizisi 

yakınsak ise, 𝑀 uzayına tam metrik uzay denir [22]. 

Tanım 2.1.5. (𝑀, 𝜌) ve (𝑁, 𝜍) iki metrik uzay, 𝜏:𝑀 → 𝑁 bir dönüşüm ve 𝑎0 ∈ 𝑀 

olsun. Her 𝜀 > 0 sayısı için, 𝜌(𝑎, 𝑎0) < 𝜁 olduğunda 𝜍(𝜏(𝑎), 𝜏(𝑎0)) < 𝜀 olacak 

şekilde bir 𝜁 = 𝜁(𝑎0, 𝜀) > 0 sayısı varsa, 𝜏 dönüşümüne 𝑎0 noktasında süreklidir 

denir. Eğer 𝜏 dönüşümü 𝑋 in her noktasında sürekli ise 𝜏 ya 𝑀 de süreklidir denir [23]. 
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Yukarıdaki tanımda adı geçen 𝜁 > 0 sayısı sadece 𝜀’a bağlı ise, 𝜏 dönüşümüne düzgün 

sürekli dönüşüm adı verilir. Şimdi metrik uzaylarda noktasal süreklilik ile dizisel 

süreklilik kavramlarının denk olduğunu gösteren aşağıdaki teoremi verelim [24]. 

Teorem 2.1.6. (𝑀, 𝜌) ve (𝑁, 𝜍) iki metrik uzay olmak üzere 𝜏:𝑀 → 𝑁 dönüşümü ve 

𝑎0 ∈ 𝑀 noktası verilsin. Aşağıdakiler denktir: 

a) 𝜏:𝑀 → 𝑁 dönüşümü 𝑎0 ∈ 𝑀 noktasında süreklidir. 

b) 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑎0 koşulunu sağlayan her yakınsak (𝑎𝑛) dizisi için 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝜏(𝑎𝑛) = 𝜏(𝑎0). 

Bu teoremin bir sonucu olarak aşağıdaki teorem verilebilir: 

Teorem 2.1.7. (𝑀, 𝜌) ve (𝑁, 𝜍) iki metrik uzay olmak üzere 𝜏 : 𝑋 → 𝑌 dönüşümü 

verilsin. 𝜏 dönüşümünün sürekli olması için gerek ve yeter koşul 𝑀 uzayındaki 

yakınsak her (𝑎𝑛) dizisi için 𝜏 (𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑎𝑛) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝜏(𝑎𝑛) eşitliğinin sağlanmasıdır [23].  

Sonuç olarak herhangi bir fonksiyonun sürekliliği için gerek ve yeter şartın bu 

fonksiyonun yakınsak dizileri yakınsak dizilere dönüştürmesi olduğu görülür [23]. 

Tanım 2.1.8. Φ ≠ ∅ bir küme ve 𝔻 bir cisim olsun. +:Φ × Φ → Φ ve ∙: 𝔻 × Φ → Φ 

işlemleri tanımlansın. Eğer her 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈ Φ ve her 𝜂1, 𝜂2 ∈ 𝔻 için aşağıdaki şartlar 

sağlanıyorsa, Φ kümesine 𝔻 cismi üzerinde vektör uzayı denir: 

𝚽𝟏. 𝑥1 + 𝑥2 ∈ Φ . 

𝚽𝟐. 𝑥1 + (𝑥2 + 𝑥3) = (𝑥1 + 𝑥2) + 𝑥3. 

𝚽𝟑. 𝑥1 + 𝜃 = 𝜃 + 𝑥1 = 𝑥1 olacak şekilde 𝜃 ∈ Φ vardır. 

𝚽𝟒. 𝑥1 + (−𝑥1) = (−𝑥1) + 𝑥1 = 𝜃 olacak şekilde −𝑥1 ∈ Φ vardır. 

𝚽𝟓. 𝑥1 + 𝑥2 = 𝑥2 + 𝑥1. 

𝚽𝟔. 𝜂1 ∙ 𝑥1 ∈ Φ. 
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𝚽𝟕. 𝜂1 ∙ (𝑥1 + 𝑥2) = 𝜂1 ∙ 𝑥1 + 𝜂1 ∙ 𝑥2. 

𝚽𝟖. (𝜂1 + 𝜂2) ∙ 𝑥1 = 𝜂1 ∙ 𝑥1 + 𝜂2 ∙ 𝑥1. 

𝚽𝟗. (𝜂1 ∙ 𝜂2) ∙ 𝑥1 = 𝜂1 ∙ (𝜂2 ∙ 𝑥1). 

𝚽𝟏𝟎. 1 ∙ 𝑥1 = 𝑥1. 

𝔻 cisminin reel ya da kompleks olmasına göre Φ’ye sırasıyla reel veya kompleks 

vektör uzay adı verilir [24]. 

Tanım 2.1.9. Φ bir vektör uzay ve 𝐾 ⊂ Φ olsun. Her 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐾 için 

𝐴 = {𝜑 ∈ Φ:  𝜑 = 𝜂1𝑥1 + (1 − 𝜂1)𝑥2, 0 ≤ 𝜂1 ≤ 1 } ⊂ 𝐾 

ise 𝐾 kümesine konvekstir denir [23]. 

Tanım 2.1.10. 𝒩 bir vektör uzay olsun ve 𝔻 = ℝ olmak üzere, ‖. ‖:𝒩 → 𝔻 

fonksiyonu verilsin. Eğer her 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒩 ve her 𝜂1 ∈ 𝔻 için  

𝓝𝟏. ‖𝑥1‖ = 0 ⇔ 𝑥1 = 𝜃 

𝓝𝟐. ‖𝜂1 ⋅ 𝑥1‖ = |𝜂1| ⋅ ‖𝑥1‖ 

𝓝𝟑. ‖𝑥1 + 𝑥2‖ ≤ ‖𝑥1‖ + ‖𝑥2‖ 

koşulları sağlanırsa ‖. ‖ fonksiyonu 𝒩 üzerinde bir norm, (𝒩, ‖⋅‖) ikilisi de normlu 

uzay adını alır [25]. 

Tanım 2.1.11. 𝒩 normlu uzay ve 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒩 olsun. Eğer 𝒩 uzayı, 𝜌(𝑥, 𝑦) =

‖𝑥 − 𝑦‖  norm metriğine göre tam ise 𝒩’ye Banach uzayı denir [26]. 

Tanım 2.1.12. 𝒩 bir normlu uzay ve {𝑎𝑛}, 𝒩 uzayında bir dizi olsun. Eğer 

lim
𝑛→∞

‖𝑎𝑛 − 𝑎‖ = lim
𝑛→∞

𝜌(𝑎𝑛, 𝑎) = 0 
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olacak şekilde bir 𝑎 ∈ 𝒩 varsa {𝑎𝑛} dizisi 𝑎 noktasına kuvvetli yakınsaktır denir ve 

bu durum kısaca 𝑎𝑛 → 𝑎 ile gösterilir. Buradaki 𝑎 noktasına {𝑎𝑛} dizisinin kuvvetli 

limiti adı verilir [21]. 

2.2. Sabit Nokta Teorisine Ait Bazı Kavramlar 

Tanım 2.2.1. 𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 herhangi bir dönüşüm olsun. Eğer  

𝑇𝑥 = 𝑥 (2.1) 

olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑋 varsa, bu 𝑥 noktasına 𝑇’nin sabit noktası denir ve 𝑇’nin tüm 

sabit noktalarının kümesi 𝐹(𝑇) ile gösterilir [27]. 

Örnek 2.2.2 

i. Eğer 𝑋 = [0,4] ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 = √𝑥2 − 7𝑥 + 28 ise 𝐹(𝑇) = {4}. 

ii. Eğer 𝑋 = ℝ ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 = 𝑥 + 8 ise 𝐹(𝑇) = ∅. 

iii. Eğer 𝑋 = [0,1] ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 = 𝑙𝑛𝑥 +
1

𝑥
 ise 𝐹(𝑇) = {1}. 

iv. Eğer 𝑋 = ℝ ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 = 𝑥2 − 2𝑥 ise 𝐹(𝑇) = {0,3}. 

Tanım 2.2.3. 𝑋 bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝛿 ⋅ 𝑑(𝑥, 𝑦) (2.2) 

olacak şekilde bir 𝛿 > 0 sayısı mevcut ise 𝑇’ye bir Lipschitzian dönüşüm denir [27]. 

Her Lipschitzian dönüşümün düzgün sürekli olduğu açıktır. 

Örnek 2.2.4. 𝑋 = ℝ, 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 = 5𝑥 − 1 şeklinde 

tanımlansın. Bu durumda, 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) = |5𝑥 − 1 − (5𝑦 − 1)| = 5|𝑥 − 𝑦| = 5𝑑(𝑥, 𝑦) 

elde edilir. Yani 𝛿 ≥ 5 için 𝑇dönüşümü Lipschitzian dönüşüm şartını sağlar. 

Tanım 2.2.5. 𝑋 bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir Lipschitzian dönüşüm olsun. Eğer her 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 
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𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝛿 ⋅ 𝑑(𝑥, 𝑦) (2.3) 

eşitsizliği en az bir 𝛿 ∈ [0,1) sayısı için sağlanıyorsa 𝑇’ye contraction (daraltan) 

dönüşüm denir [27]. 

Banach [1] yukarıda tanımı verilen contraction dönüşümün hangi şartlar altında sabit 

noktaya sahip olacağını karakterize eden aşağıdaki teoremi ispatlamıştır: 

Teorem 2.2.6. 𝑋 bir tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir contraction dönüşüm olsun. Bu 

durumda  

i. 𝑇 dönüşümü 𝑋 uzayında bir tek 𝑢 sabit noktasına sahiptir; 

ii. Herhangi bir 𝑥0 ∈ 𝑋 başlangıç noktası için 

 

𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑥𝑛, 𝑛 = 0,1,2, … (2.4) 

eşitliğiyle verilen Picard iterasyonu tarafından üretilen {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  dizisi 𝑢 noktasına 

yakınsar. 

İspat: Başlangıç noktası olan 𝑥0 ∈ 𝑋 için (2.4) eşitliğinden elde edilen {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  

dizisinin bir Cauchy dizisi olduğu gösterilmelidir. Dolayısıyla 𝑛 ≥ 1 ve 𝑝 ≥ 1 için 

(2.3) şartı kullanılırsa 

𝑑(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥𝑛) = 𝑑(𝑇𝑛+𝑝−1𝑥0, 𝑇
𝑛−1𝑥0) 

                        ≤ 𝛿𝑑(𝑥𝑛+𝑝−1, 𝑥𝑛−1) 

                        = 𝛿𝑑(𝑇𝑛+𝑝−1𝑥0, 𝑇
𝑛−1𝑥0) 

                        ≤ 𝛿2𝑑(𝑥𝑛+𝑝−2, 𝑥𝑛−2) 

                         ⋮ 

                        ≤ 𝛿𝑛𝑑(𝑥𝑛+𝑝−𝑛, 𝑥𝑛−𝑛) 

                        = 𝛿𝑛𝑑(𝑥𝑝, 𝑥0) 

                        ≤ 𝛿𝑛(𝑑(𝑥𝑝, 𝑥𝑝−1) + 𝑑(𝑥𝑝−1, 𝑥0)) 

                        ≤ 𝛿𝑛(𝛿𝑑(𝑥𝑝−1, 𝑥𝑝−2) + 𝑑(𝑥𝑝−1, 𝑥𝑝−2) + 𝑑(𝑥𝑝−2, 𝑥0)) 

                        = 𝛿𝑛(𝑑(𝑥𝑝−2, 𝑥0) + 𝑑(𝑥𝑝−1, 𝑥𝑝−2) + 𝛿𝑑(𝑥𝑝−1, 𝑥𝑝−2)) 

≤ 𝛿𝑛[𝑑(𝑥𝑝−2, 𝑥0) + 𝛿𝑑(𝑥𝑝−2, 𝑥𝑝−3) + 𝛿
2𝑑(𝑥𝑝−2, 𝑥𝑝−3)] 
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                         ⋮ 

                        ≤ 𝛿𝑛[𝑑(𝑥1, 𝑥0) + 𝛿𝑑(𝑥1, 𝑥0) + 𝛿
2𝑑(𝑥1, 𝑥0)+. . . ] 

                        = 𝛿𝑛𝑑(𝑥1, 𝑥0)(1 + 𝛿 + 𝛿
2 + 𝛿3+. . . ) 

                        = 𝛿𝑛𝑑(𝑥1, 𝑥0) (
1

1 − 𝛿
) 

bulunur. Yani 

𝑑(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥𝑛) ≤ (
𝛿𝑛

1 − 𝛿
)𝑑(𝑥1, 𝑥0) 

olduğu elde edilir. 0 ≤ 𝛿 < 1 olduğundan 𝑛 → ∞ için limit alınırsa 𝑑(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥𝑛) → 0 

olur. Bu da {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  dizisinin bir 𝑋’te bir Cauchy dizisi olduğunu gösterir. (𝑋, 𝑑) uzayı 

tam olduğundan 𝑥𝑛 → 𝑢 olacak şekilde bir 𝑢 ∈ 𝑋 elemanı vardır ve dolaysıyla da 

𝑥𝑛+1 → 𝑢 yazılabilir. 𝑇 dönüşümü sürekli olduğundan 𝑇𝑥𝑛 → 𝑇𝑢 olup 𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑥𝑛 

denkleminde 𝑛 → ∞ için limit alınırsa 𝑢 = 𝑇𝑢 elde edilir. Şimdi bu sabit noktanın tek 

olduğu gösterilmelidir. 𝛿 ∈ [0,1) olmak üzere 𝑇 dönüşümünün 𝑣 gibi başka bir sabit 

noktası olsun. O halde  

𝑑(𝑢, 𝑣) = 𝑑(𝑇𝑢, 𝑇𝑣) ≤ 𝛿 ⋅ 𝑑(𝑢, 𝑣) ⇒ (1 − 𝛿)𝑑(𝑢, 𝑣) ≤ 0 

elde edilir. 𝑢 ≠ 𝑣 olduğundan çelişki elde edilir. Dolayısıyla 𝑇 bir tek sabit noktaya 

sahiptir. Bu ise ispatı tamamlar. 

Bu teoremdeki (i) ve (ii) şartlarını sağlayan dönüşüme Picard operatörü denir. Yani bir 

tam metrik uzay üzerinde tanımlı, yalnızca bir tane sabit noktaya sahip olan kendi 

üzerine bir dönüşüm kullanılarak elde edilen Picard iterasyon dizisi, bu sabit noktaya 

yakınsak ise bu dönüşüm Picard operatörü olarak adlandırılır. 

Tanım 2.2.7. (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) (2.5) 

ise, 𝑇’ye genişlemeyen (nonexpansive) dönüşüm denir [27]. 
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Örnek 2.2.8. 𝑋 Banach uzayı olsun. 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü, 𝑇(𝑥) =
𝑥

4
+

1

25
 şeklinde 

tanımlansın. O zaman 𝑇 genişlemeyen bir dönüşümdür. 

Çözüm: Gerçekten de her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝑦 ≠ 0 için 

‖𝑇(𝑥) − 𝑇(𝑦)‖ = ‖
𝑥

4
+
1

25
− (

𝑦

4
+
1

25
)‖ = ‖

𝑥

4
−
𝑦

4
‖ =

‖𝑥 − 𝑦‖

4
≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ 

Örnek 2.2.9.  𝑋 = ℝ, 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| ve 𝑇:ℝ → ℝ, 𝑇𝑥 = 𝑥 + 15 olsun. O halde 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) = |𝑥 + 15 − (𝑦 + 15)| = |𝑥 − 𝑦| = 𝑑(𝑥, 𝑦) 

olduğundan her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) şartı sağlanır. Dolayısıyla 𝑇 

genişlemeyen bir dönüşümdür. Fakat bu dönüşümün bir sabit noktası yoktur. 

Teorem 2.2.6 ile verilen Banach Büzülme İlkesi’nde kullanılan dönüşümün sürekli 

olduğuna dikkat edilmelidir. Sürekli olma şartı taşımayan dönüşümler aracılığıyla bu 

teoremin birçok genellemesi yapılmıştır. Bu teoremlerden birisi 1968 yılında Kannan 

[28] tarafından ispatı verilen aşağıdaki teoremdir:  

Teorem 2.2.10. (𝑋, 𝑑) bir tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Eğer her 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için,  

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑎[𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) + 𝑑(𝑦, 𝑇𝑦)] (2.6) 

olacak şekilde en az bir 𝑎 ∈ [0,
1

2
) sayısı bulunabilirse, 𝑇 bir Picard operatörüdür. 

İspat: 𝑇 dönüşümü (2.6) şartını sağlıyorsa, bu durumda 𝑐𝑎𝑟𝑑𝐹(𝑇) ≤ 1 olur. 𝑥0 ∈ 𝑋 

olmak üzere ∀ 𝑛 ∈ ℕ için 𝑥𝑛=𝑇
𝑛𝑥0 eşitliği ile verilen Picard iterasyonunu göz önüne 

alalım. (2.6)’dan 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 𝑑(𝑇𝑥𝑛−1, 𝑇𝑥𝑛) ≤ 𝑎[𝑑(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1)]  

veya 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≤
𝑎

1 − 𝑎
𝑑(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛), 𝑛 = 1,2, …   (2.7) 
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yazılabilir. 𝑎 ∈ [0,
1

2
) için 0 ≤

𝑎

1−𝑎
< 1 olduğundan, Teorem 2.2.6’nın ispatında 

izlenen yola benzer şekilde {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  dizisinin 𝑋’te bir Cauchy dizisi olduğu ve 

dolayısıyla da bu uzayda yakınsak bir dizi olduğu sonucuna ulaşılır. {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  dizisinin 

limiti 𝑥∗ ∈ 𝑋 olsun. Bu durumda, 

𝑑(𝑥∗, 𝑇𝑥∗) ≤ 𝑑(𝑥∗, 𝑥𝑛) + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑥∗) ≤ 𝑑(𝑥∗, 𝑥𝑛) +  𝑎[𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛−1) + 𝑑(𝑥∗, 𝑇𝑥∗)] 

 olup, her 𝑛 ∈ ℕ için 

𝑑( 𝑥∗, 𝑇𝑥∗) ≤
1

1 − 𝑎
𝑑(𝑥∗, 𝑥𝑛) +

𝑎

1 − 𝑎
𝑑(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛), 

(2.8) 

olduğu sonucuna ulaşılır. (2.7) ve (2.8)’ den 𝑛 = 1,2… olmak üzere 

𝑑( 𝑥∗, 𝑇𝑥∗) ≤
1

1 − 𝑎
𝑑(𝑥∗, 𝑥𝑛) + (

𝑎

1 − 𝑎
)
𝑛

𝑑(𝑥0, 𝑥1), 
(2.9) 

elde edilir. (2.9) ile verilen eşitsizlikte 𝑛 → ∞ için limit alınırsa 

𝑑(𝑥∗, 𝑇𝑥∗) = 0 ⇔ 𝑥∗ = 𝑇𝑥∗ 

yani 𝐹(𝑇) = {𝑥∗} olduğu görülür. Böylece her bir 𝑥0 ∈ 𝑋 için 𝑥𝑛 → 𝑥∗ olur. 

Örnek 2.2.11.  𝑋 = ℝ olsun ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümünü aşağıdaki şekilde tanımlansın: 

𝑇𝑥 = {
0, 𝑥 ≤ 1

−1

6
, 𝑥 > 1

 

Bu durumda 

i. 𝑇 sürekli değildir. 

ii. 𝑇 dönüşümü (2.6) ile verilen şartı sağlar. 

Çözüm: 𝑇 dönüşümünün sürekli olmadığı açıktır. (ii) önermesini göstermek için 

aşağıdaki durumlar göz önüne alınmalıdır: 

Durum I: Eğer 𝑥 ≤ 1 ve 𝑦 ≤ 1 ise  
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|𝑇𝑥 − 𝑇𝑦| = 0 ≤ 𝑎[|𝑥| + |𝑦|] 

eşitsizliği her 𝑎 ∈ [0,
1

2
) için sağlanır. 

Durum II: Eğer 𝑥 > 1 ve 𝑦 > 1 ise, Durum I’deki sonuç elde edilir. 

Durum III: Eğer 𝑥 > 1 ve 𝑦 ≤ 1 ise, 

|𝑇𝑥 − 𝑇𝑦| =
1

6
≤ 𝑎 [|𝑥 +

1

6
| + |𝑦|] 

eşitsizliği 𝑎 =
1

7
 için sağlanır. 

Durum IV: Eğer 𝑥 ≤ 1 ve 𝑦 > 1 ise, 

|𝑇𝑥 − 𝑇𝑦| =
1

6
≤ 𝑎 [|𝑥| + |𝑦 +

1

6
|] 

eşitsizliği 𝑎 =
1

7
 için sağlanır. 

Sonuç olarak 𝑇 dönüşümü (2.6) ile verilen şartı sağlar. 

Kannan teoremindeki düşünceden hareketle 𝑇’nin sürekli olmasını gerektirmeyen 

birçok dönüşüm kullanılarak bazı sabit nokta teoremleri elde edilmiştir [29-31]. Bu 

teoremlerden biri Chatterjea [32] tarafından (2.6) şartına benzer bir şart kullanılarak 

aşağıdaki şekilde elde edilmiştir: 

Teorem 2.2.12. (𝑋 , 𝑑) bir tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈

𝑋 için 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ b[𝑑(𝑥, 𝑇𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑇𝑥)] (2.10) 

olacak şekilde en az bir 𝑏 ∈ [0,
1

2
) sayısı varsa 𝑇 bir Picard operatörüdür. 

Rhoades [33] tarafından verilen bir örnekte (2.2) ile verilen contractive olma şartı ile 

(2.6) ve (2.10) ile verilen contractive olma şartlarının birbirlerinden bağımsız oldukları 
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gösterilmiştir. 1972 yılında Zamfirescu, [34] ile verilen çalışmasında (2.2), (2.6) ve 

(2.10) şartlarını bir araya getirerek aşağıda verilen önemli sonucu elde etti: 

Teorem 2.2.13. (𝑋, 𝑑) bir tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Eğer her 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

(𝑧1) 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦)  ≤ 𝛿𝑑(𝑥, 𝑦) 

(𝑧2) 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑎[𝑑(𝑥 , 𝑇𝑥) + 𝑑(𝑦, 𝑇𝑦)], 

(𝑧3) 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑏 ⋅ [𝑑(𝑥 , 𝑇𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑇𝑥)], 

koşullarından en az birisinin doğru olacağı şekilde, 𝛿 ∈ [0,1) ile 0 < 𝑎, 𝑏 <
1

2
 

şartlarını sağlayan 𝛿, 𝑎 ve 𝑏 reel sayıları varsa, bu durumda 𝑇 bir Picard operatörüdür. 

İspat: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 alalım ve (𝑧1), (𝑧2) veya (𝑧3) şartlarından en az biri doğru olsun. 

i. Eğer (𝑧2) doğru ise, 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑎[𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) + 𝑑 (𝑦, 𝑇𝑦)] 

≤ 𝑎{𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) + [𝑑(𝑦, 𝑥) + 𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) + 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦)]} 

elde edilir. Yani 

(1 − 𝑎)𝑑 (𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 2𝑎𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) + 𝑎𝑑( 𝑥, 𝑦) 

veya 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤
2𝑎

1 − 𝑎
𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) +

𝑎

1 − 𝑎
 𝑑( 𝑥, 𝑦) 

ii. Eğer (𝑧3) doğru ise, 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤
2𝑏

1 − 𝑏
𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) +

𝑏

1 − 𝑏
 𝑑( 𝑥, 𝑦) 

olur. Bu durumda 

λ:= {δ,
a

1 − a
,
b

1 − b
} 

şeklinde seçilirse 𝜆 ∈ [0,1) olur ve her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 
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𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 2𝜆𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) + 𝜆𝑑(𝑥, 𝑦) (2.11) 

eşitsizliği sağlanır. Benzer şekilde, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 2𝜆𝑑(𝑥, 𝑇𝑦) + 𝜆𝑑(𝑥, 𝑦) (2.12) 

eşitsizliği elde edilir. (2.11)’den 𝑐𝑎𝑟𝑑𝐹(𝑇) ≤ 1 olduğu görülür. Şimdi 𝑇’nin bir tek 

sabit noktaya sahip olduğu gösterilmelidir. 𝑥0 ∈ 𝑋 keyfi bir başlangıç noktası olsun ve 

{𝑥𝑛}𝑛=0
∞  dizisi her  𝑛 ∈ ℕ için 𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑥𝑛 eşitliği ile verilen Picard iterasyonundan 

elde edilen dizi olsun. Eğer  

𝑥 ∶=  𝑥𝑛  

𝑦 ∶=  𝑥𝑛−1 

iki ardışık yaklaşım ise, bu durumda (2.12)’den 

𝑑(𝑇𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛−1) ≤ 2𝜆𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛−1) + 𝜆𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛−1) 

yani, 

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛) ≤  𝜆𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛−1) 

olduğu elde edilir. Buradan {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  nin bir Cauchy dizisi olduğu ve böylece yakınsak 

olduğu sonucuna ulaşılır. 𝑥∗ ∈ 𝑋 bu dizinin limiti olsun. O halde lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛) = 0 

olur. (2.11) ile verilen eşitsizlikle birlikte üçgen eşitsizliğinin kullanılmasıyla 

𝑑(𝑥∗, 𝑇𝑥∗) ≤ 𝑑(𝑥∗, 𝑥𝑛+1) + 𝑑(𝑇𝑥𝑛, 𝑇𝑥∗) 

≤ 𝑑(𝑥∗, 𝑥𝑛+1) + 𝜆𝑑(𝑥∗, 𝑥𝑛) + 2𝜆𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛) 

elde edilir. 𝑛 → ∞ için 𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛) = 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) → 0 olduğundan 

𝑑(𝑥∗, 𝑇𝑥∗) = 0 ⇔ 𝑥∗ = 𝑇𝑥∗ 

bulunur. Yani her bir 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 için 𝐹(𝑇) = {𝑥∗} ve  𝑥𝑛 → 𝑥∗ (𝑛 → ∞) dır. 

 



14 
 

3. HİPERBOLİK UZAYLARDA SABİT NOKTA TEORİSİ ÜZERİNE BAZI 

SONUÇLAR 

Bu bölümde literatürdeki bazı klasik sabit nokta iterasyon yöntemleri ile bu 

yöntemlerin hiperbolik tipte yazılmasıyla elde edilen yöntemlere yer verilmiştir. 

Ayrıca yeni hiperbolik tipte iterasyon yöntemi aracılığıyla elde edilen sabit nokta 

teoremleri ispatlanmıştır: 

3.1 Klasik Tipten Bazı Sabit Nokta İterasyon Yöntemleri 

𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 herhangi bir dönüşüm olsun: 

Tanım 3.1.1 

𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑥𝑛 = 𝑇𝑛𝑥0, 𝑛 = 1,2, … (3.1) 

eşitliğiyle verilen yönteme Picard iterasyon yöntemi denir [35]. 

Örnek 3.1.2 𝑢(𝑥) = 1 + 𝑥 +
1

2
𝑥2 +

1

2
∫ (𝑥 − 𝑡)2𝑢(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
 Volterra integral 

denklemine 𝑢0(𝑥) = 0 başlangıç koşulu altında Picard iterasyonu uygulansın. Bu 

durumda aşağıdaki eşitlik geçerli olacaktır: 

𝑢𝑛+1(𝑥) = 1 + 𝑥 +
1

2
𝑥2 +

1

2
∫ (𝑥 − 𝑡)2𝑢𝑛(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

   (𝑛 ≥ 0) 
 

Başlangıç koşulu yukarıdaki eşitlikte yerine yazılırsa 

𝑢1(𝑥) = 1 + 𝑥 +
1

2!
𝑥2 

𝑢2(𝑥) = 1 + 𝑥 +
1

2!
𝑥2 +

1

3!
𝑥3 ++

1

4!
𝑥4 +

1

5!
𝑥5, 

𝑢3(𝑥) = 1 + 𝑥 +
1

2!
𝑥2 +

1

3!
𝑥3 ++

1

4!
𝑥4 +

1

5!
𝑥5 +

1

6!
𝑥6 +

1

7!
𝑥7 +

1

8!
𝑥8 

elde edilir. Benzer şekilde devam edilirse yukarıda verilen eşitliğin çözümü 

𝑢(𝑥) = lim
n→∞

𝑢𝑛+1(𝑥) = 𝑒
𝑥 
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şeklinde olur [36]. 

Teorem 2.2.6’da verilen contraction olma şartı değiştirildiğinde Picard iterasyon 

yönteminden elde edilen dizinin limiti mevcut olmayabilir. Aşağıda verilen örnek bu 

durumu göstermektedir: 

Örnek 3.1.3 𝐶 = [0,5] ⊂ ℝ olmak üzere 𝑇: 𝐶 → 𝐶, 𝑇𝑥 = 5 − 𝑥 dönüşümü 

tanımlansın. 𝑇 genişlemeyen bir dönüşüm ve 𝐹(𝑇) = {
5

2
} dir. Herhangi bir 𝑥0 = 𝑚 ≠

5

2
 noktası için (3.1) ile verilen Picard iterasyonu kullanılırsa 

𝑥1 = 𝑇𝑥0 = 5 −𝑚 

𝑥2 = 𝑇𝑥1 = 𝑇
2𝑥0 = 𝑚 

𝑥3 = 𝑇𝑥2 = 𝑇
2𝑥1 = 𝑇3𝑥0 = 5 −𝑚 

⋮ 

𝑥𝑛 = 𝑇𝑥𝑛−1 = 𝑇2𝑥𝑛−2 = ⋯ = 𝑇𝑛𝑥0 

⋮ 

olur. Yani (5 −𝑚,𝑚, 5 −𝑚,𝑚,… ) dizisi elde edilir. Bu dizinin 𝑚 ≠
5

2
 için yakınsak 

olmadığı açıktır. Dolayısıyla Picard iterasyonu genişlemeyen dönüşümlerin sabit 

noktasına yakınsamayabilir. Bu nedenle araştırmacılar yeni iterasyon yöntemleri 

tanımlayarak farklı dönüşüm sınıfları için de bu yöntemler üzerine çalışmışlardır. 

Tanım 3.1.4 {𝛼𝑛} ∈ [0,1] ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere, 

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑥𝑛 (3.2) 

eşitliğiyle verilen yönteme Mann iterasyon yöntemi denir [37]. 

Tanım 3.1.5 {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛} ∈ [0,1] ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere, 

{
𝑢𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑢𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑣𝑛
𝑣𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑢𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑢𝑛

 
(3.3) 
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eşitliğiyle verilen yönteme Ishikawa-iterasyon yöntemi denir [38]. 

Tanım 3.1.6 {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛} ∈ [0,1] ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere, 

{

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛
𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛
𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑥𝑛,

 (3.4) 

eşitliğiyle verilen yönteme Noor iterasyon yöntemi denir [39]. 

Tanım 3.1.7 {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛} ∈ [0,1] ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere,  

{

𝑢𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑣𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑣𝑛
𝑣𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑤𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑤𝑛
𝑤𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑢𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑢𝑛

 (3.5) 

eşitliğiyle verilen yönteme SP iterasyon yöntemi denir [40]. 

Tanım 3.1.8 {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛} ∈ [0,1] ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere,  

{

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑦𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛
𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑇𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛
𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑥𝑛

 (3.6) 

eşitliğiyle verilen yönteme CR iterasyon yöntemi denir [41]. 

Tanım 3.1.9 {𝛼𝑛} ∈ [0,1] ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere, 

{
𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑦𝑛

𝑦𝑛 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑥𝑛
 (3.7) 

eşitliğiyle verilen yönteme Picard-Mann-iterasyon yöntemi denir [42]. 

Tanım 3.1.10 {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛} ∈ [0,1] ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere, 

{
𝑢𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑇𝑢𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑣𝑛
𝑣𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑢𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑢𝑛

 (3.8) 

eşitliğiyle verilen yönteme Agarwal-S-iterasyon yöntemi denir [43]. 

Tanım 3.1.11 {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛} ∈ [0,1] ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere,  
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{

𝑚𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑇𝑠𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑘𝑛
𝑠𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑇𝑚𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑘𝑛
𝑘𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑚𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑚𝑛

 (3.9) 

eşitliğiyle verilen yönteme Abbas-Nazır iterasyon yöntemi denir [44]. 

3.2 Hiperbolik Tipten Bazı Sabit Nokta İterasyon Yöntemleri 

Literatürde farklı şekillerde ifade edilen hiperbolik uzay kavramları bulunabilir [15,16, 

45,46]. Ancak bu çalışmada Kohlenbach [14] tarafından aşağıdaki şekilde verilen 

hiperbolik uzay tanımı esas alınmıştır: 

Tanım: 3.2.1. (𝑀, 𝑑) bir metrik uzay ve her 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 ∈ 𝑀 ve 𝛼, 𝛽 ∈ [0,1] için 

𝑊:𝑀 ×𝑀 × [0,1] → 𝑀 konvekslik fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlarsa 

(𝑀, 𝑑,𝑊) üçlüsüne hiperbolik uzay denir: 

(Θ1)  𝑑(𝑧,𝑊(𝑥, 𝑦, 𝛼)) ≤ (1 − 𝛼)𝑑(𝑧, 𝑥) + 𝛼𝑑(𝑧, 𝑦); 

(Θ2) 𝑑(𝑊(𝑥, 𝑦, 𝛼),𝑊(𝑥, 𝑦, 𝛽)) = |𝛼 − 𝛽| 𝑑(𝑥, 𝑦); 

(Θ3) 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝛼) = 𝑊(𝑦, 𝑥, 1 − 𝛼); 

(Θ4) 𝑑(𝑊(𝑥, 𝑧, 𝛼),𝑊(𝑦,𝑤, 𝛼)) ≤ (1 − 𝛼)𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝛼𝑑(𝑧, 𝑤). 

(𝑀, 𝑑) metrik uzayı 𝑊:𝑀 ×𝑀 × 𝐼 → 𝑀 dönüşümü ile birlikte göz önüne alınsın. Bu 

durumda; 

• (𝑀, 𝑑) uzayı yukarıda verilen özelliklerden yalnızca (Θ1)  koşulunu sağlarsa 

bu durumda (𝑀, 𝑑) uzayına Takahashi [13] anlamında konveks metrik uzay 

denir. 

• (𝑀, 𝑑) uzayı (Θ1 − Θ3)  koşullarını sağlarsa bu durumda (𝑀, 𝑑) uzayına 

Goebel-Kirk [15] tipinde hiperbolik uzay denir. 

• (Θ4) koşulu Reich ve Shafrir [16] tarafından hiperbolik uzaylar sınıfını 

tanımlamak için kullanılmıştır. 

𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 herhangi bir dönüşüm olsun. Yukarıda verilen 

klasik sabit nokta iterasyon yöntemlerinin hiperbolik tipte yeniden yazılmasıyla 

aşağıdaki iterasyon yöntemleri elde edilir: 

Tanım 3.2.2 {𝛼𝑛} ∈ [0,1] ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere, 



18 
 

𝑥𝑛+1 = 𝑊{𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛, 𝛼𝑛 } (3.10) 

eşitliğiyle verilen yönteme hiperbolik tipten Mann iterasyon yöntemi denir. 

Tanım 3.2.3 {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛} ∈ [0,1] ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere, 

{
𝑢𝑛+1 = 𝑊{𝑢𝑛, 𝑇𝑣𝑛, 𝛼𝑛 }

𝑣𝑛 = 𝑊{𝑢𝑛, 𝑇𝑢𝑛, 𝛽𝑛 }
 (3.11) 

eşitliğiyle verilen yönteme hiperbolik tipten Ishikawa iterasyon yöntemi denir. 

Tanım 3.2.4 {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛} ∈ [0,1] ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere, 

{

𝑥𝑛+1 = 𝑊{𝑥𝑛, 𝑇𝑦𝑛, 𝛼𝑛 }

𝑦𝑛 = 𝑊{𝑥𝑛, 𝑇𝑧𝑛, 𝛽𝑛 }

𝑧𝑛 = 𝑊{𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛, 𝛾𝑛 }
 (3.12) 

eşitliğiyle verilen yönteme hiperbolik tipten Noor iterasyon yöntemi denir. 

Tanım 3.2.5 {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛} ∈ [0,1] ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere, 

{

𝑢𝑛+1 = 𝑊{𝑣𝑛, 𝑇𝑣𝑛, 𝛼𝑛 }

𝑦𝑛 = 𝑊{𝑤𝑛, 𝑇𝑤𝑛, 𝛽𝑛 }

𝑧𝑛 = 𝑊{𝑢𝑛, 𝑇𝑢𝑛, 𝛾𝑛 }
 (3.13) 

eşitliğiyle verilen yönteme hiperbolik tipten SP iterasyon yöntemi denir. 

Tanım 3.2.6 {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛} ∈ [0,1] ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere, 

{

𝑥𝑛+1 = 𝑊{𝑦𝑛, 𝑇𝑦𝑛, 𝛼𝑛 }

𝑦𝑛 = 𝑊{𝑇𝑥𝑛, 𝑇𝑧𝑛, 𝛽𝑛 }

𝑧𝑛 = 𝑊{𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛, 𝛾𝑛 }
 (3.14) 

eşitliğiyle verilen yönteme hiperbolik tipten CR iterasyon yöntemi denir. 

Tanım 3.2.7 {𝛼𝑛} ∈ [0,1] ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere, 

{
𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑦𝑛

𝑦𝑛 = 𝑊{𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛, 𝛼𝑛 }
 (3.15) 

eşitliğiyle verilen yönteme hiperbolik tipten Picard-Mann iterasyon yöntemi denir. 



19 
 

Tanım 3.2.8 {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛} ∈ [0,1] ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere, 

{
𝑢𝑛+1 = 𝑊{𝑇𝑢𝑛, 𝑇𝑣𝑛, 𝛼𝑛 }

𝑣𝑛 = 𝑊{𝑢𝑛, 𝑇𝑢𝑛, 𝛽𝑛 }
 (3.16) 

eşitliğiyle verilen yönteme hiperbolik tipten Agarwal-S iterasyon yöntemi denir. 

Tanım 3.2.9 {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛} ∈ [0,1] ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere, 

{

𝑚𝑛+1 = 𝑊{𝑇𝑠𝑛, 𝑇𝑘𝑛, 𝛼𝑛 }

𝑠𝑛 = 𝑊{𝑇𝑚𝑛, 𝑇𝑘𝑛, 𝛽𝑛 }

𝑘𝑛 = 𝑊{𝑚𝑛, 𝑇𝑚𝑛, 𝛾𝑛 }
 (3.17) 

eşitliğiyle verilen yönteme hiperbolik tipten Abbas-Nazır iterasyon yöntemi denir. 

Yukarıda bir kısmı verilen iterasyon süreçlerinden esinlenerek yeni tanımlamış 

olduğumuz dört adım klasik sabit nokta iterasyonu şu şekildedir: 

Tanım 3.2.10 {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛}, {𝜇𝑛} ∈ [0,1] ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere,  

{
 

 
𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑇𝑦𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑧𝑛
𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑇𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛
𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑤𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑤𝑛
𝑤𝑛 = (1 − 𝜇𝑛)𝑥𝑛 + 𝜇𝑛𝑇𝑥𝑛

 (3.18) 

Bu yöntemin hiperbolik tipte yeniden yazılmasıyla aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

Tanım 3.2.11 {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛}, {𝜇𝑛} ∈ [0,1] ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere, 

{
 

 
𝑥𝑛+1 = 𝑊{𝑇𝑦𝑛, 𝑇𝑧𝑛, 𝛼𝑛 }

𝑦𝑛 = 𝑊{𝑇𝑥𝑛, 𝑇𝑧𝑛, 𝛽𝑛 }

𝑧𝑛 = 𝑊{𝑤𝑛, 𝑇𝑤𝑛, 𝛾𝑛 }

𝑤𝑛 = 𝑊{𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛, 𝜇𝑛 }

 (3.19) 

Tanım 3.2.12. 𝑋 bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Eğer ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝛿𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝜑(𝑑(𝑥, 𝑇𝑥)) (3.20) 
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eşitsizliğini sağlayan bir 𝛿 ∈ [0,1) sabiti ve 𝜑(0) = 0 şartını sağlayan 𝜑: [0,∞) →

[0,∞), sürekli ve kesin artan bir φ fonksiyonu bulunabilirse bu dönüşüme contractive 

like dönüşümü denir [47]. 

𝑋’in bir normlu uzay olması durumunda 𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖ eşitliği kullanılarak (3.20) 

ile verilen ifade aşağıdaki şekilde yeniden yazılabilir:  

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ 𝛿‖𝑥 − 𝑦‖ + 𝜑(‖𝑥 − 𝑇𝑥‖) (3.21) 

Bu tanım, Berinde [48], Harder ve Hicks [49], Zamfirescu [34], Osilike ve Udomene 

[50] tarafından yapılan tanımlardan daha geneldir. Birçok matematikçi, bu dönüşümün 

bir tek sabit noktaya sahip olduğu kabulü altında bazı sabit nokta teoremleri elde 

etmiştir (bkz. [51-55]). Ancak, Atalan ve Karakaya [18] tarafından 𝑋 tam uzay olsa 

bile bu dönüşümün sabit noktaya sahip olmayabileceği aşağıdaki örnekte 

gösterilmiştir: 

Örnek 3.2.13 𝑋 =  [0, 1] olmak üzere 𝑇: [0, 1] →  [0, 1], 𝑇𝑥 =
1

𝑒𝑥
 +

1

2
𝑠𝑖𝑛𝑥2 +  0.75 

ile tanımlanan dönüşümü göz önüne alalım. 𝑇 dönüşümünün (3.21) koşulunu 

sağladığını göstermeliyiz. 𝜑: [0,∞) → [0,∞), 𝜑(𝑡) =
𝑡

40
 şeklinde seçelim. 𝜑 

fonksiyonunun artan, sürekli ve 𝜑(0) = 0 koşulunu sağladığı açıktır. 𝑇 dönüşümü 

kullanılarak 

|𝑇𝑥 −  𝑇𝑦|  =  |𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑦 +
1

2
(𝑠𝑖𝑛𝑥2 − 𝑠𝑖𝑛𝑦2)| 

ve 

𝜑[|𝑥 −  𝑇𝑥|] =  0,025 |𝑥 − 𝑒−𝑥 −
1

2
(𝑠𝑖𝑛𝑥2) − 0,75| 

eşitlikleri yazılabilir. 𝛿 = 0.7 seçilirse her  𝑥, 𝑦 ∈ [0,1] için 

|𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑦 +
1

2
(𝑠𝑖𝑛𝑥2 − 𝑠𝑖𝑛𝑦2)| ≤  0.7 |𝑥 −  𝑦| 

+0,025 |𝑥 − 𝑒−𝑥 −
1

2
(𝑠𝑖𝑛𝑥2) − 0,75| 
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elde edilir. Yani 𝑇 dönüşümü (3.21) koşulunu sağlar. Ancak Şekil 3.1’den 

görülebileceği gibi 𝑇 dönüşümünün [0,1] aralığında bir sabit noktası yoktur: 

 

Şekil 3.1. (3.21) şartını sağlayan bir 𝑇 dönüşümünün sabit noktasının olmadığını 

gösterir grafik 

Bosede ve Rhodes [56] (3.21) ile verilen dönüşümün 𝑝 gibi bir sabit noktaya sahip 

olması halinde her 𝑥 ∈ 𝑋 ve 𝛿 ∈ [0,1) için aşağıdaki eşitsizliği sağladığını 

gözlemlemiştir: 

‖𝑇𝑥 − 𝑝‖ ≤ 𝛿‖𝑥 − 𝑝‖ (3.22) 

Bu nedenle (3.21) ile verilen dönüşüm yerine (3.22) ile verilen dönüşümü göz önüne 

almak gereksiz işlem yapmaktan kurtulmaya yardımcı olacaktır. Ayrıca (3.22) 

eşitsizliği kullanılarak 

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ ‖𝑇𝑥 − 𝑝‖ + ‖𝑇𝑦 − 𝑝‖ 

≤  𝛿‖𝑥 − 𝑝‖ + 𝛿‖𝑦 − 𝑝‖ 

≤  𝛿‖𝑥 − 𝑦‖ + 2𝛿‖𝑦 − 𝑝‖ 

(3.23) 

elde edilir. 

Lemma 3.2.14. [57] 𝑝 ∈ [0,1) ve lim
𝑛→∞

𝑑𝑛 = 0 şartını sağlayan negatif olmayan 

{𝑑𝑛}𝑛=0
∞  dizisi göz önüne alınsın. Her 𝑛 ∈ ℕ için 
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𝑐𝑛+1 ≤ 𝑝𝑐𝑛 + 𝑑𝑛 

eşitsizliğini sağlayan herhangi bir  {𝑐𝑛}𝑛=0
∞  pozitif dizisi varsa lim

𝑛→∞
𝑐𝑛 = 0’dır. 

Lemma 3.2.15. [57] {𝑐𝑛}𝑛=0
∞  ve {𝑑𝑛}𝑛=0

∞  aşağıdaki eşitsizliği sağlayan negatif 

olmayan iki dizi olsun: 

𝑐𝑛+1 ≤ (1 − 𝜃𝑛)𝑐𝑛 + 𝑑𝑛 

burada her 𝑛 ≥ 𝑛0 için 𝜃𝑛 ∈ (0,1),   ∑ 𝜃𝑛
∞
𝑛=0 = ∞ ve 

𝑑𝑛

𝜃𝑛
→ 0  (𝑛 → ∞) dır. Bu 

durumda lim
𝑛→∞

𝑐𝑛 = 0 olur. 

Lemma 3.2.16. [58] Her 𝑛 ∈ ℕ için {𝑠𝑛}𝑛=0
∞  negatif olmayan bir dizi, 𝜃𝑛 ∈

(0,1), ∑
∞

𝑛=1
𝜃𝑛 = ∞ ve 𝜙𝑛 ≥ 0 olsun. Her 𝑛 ≥ 𝑛0 için  

𝑠𝑛+1 ≤ (1 − 𝜃𝑛)𝑠𝑛 + 𝜃𝑛𝜙𝑛 

eşitsizliğinin sağlanacağı şekilde bir 𝑛0 sayısı mevcut olsun. Bu durumda  

0 ≤ lim sup 
𝑛→∞

𝑠𝑛 ≤ lim sup 
𝑛→∞

𝜙𝑛 

eşitsizliği sağlanır. 

Tanım 3.2.17 [59] {𝜃𝑛
(𝑖)
}
𝑛=0

∞

, 𝑖 = 1, 2 olmak üzere aynı 𝜃 noktasına yakınsayan iki 

dizi olmak üzere 

lim
𝑛→∞

‖𝜃𝑛
(1)
− 𝜃‖

‖𝜃𝑛
(2)
− 𝜃‖

= 0 

ise {𝜃𝑛
(1)
}
𝑛=0

∞

 dizisi 𝜃 noktasına {𝜃𝑛
(2)
}
𝑛=0

∞

 dizisine göre daha hızlı yakınsar denir. 

Tanım 3.2.18 [60] {𝜃𝑛
(𝑖)
}
𝑛=0

∞

, 𝑖 = 1, 2 olmak üzere aynı 𝜃 noktasına yakınsayan iki 

iterasyon dizisi için  
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‖𝜃𝑛
(1)
− 𝜃‖ ≤ 𝛱𝑛

(1)
 

‖𝜃𝑛
(1)
− 𝜃‖ ≤ 𝛱𝑛

(2)
 

hata tahminleri geçerli olsun ki bu tahminler Berinde [61] anlamında mümkün olan en 

iyi tahminlerdir. Burada 𝑖 = 1, 2 ve her 𝑛 ∈ ℕ için {𝛱𝑛
(𝑖)
}
𝑛=0

∞

 sıfır noktasına 

yakınsayan pozitif diziler olmak üzere eğer      {𝛱𝑛
(1)
}
𝑛=0

∞

 dizisi  {𝛱𝑛
(2)
}
𝑛=0

∞

 dizisinden 

(Tanım 3.2.17 anlamında) daha hızlı yakınsarsa o zaman {𝜃𝑛
(1)
}
𝑛=0

∞

 dizisi de {𝜃𝑛
(2)
}
𝑛=0

∞

 

dizisinden daha hızlı yakınsar denir. 

Tanım 3.2.19. [58] 𝐴1, 𝐴2: 𝐶 → 𝐶 iki operatör olsun. Her 𝑥 ∈ 𝐶 ve sabit bir 𝜀 > 0 için 

‖𝐴1𝑥 − 𝐴2𝑥‖ ≤ 𝜀 ise 𝐴2’ye 𝐴1’in yaklaşım operatörü adı verilir. 

Teorem 3.2.20   𝐻 bir hiperbolik metrik uzay ve 𝐶, 𝐻’ın boştan farklı, kapalı ve 

konveks bir alt kümesi olmak üzere 𝑇 ∶  𝐶 → 𝐶’ ye (3.22) şartını sağlayan 𝑥∗ gibi bir 

sabit noktaya sahip quasi-contractive bir dönüşüm olsun. (3.19) ile verilen yeni 

iterasyon metodundan elde edilen {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  dizisi ∑ 𝛼𝑛

∞
𝑛=0 = ∞ şartı altında 𝑥∗ sabit 

noktasına yakınsar. 

İspat: 𝑛 → ∞ için 𝑥𝑛 → 𝑥∗ olduğu gösterilecektir. (Θ1), (3.19) ve (3.22) kullanılarak 

𝑑(𝑤𝑛, 𝑥∗) =  𝑑(𝑊(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛, 𝜇𝑛), 𝑥∗)) 

≤ (1 − 𝜇𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) + 𝜇𝑛𝑑(𝑇𝑥𝑛, 𝑥∗) 

≤ (1 − 𝜇𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) + 𝜇𝑛𝛿𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) 

= [1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿)]𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) 

(3.24) 

ve 

𝑑(𝑧𝑛, 𝑥∗) = 𝑑(𝑊(𝑤𝑛, 𝑇𝑤𝑛, 𝛾𝑛), 𝑥∗)) 

≤ (1 − 𝛾𝑛)𝑑(𝑤𝑛, 𝑥∗) + 𝛾𝑛𝑑(𝑇𝑤𝑛, 𝑥∗) 

≤ (1 − 𝛾𝑛)𝑑(𝑤𝑛, 𝑥∗) + 𝛾𝑛𝛿𝑑(𝑤𝑛, 𝑥∗) 

= [1 − 𝛾𝑛(1 − 𝛿)]𝑑(𝑤𝑛, 𝑥∗) 

(3.25) 

eşitsizlikleri elde edilir. (3.24) eşitsizliği (3.25)’ te yerine yazılırsa; 
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𝑑(𝑧𝑛, 𝑥∗) ≤ [1 − 𝛾𝑛(1 − 𝛿)][1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿)] 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) (3.26) 

olur. {𝛾𝑛}, {𝜇𝑛} ∈ [0,1] olduğundan 

[1 − 𝛾𝑛(1 − 𝛿)] ≤ 1 

 [1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿)] ≤ 1 

şeklindedir. Bu nedenle  

𝑑(𝑧𝑛, 𝑥∗) ≤  𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) (3.27) 

yazılabilir. Benzer düşünceyle 

𝑑(𝑦𝑛, 𝑥∗) = 𝑑(𝑊(𝑇𝑥𝑛, 𝑇𝑧𝑛, 𝛽𝑛), 𝑥∗)) 

≤ (1 − 𝛽𝑛)𝑑(𝑇𝑥𝑛, 𝑥∗) + 𝛽𝑛𝑑(𝑇𝑧𝑛, 𝑥∗) 

≤ (1 − 𝛽𝑛)𝛿𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) + 𝛽𝑛𝛿𝑑(𝑧𝑛, 𝑥∗) 

(3.28) 

elde edilir. (3.27) eşitsizliği (3.28)’de yerine yazılırsa 

𝑑(𝑦𝑛, 𝑥∗) ≤ (1 − 𝛽𝑛)𝛿𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) + 𝛽𝑛𝛿𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) 

= 𝛿𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) 
(3.29) 

elde edilir. Ayrıca 

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥∗) = 𝑑(𝑊(𝑇𝑦𝑛, 𝑇𝑧𝑛, 𝛼𝑛), 𝑥∗)) 

≤ (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑇𝑦𝑛, 𝑥∗) + 𝛼𝑛𝑑(𝑇𝑧𝑛, 𝑥∗) 

≤ (1 − 𝛼𝑛)𝛿𝑑(𝑦𝑛, 𝑥∗) + 𝛼𝑛𝛿𝑑(𝑧𝑛, 𝑥∗) 

(3.30) 

olup (3.27) ve (3.29) eşitsizlikleri (3.30)’da yerine yazılırsa 

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥∗) ≤ (1 − 𝛼𝑛)𝛿
2𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) + 𝛼𝑛𝛿𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗)  

yazılabilir. 𝛿 ∈ [0,1) olduğundan yukarıdaki eşitsizlikten 

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥∗) ≤ [1 − 𝛼𝑛(1 − 𝛿)] 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) (3.31) 

elde edilir. Bu eşitsizlik 𝑛 kez tekrar edilirse 
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𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) ≤ [1 − 𝛼𝑛−1(1 − 𝛿)] 𝑑(𝑥𝑛−1, 𝑥∗) 

𝑑(𝑥𝑛−1, 𝑥∗) ≤ [1 − 𝛼𝑛−2(1 − 𝛿)] 𝑑(𝑥𝑛−2, 𝑥∗) 

⋮ 

𝑑(𝑥1, 𝑥∗) ≤ [1 − 𝛼0(1 − 𝛿)] 𝑑(𝑥0, 𝑥∗) 

olur. Bulunan bu eşitsizlikler iç içe yazılırsa 

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥∗) ≤  ∏[1 − 𝛼𝑖(1 − 𝛿)]𝑑(𝑥0, 𝑥∗)

𝑛

𝑖=0

 (3.32) 

elde edilir. Her 𝑥 > 0 için [0, 𝑥] aralığında 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 fonksiyonuna Ortalama Değer 

Teoremi uygulanırsa 1 − 𝑥 ≤ 𝑒−𝑥 olduğu görülür. Bu eşitsizlikten hareketle (3.32) 

eşitsizliği aşağıdaki şekilde yeniden yazılabilir: 

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥∗) ≤  ∏𝑒−(1−𝛿)𝛼𝑖

𝑛

𝑖=0

𝑑(𝑥0, 𝑥∗) 

= 
𝑑(𝑥0, 𝑥∗)

𝑒−(1−𝛿)∑ 𝛼𝑖
𝑛
𝑖=0

 

(3.33) 

Bu eşitsizlikte 𝑛 → ∞ için limiti alındığında, 𝑥𝑛 → 𝑥∗ olduğu görülür. Böylelikle ispat 

tamamlanır. 

Bu teoremdeki ∑ 𝛼𝑛 = ∞
∞
𝑛=1  şartına ihtiyaç olmaksızın yakınsama sonucunun elde 

edilebileceği aşağıda gösterilmiştir: 

Teorem 3.2.21 𝐻, 𝐶 ve 𝑇 Teorem 3.2.20’de olduğu gibi tanımlansın. Bu durumda 

(3.19) ile verilen iterasyon yönteminden elde edilen {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  dizisi 𝑇 operatörünün 𝑥∗ 

sabit noktasına kuvvetli yakınsar. 

İspat: Teorem 3.2.20’nin ispatında verilen aşağıdaki eşitsizlik göz önüne alınsın: 

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥∗) ≤ (1 − 𝛼𝑛)𝛿
2𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) + 𝛼𝑛𝛿𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗)  

𝛿 ∈ [0,1) olduğundan bu eşitsizlik düzenlenirse 
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𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥∗) ≤ (1 − 𝛼𝑛)𝛿𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) + 𝛼𝑛𝛿𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) 

= 𝛿𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) 
 

elde edilir. Bu eşitsizlikte 𝑛 → ∞ için limiti alındığında, 𝑥𝑛 → 𝑥∗ olduğu görülür. 

Teorem 3.2.22 𝐻, 𝐶 ve 𝑇 Teorem 3.2.20’de olduğu gibi tanımlansın. Her 𝑛 ∈ ℕ için 

{𝛼𝑛}𝑛=0
∞ ∈ [0,1] olmak üzere ∑ 𝛼𝑛 = ∞∞

𝑛=1  olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler 

denktir: 

i. (3.19) ile verilen yeni hiperbolik tipten iterasyon yönteminden elde edilen 

{𝑥𝑛}𝑛=0
∞  dizisi 𝑥∗ ∈ 𝐹(𝑇)’ye yakınsar. 

ii. (3.10) ile verilen hiperbolik tipten Mann iterasyon yönteminden elde edilen 

{𝑢𝑛}𝑛=0
∞  dizisi 𝑥∗ ∈ 𝐹(𝑇)’ye yakınsar. 

İspat: (𝑖) ⇒ (𝑖𝑖): 𝑛 → ∞ iken 𝑥𝑛 → 𝑥∗ kabulü altında 𝑢𝑛 → 𝑥∗ olduğu gösterilecektir. 

(3.10) iterasyon yöntemi, (3.19) iterasyon yöntemi, (3.22) - (3.23) eşitsizlikleri ile (Θ1) 

ve (Θ4) şartları kullanılarak; 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) + 𝑑(𝑇𝑥𝑛, 𝑥∗) 

≤ (1 + 𝛿)𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) 
(3.34) 

ve  

𝑑(𝑦𝑛, 𝑇𝑦𝑛) ≤ 𝑑(𝑦𝑛, 𝑥∗) + 𝑑(𝑇𝑦𝑛, 𝑥∗) 

≤ (1 + 𝛿)𝑑(𝑦𝑛, 𝑥∗) 
 

olup (3.29) ile verilen eşitsizlik yukarıda yerine yazılırsa 

𝑑(𝑦𝑛, 𝑇𝑦𝑛) ≤ 𝛿(1 + 𝛿)𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) (3.35) 

elde edilir. Ayrıca 

𝑑(𝑧𝑛, 𝑇𝑧𝑛) ≤ 𝑑(𝑧𝑛, 𝑥∗) + 𝑑(𝑇𝑧𝑛, 𝑥∗) 

≤ (1 + 𝛿)𝑑(𝑧𝑛, 𝑥∗) 
 

olup (3.27) eşitsizliği kullanılırsa 
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𝑑(𝑧𝑛, 𝑇𝑧𝑛) ≤ (1 + 𝛿)𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) (3.36) 

olur. Ayrıca  

𝑑(𝑤𝑛, 𝑇𝑤𝑛) ≤ 𝑑(𝑤𝑛, 𝑥∗) + 𝑑(𝑇𝑤𝑛, 𝑥∗) 

≤ (1 + 𝛿)𝑑(𝑤𝑛, 𝑥∗) 
 

olup (3.24) eşitsizliği yukarıda yerine yazılırsa 

𝑑(𝑤𝑛, 𝑇𝑤𝑛) ≤ (1 + 𝛿)[1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿)]𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗)  

elde edilir. [1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿)] ≤ 1 olduğu düşünülürse 

𝑑(𝑤𝑛, 𝑇𝑤𝑛) ≤ (1 + 𝛿)𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) (3.37) 

yazılabilir. Böylece 

𝑑(𝑤𝑛, 𝑢𝑛) = 𝑑(𝑊(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛, 𝜇𝑛), 𝑢𝑛) 

≤ (1 − 𝜇𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑢𝑛) + 𝜇𝑛𝑑(𝑇𝑥𝑛, 𝑢𝑛) 

≤ (1 − 𝜇𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑢𝑛) + 𝜇𝑛𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛) + 𝜇𝑛𝑑(𝑥𝑛, 𝑢𝑛) 

= 𝑑(𝑥𝑛, 𝑢𝑛) + 𝜇𝑛𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛) 

 

olup (3.34) eşitsizliği yukarıda yerine yazılırsa 

𝑑(𝑤𝑛, 𝑢𝑛) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑢𝑛) + 𝜇𝑛(1 + 𝛿)𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) (3.38) 

elde edilir. Benzer düşünceyle 

𝑑(𝑧𝑛, 𝑢𝑛) = 𝑑(𝑊(𝑤𝑛, 𝑇𝑤𝑛, 𝛾𝑛), 𝑢𝑛) 

≤ (1 − 𝛾𝑛)𝑑(𝑤𝑛, 𝑢𝑛) + 𝛾𝑛𝑑(𝑇𝑤𝑛, 𝑢𝑛) 

≤ (1 − 𝛾𝑛)𝑑(𝑤𝑛, 𝑢𝑛) + 𝛾𝑛𝑑(𝑤𝑛, 𝑇𝑤𝑛) + 𝛾𝑛𝑑(𝑤𝑛, 𝑢𝑛) 

= 𝑑(𝑤𝑛, 𝑢𝑛) + 𝛾𝑛𝑑(𝑤𝑛, 𝑇𝑤𝑛) 

 

yazılabilir. (3.37)-(3.38) eşitsizlikleri yukarıda yerine yazılırsa 

𝑑(𝑧𝑛, 𝑢𝑛) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑢𝑛) + (𝛾𝑛 + 𝜇𝑛)(1 + 𝛿)𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) (3.39) 

olduğu görülür. Ayrıca 
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𝑑(𝑦𝑛, 𝑢𝑛) = 𝑑(𝑊(𝑇𝑥𝑛, 𝑇𝑧𝑛, 𝛽𝑛), 𝑢𝑛) 

≤ (1 − 𝛽𝑛)𝑑(𝑇𝑥𝑛, 𝑢𝑛) + 𝛽𝑛𝑑(𝑇𝑧𝑛, 𝑢𝑛) 

≤ (1 − 𝛽𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛) + (1 − 𝛽𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑢𝑛) 

+𝛽𝑛𝑑(𝑧𝑛, 𝑇𝑧𝑛) + 𝛽𝑛𝑑(𝑧𝑛, 𝑢𝑛) 

 

(3.34), (3.36) ve (3.39) eşitsizlikleri yukarıda yerine yazılırsa 

𝑑(𝑦𝑛, 𝑢𝑛) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑢𝑛) + (1 + 𝛿)[1 + 𝛽𝑛(𝛾𝑛 + 𝜇𝑛)]𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) (3.40) 

elde edilir. Bu nedenle 

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑢𝑛+1) = 𝑑(𝑊(𝑇𝑦𝑛, 𝑇𝑧𝑛, 𝛼𝑛),𝑊(𝑢𝑛, 𝑇𝑢𝑛, 𝛼𝑛)) 

≤ (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑇𝑦𝑛, 𝑢𝑛) + 𝛼𝑛𝑑(𝑇𝑧𝑛, 𝑇𝑢𝑛) 

≤ (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑦𝑛, 𝑇𝑦𝑛) + (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑦𝑛, 𝑢𝑛) 

+𝛼𝑛𝛿𝑑(𝑧𝑛, 𝑢𝑛) + 2𝛼𝑛𝛿𝑑(𝑧𝑛, 𝑥∗) 

 

olup, (3.27), (3.35) ve (3.39)-(3.40) eşitsizlikleri yukarıda yerine yazılırsa 

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑢𝑛+1) ≤ [1 − 𝛼𝑛(1 − 𝛿)]𝑑(𝑥𝑛, 𝑢𝑛) 

+{
(1 − 𝛼𝑛)(1 + 𝛿)(𝛿 + 1 + 𝛽𝑛(𝛾𝑛 + 𝜇𝑛))

+𝛼𝑛𝛿[(1 + 𝛿) + (𝛾𝑛 + 𝜇𝑛) + 2]
} 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) 

 

elde edilir. 

𝜃𝑛 = 𝛼𝑛(1 − 𝛿) 

𝑐𝑛 = 𝑑(𝑥𝑛, 𝑢𝑛) 

𝑑𝑛 = {
(1 − 𝛼𝑛)(1 + 𝛿)(𝛿 + 1 + 𝛽𝑛(𝛾𝑛 + 𝜇𝑛))

+𝛼𝑛𝛿[(1 + 𝛿) + (𝛾𝑛 + 𝜇𝑛) + 2]
} 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) 

şeklinde seçilirse Lemma 3.2.15’in şartları sağlanır. Bu nedenle lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑢𝑛) = 0 

olur. Ayrıca 

𝑑(𝑢𝑛, 𝑥∗) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑢𝑛) + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗)  

yazılabilir. Bu eşitsizlikte 𝑛 → ∞ için limite geçilirse lim
𝑛→∞

𝑑(𝑢𝑛, 𝑥∗) = 0 olur. 

(𝑖𝑖) ⇒ (𝑖): 𝑛 → ∞ iken 𝑢𝑛 → 𝑥∗ kabulü altında 𝑥𝑛 → 𝑥∗ olduğu gösterilecektir. 
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(3.10) iterasyon yöntemi, (3.19) iterasyon yöntemi, (3.22) -(3.23) eşitsizlikleri ile (Θ1) 

ve (Θ4) şartları kullanılarak; 

𝑑(𝑢𝑛, 𝑇𝑢𝑛) ≤ 𝑑(𝑢𝑛, 𝑥∗) + 𝑑(𝑇𝑢𝑛, 𝑥∗) 

≤ (1 + 𝛿)𝑑(𝑢𝑛, 𝑥∗) 
(3.41) 

ve  

𝑑(𝑢𝑛, 𝑤𝑛) = 𝑑(𝑢𝑛, 𝑊(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛, 𝜇𝑛)) 

≤ (1 − 𝜇𝑛)𝑑(𝑢𝑛, 𝑥𝑛) + 𝜇𝑛𝑑(𝑢𝑛, 𝑇𝑥𝑛) 

≤ (1 − 𝜇𝑛)𝑑(𝑢𝑛, 𝑥𝑛) + 𝜇𝑛𝑑(𝑢𝑛, 𝑇𝑢𝑛) + 𝜇𝑛𝑑(𝑇𝑢𝑛, 𝑇𝑥𝑛) 

≤ (1 − 𝜇𝑛)𝑑(𝑢𝑛, 𝑥𝑛) + 𝜇𝑛𝑑(𝑢𝑛, 𝑇𝑢𝑛) 

+𝜇𝑛𝛿𝑑(𝑢𝑛, 𝑥𝑛) + 2𝜇𝑛𝛿𝑑(𝑢𝑛, 𝑥∗) 

 

olur. (3.41) eşitsizliği yukarıda yerine yazılırsa 

𝑑(𝑢𝑛, 𝑤𝑛) ≤ [1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿)]𝑑(𝑢𝑛, 𝑥𝑛) + 𝜇𝑛(1 + 3𝛿)𝑑(𝑢𝑛, 𝑥∗)  

elde edilir. [1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿)] ≤ 1 olduğundan 

𝑑(𝑢𝑛, 𝑤𝑛) ≤ 𝑑(𝑢𝑛, 𝑥𝑛) + 𝜇𝑛(1 + 3𝛿)𝑑(𝑢𝑛, 𝑥∗) (3.42) 

yazılabilir. Benzer düşünceyle 

𝑑(𝑢𝑛, 𝑧𝑛) = 𝑑(𝑢𝑛,𝑊(𝑤𝑛, 𝑇𝑤𝑛, 𝛾𝑛)) 

≤ (1 − 𝛾𝑛)𝑑(𝑢𝑛, 𝑤𝑛) + 𝛾𝑛𝑑(𝑢𝑛, 𝑇𝑤𝑛) 

≤ (1 − 𝛾𝑛)𝑑(𝑢𝑛, 𝑤𝑛) + 𝛾𝑛𝑑(𝑢𝑛, 𝑇𝑢𝑛) + 𝛾𝑛𝑑(𝑇𝑢𝑛, 𝑇𝑤𝑛) 

≤ (1 − 𝛾𝑛)𝑑(𝑢𝑛, 𝑤𝑛) + 𝛾𝑛𝑑(𝑢𝑛, 𝑇𝑢𝑛) 

+𝛾𝑛𝛿𝑑(𝑢𝑛, 𝑤𝑛) + 2𝛾𝑛𝛿𝑑(𝑢𝑛, 𝑥∗) 

= [1 − 𝛾𝑛(1 − 𝛿)]𝑑(𝑢𝑛, 𝑤𝑛) + 𝛾𝑛𝑑(𝑢𝑛, 𝑇𝑢𝑛) + 2𝛾𝑛𝛿𝑑(𝑢𝑛, 𝑥∗) 

(3.43) 

yazılabilir. (3.41) -(3.42) eşitsizlikleri (3.43)’te yerine yazılır ve [1 − 𝛾𝑛(1 − 𝛿)] ≤ 1 

olduğu göz önüne alınırsa 

 



30 
 

𝑑(𝑢𝑛, 𝑧𝑛) ≤ 𝑑(𝑢𝑛, 𝑥𝑛) 

+{
[1 − 𝛾𝑛(1 − 𝛿)]𝜇𝑛(1 + 3𝛿)

+𝛾𝑛(1 + 3𝛿)
} 𝑑(𝑢𝑛, 𝑥∗) 

 

olduğu görülür.  

ξ𝑛
(1) = {

[1 − 𝛾𝑛(1 − 𝛿)]𝜇𝑛(1 + 3𝛿)

+𝛾𝑛(1 + 3𝛿)
} 

olsun. Bu durumda  

𝑑(𝑢𝑛, 𝑧𝑛) ≤ 𝑑(𝑢𝑛, 𝑥𝑛) + ξ𝑛
(1)𝑑(𝑢𝑛, 𝑥∗) (3.44) 

yazılabilir. Ayrıca 

𝑑(𝑢𝑛, 𝑦𝑛) = 𝑑(𝑢𝑛, 𝑊(𝑇𝑥𝑛, 𝑇𝑧𝑛, 𝛽𝑛)) 

≤ (1 − 𝛽𝑛)𝑑(𝑢𝑛, 𝑇𝑥𝑛) + 𝛽𝑛𝑑(𝑢𝑛, 𝑇𝑧𝑛) 

≤ (1 − 𝛽𝑛)𝑑(𝑢𝑛, 𝑇𝑢𝑛) + (1 − 𝛽𝑛)𝑑(𝑇𝑢𝑛, 𝑇𝑥𝑛) 

+𝛽𝑛𝑑(𝑢𝑛, 𝑇𝑢𝑛) + 𝛽𝑛𝑑(𝑇𝑢𝑛, 𝑇𝑧𝑛) 

≤ (1 − 𝛽𝑛)𝛿𝑑(𝑢𝑛, 𝑥𝑛) + 2(1 − 𝛽𝑛)𝛿𝑑(𝑢𝑛, 𝑥∗) 

+𝛽𝑛𝛿𝑑(𝑢𝑛, 𝑧𝑛) + 2𝛽𝑛𝛿𝑑(𝑢𝑛, 𝑥∗) + 𝑑(𝑢𝑛, 𝑇𝑢𝑛) 

(3.45) 

olup (3.41) ve (3.44) eşitsizlikleri (3.45)’te yerine yazılırsa 

𝑑(𝑢𝑛, 𝑦𝑛) ≤ 𝛿𝑑(𝑢𝑛, 𝑥𝑛) 

+(1 + 3𝛿 + 𝛽𝑛𝛿ξ𝑛
(1))𝑑(𝑢𝑛, 𝑥∗) 

 

olur. 𝛿 < 1 olduğu dikkate alınır ve 

(ξ𝑛
(2)) = (1 + 3𝛿 + 𝛽𝑛𝛿ξ𝑛

(1)) 

seçilirse  

𝑑(𝑢𝑛, 𝑦𝑛) ≤ 𝑑(𝑢𝑛, 𝑥𝑛) + ξ𝑛
(2)𝑑(𝑢𝑛, 𝑥∗) (3.46) 

yazılabilir. Benzer şekilde 
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𝑑(𝑢𝑛+1, 𝑥𝑛+1) = 𝑑(𝑊(𝑢𝑛, 𝑇𝑢𝑛, 𝛼𝑛),𝑊(𝑇𝑦𝑛, 𝑇𝑧𝑛, 𝛼𝑛)) 

≤ (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑢𝑛, 𝑇𝑦𝑛) + 𝛼𝑛𝑑(𝑇𝑢𝑛, 𝑇𝑧𝑛) 

≤ (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑢𝑛, 𝑇𝑢𝑛) + (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑇𝑢𝑛, 𝑇𝑦𝑛)

+ 𝛼𝑛𝑑(𝑇𝑢𝑛, 𝑇𝑧𝑛) 

≤ (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑢𝑛, 𝑇𝑢𝑛) 

+(1 − 𝛼𝑛)𝛿𝑑(𝑢𝑛, 𝑦𝑛) + 2(1 − 𝛼𝑛)𝛿𝑑(𝑢𝑛, 𝑥∗) 

+𝛼𝑛𝛿𝑑(𝑢𝑛, 𝑧𝑛) + 2𝛼𝑛𝛿𝑑(𝑢𝑛, 𝑥∗) 

= (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑢𝑛, 𝑇𝑢𝑛) + (1 − 𝛼𝑛)𝛿𝑑(𝑢𝑛, 𝑦𝑛) 

+𝛼𝑛𝛿𝑑(𝑢𝑛, 𝑧𝑛) + 2𝛿 𝑑(𝑢𝑛, 𝑥∗) 

 

olup, (3.41), (3.44) ve (3.46) eşitsizlikleri yukarıda yerine yazılır ve 𝛿 < 1 olduğu göz 

önüne alınarak yukarıdaki eşitsizlik yeniden düzenlenirse 

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑢𝑛+1) ≤ [1 − 𝛼𝑛(1 − 𝛿)]𝑑(𝑢𝑛, 𝑥𝑛) 

+{
1 + 3𝛿 − 𝛼𝑛(1 + 𝛿)

+𝛿ξ𝑛
(2)(1 − 𝛼𝑛) + 𝛼𝑛𝛿ξ𝑛

(1)} 𝑑(𝑢𝑛, 𝑥∗) 
 

elde edilir. 

𝜃𝑛 = 𝛼𝑛(1 − 𝛿) 

𝑐𝑛 = 𝑑(𝑢𝑛, 𝑥𝑛) 

𝑑𝑛 = {
1 + 3𝛿 − 𝛼𝑛(1 + 𝛿)

+𝛿ξ𝑛
(2)(1 − 𝛼𝑛) + 𝛼𝑛𝛿ξ𝑛

(1)} 𝑑(𝑢𝑛, 𝑥∗) 

şeklinde seçilirse Lemma 3.2.15’in şartları sağlanır. Bu nedenle lim
𝑛→∞

𝑑(𝑢𝑛, 𝑥𝑛) = 0 

olur. Ayrıca 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) ≤ 𝑑(𝑢𝑛, 𝑥𝑛) + 𝑑(𝑢𝑛, 𝑥∗)  

yazılabilir. Bu eşitsizlikte 𝑛 → ∞ için limite geçilirse lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) = 0 olur. Bu ise 

ispatı tamamlar. 

Teorem 3.2.23 𝐻, 𝐶 ve 𝑇 Teorem 3.2.20’de olduğu gibi tanımlansın. Her 𝑛 ∈ ℕ için 

{𝛼𝑛}𝑛=0
∞ , {𝛽𝑛}𝑛=0

∞ , {𝛾𝑛}𝑛=0
∞  ∈ [0,1] dizileri için aşağıdaki koşullar sağlansın:  

i. 𝛼1 ≤ 𝛼𝑛 ≤ 1 
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ii. 𝛽1 ≤ 𝛽𝑛 ≤ 1 

iii. 𝛾1 ≤ 𝛾𝑛 ≤ 1 

𝑥0 = 𝑚0 ∈ 𝐶 olmak üzere (3.19) ile verilen yeni hiperbolik tipten iterasyon 

yönteminden elde edilen {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  dizisi ve (3.17) ile verilen hiperbolik tipten Abbas-

Nazır iterasyon yönteminden elde edilen {𝑚𝑛}𝑛=0
∞  dizisi göz önüne alınsın. Bu 

durumda {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  dizisi 𝑥∗ sabit noktasına {𝑚𝑛}𝑛=0

∞  dizisinden daha hızlı yakınsar. 

İspat: (Θ1), (3.17) ve (3.22) kullanılarak 

𝑑(𝑘𝑛, 𝑥∗) = 𝑑(𝑊(𝑚𝑛, 𝑇𝑚𝑛, 𝛾𝑛), 𝑥∗)) 

≤ (1 − 𝛾𝑛)𝑑(𝑚𝑛, 𝑥∗) + 𝛾𝑛𝑑(𝑇𝑚𝑛, 𝑥∗) 

≤ (1 − 𝛾𝑛)𝑑(𝑚𝑛, 𝑥∗) + 𝛾𝑛𝛿𝑑(𝑚𝑛, 𝑥∗) 

= [1 − 𝛾𝑛(1 − 𝛿)]𝑑(𝑚𝑛, 𝑥∗) 

(3.47) 

elde edilir. Benzer düşünceyle 

𝑑(𝑠𝑛, 𝑥∗) = 𝑑(𝑊(𝑇𝑚𝑛, 𝑇𝑘𝑛, 𝛽𝑛), 𝑥∗)) 

≤ (1 − 𝛽𝑛)𝑑(𝑇𝑚𝑛, 𝑥∗) + 𝛽𝑛𝑑(𝑇𝑘𝑛, 𝑥∗) 

≤ (1 − 𝛽𝑛)𝛿𝑑(𝑚𝑛, 𝑥∗) + 𝛽𝑛𝛿𝑑(𝑘𝑛, 𝑥∗) 

(3.48) 

olur. (3.47) eşitsizliği (3.48)’de yerine yazılır ve 𝛿 ∈ [0,1) olduğu göz önüne alınırsa 

𝑑(𝑠𝑛, 𝑥∗) ≤ [1 − 𝛽𝑛𝛾𝑛(1 − 𝛿)]𝑑(𝑚𝑛, 𝑥∗) (3.49) 

yazılabilir. Ayrıca 

𝑑(𝑚𝑛+1, 𝑥∗) = 𝑑(𝑊(𝑇𝑠𝑛, 𝑇𝑘𝑛, 𝛼𝑛), 𝑥∗)) 

≤ (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑇𝑠𝑛, 𝑥∗) + 𝛼𝑛𝑑(𝑇𝑘𝑛, 𝑥∗) 

≤ (1 − 𝛼𝑛)𝛿𝑑(𝑠𝑛, 𝑥∗) + 𝛼𝑛𝛿𝑑(𝑘𝑛, 𝑥∗) 

(3.50) 

olup (3.47) ve (3.49) eşitsizlikleri (3.50)’de yerine yazılırsa 

𝑑(𝑚𝑛+1, 𝑥∗) ≤ (1 − 𝛼𝑛)𝛿[1 − 𝛽𝑛𝛾𝑛(1 − 𝛿)]𝑑(𝑚𝑛, 𝑥∗) 

+𝛼𝑛𝛿[1 − 𝛾𝑛(1 − 𝛿)]𝑑(𝑚𝑛, 𝑥∗) 
 

yazılabilir. 𝛿 ∈ [0,1) ve [1 − 𝛾𝑛(1 − 𝛿)] ≤ 1 olduğundan yukarıdaki eşitsizlikten 
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𝑑(𝑚𝑛+1, 𝑥∗) ≤ [1 − 𝛼𝑛𝛽𝑛𝛾𝑛(1 − 𝛿)] 𝑑(𝑚𝑛, 𝑥∗) (3.51) 

elde edilir. Bu eşitsizlik 𝑛 kez tekrar edilirse 

𝑑(𝑚𝑛, 𝑥∗) ≤ [1 − 𝛼𝑛−1𝛽𝑛−1𝛾𝑛−1(1 − 𝛿)] 𝑑(𝑚𝑛−1, 𝑥∗) 

𝑑(𝑚𝑛−1, 𝑥∗) ≤ [1 − 𝛼𝑛−2𝛽𝑛−2𝛾𝑛−2(1 − 𝛿)] 𝑑(𝑚𝑛−2, 𝑥∗) 

⋮ 

𝑑(𝑚1, 𝑥∗) ≤ 𝛿2[1 − 𝛼0𝛽0𝛾0(1 − 𝛿)] 𝑑(𝑚0, 𝑥∗) 

olur. Bulunan bu eşitsizlikler iç içe yazılırsa 

𝑑(𝑚𝑛+1, 𝑥∗) ≤  ∏[1 − 𝛼𝑖𝛽𝑖𝛾𝑖(1 − 𝛿)]𝑑(𝑚0, 𝑥∗)

𝑛

𝑖=0

 (3.52) 

elde edilir. Ayrıca Teorem 3.2.20’de (3.32) ile verilen aşağıdaki eşitsizliği göz önüne 

alalım: 

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥∗) ≤  ∏[1 − 𝛼𝑖(1 − 𝛿)]𝑑(𝑥0, 𝑥∗)

𝑛

𝑖=0

 (3.53) 

(3.52) – (3.53) eşitsizliklerine (𝑖 − 𝑖𝑖𝑖) kabulleri uygulanırsa: 

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥∗) ≤ [1 − 𝛼1(1 − 𝛿)]
𝑛+1𝑑(𝑥0, 𝑥∗) 

𝑑(𝑚𝑛+1, 𝑥∗) ≤ [1 − 𝛼1𝛽1𝛾1(1 − 𝛿)]
𝑛+1𝑑(𝑚0, 𝑥∗) 

olur.  

℧𝑛
1 = [1 − 𝛼1(1 − 𝛿)]

𝑛+1𝑑(𝑥0, 𝑥∗) 

℧𝑛
2 = [1 − 𝛼1𝛽1𝛾1(1 − 𝛿)]

𝑛+1𝑑(𝑚0, 𝑥∗) 

şeklinde seçilsin. 

Ψ𝑛 =
℧𝑛
1

℧𝑛2
=

[1 − 𝛼1(1 − 𝛿)]
𝑛+1𝑑(𝑥0, 𝑥∗)

[1 − 𝛼1𝛽1𝛾1(1 − 𝛿)]𝑛+1𝑑(𝑚0, 𝑥∗)
 

denirse 
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Ψ𝑛 = [
1 − 𝛼1(1 − 𝛿)

1 − 𝛼1𝛽1𝛾1(1 − 𝛿)
]

𝑛+1

 

olur. 

𝛾1 < 1 ⇒ 𝛼1𝛽1𝛾1 < 𝛼1𝛽1 

𝛽1 < 1 ⇒ 𝛼1𝛽1 < 𝛼1 

eşitsizlikleri kullanılarak 

𝛼1𝛽1𝛾1 < 𝛼1 

⇒ 𝛼1𝛽1𝛾1(1 − 𝛿) < 𝛼1(1 − 𝛿) 

⇒ [
1 − 𝛼1(1 − 𝛿)

1 − 𝛼1𝛽1𝛾1(1 − 𝛿)
] < 1 

yazılabilir. Bu nedenle lim
𝑛→∞

Ψ𝑛 = 0 bulunur. Dolayısıyla Tanım 3.2.18’den {𝑥𝑛}𝑛=0
∞  

dizisinin 𝑥∗ sabit noktasına {𝑚𝑛}𝑛=0
∞  dizisine göre daha hızlı yakınsadığı sonucuna 

ulaşılır. 

Örnek 3.2.24 𝐻 = ℝ ve 𝐶 = [0,1] olmak üzere 𝑇: 𝐶 → 𝐶  

𝑇𝑥 =
1

6
sinh(𝑥2 − 0.05) +

1

12
cosh 𝑥2 

şeklinde tanımlansın. 𝜑(𝑡) =
2𝑡

25
 ve 𝛿 ∈ [0.3,1) olmak üzere 𝑇 dönüşümü bir 

contractive-like dönüşümdür. Ayrıca [0,1] aralığında 𝑇 dönüşümünün 𝑥∗ =

0,07596065361271 şeklinde bir tek sabit noktası vardır ve bu nedenle 𝑇 dönüşümü 

(3.22) ile verilen şartı sağlar. 𝛼𝑛 = 𝛽𝑛 = 𝛾𝑛 = 𝜇𝑛 =
𝑛

𝑛+1
 olmak üzere (3.10)-(3.17) 

eşitlikleriyle verilen hiperbolik tipten iterasyon yöntemleri ve (3.19) ile verilen yeni 

hiperbolik tipteki iterasyon yönteminin 𝑥0 = 0.80 başlangıç koşulu için yakınsama 

davranışları Çizelge 3.1-Çizelge 3.3’te gösterilmiştir: 
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Çizelge 3.1. Hiperbolik tipten bazı iterasyon yöntemlerinin yakınsaklığı. 

𝒙𝒏 Yeni İterasyon (3.19) Abbas-Nazır (3.17) Agarwal-S (3.16) 

𝑥0 0.80 0.80 0.80 

𝑥1 0.08511529600751 0.09971597977446 0.16256385158800 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

𝑥4 0.07596065364198 0.07596065722391 0.07596085245411 

𝑥5 0.07596065361273 0.07596065362721 0.07596065524625 

𝑥6 0.07596065361271 0.07596065361276 0.07596065362450 

𝑥7 ⋮ 0.07596065361271 0.07596065361279 

𝑥8 ⋮ ⋮ 0.07596065361271 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

Çizelge 3.2. Hiperbolik tipten bazı iterasyon yöntemlerinin yakınsaklığı. 

𝒙𝒏 SP (3.13) CR (3.14) Picard-Mann (3.15) 

𝑥0 0.80 0.80 0.80 

𝑥1 0.20141267697694 0.12099854491118 0.11999872131456 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

𝑥6 0.07596065364812 0.07596065361865 0.07596065361305 

𝑥7 0.07596065361282 0.07596065361273 0.07596065361271 

𝑥8 0.07596065361271 0.07596065361271 ⋮ 

𝑥9 ⋮ ⋮ ⋮ 

𝑥10 ⋮ ⋮ ⋮ 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

Çizelge 3.3. Hiperbolik tipten bazı iterasyon yöntemlerinin yakınsaklığı. 

𝒙𝒏 Mann (3.10) Ishikawa (3.11) Noor (3.12) 

𝑥0 0.80 0.80 0.80 

𝑥1 0.50256449093072 0.45999936065728 0.45612825673022 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

𝑥15 0.07596065361349 0.07596065361277 0.07596065361276 

𝑥16 0.07596065361278 0.07596065361272 0.07596065361271 

𝑥17 0.07596065361272 0.07596065361271 ⋮ 

𝑥18 0.07596065361271 ⋮ ⋮ 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
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Çizelge 3.1’den görülmektedir ki 

❖ (3.16) ile verilen hiperbolik tipteki Agarwal-S iterasyon yönteminden elde 

edilen dizi 𝑇’nin sabit noktasına 8. adımda ulaşırken 

❖ (3.17) ile verilen hiperbolik tipteki Abbas-Nazır iterasyon yönteminden elde 

edilen dizi 𝑇’nin sabit noktasına 7. adımda ulaşırken 

❖ (3.19) ile verilen yeni hiperbolik tipteki iterasyon yönteminden elde edilen dizi 

𝑇’nin sabit noktasına 6. adımda ulaşmıştır. 

Çizelge 3.2’den aşağıdaki sonuçlara ulaşılabilir: 

❖ (3.15) ile verilen hiperbolik tipteki Picard-Mann iterasyon yönteminden elde 

edilen dizi 𝑇’nin sabit noktasına 7. adımda ulaşırken 

❖ Sırasıyla (3.13) ve (3.14) ile verilen hiperbolik tipteki SP ve CR iterasyon 

yöntemlerinden elde edilen diziler 𝑇’nin sabit noktasına 8. adımda ulaşmıştır. 

Ancak bu dizilerin her bir adımı incelendiğinde CR iterasyon dizisinin SP 

iterasyon dizisine göre daha hızlı hareket ettiği yorumu yapılabilir. 

Çizelge 3.3’ten görülmektedir ki 

❖ (3.10) ile verilen hiperbolik tipteki Mann iterasyon yönteminden elde edilen 

dizi 𝑇’nin sabit noktasına 18. adımda ulaşırken 

❖ (3.11) ile verilen hiperbolik tipteki Ishikawa iterasyon yönteminden elde edilen 

dizi 𝑇’nin sabit noktasına 17. adımda ulaşırken 

❖ (3.12) ile verilen hiperbolik tipteki Noor iterasyon yönteminden elde edilen 

dizi 𝑇’nin sabit noktasına 16. adımda ulaşmıştır. 
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Teorem 3.2.25 𝐻, 𝐶 ve 𝑇 Teorem 3.2.20’de olduğu gibi tanımlansın. 𝑝∗ sabit noktasına 

sahip 𝑆 operatörü, 𝑥∗ sabit noktasına sahip 𝑇’nin yaklaşım operatörü olsun. 𝑇 

dönüşümü kullanılarak (3.19) ile verilen yeni hiperbolik tipten iterasyon yönteminden 

elde edilen dizi {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  ile gösterilsin. 𝑆 dönüşümü için aşağıda verilen yöntemden 

elde edilen dizi {𝑎𝑛}𝑛=1
∞  ile gösterilsin: 

{
 

 
𝑎𝑛+1 = 𝑊{𝑆𝑏𝑛, 𝑆𝑐𝑛, 𝛼𝑛 }

𝑏𝑛 = 𝑊{𝑆𝑎𝑛, 𝑆𝑐𝑛, 𝛽𝑛 }

𝑐𝑛 = 𝑊{𝑑𝑛, 𝑆𝑑𝑛, 𝛾𝑛 }

𝑑𝑛 = 𝑊{𝑎𝑛, 𝑆𝑎𝑛, 𝜇𝑛 }

 (3.54) 

burada her 𝑛 ∈ ℕ için {𝛼𝑛}𝑛=1
∞ ∈ [0,1] ve 

1

2
≤ 𝛼𝑛 dir. 𝜀 > 0 olmak üzere 𝑛 → ∞ için 

𝑎𝑛 → 𝑝∗ ise 

𝑑(𝑥∗, 𝑝∗) ≤
6𝜀

1 − 𝛿
 

eşitsizliği geçerlidir. 

İspat: (3.19) ve (3.54) iterasyon yöntemleri, (3.22)-(3.23) eşitsizlikleri ile (Θ1) ve (Θ4) 

şartları kullanılarak 

𝑑(𝑑𝑛, 𝑤𝑛) = 𝑑(𝑊(𝑎𝑛, 𝑆𝑎𝑛, 𝜇𝑛),𝑊(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛, 𝜇𝑛)) 

≤ (1 − 𝜇𝑛)𝑑(𝑎𝑛, 𝑥𝑛) + 𝜇𝑛𝑑(𝑆𝑎𝑛, 𝑇𝑥𝑛) 

≤ (1 − 𝜇𝑛)𝑑(𝑎𝑛, 𝑥𝑛) + 𝜇𝑛𝑑(𝑆𝑎𝑛, 𝑇𝑎𝑛) + 𝜇𝑛𝑑(𝑇𝑎𝑛, 𝑇𝑥𝑛) 

≤ (1 − 𝜇𝑛)𝑑(𝑎𝑛, 𝑥𝑛) + μn𝜀 

+μn𝛿𝑑(𝑎𝑛, 𝑥𝑛) + 2μn𝛿𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) 

= [1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿)]𝑑(𝑎𝑛, 𝑥𝑛) + 2𝜇𝑛𝛿𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) + μn𝜀 

 

olur. [1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿)] ≤ 1 olduğu düşünülürse, yukarıdaki eşitsizlik 

𝑑(𝑑𝑛, 𝑤𝑛) ≤ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑥𝑛) + 2𝜇𝑛𝛿𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) + μn𝜀 (3.55) 

şeklinde yazılabilir. Benzer şekilde 
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𝑑(𝑐𝑛, 𝑧𝑛) = 𝑑(𝑊(𝑑𝑛, 𝑆𝑑𝑛, 𝛾𝑛),𝑊(𝑤𝑛, 𝑇𝑤𝑛, 𝛾𝑛)) 

≤ (1 − 𝛾𝑛)𝑑(𝑑𝑛, 𝑤𝑛) + 𝛾𝑛𝑑(𝑆𝑑𝑛, 𝑇𝑤𝑛) 

≤ (1 − 𝛾𝑛)𝑑(𝑑𝑛, 𝑤𝑛) + 𝛾𝑛𝑑(𝑆𝑑𝑛, 𝑇𝑑𝑛) + 𝛾𝑛𝑑(𝑇𝑑𝑛, 𝑇𝑤𝑛) 

≤ (1 − 𝛾𝑛)𝑑(𝑑𝑛, 𝑤𝑛) + 𝛾𝑛𝜀 

+𝛾𝑛𝛿𝑑(𝑑𝑛, 𝑤𝑛) + 2𝛾𝑛𝛿𝑑(𝑤𝑛, 𝑥∗) 

= [1 − 𝛾𝑛(1 − 𝛿)]𝑑(𝑑𝑛, 𝑤𝑛) + 2𝛾𝑛𝛿𝑑(𝑤𝑛, 𝑥∗) + 𝛾𝑛𝜀 

 

yazılabilir. [1 − 𝛾𝑛(1 − 𝛿)] ≤ 1 ve [1 − 𝜇𝑛(1 − 𝛿)] ≤ 1 olduğu göz önüne alınarak 

(3.24) ile (3.55) eşitsizlikleri yukarıda yerine yazılırsa 

𝑑(𝑐𝑛, 𝑧𝑛) ≤ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑥𝑛) + 2𝜇𝑛𝛿𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) 

+μn𝜀 + 2𝛾𝑛𝛿𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) + 𝛾𝑛𝜀 

= 𝑑(𝑎𝑛, 𝑥𝑛) + 2𝛿(μn + 𝛾𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) + (μn + 𝛾𝑛)𝜀 

(3.56) 

elde edilir. Ayrıca 

𝑑(𝑏𝑛, 𝑦𝑛) = 𝑑(𝑊(𝑆𝑎𝑛, 𝑆𝑐𝑛, 𝛽𝑛),𝑊(𝑇𝑥𝑛, 𝑇𝑧𝑛, 𝛽𝑛)) 

≤ (1 − 𝛽𝑛)𝑑(𝑆𝑎𝑛, 𝑇𝑥𝑛) + 𝛽𝑛𝑑(𝑆𝑐𝑛, 𝑇𝑧𝑛) 

≤ (1 − 𝛽𝑛)𝑑(𝑆𝑎𝑛, 𝑇𝑎𝑛) + (1 − 𝛽𝑛)𝑑(𝑇𝑎𝑛, 𝑇𝑥𝑛) 

+𝛽𝑛𝑑(𝑆𝑐𝑛, 𝑇𝑐𝑛) + 𝛽𝑛𝑑(𝑇𝑐𝑛, 𝑇𝑧𝑛) 

≤ (1 − 𝛽𝑛)𝜀 + (1 − 𝛽𝑛)𝛿𝑑(𝑎𝑛, 𝑥𝑛) + 2(1 − 𝛽𝑛)𝛿𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) 

+𝛽𝑛𝜀 + 𝛽𝑛𝛿𝑑(𝑐𝑛, 𝑧𝑛) + 2𝛽𝑛𝛿𝑑(𝑧𝑛, 𝑥∗) 

 

olup (3.27) ve (3.56) eşitsizlikleri yukarıda yerine yazılıp gerekli düzenlemeler 

yapılırsa 

𝑑(𝑏𝑛, 𝑦𝑛) ≤ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑥𝑛) 

+2𝛿[1 + 𝛿𝛽𝑛(μn + 𝛾𝑛)]𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) + 𝜀(1 + 𝛽𝑛𝛿(μn + 𝛾𝑛)) 
(3.57) 

olur. Benzer şekilde 

𝑑(𝑎𝑛+1, 𝑥𝑛+1) = 𝑑(𝑊(𝑆𝑏𝑛, 𝑆𝑐𝑛, 𝛼𝑛),𝑊(𝑇𝑦𝑛, 𝑇𝑧𝑛, 𝛼𝑛)) 

≤ (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑆𝑏𝑛, 𝑇𝑦𝑛) + 𝛼𝑛𝑑(𝑆𝑐𝑛, 𝑇𝑧𝑛) 

≤ (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑆𝑏𝑛, 𝑇𝑏𝑛) + (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑇𝑏𝑛, 𝑇𝑦𝑛) 

+𝛼𝑛𝑑(𝑆𝑐𝑛, 𝑇𝑐𝑛) + 𝛼𝑛𝑑(𝑇𝑐𝑛, 𝑇𝑧𝑛) 
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≤ (1 − 𝛼𝑛)𝜀 + (1 − 𝛼𝑛)𝛿𝑑(𝑏𝑛, 𝑦𝑛) + 2(1 − 𝛼𝑛)𝛿𝑑(𝑦𝑛, 𝑥∗) 

+𝛼𝑛𝜀 + 𝛼𝑛𝛿𝑑(𝑐𝑛, 𝑧𝑛) + 2𝛼𝑛𝛿𝑑(𝑧𝑛, 𝑥∗) 

olup 𝛿 ∈ [0,1) olduğu göz önüne alınarak (3.27), (3.29) ve (3.56) eşitsizlikleri 

yukarıda yerine yazılırsa 

𝑑(𝑎𝑛+1, 𝑥𝑛+1) ≤ [1 − 𝛼𝑛(1 − 𝛿)]𝑑(𝑎𝑛, 𝑥𝑛) 

+{
2𝛿2(1 − 𝛼𝑛)[1 + 𝛿𝛽𝑛(μn + 𝛾𝑛)]

+2𝛿2(1 − 𝛼𝑛) + 2𝛿
2𝛼𝑛(μn + 𝛾𝑛) + 2𝛼𝑛𝛿

} 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) 

+{
1 + 𝛿(1 − 𝛼𝑛)[1 + 𝛿𝛽𝑛(μn + 𝛾𝑛)]

+𝛼𝑛𝛿(μn + 𝛾𝑛)
} 𝜀 

 

elde edilir. 
1

2
≤ 𝛼𝑛 ⇒ 1 − 𝛼𝑛 ≤ 𝛼𝑛 ve {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛}, {𝜇𝑛} ∈ [0,1] olduğu göz önüne 

alınarak yukarıdaki eşitsizlikte gereken işlemler yapılırsa 

𝑑(𝑎𝑛+1, 𝑥𝑛+1) ≤ [1 − 𝛼𝑛(1 − 𝛿)]𝑑(𝑎𝑛, 𝑥𝑛) 

+𝛼𝑛(1 − 𝛿) [
(20𝛿2 + 2𝛿)𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) + 6𝜀

(1 − 𝛿)
] 

 

yazılabilir.  

𝑠𝑛 = 𝑑(𝑎𝑛, 𝑥𝑛) 

𝜃𝑛 = 𝛼𝑛(1 − 𝛿) 

𝜙𝑛 = [
(20𝛿2 + 2𝛿)𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) + 6𝜀

(1 − 𝛿)
] 

şeklinde seçilirse Lemma 3.2.16’nın bütün şartları sağlanır. Bu nedenle 

0 ≤ lim sup 
𝑛→∞

𝑑(𝑎𝑛, 𝑥𝑛) ≤ lim sup 
𝑛→∞

[
(20𝛿2 + 2𝛿)𝑑(𝑥𝑛, 𝑥∗) + 6𝜀

(1 − 𝛿)
] 

eşitsizliği geçerlidir. 𝑛 → ∞ için 𝑎𝑛 → 𝑝∗ ve 𝑥𝑛 → 𝑥∗ olduğundan 

𝑑(𝑥∗, 𝑝∗) ≤
6𝜀

1 − 𝛿
 

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında yeni bir dört adımlı klasik sabit nokta iterasyon yöntemi 

tanımlanmış ve bu yöntemin hiperbolik uzaylarda yeniden yazılmasıyla oluşan 

iterasyon yöntemi kullanılarak bazı sabit nokta teoremleri elde edilmiştir. Teorem 

3.2.20’de sabit noktaya sahip contractive-like dönüşümler aracılığıyla yeni hiperbolik 

tipten iterasyon yönteminden elde edilen dizinin yakınsak olduğu ∑ 𝛼𝑛
∞
𝑛=0 = ∞ şartı 

altında ispatlanmıştır. Teorem 3.2.21’ de ∑ 𝛼𝑛
∞
𝑛=0 = ∞ şartına gerek olmaksızın 

yakınsaklık sonucunun elde edilebileceği gösterilmiştir. Teorem 3.2.22 ile yeni 

hiperbolik tipten iterasyon yöntemi ile hiperbolik tipten Mann iterasyon yöntemi 

arasında yakınsama anlamında bir denklik kurulabileceği ispatlanmıştır. Teorem 

3.2.23’te yeni hiperbolik tipten iterasyon yönteminin hiperbolik tipten bazı mevcut 

iterasyon yöntemlerine göre daha hızlı olduğu gösterilmiş ve bu sonuç Örnek 3.2.24’te 

verilen Çizelge 3.1-Çizelge 3.3’te nümerik olarak gösterilmiştir. Teorem 3.2.25’te 

contractive-like dönüşümler için yeni hiperbolik tipten iterasyon yöntemi kullanılarak 

veri bağlılığı sonucu irdelenmiştir. 

Sabit nokta teorisi ile ilgilenen araştırmacılar bu tezde tanımlanan yeni klasik iterasyon 

yöntemini kullanarak farklı dönüşümler aracılığıyla birçok matematiksel yapıda sabit 

nokta teoremlerini irdeleyebilir ve uygun koşullar altında diferansiyel-integral 

denklem sınıflarının çözümlerini analiz edebilirler. 
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