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YUKSEK LiSANS TEZIi

HIiPERBOLIK UZAYLARDA SABIT NOKTA TEORISI UZERINE BAZI
SONUCLAR

Ertan GUNDOGDU

Aksaray Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Do¢. Dr. Yunus ATALAN

OZET

Normlu uzaylar gibi lineer yapilara cok benzeyen konvekslik 6zelliklerine sahip olan
hiperbolik uzaylar, sabit nokta teorisi i¢in verimli bir ¢alisma alan1 olmustur. flgili
literatiir incelendiginde klasik sabit nokta iterasyon yontemlerinin hiperbolik uzaylara
tasinmasiyla birgok sabit nokta teoreminin elde edildigi goriilebilir. Bu tez dort
boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde sabit nokta teorisine dair literatiir bilgisi verilmistir.
Ikinci boliimde klasik analiz ve fonksiyonel analize ait temel kavramlar verilmistir.

Uciincii béliimde bazi sabit nokta iterasyon ydntemleri ile yeni iterasyon ydntemine
yer verilmis ve bu yontem kullanilarak yakinsaklik, yakinsaklik denkligi, yakinsaklik
hiz analizi ve veri baglilig1 gibi bazi sabit nokta teoremleri elde edilmistir.

Dordiincii bolimde bu ¢alismada elde edilen sonuglar ozetlenmis ve ileride
yapilabilecek olasi ¢aligsmalara yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Normlu uzaylar, Hiperbolik uzaylar, Sabit nokta, iterasyon
Yontemi, Yakinsaklik, Yakinsaklik denkligi, Yakinsaklik Hizi, Veri Baghlig
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SOME RESULTS ON THE FIXED POINT THEORY IN HYPERBOLIC
SPACES
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ABSTRACT

Hyperbolic spaces, which have convexity properties very similar to linear structures
such as normed spaces, have been a productive field of study for fixed point theory.
When the relevant literature is examined, it can be seen that many fixed point theorems
are obtained by transferring the classical fixed point iteration methods to hyperbolic
spaces. This thesis consists of four parts.

In the first chapter, literature information about fixed point theory is given.

In the second part, the basic concepts of classical analysis and functional analysis are
given.

In the third chapter, some fixed point iteration methods, and newly defined iteration
method are given and some fixed point theorems such as convergence, the equivalence
of convergence, convergence speed, and data dependency are obtained by using this
method.

In the fourth chapter, the results obtained in this study are summarized and possible
future studies are given.

Keywords: Normed spaces, Hyperbolic spaces, Fixed point, Iteration method,
Convergence, Equivalence of convergence, Convergence speed, Data Dependency
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1. GIRIS

Gilnliik hayatta degisik noktalarda karsilagilan cebir ve analize ait problemlerin
modellenmesine dair yapilan ¢alismalarda temel olusturmak i¢in ihtiya¢ duyulan sabit
nokta teorisi, uygun degisikliklerle s6z konusu problemlerin ¢dziimiine ulasmay1

hedefler.

Tarihsel olarak sabit nokta teorisinin kokeni diferansiyel denklemler iizerine yaptiklari
calismalariyla bilinen Fransiz matematikgiler Picard ve Poincare’a dayansa da sabit
nokta teorisinin baglangici, kanitlanmis ilk sabit nokta teoremi olarak bilinen
Brouwer’in klasik teoremine atfedilir. Ancak sabit nokta kavraminin uygun bir
cergevede genis bir uygulama alanina sahip olmasinda Polonyali matematikei
Banach’in rolii biiyiiktiir. 1922 yilinda Banach’in ispatlamis oldugu ve Banach
Biiziilme Ilkesi olarak bilinen teorem, tam metrik uzaylarda daralma doniisiimii
yardimiyla olusturulan Picard iterasyon dizisinin bu doniisiimiin tek olan sabit

noktasina yakinsayacagini sdyler [1].

Banach’in bu teoremi uygulamali matematikte oldugu kadar matematigin diger
dallarinda da etkisini gostermis ve hizli bir gelisimin Oniinii acarak bir¢ok
arastirmacinin bu teoremi farkli yapilara genisletmesini saglamis ve bu sayede birgok

yeni sabit nokta teoremi literatiire kazandirilmistir (bkz [2-8]).

Banach uzaylarinin geometrisi ile sabit nokta teorisi arasindaki iliski ¢cok faydali ve
giiclii olmustur. Ozellikle sabit nokta problemlerinde calisilan uzayin geometrik
Ozelliginin kilit bir rolii vardir. Bu problemlerde agirlikli olarak konvekslik 6zelligi ve
Banach uzaylariin diger geometrik 6zellikleri kullanilmaktadir. Her Banach uzay1 bir
vektor uzayr oldugundan, bu uzaylara konveks bir yapt vermek daha kolaydir. Bu
nedenle Banach uzaylarinin geometrisi konveks yapilar1 ile yogun bir sekilde
calisilmistir (bkz. [9-12]). Ancak metrik uzaylarda konveks bir yapi elde etmek daha
zordur. Bu zorluk Takahashi'nin metrik uzaylarda konvekslik kavramini

tanimlamasiyla agilmistir [13].

Gergek hayatta karsilasilan birgok problem lineer olmayan formda ifade edilebildigi
icin bu problemlerin Banach uzaylar1 gibi lineer yapilar yerine lineer olmayan

yapilarda incelenmesi daha gercek¢i bir yaklagim olacaktir. Bu noktada, lineer



olmayan yapist ve zengin geometrik &zelligi nedeniyle hiperbolik uzay, bu
problemlerin incelenmesinde sabit nokta teorisi i¢in iyi bir matematiksel ¢erceve
sunmaktadir. Hiperbolik uzaylar, lineer uzaylara ¢ok benzeyen konvekslik
Ozelliklerine sahiptir. Bu uzay sinifi, tim normlu vektor uzaylarini, Hadamard
manifoldlarini, CAT(0) uzayini, Hilbert yuvarini, Hilbert yuvarlarinin kartezyen

carpimini Ve R-trees gibi yapilar igerir.

2005 yilinda, Kohlenbach [14] tarafindan tanimlanan hiperbolik uzaylar, Geobel ve
Kirk [15] tarafindan verilen hiperbolik uzay tanimina gore daha kisithi ve Reich ve

Shafrir [16] tarafindan ortaya atilan hiperbolik uzay tanimindan ise daha geneldir.

Bu ¢aligmalarin bir sonucu olarak klasik sabit nokta iterasyon yontemleri hiperbolik

uzaylara tasinarak birgok sabit nokta teoremi elde edilmistir (bkz. [17-20]).

Bu tez calismasinda herhangi bir normlu uzayda tanimlanan yeni bir sabit nokta
iterasyon yonteminin hiperbolik uzaylarda yeniden ifade edilmesiyle birlikte
yakinsaklik, yakinsaklik denkligi, yakinsama hizinin analizi ve veri baglilig1 gibi sabit
nokta teoremleri irdelenmistir. Elde edilen baz1 sonuglar niimerik 6rnekler yardimiyla

desteklenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tez ¢alismasinda temel teskil eden bazi kavramlara yer verilmistir.
2.1 Fonksiyonel Analize Ait Bazi Kavramlar

Tamm 2.1.1. M bostan farkli herhangi bir kiime ve p: M X M — R bir fonksiyon

olsun. Her x,y,z € M igin;

. p(xy)=0
. px,y)=0ox=y
. p(x,y) =py,x)
iv.  p(xy) <p2)+pzYy)

sartlar1 saglaniyorsa p fonksiyonuna M {izerinde bir metrik, (M, p) ikilisine de bir
metrik uzay denir [21].

Tanmm 2.1.2. (M, p) bir metrik uzay olmak iizere bu uzayda {x,,} dizisi ve bira € M
noktas1 verilsin. Her € > 0 igin n > N, oldugunda, p(x,, a) < € olacak sekilde bir
Ny = Ny(¢) dogal sayist bulunabiliyorsa, {x,} dizisine a € M noktasina yakinsaktir
denir [22].

Tamm 2.1.3. (M, p) bir metrik uzay olmak {izere bu uzayda {x,} dizisi verilsin. Her
€ > 0 i¢in m,n > N, oldugunda p(x,,, x,,) < € olacak sekilde bir N, = Ny (&) dogal

sayis1 varsa {x,} dizisine Cauchy dizisi denir [21].

Tamim 2.1.4. (M, p) bir metrik uzay olmak iizere eger bu uzaydaki her Cauchy dizisi

yakinsak ise, M uzayina tam metrik uzay denir [22].

Tanmm 2.1.5. (M, p) ve (N,¢) iki metrik uzay, t: M — N bir doniisim ve ay € M
olsun. Her € > 0 sayisi i¢in, p(a,ay) < ¢ oldugunda g(r(a),r(ao)) < ¢ olacak
sekilde bir { = {(ay, €) > 0 sayist varsa, T doniisiimiine a, noktasinda siireklidir

denir. Eger T doniisiimii X in her noktasinda siirekli ise T ya M de siireklidir denir [23].



Yukaridaki tanimda adi gecen ¢ > 0 sayis1 sadece €’a bagli ise, T doniisiimiine diizgiin
stirekli doniistim adi verilir. Simdi metrik uzaylarda noktasal siireklilik ile dizisel

stireklilik kavramlarinin denk oldugunu gosteren asagidaki teoremi verelim [24].

Teorem 2.1.6. (M, p) ve (N, ¢) iki metrik uzay olmak tizere 7: M — N doniisiimii ve

ay € M noktasi verilsin. Asagidakiler denktir:
a) T: M — N doniisiimii a, € M noktasinda stireklidir.

b) lima,, = a, kosulunu saglayan her yakinsak (a,,) dizisi i¢in

n—-oo
limt(a,) = t(ay).
n—-oo
Bu teoremin bir sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 2.1.7. (M, p) ve (N,¢) iki metrik uzay olmak iizere 7:X — Y donisiimii

verilsin. t doniisiimiiniin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M uzayindaki

yakinsak her (a,) dizisi igin T (liman) = limt(a,) esitliginin saglanmasidir [23].
n—-oo n—-oo

Sonu¢ olarak herhangi bir fonksiyonun siirekliligi icin gerek ve yeter sartin bu

fonksiyonun yakinsak dizileri yakinsak dizilere doniistiirmesi oldugu goriiliir [23].

Tanim 2.1.8. ® # @ bir kiime ve D bir cisimolsun. +:® X ¢ > dve DX P -
islemleri tanimlansin. Eger her x;, x,, x3 € ® ve her n,,1, € D i¢in asagidaki sartlar

saglantyorsa, @ kiimesine DD cismi iizerinde vektor uzayi denir:
P x;+x, €ED.

D, x; + (%3 +x3) = (%1 +x3) + x3.

®;. x; + 0 = 0 + x; = x; olacak sekilde 8 € & vardir.

@4 x; + (—x1) = (—x1) + x; = 0 olacak sekilde —x; € @ vardur.
P, x; +x, = x5 + x4,

¢6. N~ X1 € .



D7.11 (1 +x2) =117 %1 + 117 X
Dg. (N +12) %1 =11 %1 + 12 %1
Dy. (01 12) %y =11 - (N2 " x1).
D91 %1 = x4.

D cisminin reel ya da kompleks olmasia gore ®’ye sirasiyla reel veya kompleks

vektor uzay adi verilir [24].

Tamm 2.1.9. ® bir vektor uzay ve K < & olsun. Her x4, x, € K igin
A={p€ed: p=nx;+(1—1n)x,0<m; <1}cK

ise K kiimesine konvekstir denir [23].

Tanmim 2.1.10. V' bir vektér uzay olsun ve D =R olmak tzere, ||.|: N - D

fonksiyonu verilsin. Eger her x;, x, € V' ve her n; € D igin
Ny llxlf=0ex =6
Nz Mg - xqll = nal - llxq
N Iy + 220 < [lcg ] + [zl

kosullar1 saglanirsa ||. || fonksiyonu IV tizerinde bir norm, (V' ||-||) ikilisi de normlu

uzay adin1 alir [25].

Tamm 2.1.11. ' normlu uzay ve x;,x, € N olsun. Eger V' uzayi, p(x,y) =

llx — ¥|| norm metrigine gére tam ise V"’ye Banach uzay1 denir [26].
Tanmm 2.1.12. V" bir normlu uzay ve {a,}, NV uzayinda bir dizi olsun. Eger

lim||la, — all = limp(a,,a) =0
n—->oo n—-oo



olacak sekilde bir a € IV varsa {a,} dizisi a noktasina kuvvetli yakinsaktir denir ve
bu durum kisaca a,, — a ile gosterilir. Buradaki a noktasina {a,} dizisinin kuvvetli

limiti ad1 verilir [21].
2.2. Sabit Nokta Teorisine Ait Baz1 Kavramlar

Tamm 2.2.1. X bos olmayan bir kiime ve T: X — X herhangi bir doniisiim olsun. Eger
Tx =x (2.1)

olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T ’nin sabit noktasi denir ve T nin tiim

sabit noktalarinin kiimesi F (T) ile gosterilir [27].

Ornek 2.2.2

i. EgerX =[04]veT:X - X, Tx = VxZ — 7x + 28 ise F(T) = {4}.
ii. EgerX=RveT:X->X,Tx=x+8ise F(T) = Q.
iii. Eger X =[0,1]ve T:X - X, Tx = Inx + —ise F(T) = {1}.

iv. EBgerX=RveT:X - X, Tx=x?—2xise F(T) = {0,3}.
Tamim 2.2.3. X bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger her x,y € X igin
d(Tx,Ty) <6 -d(x,y) (2.2)
olacak sekilde bir § > 0 sayis1 mevcut ise T’ye bir Lipschitzian doniisiim denir [27].
Her Lipschitzian doniisiimiin diizgiin siirekli oldugu aciktir.

Ornek 224. X=R, d(x,y)=|x—y| ve T:X—>X, Tx=5x—1 seklinde

tanimlansin. Bu durumda,
d(Tx,Ty) = |5x—1—(5y —1)| =5|x —y| =5d(x,y)
elde edilir. Yani § > 5 i¢in Tdoniisiimii Lipschitzian doniisiim sartini saglar.

Tamim 2.2.5. X bir metrik uzay ve T: X — X bir Lipschitzian doniisiim olsun. Eger her

x,y € X i¢in,



d(Tx,Ty) <6 -d(x,y) (2.3)

esitsizligi en az bir § € [0,1) sayis1 igin saglaniyorsa T’ye contraction (daraltan)

doniisiim denir [27].

Banach [1] yukarida tanimi1 verilen contraction doniisiimiin hangi sartlar altinda sabit

noktaya sahip olacagini karakterize eden asagidaki teoremi ispatlamistir:

Teorem 2.2.6. X bir tam metrik uzay ve T: X — X bir contraction doniisiim olsun. Bu

durumda

I. T doniisiimii X uzayinda bir tek u sabit noktasina sahiptir;

il.  Herhangi bir x, € X baslangi¢ noktas1 i¢in

Xne1 = Txp, n=0,12,.. (2.4)

esitligiyle verilen Picard iterasyonu tarafindan tretilen {x,}y-o dizisi u noktasina

yakinsar.

Ispat: Baslangi¢ noktasi olan x, € X icin (2.4) esitliginden elde edilen {x,},
dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu gosterilmelidir. Dolayisiyla n > 1 ve p > 1 i¢in
(2.3) sart1 kullanilirsa

d(xn+p, xn) = d(Tn+p_1x0, Tn_le)
< 6d(xn+p—1' xn—l)
= 5d(Tn+p_1x0, Tn_le)

< 62d(xn+p—2' xn—Z)

< 8™d(Xn4p-n Xn-n)

= 5”d(xp,x0)

< 6™(d(xp, xp—1) + d(xp-1, %))

< §™(8d(xp-1,%p—2) + d(Xp-1,Xp—2) + d(Xp-2,%0))
= 6™(d(xp-2, %) + d(Xp—1, Xp_2) + 6d(xp_1,%p_3))

< 8™ d(xp—-2,%0) + 6A(Xp_3, Xp_3) + 62d (xp_3, Xp_3)]

7



< 8™[d(xq,x0) + 8d(xq,x0) + 62d (xq, X0)+. .. ]
=6"d(xy,x0)(1+ 6+ 6%+ 63+...)

= 6"d(xq1, %) (715)

bulunur. Yani

n

é
d(xn+p’xn) = (1 — 6) d(x1, %)

oldugu elde edilir. 0 < § < 1 oldugundan n — oo i¢in limit alinirsa d(xn+p,xn) -0
olur. Bu da {x;, };=, dizisinin bir X te bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. (X, d) uzayi
tam oldugundan x, — u olacak sekilde bir u € X eleman1 vardir ve dolaysiyla da
Xn4+1 — U yazilabilir. T dontisiimi stirekli oldugundan Tx, — Tu olup x,,.; = Tx,
denkleminde n — oo igin limit alinirsa u = Tu elde edilir. Simdi bu sabit noktanin tek
oldugu gosterilmelidir. § € [0,1) olmak {lizere T doniisiimiiniin v gibi baska bir sabit

noktasi olsun. O halde
d(u,v) =d(Tu,Tv) <6 -du,v) = (1 -8§8)du,v) <0

elde edilir. u # v oldugundan ¢eligki elde edilir. Dolayisiyla T bir tek sabit noktaya

sahiptir. Bu ise ispati tamamlar.

Bu teoremdeki (1) ve (i1) sartlarini saglayan doniisiime Picard operatorii denir. Yani bir
tam metrik uzay iizerinde tanimli, yalnizca bir tane sabit noktaya sahip olan kendi
tizerine bir doniistim kullanilarak elde edilen Picard iterasyon dizisi, bu sabit noktaya

yakinsak ise bu doniisiim Picard operatorii olarak adlandirilir.

Tamm 2.2.7. (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x, y € X igin
d(Tx,Ty) < d(x,y) (2.9)

ise, T’ye genislemeyen (nonexpansive) doniisiim denir [27].



Ornek 2.2.8. X Banach uzay1 olsun. T: X — X doniisiimii, T(x) = §+ 2—15 seklinde

tanimlansin. O zaman T genislemeyen bir doniistimdiir.

Coziim: Gergekten de her x,y € X ve y # 0 i¢in

1) -1l = [+ o5 = (G 5)| = -2 = E5 2 < e -y

Ornek 2.2.9. X =R, d(x,y) = |x —y|ve T:R - R, Tx = x + 15 olsun. O halde
d(Tx,Ty) =|x+15—(y+15)| =|x —y| =d(x,y)

oldugundan her x,y € X i¢in d(Tx,Ty) < d(x,y) sarti saglanir. Dolayisiyla T

genislemeyen bir doniisiimdiir. Fakat bu doniisiimiin bir sabit noktas1 yoktur.

Teorem 2.2.6 ile verilen Banach Biiziilme Ilkesi’nde kullanilan déniisiimiin siirekli
olduguna dikkat edilmelidir. Siirekli olma sart1 tasimayan doniistimler araciligiyla bu
teoremin bircok genellemesi yapilmistir. Bu teoremlerden birisi 1968 yilinda Kannan

[28] tarafindan ispat1 verilen asagidaki teoremdir:

Teorem 2.2.10. (X, d) bir tam metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger her
X,y € X i¢in,

d(Tx,Ty) < ald(x,Tx) + d(y,Ty)] (2.6)
olacak sekilde en az bir a € [0, %) sayis1 bulunabilirse, T bir Picard operatortidiir.

Ispat: T doniisiimii (2.6) sartin1 sagliyorsa, bu durumda cardF(T) < 1 olur. x, € X
olmak tizere V n € N igin x,,_T"x, esitligi ile verilen Picard iterasyonunu goz oniine
alalim. (2.6)’dan

d(an xn+1) = d(Txn—lfon) < a[d(xn—lﬂxn) + d(xn' xn+1)]
veya

a
d(xnfxn+1) S Tad(xn—lixn)’ n= 1;2; (27)



yazilabilir. a € [0,%) icin 0< ﬁ < 1 oldugundan, Teorem 2.2.6’nin ispatinda

izlenen yola benzer sekilde {x,}n=o dizisinin X’te bir Cauchy dizisi oldugu ve
dolayisiyla da bu uzayda yakinsak bir dizi oldugu sonucuna ulasilir. {x,, };= dizisinin

limiti x, € X olsun. Bu durumda,
d(x,,Tx,) < d(x,,x,) +d(x,, Tx,) < d(x,,x,) + ald(x,, x,—1) + d(x,, Tx,)]

olup, her n € N i¢in

1 a 2.8
d(x,,Tx,) < Tad(x*,xn) + Tad(xn_llxn), (28)

oldugu sonucuna ulagilir. (2.7) ve (2.8)’ den n = 1,2 ... olmak {izere

1 a \" (2.9)
d(x,,Tx,) < md(x*,xn) + (m) d(xg, xX1),

elde edilir. (2.9) ile verilen esitsizlikte n — oo igin limit alinirsa
d(x,Tx,) =0 x, =Tx,
yani F(T) = {x,} oldugu goriliir. Boylece her bir x, € X igin x,, = x, olur.
Ornek 2.2.11. X = Rolsun ve T: X — X déniisiimiinii asagidaki sekilde tanmimlansin:

0, x<1

Tx =4—1
—, x>1
6

Bu durumda

i. T strekli degildir.

ii. T donisiimii (2.6) ile verilen sart1 saglar.

Coziim: T doniistimiiniin stirekli olmadig1 agiktir. (ii) onermesini gdstermek igin

asagidaki durumlar g6z oniine alinmalidir:

Duruml: Egerx <1vey < 1ise
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ITx — Tyl = 0 < aflx| + |y]
esitsizligi her a € [0, %) i¢in saglanir.
Durum Il: Eger x > 1 ve y > 1 ise, Durum I’deki sonug elde edilir.

Durum Ill: Eger x > 1vey < 1ise,
|Tx — Ty]| =1Sa”x+l‘ + Iyl]
6 6
esitsizligi a = %i(;in saglanir.
Durum IV: Egerx < 1vey > 1ise,
|Tx — Ty| =1S a[lxl + ‘y+1H
6 6
esitsizligi a = %i(;in saglanir.
Sonug olarak T doniisiimii (2.6) ile verilen sart1 saglar.

Kannan teoremindeki diisiinceden hareketle T’nin siirekli olmasini gerektirmeyen
birgok doniisiim kullanilarak bazi sabit nokta teoremleri elde edilmistir [29-31]. Bu
teoremlerden biri Chatterjea [32] tarafindan (2.6) sartina benzer bir sart kullanilarak

asagidaki sekilde elde edilmistir:

Teorem 2.2.12. (X , d) bir tam metrik uzay ve T: X — X bir dontisiim olsun. Her x,y €

X 1¢in
d(Tx,Ty) <bld(x,Ty) + d(y,Tx)] (2.10)
olacak sekilde en az bir b € [0, %) sayisi varsa T bir Picard operatoriidiir.

Rhoades [33] tarafindan verilen bir 6rnekte (2.2) ile verilen contractive olma sarti ile

(2.6) ve (2.10) ile verilen contractive olma sartlarinin birbirlerinden bagimsiz olduklari

11



gosterilmistir. 1972 yilinda Zamfirescu, [34] ile verilen ¢alismasinda (2.2), (2.6) ve

(2.10) sartlarini bir araya getirerek asagida verilen 6nemli sonucu elde etti:

Teorem 2.2.13. (X, d) bir tam metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger her
x,y € X igin

(z1) d(Tx,Ty) < dd(x,y)
(22) d(Tx,Ty) < a[d(x,Tx) +d(y,Ty)],
(z3) d(Tx,Ty) < b - [d(x,Ty) + d(y, Tx)],

kosullarindan en az birisinin dogru olacagi sekilde, 6 € [0,1) ile 0 <a,b <%

sartlarini saglayan §, a ve b reel sayilar1 varsa, bu durumda T bir Picard operatoriidiir.
Ispat: x,y € X alalim ve (2,), (z,) veya (z5) sartlarindan en az biri dogru olsun.

I. Eger (z,) dogru ise,
d(Tx,Ty) < ald(x,Tx) +d (y,Ty)]
<af{d(x,Tx)+ [d(y,x) +d(x,Tx) + d(Tx, Ty)]}

elde edilir. Yani
(1—-a)d (Tx,Ty) < 2ad(x,Tx) + ad(x,y)

veya
A(Tx Ty) < —2 d(e,Tx) + —— d( %)
LY “1—a XX 1—a 4
ii.  Eger (z3) dogru ise,
d(Tx, Ty) < 2b d(x, Tx) + b d
(T%,7y) < 75 4G, Tx) + 7= d(x,Y)
olur. Bu durumda

)\-—{8 a b }
" "1-a’"1-b

seklinde secilirse A € [0,1) olur ve her x,y € X i¢in
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d(Tx,Ty) < 2Ad(x,Tx) + Ad(x,y) (2.11)
esitsizligi saglanir. Benzer sekilde, her x,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < 2Ad(x,Ty) + Ad(x,y) (2.12)

esitsizligi elde edilir. (2.11)’den cardF(T) < 1 oldugu goriiliir. Simdi T’nin bir tek
sabit noktaya sahip oldugu gosterilmelidir. x, € X keyfi bir baslangi¢ noktasi olsun ve
{xn}n=o dizisi her n € N i¢in x,,, = Tx, esitligi ile verilen Picard iterasyonundan

elde edilen dizi olsun. Eger

iki ardisik yaklasim ise, bu durumda (2.12)’den
d(Txy, Txp_1) < 2Ad(xp, Txp—1) + Ad(Xp, Xp—1)
yani,
d(Xn+1,%n) < Ad(Xp, Xn-1)

oldugu elde edilir. Buradan {x,},-, nin bir Cauchy dizisi oldugu ve boylece yakinsak

oldugu sonucuna ulagilir. x, € X bu dizinin limiti olsun. O halde lim d(x,4+1,x,) =0
n—o0o

olur. (2.11) ile verilen esitsizlikle birlikte tiggen esitsizliginin kullanilmasiyla

d(x,,Tx,) < d(x,,xp41) +d(Tx,, Tx,)
< d(x,, Xp41) + Ad(x,, x,) + 2Ad (x,, Txy,)

elde edilir. n - oo igin d(x,, Tx,) = d(x,, X,4+1) = 0 oldugundan
d(x,Tx,) =0 x, =Tx,

bulunur. Yani her bir x,, € X i¢in F(T) = {x,} ve x,, = x, (n > o) dur.
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3. HIPERBOLIK UZAYLARDA SABIT NOKTA TEORIiSi UZERINE BAZI
SONUCLAR

Bu boliimde literatiirdeki bazi klasik sabit nokta iterasyon yontemleri ile bu
yontemlerin hiperbolik tipte yazilmasiyla elde edilen ydntemlere yer verilmistir.
Ayrica yeni hiperbolik tipte iterasyon yontemi araciligiyla elde edilen sabit nokta

teoremleri ispatlanmustir:
3.1 Klasik Tipten Baz1 Sabit Nokta iterasyon Yontemleri
X bos olmayan bir kiime ve T: X = X herhangi bir doniisiim olsun:
Tamm 3.1.1
Xps1 = Txp = T"xy, n=12.. (3.2)
esitligiyle verilen yonteme Picard iterasyon yontemi denir [35].

Ornek 312 u(x)=1+x+;x%+- [ (x—t)?u(t)dt Volterra integral
denklemine uy(x) = 0 baslangi¢ kosulu altinda Picard iterasyonu uygulansin. Bu

durumda asagidaki esitlik gecerli olacaktir:

1 1 (*
U1 (X)) =1+ x +§x2 +§f (x — t)*u, (t)dt (n=0)
0

Baslangi¢ kosulu yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa

1 2
ul(x)=1+x+§x

— 1,1 5 1 4.1 5
uz(x)—1+x+zx +§x ++Zx +§x,

— 1,1 5 1,1 s, 1 s 1 7. 14
u3(x)—1+x+5x +§x ++Zx +§x +ax +ﬁx +§x

elde edilir. Benzer sekilde devam edilirse yukarida verilen esitligin ¢6ziimii

u(x) = l@oun+1(x) =e”
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seklinde olur [36].

Teorem 2.2.6’da verilen contraction olma sarti degistirildiginde Picard iterasyon
yonteminden elde edilen dizinin limiti mevcut olmayabilir. Asagida verilen 6rnek bu

durumu gostermektedir:

Ornek 3.1.3 C=[05]c R olmak iizere T:C - C, Tx =5—x donisimi

tanimlansin. T genislemeyen bir doniisiim ve F(T) = {2} dir. Herhangi bir x, = m #

g noktasi i¢in (3.1) ile verilen Picard iterasyonu kullanilirsa
X =Txg=5-m
x, =Tx; =T*xyg=m

X3 =Tx, =T?x; =T3xy=5—-m
Xp =Txp_q =T%x,_5 = =T"x,

olur. Yani (5 —m,m,5 —m,m, ...) dizisi elde edilir. Bu dizinin m # gigin yakinsak

olmadig1 agiktir. Dolayisiyla Picard iterasyonu genislemeyen dondisiimlerin sabit
noktasina yakinsamayabilir. Bu nedenle arastirmacilar yeni iterasyon yontemleri

tanimlayarak farkli doniisiim siniflari i¢in de bu yontemler tizerine ¢alismiglardir.
Tamm 3.1.4 {a,,} € [0,1] ve n € N olmak {izere,

Xn1 = (1 = ap)xy + anTxy 3.2)
esitligiyle verilen yonteme Mann iterasyon yontemi denir [37].
Tamim 3.1.5 {a,,}, {6.} € [0,1] ve n € N olmak iizere,

{un+1 = (1 - ap)uy + ayTo, (3.3)
vp = (1= Bpug + BnTuy
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esitligiyle verilen yonteme Ishikawa-iterasyon yontemi denir [38].
Tanmm 3.1.6 {a,,}, {Bn}, {¥n} € [0,1] ve n € N olmak iizere,
Xny1 = (1= ap)xy + anTy,
Yo = (1 = Br)xn + BrTzy
Zn = (L= vp)xn + ¥ Txp,
esitligiyle verilen yonteme Noor iterasyon yontemi denir [39].
Tanim 3.1.7 {a,,}, {Bn}, {vn} € [0,1] ve n € N olmak iizere,
Unr = (1 — @)y + anToy
vp = (1 = Br)wy + BnTwy,
wy = (1 = y)un + vaTu,
esitligiyle verilen yonteme SP iterasyon yontemi denir [40].

Tanim 3.1.8 {a,,}, {Bn}, {vn} € [0,1] ve n € N olmak tizere,

Xn+1 = (1 — ap)yn + a,Ty,
Yo =1 =B )Txy, + Tz,
Zn = (1 = y)xn + ¥uTx,

esitligiyle verilen yonteme CR iterasyon yontemi denir [41].
Tanim 3.1.9 {a,} € [0,1] ve n € N olmak iizere,

{ Xnt1 = Tyn
Yn = (1 - an)xn + a,Tx,

esitligiyle verilen yonteme Picard-Mann-iterasyon yontemi denir [42].

Tamim 3.1.10 {a,}, {f,} € [0,1] ve n € N olmak {iizere,

{un+1 = (1 - ap)Tu, + a,Tvy,
Up = (1 - .Bn)un + .BnTun

esitligiyle verilen yonteme Agarwal-S-iterasyon yontemi denir [43].

Tanmm 3.1.11 {a,,}, {B.}, {rn} € [0,1] ve n € N olmak {izere,
16
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Mpy1 = (1 — ap)Tsp + anTky
Sp = (1 - Bn)Tmn + ﬁnTkn (39)
k, = (1 - Vn)mn + ynTm,

esitligiyle verilen yonteme Abbas-Nazir iterasyon yontemi denir [44].
3.2 Hiperbolik Tipten Bazi Sabit Nokta Iterasyon Yontemleri

Literattirde farkl1 sekillerde ifade edilen hiperbolik uzay kavramlari bulunabilir [15,16,
45,46]. Ancak bu c¢alismada Kohlenbach [14] tarafindan asagidaki sekilde verilen

hiperbolik uzay tanimi esas alinmistir:

Tamm: 3.2.1. (M,d) bir metrik uzay ve her x,y,z,w € M ve a,f € [0,1] igin
W:M x M x[0,1] = M konvekslik fonksiyonu asagidaki oOzellikleri saglarsa
(M, d, W) tgliistine hiperbolik uzay denir:

(0,) dz,W(x,y,a)) < (1 —a)d(z,x) + ad(z,y);

(©2) dW(x,y,0), W (x,y,8)) = |a — Bl d(x,¥);

@) Wy, ) =W(©,x,1 - a),

(04) d(W(x,z, @), W(y,w,a)) < (1 - a)d(x,y) + ad(z,w).

(M, d) metrik uzay1 W: M X M X I - M doniisiimii ile birlikte goz oniine alinsin. Bu

durumda;

e (M, d) uzay: yukarida verilen 6zelliklerden yalnizca (04) kosulunu saglarsa
bu durumda (M, d) uzayina Takahashi [13] anlaminda konveks metrik uzay
denir.

e (M,d) uzayr (0; —0O3) kosullarii saglarsa bu durumda (M,d) uzayina
Goebel-Kirk [15] tipinde hiperbolik uzay denir.

e (0©,) kosulu Reich ve Shafrir [16] tarafindan hiperbolik uzaylar smifini

tanimlamak i¢in kullanilmuistir.

X bos olmayan bir kiime ve T: X — X herhangi bir doniisiim olsun. Yukarida verilen
Klasik sabit nokta iterasyon yontemlerinin hiperbolik tipte yeniden yazilmasiyla

asagidaki iterasyon yontemleri elde edilir:

Tamm 3.2.2 {a,,} € [0,1] ve n € N olmak {izere,
17



Xn+1 = W{xnr Txy, ay }

esitligiyle verilen yonteme hiperbolik tipten Mann iterasyon yontemi denir.

Tamim 3.2.3 {a,}, {6} € [0,1] ve n € N olmak iizere,

{un+1 = W{unr Tvy, a, }
Up = W{un' Tuy, B }

esitligiyle verilen yonteme hiperbolik tipten Ishikawa iterasyon yontemi denir.

Tamim 3.2.4 {a,,}, {B.}, {vn} € [0,1] ve n € N olmak {izere,

Xni1 = W{xn, Tyn, an }
VYo = W{xn, Tz, B }
Zn = W{xn: Txn, Yn }

esitligiyle verilen yonteme hiperbolik tipten Noor iterasyon yontemi denir.
Tanmm 3.2.5 {a,,}, {Bn}, {¥n} € [0,1] ve n € N olmak lizere,

Unt1 = W{v,, Tv,, ay }

Vn = W{wy, Twy, By, }
Zp = W{un' Tup, vn }

esitligiyle verilen yonteme hiperbolik tipten SP iterasyon yontemi denir.

Tanim 3.2.6 {a,,}, {Bn}, {¥n} € [0,1] ve n € N olmak lizere,

Xnt+1 = W{yn' Tyn, an }
Yn = W{Txn' TZpn, Bn }
Zn = W{xn' TXn, Yn }

esitligiyle verilen yonteme hiperbolik tipten CR iterasyon yontemi denir.
Tamm 3.2.7 {a,} € [0,1] ve n € N olmak iizere,

{ Xn+1 = Ty
Yn = W{xn: Txy, a, }

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

esitligiyle verilen yonteme hiperbolik tipten Picard-Mann iterasyon yontemi denir.
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Tanmim 3.2.8 {a,,}, {6.} € [0,1] ve n € N olmak iizere,

{unﬂ = W{Tuy, Ty, ay } (3.16)

Un = W{unr Tuy, ﬁn }
esitligiyle verilen yonteme hiperbolik tipten Agarwal-S iterasyon yontemi denir.
Tanmm 3.2.9 {a,.}, {Bn}, {¥n} € [0,1] ve n € N olmak tizere,

Mpyy1 = W{Tsn» Tky ay }
Sp = W{Tmn' Tky, ﬁn } (3-17)
kyn = W{mn’ Tmy,y, }

esitligiyle verilen yonteme hiperbolik tipten Abbas-Nazir iterasyon yontemi denir.

Yukarida bir kismi verilen iterasyon siireclerinden esinlenerek yeni tanimlamis

oldugumuz dort adim klasik sabit nokta iterasyonu su sekildedir:

Tanmm 3.2.10 {a,,}, {B.}, {vn}, {t.} € [0,1] ve n € N olmak iizere,
Xnt1 = (1 —a)Ty, + a,Tz,
Yo =1 —=B)Txy + prTz,

3.18
Zn = (1 - Vn)Wn + Y Twy ( )

Uy = (1= ) + 1Ty
Bu yontemin hiperbolik tipte yeniden yazilmasiyla asagidaki esitlik elde edilir:
Tanim 3.2.11 {a,,}, {B.}, {vn}, {#} € [0,1] ve n € N olmak iizere,
Xn+1 = W{Tyn, Tzy, ay }
Yn = W{Txy, T2y, B }

Zp = W{Wn: Twp, Yn }
Wy = W{xn: Txy, un }

(3.19)

Tamim 3.2.12. X bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger V x, y € X i¢in

d(Tx,Ty) < éd(x,y) + o(d(x,Tx)) (3.20)
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esitsizligini saglayan bir § € [0,1) sabiti ve ¢(0) = 0 sartin1 saglayan ¢: [0, ) —
[0, ), siirekli ve kesin artan bir ¢ fonksiyonu bulunabilirse bu doniisiime contractive

like doniigtimii denir [47].

X’in bir normlu uzay olmasi durumunda d(x, y) = ||x — y|| esitligi kullanilarak (3.20)

ile verilen ifade asagidaki sekilde yeniden yazilabilir:
ITx =Tyl < 8llx = yll + @(llx — TxI]) (3.21)

Bu tanim, Berinde [48], Harder ve Hicks [49], Zamfirescu [34], Osilike ve Udomene
[50] tarafindan yapilan tanimlardan daha geneldir. Birgok matematikgi, bu doniistimiin
bir tek sabit noktaya sahip oldugu kabulii altinda baz1 sabit nokta teoremleri elde
etmistir (bkz. [51-55]). Ancak, Atalan ve Karakaya [18] tarafindan X tam uzay olsa
bile bu doniislimiin sabit noktaya sahip olmayabilecegi asagidaki Ornekte

gosterilmistir:

Ornek3.2.13X = [0, 1] olmak iizere T: [0,1] - [0,1], Tx == +=sinx? + 0.75
ile tamimlanan dontisimii g6z Oniine alalim. T doniisimiinin (3.21) kosulunu
sagladigim1  gostermeliyiz. ¢:[0,00) — [0,00), @(t) =% seklinde segelim. ¢

fonksiyonunun artan, siirekli ve @(0) = 0 kosulunu sagladig1 agiktir. T donistimii

kullanilarak
1
ITx — Ty| = |le*—e™¥ +§(sinx2 — siny?)|
ve
1
@[lx — Tx|] = 0,025 |x —e™¥ — E(sinxz) - 0,75
esitlikleri yazilabilir. § = 0.7 segilirse her x,y € [0,1] i¢in

—-X

e < 0.7|x — y|

1 .
—e v+ ) (sinx? — siny?)

1
+0,025 |x —e ¥ — > (sinx?) — 0,75
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elde edilir. Yani T doniisimi (3.21) kosulunu saglar. Ancak Sekil 3.1’den

goriilebilecegi gibi T dontigiimiiniin [0,1] araliginda bir sabit noktas1 yoktur:

18 .

14t \

12 .

0.8

-
0.6 I =

0.4
y=x

0.2

Sekil 3.1. (3.21) sartin1 saglayan bir T donilisiimiiniin sabit noktasinin olmadigini
gosterir grafik

Bosede ve Rhodes [56] (3.21) ile verilen doniisiimiin p gibi bir sabit noktaya sahip
olmast halinde her x € X ve § €[0,1) icin asagidaki esitsizligi sagladigimn

gbzlemlemistir:
ITx = pll < éllx —pll (3.22)

Bu nedenle (3.21) ile verilen doniisiim yerine (3.22) ile verilen doniisiimii g6z Oniine
almak gereksiz islem yapmaktan kurtulmaya yardimci olacaktir. Ayrica (3.22)

esitsizligi kullanilarak

ITx — Tyl < ITx — pll + ITy — pl|
< 6llx —pll + 6lly — pll (3.23)
< 8llx —yll + 261y — pll

elde edilir.

Lemma 3.2.14. [57] p € [0,1) ve lim d, = 0 sartim1 saglayan negatif olmayan
n—oo

{d, }o=o dizisi gbz 6niine alinsin. Her n € N igin
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Cn+1 S PCp + dy

esitsizligini saglayan herhangi bir {c,},~, pozitif dizisi varsa lim ¢, = 0’dur.

n—-oo

Lemma 3.2.15. [57] {c )0 Ve {dn}meo asagidaki esitsizligi saglayan negatif

olmayan iki dizi olsun:
Cn+1 S (1 —Oh)cn +dy

burada her n > n, i¢in 6, € (0,1), Yn—y6, = 0 ve Z—" -0 (n- o) dir. Bu

durumda lim ¢, = 0 olur.

n—-oo

Lemma 3.2.16. [58] Her n € N igin {s,}n=, negatif olmayan bir dizi, 6, €

(0,1), ¥ 6, = o ve ¢, = 0 olsun. Her n > ng igin
n=1

Sn+1 = (1 i Hn)sn + gnd)n
esitsizliginin saglanacagi sekilde bir ny sayist mevcut olsun. Bu durumda

0 <limsup s, < limsup ¢,

n—-oo n—oo

esitsizligi saglanir.

Tamm 3.2.17 [59] {Hr(li)} , 1 = 1, 2 olmak tlizere ayn1 8 noktasia yakinsayan iki
0

dizi olmak tizere

lim —”9’(‘1) _ 6’” _

T

o)

ise {9,(11)}11:0 dizisi 6 noktasina {6,(12)} . dizisine gore daha hizli yakinsar denir.

n=

Tamm 3.2.18 [60] {Hr(li)} , 1 = 1, 2 olmak tlizere ayn1 8 noktasina yakinsayan iki
=0

iterasyon dizisi i¢gin
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o o <

o o] <2

hata tahminleri gecerli olsun ki bu tahminler Berinde [61] anlaminda miimkiin olan en

[ee]

Iyi tahminlerdir. Burada i =1,2 ve her n €N igin {H,(f)} sifir noktasina

n=0
9]

yakinsayan pozitif diziler olmak iizere eger {17,51)} dizisi {17,(12)} dizisinden
n=0 n=0

(0] oo

(Tanim 3.2.17 anlaminda) daha hizli yakinsarsa o zaman {0,51)} dizisi de {9,(12)}

dizisinden daha hizli yakinsar denir.

Tamm 3.2.19. [58] A;, A,: C — C iki operator olsun. Her x € C ve sabit bir e > 0 igin

|A;x — A,x|| < € ise A, ye A;’in yaklasim operatorii ad1 verilir.

Teorem 3.2.20 H bir hiperbolik metrik uzay ve C, H’in bostan farkli, kapali ve
konveks bir alt kiimesi olmak ilizere T : C — C’ ye (3.22) sartin1 saglayan x, gibi bir
sabit noktaya sahip quasi-contractive bir doniisim olsun. (3.19) ile verilen yeni
iterasyon metodundan elde edilen {x,};-, dizisi }:7_, &, = oo sart1 altinda x, sabit

noktasina yakinsar.
Ispat: n —» oo i¢in x,, = x, oldugu gosterilecektir. (0,), (3.19) ve (3.22) kullanilarak

d(wp, x.) = d(W (n, Txn, i), X))
< (1 - .un)d(xn: x*) + .und(Txn'x*)

(3.24)
< (1= p)d(xn, x.) + py8d(xy, x.)
= [1 - .un(l - 6)]d(xn: X*)
ve
d(Zn'x*) = d(W(Wn: Twy, Vn)'x*))
< (1 = y)d(wy, x.) + ¥ d(Twy, x.) (3.25)

< (1= y)dwp, x.) + ¥n6d(wy, x.)
= [1 - Vn(l - 5)]d(Wn' x*)

esitsizlikleri elde edilir. (3.24) esitsizligi (3.25) te yerine yazilirsa;
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d(zp, x.) < [1 = ¥u(1 = 8I[1 — up(1 = 8)] d(xy, x.)
olur. {y.}, {un} € [0,1] oldugundan

[1-11-8]<1
[1-p,(1-8)]<1

seklindedir. Bu nedenle
d(zp,x.) < d(xp,x.)
yazilabilir. Benzer diisiinceyle

d(yn' X*) = d(W(Txnf TZn' :Bn)rx*))
< (1= Bd(Txp, x.) + Prd(Tzy, x.)
< (1 - Br)dd(xy, x.) + frbd(zy, x.)

elde edilir. (3.27) esitsizligi (3.28)’de yerine yazilirsa

d(n, x.) < (1 = Bn)bd(xn, x.) + Bnbd(xn, x.)
= 6d(xp, x.)

elde edilir. Ayrica

d(xny1, %) = AW (Typ, Tz, ay), x.))
= (1 - an)d(Tyn: x*) + and(TZn:x*)
< (1 - an)6d(yn' x*) + an6d(zn' x*)

olup (3.27) ve (3.29) esitsizlikleri (3.30)’da yerine yazilirsa
d(xpi1, %) < (1 — @) 82d(xn, x.) + 2, 6d (xn, x.)
yazilabilir. § € [0,1) oldugundan yukaridaki esitsizlikten
d(xn41, %) < [1— ay(1—6)] d(xp, x.)

elde edilir. Bu esitsizlik n kez tekrar edilirse
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d(xnt x*) < [1 - an—l(l - 6)] d(xn—lﬂx*)
d(x‘n—lix*) < [1 - an—Z(l - 6)] d(xn—le*)

d(xg,x,) < [1—ag(1—8)] d(xg,x,)

olur. Bulunan bu esitsizlikler i¢ i¢e yazilirsa

d(Xp,1,x.) < 1_[[1 — (1= 6)]d(xg, x.) (3.32)
i=0

elde edilir. Her x > 0 i¢in [0, x] araliginda f (x) = e~* fonksiyonuna Ortalama Deger
Teoremi uygulanirsa 1 — x < e™ oldugu goriiliir. Bu esitsizlikten hareketle (3.32)

esitsizligi asagidaki sekilde yeniden yazilabilir:

n

d(xn+1lx*) = 1_[8—(1—8)ai d(xO; x*)
i=0 (3.33)
_ d(XOJ x*)
- e_(l_s) 2?:0 ai

Bu esitsizlikte n = oo i¢in limiti alindiginda, x,, = x, oldugu goriiliir. Boylelikle ispat

tamamlanir.

Bu teoremdeki )5, @, = oo sartina ihtiya¢ olmaksizin yakinsama sonucunun elde

edilebilecegi asagida gosterilmistir:

Teorem 3.2.21 H,C ve T Teorem 3.2.20’de oldugu gibi tanimlansin. Bu durumda
(3.19) ile verilen iterasyon yonteminden elde edilen {x,,};—, dizisi T operatériiniin x,

sabit noktasina kuvvetli yakinsar.
Ispat: Teorem 3.2.20’nin ispatinda verilen asagidaki esitsizlik goz oniine alisin:
d(x,1, %) < (1 —a,)6%d(x,, x,) + a,6d(x,, x.)

6 € [0,1) oldugundan bu esitsizlik diizenlenirse
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d(xp41, %) < (1 —apy)dd(x,, x,) + a,6d(x,, x,)
= 6d(xp, x.)

elde edilir. Bu esitsizlikte n — oo igin limiti alindiginda, x,, = x, oldugu goriiliir.

Teorem 3.2.22 H,C ve T Teorem 3.2.20°de oldugu gibi tanimlansin. Her n € N i¢in
{a, I € [0,1] olmak iizere Y-, a, = oo olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler
denktir:

I.  (3.19) ile verilen yeni hiperbolik tipten iterasyon yonteminden elde edilen
{2, =0 dizisi x, € F(T)’ye yakinsar.
ii.  (3.10) ile verilen hiperbolik tipten Mann iterasyon yonteminden elde edilen

{unIn=, dizisi x, € F(T)’ye yakinsar.

Ispat: (i) = (ii):n - o iken x,, — x, kabulii altinda u,, — x, oldugu gosterilecektir.
(3.10) iterasyon yontemi, (3.19) iterasyon yontemi, (3.22) - (3.23) esitsizlikleri ile (©;)
ve (0,) sartlar kullanilarak;

d(x,, Tx,) < d(xp, x.) +d(Tx,, x,)

(3.34)
< (1 +8)d(xy, x.)
ve
d(Yn Tyn) < d(p, %) + d(Tyy, x.)
< (1+68)d(yp, x.)
olup (3.29) ile verilen esitsizlik yukarida yerine yazilirsa
AV Tyn) < 8(1 + 8)d(xy, x.) (3.35)

elde edilir. Ayrica

d(z,, Tz,) < d(z,,x,) + d(Tz,, x,)
< (1+8)d(zy, x.)

olup (3.27) esitsizligi kullanilirsa
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d(z,,Tz,) < (1 + 6)d(x,, x,) (3.36)

olur. Ayrica

d(wy,, Tw,) < d(w,,x,) +d(Tw,, x,)
S (1 + 6)d(Wn, x*)

olup (3.24) esitsizligi yukarida yerine yazilirsa

d(Wn'TWn) < (1 + 6) [1 - .un(]- - 6)]d(xn' x*)

elde edilir. [1 — u,,(1 — 8)] < 1 oldugu diisiiniiliirse

d(wy,, Twy) < (1 + 6)d(x,, x.) (3.37)

yazilabilir. Boylece

d(Wn, un) = d(W (xp, TXp, fy), Un)
< (1= pn)d(xn, up) + pund(Txn, uy)
< (1 = pp)d(xn, up) + pund (3, Txp) + pnd (e, up)
= d(xp, up) + pnd(xn, Txy)

olup (3.34) esitsizligi yukarida yerine yazilirsa

d(Wn, Up) < d (2, up) + py (1 + 8)d (2, X.) (3.38)

elde edilir. Benzer diislinceyle

d(zn, Un) = AW Wy, TWy, ¥n), Un)
< (1= v)dwWn, up) + v d(Twn, uy)
< (1 = y)dwp, up) + ynd(Wy, Twy) + ynd(Wn, uy)
= d(Wp, up) + ¥nd(wy, Twy,)

yazilabilir. (3.37)-(3.38) esitsizlikleri yukarida yerine yazilirsa

Ad(Zn, Up) < d(Xp, up) + (Yo + ) (1 + 8)d (2, x.) (3.39)

oldugu goriiliir. Ayrica
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d(Yn, up) = dW (Txn, Tz, Bp), un)
< (1= B)d(Txn, uy) + Brd(Tzp, uy)
< (1= Bp)d(xn, Txn) + (1 = Br)d Xy, up)
+PBnd(zn, Tzy) + Brd(zy, un)

(3.34), (3.36) ve (3.39) esitsizlikleri yukarida yerine yazilirsa
AW Un) < d(Xn, Un) + (14 [+ Bu(¥n + p)1d (e, x.) (3.40)

elde edilir. Bu nedenle

d(Xp41, Uns1) = d(W(Tynr Tz, ay), W (up, Tuy, an))
<A -a,)d(Ty,,u,) + a,d(Tz,, Tu,)

= (1 - an)d(ynnyn) + (1 - an)d(yn' un)
+a,0d(z,, u,) + 2a,6d(z,, x,)

olup, (3.27), (3.35) ve (3.39)-(3.40) esitsizlikleri yukarida yerine yazilirsa

d(xn+1:un+1) < [1 - an(l - 6)]d(xn: un)
(1—a )1+ 8)(5+1+Bulyn+ un))}
{ Fan6[(146) + Gt ) +2) ) )

elde edilir.

6, = a,(1—-205)
Ch = d(xn:un)

(A= a) A +8)(5+1+ B + un))}
= { Fan6[(148) + () +2] ) )

seklinde segilirse Lemma 3.2.15’in sartlar1 saglanir. Bu nedenle lim d(x,,u,) =0
n—-oo

olur. Ayrica
d(up, x.) < d(xp, uy) + d(xy, x,)

yazilabilir. Bu esitsizlikte n — oo i¢in limite gegilirse lim d(u,, x,) = 0 olur.
n—-oo

(ii) = (i): n - oo iken u,, = x, kabuli altinda x,, = x, oldugu gosterilecektir.
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(3.10) iterasyon yontemi, (3.19) iterasyon yontemi, (3.22) -(3.23) esitsizlikleri ile (04)
ve (0,) sartlar kullanilarak;

d(uy,, Tu,) < d(u, x,) + d(Tu,, x,)

(3.41)
< (1+8d(u,x,)

ve

d(uy, wy) = d(un: W (xp, Txp, .un))
= (1 - ,un)d(unr xn) + ,und(un' Txn)
= (1 - ,un)d(um xn) + ,und(un' Tun) + /flnd(Tunr Txn)

< (1= p)dUp, xp) + tnd Uy, Tuy)
+un6d(Un, xn) + 2un6d (Uy, x.)

olur. (3.41) esitsizligi yukarida yerine yazilirsa
d(up, W) < [1 = pn(1 = 8)]dun, xn) + pn(1 + 38)d(uy, x.)
elde edilir. [1 — u,,(1 — §)] < 1 oldugundan
d(uy, wy) < d(uy, x,) + (1 + 36)d(u,, x,) (3.42)
yazilabilir. Benzer diisiinceyle

d(un, 2) = d(tn, W (Wn, Ty, v))
< (1 = y)d(un, wp) + ynd(uy, Twy)
< (1 = yn)d(up, wi) + ¥nd(un, Tup) + vnd(Tuy, Twy)
< (1 = y)d(un, wn) + ynd(uy, Tu,)
+¥Ynbd (un, W) + 2y,6d (uy, x.)
= [1 =y, (1 = 8)]d(un, wn) + vnd(up, Tun) + 2y,6d (uy, x.)

(3.43)

yazilabilir. (3.41) -(3.42) esitsizlikleri (3.43)’te yerine yazilir ve [1 —y,(1 —6)] < 1

oldugu g6z oniine alinirsa
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d(un’ Zn) S d(un' xn)

+ {[1 - Vn(l - 6)]/*‘71(1 + 36)

+y,(1 + 36) }d(”n' x.)

oldugu goriiliir.

@ _ {[1 — (1= 8)]un(1 + 35)}
" +yn(1 4+ 36)

olsun. Bu durumda

d(u,, z,) < d(uy, x,) + E,(Ql)d(un, X,) (3.44)

yazilabilir. Ayrica

d (tn, Yn) = d(ttn, W (T, T2, B))
< (1= Bp)d(un, Txy) + Brd(uy, T2p)
< (1 = Bn)d(un, Tun) + (1 = Bn)d(Tun, Txy)
+Bnd (un, Tuy) + Brd(Tuy, Tzy,)
< (1 = Bn)dd(up, xn) + 2(1 = Bp)8d (uy, x.)
+B,0d(uy, z,) + 2B,6d(uy,, x.) + d(uy, Tuy,)

(3.45)

olup (3.41) ve (3.44) esitsizlikleri (3.45)’te yerine yazilirsa

d(un’ yn) S 6d(u1’l’ xn)
+(1+ 36 + B85, )d (i, x.)

olur. § < 1 oldugu dikkate alinir ve

( ,&2)) - (1 +36 + ﬁn&ﬁ}))

secilirse
A(Un, Yn) < d(Un, %) + ELd (U, X,) (3.46)

yazilabilir. Benzer sekilde
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d(Ups1, 1) = (W Uy, Ttn, @), W (T, T2y, 23))
<1 -ay)du, Ty, + a,d(Tu,, Tz,)
< (1 — ap)duy, Tuy) + (1 — ap)d(Tuy, Ty,)
+ a,d(Tuy,, Tz,)
< (1 — ap)d(uy, Tuy)
+(1 — ap)d(up, yn) + 2(1 — ap)6d (up, x.)
+a,0d(uy,, z,) + 2a,6d(uy, x,)
= (1 — an)d(uy, Tup) + (1 — ay)8d(un, yn)
+a,0d(uy,, z,) + 26 d(uy, x.)

olup, (3.41), (3.44) ve (3.46) esitsizlikleri yukarida yerine yazilir ve § < 1 oldugu goz

Oniine alinarak yukaridaki esitsizlik yeniden diizenlenirse

d(xn+1'un+1) < [1 - an(l - 6)]d(un1xn)
+{ 1+36 —a,(1+6)

d(u,, x.
+682 (1 — ay) + andzﬁf)} (2t x.)

elde edilir.

0, = a,(1—205)
Ch = d(un'xn)
{ 1+36 —a,(1+6)
n =

d(uy,, x,
+6E2(1 - ap) + ansz;”} (ttn, x.)

seklinde segilirse Lemma 3.2.15’in sartlar1 saglanir. Bu nedenle lim d(u,,x,) =0
n—-oo

olur. Ayrica
d(xp, x,) < d(up, x,) + d(uy, x.)

yazilabilir. Bu esitsizlikte n — oo i¢in limite gegilirse lim d(x,, x,) = 0 olur. Bu ise
n—oo

ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2.23 H,C ve T Teorem 3.2.20°de oldugu gibi tanimlansin. Her n € N i¢in
{an neo: {Bntneos {Ynln=o € [0,1] dizileri igin asagidaki kosullar saglansin:

. o <a,<1
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i. p<pP.<1
ii. y <y, <1

Xo =my € C olmak iizere (3.19) ile verilen yeni hiperbolik tipten iterasyon
yonteminden elde edilen {x,};—, dizisi ve (3.17) ile verilen hiperbolik tipten Abbas-
Nazir iterasyon yonteminden elde edilen {m,},—, dizisi géz Oniine alinsm. Bu

durumda {x,, };=, dizisi x, sabit noktasina {m,}n-, dizisinden daha hizli yakinsar.
Ispat: (0,), (3.17) ve (3.22) kullanilarak

d(ky, x.) = d(W (my, TMy, ¥n), X))
< (1 =yn)d(my, x.) + vd(Tmy, x.)
< (1 =y)d(my, x.) + v d(my, x.)
=[1=yn(1 = 8)]d(my, x.)

(3.47)

elde edilir. Benzer diisiinceyle

d(sp,x.) = d(W(Tmy, Tky, Br), x.))
< (1= pd(Tmy, x.) + Bnd(Tky, x.) (3.48)
< (1 - Bp)dd(my, x.) + Brdd(ky,x.)

olur. (3.47) esitsizligi (3.48)’de yerine yazilir ve § € [0,1) oldugu goz 6niine alinirsa
d(sn,x*) =< [1 - ﬁnyn(l - 6)]d(mn: X*) (349)
yazilabilir. Ayrica

d(mn+1’x*) = d(W(TSn' Tkn' an)' x*))
<1 —-a,)d(Ts,,x,) + a,d(Tky,x,) (3.50)
< (1 —-a,)éd(sy,x,) + a,6d(k,, x.)

olup (3.47) ve (3.49) esitsizlikleri (3.50)’de yerine yazilirsa

d(mn+1’x*) < (1 - an)5[1 - ﬁn)/n(l - 6)]d(mn' x*)
+a,0[1 — 7, (1 — 8)]d(my, x.)

yazilabilir. § € [0,1) ve [1 — y,,(1 — §)] < 1 oldugundan yukaridaki esitsizlikten
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d(Mpi1, %) S [1 = anPpya(l = 6)] d(my, x.) (3.51)

elde edilir. Bu esitsizlik n kez tekrar edilirse

d(mn’x*) = [1 - an—l.gn—lyn—l(l - 6)] d(mn—lf x*)
d(my_q,%.) < [1 — ap_2fn_2¥n-2(1 — )] d(my_5, x.)

d(mli X*) S 62[1 - aOBO)/O(l - 6)] d(mO'x*)

olur. Bulunan bu esitsizlikler i¢ i¢e yazilirsa

d0mnex) < | |11 = @it = $)ld(m, ) (352)

i=0

elde edilir. Ayrica Teorem 3.2.20°de (3.32) ile verilen asagidaki esitsizligi goz oniine

alalim;

dCtninx) < | 11 - @ - )l x) (3.53)
i=0

(3.52) — (3.53) esitsizliklerine (i — iii) kabulleri uygulanirsa:

d(xpi1,%) < [1—a;(1— 6)]”+1d(xo,x*)
d(Mp41, %) < [1—a;fy1(1 = &))" 1d(my, x,)

olur.

UL =[1—a;(1—=8)]""d(x,x.)
0121 =[1—-a;py1(1- 5)]n+1d(m0'x*)

seklinde secilsin.

_Up [ =a (1= 8] d(x, x.)

yYo=_"_
" 0%  [1-aif1y:(1—=8&)]*1d(mg,x.)

denirse
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n+1

1-—a,(1-9)

Y=
" 1—a87,(1-96)

olur.

V1 <1=>a11v1 < a1,
fi<l=>of <a

esitsizlikleri kullanilarak

a1f1v:1 < g
= a16171(1 = 6) <a;(1—0)

= <1
1-a87:,(1-9)

yazilabilir. Bu nedenle lim ¥,, = 0 bulunur. Dolayisiyla Tanim 3.2.18’den {x,,}n=,

n—->oo

dizisinin x, sabit noktasina {m,},—, dizisine gore daha hizli yakinsadigi sonucuna

ulasilir.

Ornek 3.2.24 H = R ve C = [0,1] olmak iizere T: C > C

T—l'h(2 005)+1 h x?
X—6SIH X . 12COSJC

seklinde tamimlansin. @(t) = % ve 6§ €[0.3,1) olmak ftizere T dontisimii bir

contractive-like doniisimdir. Ayrica [0,1] araliginda T donisiiminin x, =
0,07596065361271 seklinde bir tek sabit noktas: vardir ve bu nedenle T doniisiimii

(3.22) ile verilen sart1 saglar. a, = By = Vn = Up = # olmak tizere (3.10)-(3.17)
esitlikleriyle verilen hiperbolik tipten iterasyon yontemleri ve (3.19) ile verilen yeni
hiperbolik tipteki iterasyon yonteminin x, = 0.80 baslangi¢ kosulu i¢in yakinsama

davraniglar1 Cizelge 3.1-Cizelge 3.3’te gdsterilmistir:
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Cizelge 3.1. Hiperbolik tipten bazi iterasyon yontemlerinin yakinsaklig.

X, | Yeni Iterasyon (3.19) Abbas-Nazr (3.17) Agarwal-S (3.16)
Xo 0.80 0.80 0.80
X1 0.08511529600751 0.09971597977446 0.16256385158800
Xy 0.07596065364198 0.07596065722391 0.07596085245411
Xs 0.07596065361273 0.07596065362721 0.07596065524625
Xe 0.07596065361271 0.07596065361276 0.07596065362450
Xy 0.07596065361271 0.07596065361279
0.07596065361271

Cizelge 3.2. Hiperbolik tipten bazi iterasyon yontemlerinin yakinsaklig.

Xn SP (3.13) CR (3.14) Picard-Mann (3.15)
Xo 0.80 0.80 0.80

X1 0.20141267697694 0.12099854491118 0.11999872131456
X 0.07596065364812 0.07596065361865 0.07596065361305
Xy 0.07596065361282 0.07596065361273 0.07596065361271
Xg 0.07596065361271 0.07596065361271

X9

X10

Cizelge 3.3. Hiperbolik tipten bazi iterasyon yontemlerinin yakinsaklig.

Xn Mann (3.10) Ishikawa (3.11) Noor (3.12)

Xo 0.80 0.80 0.80

X1 0.50256449093072 0.45999936065728 0.45612825673022
X15 0.07596065361349 0.07596065361277 0.07596065361276
X16 0.07596065361278 0.07596065361272 0.07596065361271
X17 0.07596065361272 0.07596065361271

X1g 0.07596065361271
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Cizelge 3.1°den goriilmektedir ki

% (3.16) ile verilen hiperbolik tipteki Agarwal-S iterasyon yonteminden elde
edilen dizi T’nin sabit noktasina 8. adimda ulasirken

s (3.17) ile verilen hiperbolik tipteki Abbas-Nazir iterasyon yonteminden elde
edilen dizi T’nin sabit noktasina 7. adimda ulasirken

% (3.19) ile verilen yeni hiperbolik tipteki iterasyon yonteminden elde edilen dizi

T’nin sabit noktasina 6. adimda ulasmustir.

Cizelge 3.2°den asagidaki sonuglara ulasilabilir:

% (3.15) ile verilen hiperbolik tipteki Picard-Mann iterasyon yonteminden elde
edilen dizi T’nin sabit noktasina 7. adimda ulasirken

s Sirasiyla (3.13) ve (3.14) ile verilen hiperbolik tipteki SP ve CR iterasyon
yontemlerinden elde edilen diziler T nin sabit noktasina 8. adimda ulagmustir.
Ancak bu dizilerin her bir adimi incelendiginde CR iterasyon dizisinin SP

iterasyon dizisine gore daha hizli hareket ettigi yorumu yapilabilir.

Cizelge 3.3’ten goriilmektedir Ki

% (3.10) ile verilen hiperbolik tipteki Mann iterasyon yonteminden elde edilen
dizi T’nin sabit noktasina 18. adimda ulasirken

% (3.11)ile verilen hiperbolik tipteki Ishikawa iterasyon yonteminden elde edilen
dizi T’nin sabit noktasina 17. adimda ulasirken

% (3.12) ile verilen hiperbolik tipteki Noor iterasyon yonteminden elde edilen

dizi T’nin sabit noktasina 16. adimda ulagmustir.
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Teorem 3.2.25 H, C ve T Teorem 3.2.20°de oldugu gibi tanimlansin. p, sabit noktasina
sahip S operatorii, x, sabit noktasina sahip T’nin yaklasim operatorii olsun. T
dontisimii kullanilarak (3.19) ile verilen yeni hiperbolik tipten iterasyon yonteminden
elde edilen dizi {x,};=, ile gosterilsin. S doniisimii i¢in asagida verilen yontemden

elde edilen dizi {a, };-, ile gosterilsin:

(An+1 = W{Sby, Scn, ay }

b, = W{San,Scn, .Bn}
3.54
i Ch = W{dnr Sdy, Vn} ( )

d, = W{a,, Sa,, un }
burada her n € N i¢in {a, };=, € [0,1] ve % < a, dir. £ > 0 olmak iizere n — oo igin

a, — p, ise

J < 6¢
(op) =75

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: (3.19) ve (3.54) iterasyon yontemleri, (3.22)-(3.23) esitsizlikleri ile (®;) ve (0,)

sartlar kullanilarak

d(dy, wy) = d(W(an' San, tn), W (xn, Txp, .un))
< (1 - ud(an, xn) + und(San, Txy)
< (1 - ud(an, xn) + und(San, Tay) + und(Tan, Txy,)

=< (1 - ﬂn)d(aw xn) + Hp€
+undd(an, xp) + 2p,6d(xy, x.)
= [1 — pp(1 = 8)]d(an, xn) + 2un6d(xp, x.) + Hne

olur. [1 — u,,(1 — &)] < 1 oldugu diistiniiliirse, yukaridaki esitsizlik
d(d,, wy) < d(ap, x,) + 2, 8d (xp, x.) + Pp€ (3.55)

seklinde yazilabilir. Benzer sekilde
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d(cn, 2) = (W (dy, Sdu, Vi), W Wy, TWy, ¥))
< (1 = ya)d(dn, wy) + v, d(Sdy, Twy)
< (1 = y)d(dn, wy) + ¥nd(Sdy, Tdy) + v d(Tdy, Twy)
< (1 - vu)d(dn, wn) + yne
+n0d(dp, wy) + 2y, 6d(wy, x.)
= [1 =y, (1 = 8)]d(dn, wn) + 2y,6d(Wy, x.) + Y

yazilabilir. [1 —y,(1 —8)] < 1ve [1 —u,(1 —35)] <1 oldugu goz 6niine alinarak
(3.24) ile (3.55) esitsizlikleri yukarida yerine yazilirsa

d(cp, z) < d(ay, x,) + 2 6d(xy, x.)
+upe + 2y,0d (xp, x,) + Yn€ (3.56)
= d(ap, x,) + 26(uy + Vn)d(xn: x,) + (Mn +Vn)E

elde edilir. Ayrica

d(by, yn) = d(W (San, Scn, Bn), W (Txn, T2, Br))
< (1= Bp)d(San, Txn) + Bnd(Scy, Tzy,)
< (1 = Bn)d(San, Tay) + (1 = Bp)d(Tay, Txn)
+B,d(Sc,, Tey) + Bnd(Tcy, Tzy)
< (1= Bn)e+ (1= Br)dd(an, xn) +2(1 = Bn)bd(xn, x.)
+Pne + Bndd(cp, zn) + 2, 6d (2, x.)

olup (3.27) ve (3.56) esitsizlikleri yukarida yerine yazilip gerekli diizenlemeler

yapilirsa

d(bn’ yTL) S d(an' x'l’l)

(3.57)
+26[1 + 8B, (n + ¥)]d(xy, x.) + (1 + B8 (n + V)

olur. Benzer sekilde

d(@ns1, 1) = (W (Sbn, Scn, @), W (Tyn, T2y, @)
<A - a,)d(Sb,, Ty,) + a,d(Sc,, Tz,)
< (1 - ap)d(Sby, Thy) + (1 — ay)d(Thy, Tyy)
+a,d(Sc,, Tc,) + a,d(Tcy,, Tzy,)
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< (1 - an)g + (1 - an)6d(bn' yn) + 2(1 - an)6d(yn; x*)
+a,e + @, 0d(cy, z,) + 20,0d (2, x,)

olup 6 € [0,1) oldugu gbz Oniine alinarak (3.27), (3.29) ve (3.56) esitsizlikleri

yukarida yerine yazilirsa

d(an+1rxn+1) < [1 - an(l - 6)]d(an'xn)

{ 262(1 - an)[l + Sﬁn(Un + Vn)]
+262(1 - an) + 262an(l1n + Vn) + 2a,6

1+6(1 = a1+ 6Bn(un +vn)]
+{ +a,6(Un + V) }g

}d(xn, X.)

elde edilir.% <a,=>1-—a, < a,Vve{a,} {Bn}, {vn} {} € [0,1] oldugu g6z 6niine

aliarak yukaridaki esitsizlikte gereken islemler yapilirsa

d(an+1rxn+1) < [1 F an(l - 6)]d(an' xn)
5) l(2062 + 28)d (x,, x,) + 68]

+a,(1 - a-9

yazilabilir.
Sp = d(ap, xp)
6, = a,(1—205)
(2062 + 28)d(x,, x,) + 6¢
bn =

(1-9)

seklinde secilirse Lemma 3.2.16’nin biitiin sartlar1 saglanir. Bu nedenle

0 < lim sup d(a,, x,,) < lim sup

n—oo n—oo

(2062 + 28)d(x,, x,) + 6¢
e

esitsizligi gecerlidir. n — oo i¢in a,, = p, Ve x,, — x, oldugundan

6¢&
1-46

d(x.p:) <

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez galismasinda yeni bir dort adimli klasik sabit nokta iterasyon yontemi
tanimlanmis ve bu yoOntemin hiperbolik uzaylarda yeniden yazilmasiyla olusan
iterasyon yontemi kullanilarak bazi sabit nokta teoremleri elde edilmigtir. Teorem
3.2.20’de sabit noktaya sahip contractive-like doniisiimler araciligiyla yeni hiperbolik
tipten iterasyon yonteminden elde edilen dizinin yakinsak oldugu Y',—, @, = oo sart1
altinda ispatlanmistir. Teorem 3.2.21° de Y;_,a, = o sartina gerek olmaksizin
yakinsaklik sonucunun elde edilebilecegi gosterilmistir. Teorem 3.2.22 ile yeni
hiperbolik tipten iterasyon yontemi ile hiperbolik tipten Mann iterasyon yontemi
arasinda yakinsama anlaminda bir denklik kurulabilecegi ispatlanmistir. Teorem
3.2.23’te yeni hiperbolik tipten iterasyon yonteminin hiperbolik tipten bazi mevcut
iterasyon yontemlerine gore daha hizli oldugu gésterilmis ve bu sonug Ornek 3.2.24’te
verilen Cizelge 3.1-Cizelge 3.3’te niimerik olarak gosterilmistir. Teorem 3.2.25°te
contractive-like doniisiimler i¢in yeni hiperbolik tipten iterasyon yontemi kullanilarak

veri baglilig1 sonucu irdelenmistir.

Sabit nokta teorisi ile ilgilenen aragtirmacilar bu tezde tanimlanan yeni klasik iterasyon
yontemini kullanarak farkli doniisiimler araciligiyla birgcok matematiksel yapida sabit
nokta teoremlerini irdeleyebilir ve uygun kosullar altinda diferansiyel-integral

denklem siniflarin ¢éziimlerini analiz edebilirler.
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