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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

SIMGELER
X : Keyfi bir kiime
M : o-cebir
P(X) : X in kuvvet kiimesi
At : A kiimesinin tiimleyeni
U : Olgiim
R : Halka

n

X : g-cebirlerin ¢arpimi
i=1
(X;, M, 1) : Olgiim uzay1
R : Reel sayilar kiimesi
R : R U {400} U {—oo} kompaktlastirilmis reel sayilar kiimesi
R, : R, = {x € R: x = 0} genisletilmis pozitif reel sayilar kiimesi
Meé(RP) : RP {izerindeki sonlu Borel 6l¢timlerinin kiimesi
M(X) : X lizerindeki Borel 6l¢limlerinin kiimesi
M*(X) : X lizerindeki negatif olmayan Borel 6l¢iimlerinin kiimesi
M. (X) : X lizerindeki kompakt dayanakli Borel 6l¢limlerinin kiimesi
Dy : x in birim nokta kiitlesi
MY(X): : X tizerindeki olasilik 6l¢limii
C(X) : X Uzerindeki siirekli fonksiyonlarin kiimesi
C*(X) : X lizerindeki negatif olmayan siirekli fonksiyonlarin kiimesi
Cp(X) : X lzerindeki siirl siirekli fonksiyonlarin kiimesi
C.(X) : X tUzerindeki kompakt dayanakli siirekli fonksiyonlarin kiimesi
M*(X) : [0, o] araliginda deger alan, X iizerinde Borel 6lgiimiimlerinin kiimesi
B*(X) : [0, o] araliginda deger alan, X tizerinde Borel fonksiyonlarinin kiimesi
K(X) : X in tiim bos olmayan kompakt alt kiimelerinin ailesi
cA : A’nin kapanisi

xiil



Co(X) : X lizerindeki sonsuzda sifir olan siirekli fonksiyonlarin kiimesi

M, (K) : M(K)’de m’ye gore mutlak siirekli olan 6l¢timlerin kiimesi
KISALTMALAR

A, TX . (Ap)nen artarak X’e yakinsayan kiime dizisi

day f : f fonksiyonunun dayanagi

pos f {x: f(x) > 0}

Xiv



BOLUM 1

GIRIS

1.1 6-CEBIRLER VE OLCUM

Tanim 1.1

X herhangi bir kiime ve M’ € P (X) olsun.
A XeM

b) A € M ise A € M

¢) (Ap)nen © M ise

UAn eM
n=1

kosullarini saglayan M ye X tizerinde bir o-cebir denir.
Ornek 1.1
X herhangi bir kiime ve M’
M ={A c X:Ayada Asayilabilir}
olsun. Bu durumda M bir o-cebirdir.
a) Xt = @ sayilabilir oldugundan X € M dir.

b) A € M olsun. Bu durumda A ya da A* sayilabilir oldugundan (A®)* ya da A® sayilabilirdir.
Boylece At € M dir.

c¢) Eger her n € N i¢in A,, sayilabilir ise Uy~ A, de sayilabilirdir.

Eger en az bir ny € N i¢in A, sayilabilir degilse,



) t )
(U] = 2,
n=1

n=1

olup, A} sayilabilir kiimesinin tiim alt kiimeleri de sayilabilir oldugundan (Up-iAn)*

sayilabilirdir.
Bu durumda Uy~ A, € M dir.
Tanim 1.2

X herhangi bir kiime ve M, X {lizerinde bir o-cebir olsun. M iizerinde tanimli u fonksiyonu

asagidaki sartlar1 sagliyorsa, u fonksiyonuna M {izerinde bir 6l¢timdiir denir:
a)u(@) =0
b)u=0
¢) M o-cebirinde ikiser ikiser ayrik (4,)ney i¢in

u (U An) = Z 1(Ay).

n=1 n=1

Her A € M i¢in u(A) ya A nin 6l¢limii denir.
Ornek 1.2
X herhangi bir kiime, G(X) = {A: A c X} ve u: G(X) — [0o0] olmak iizere,

(E) = {oo ;. E sonsuzise
HE) = n(E) ; E sonluise

bir 6lgtimdiir. u 6lgiimiine X {izerinde sayma 6l¢iimii denir. (Burada n(E) nicelik sayisidir.)
Tanim 1.3

Bir & halkasi tizerindeki her n € N i¢in M de A, T X ve u(4,) < oo olan bir (4,) ey dizisi

varsa u Ol¢timiine o-sonlu denir.



1.2 OLCULEBILIR DONUSUMLER

(X, M) ve (X', M") olgiilebilir uzaylar ve T: X — X' herhangi bir doniisiim olmak {izere her
A € M'igcin T~1(A") € M oluyorsa T ye (M — M) 6lgiilebilirdir denir.

Teorem 1.1

(X, M) ve (X', M") 6l¢tim uzaylar1 ve F', M' niin bir tireteci olmak tlizere asagidaki ifadeler

birbirine denktir.

a) T: M — M' donlisiimii ol¢iilebilirdir.
b)Her A’ € F'i¢cin T~1(4") € M dir.
Teorem 1.2

T:(X,M) — (X',M") odlgiilebilir bir doniisiim olsun. Bu durumda M {izerindeki, her bir u

Ol¢timii M’ lizerindeki bir u" 6l¢iimiine
A — p(T~1(4))
doniisiimii ile resmedilir ve
WA = pu(T(4))
biciminde gosterilir.
Kamt:

(A" Dneny © M, ikiser ikiser ayrik kiimeler ise (T‘l(A’n))nEN C M de ikiser ikiger ayriktir

ve

T (O A'n> = O T-1(4',)
n=1 n=1

dir. Boylece

W <OA> = u| T (O A’n> o (0 T-1<A'n>> - i p(T ) = i W)

olur.



u' =0 veu' (@) =0 oldugu agikga goriliir.
Tanim 1.4
u' dlgtimiine u 6lglimiiniin T doniisiimu altindaki resmi denir.
A" € M’ igin,

T(u)(A): = u(T~(4))
bi¢iminde gosterilir (Bauer 1972).
1.3 6 - CEBIRLERIN CARPIMLARI

i =1,2,..,nigin (X;, M;) olgiilebilir uzaylar olmak {izere,

X =

l

Xl - Xl XXZ X "'XTl

n
=1

ve pi: X — X; (i=12,..,n) doniisimi her i i¢in (wy,wsy,...,w,) € X noktasini i-inci
koordinati olan w; ye doniistiiren donilisim olsun. X, X5, ..., X, Tlzerinde p4,p,,..-Dn

dontigiimleri ile tiretilen o-cebirler sirasiyla My, M, ..., M, olmak {izere

n
Q@ Mi=M; QM; ® ... Q My, = M(p1,P2) > Pn)
i=1
o-cebirlerine My, M, ..., M, o-cebirlerinin ¢arpimi denir (Bauer 1972).

Tanim 1.5

Herhangi iki kiimenin arakesitini (birlesimini) kapsayan F kiime sistemlerine N-stabil (ya da

U-stabil)’dir denir.
Teorem 1.3

Her i = 1,2, ...,n i¢in F;, X; deki M; o-cebirini iireten N-stabil bir kiime ve (Ej)ken kiime

dizisi (Ejx)ken T X; ye yakinsayan kiimelerin bir dizisi olsun.

Bu durumda M; Q M, Q ...Q M,, o-cebiri E; €F; (i =1,2,..,n) olmak iizere

E; X E, X ... X E,, ¢arpim sistemi tarafindan iiretilir (Bauer 1972).



Uyan 1.1

i =1,2,..,n olmak tlizere (X;, M;, 1;) 6l¢iim uzay: verilsin ve n = 2 ve her bir M; i¢in o-

cebirin bir F; iireteci olsun. Keyfi E; c F; kiimeleri i¢in

m(Ey X Ey X . X Ep) = py (E1) - pp(E2) « oo r un (En).

Tanimi kullanilarak M; @ M, & ... & M,, o-cebiri lizerinde bir m Ol¢iimiiniin varlig

kanitlanabilir (Bauer 1972).

1.4 iIKi OLCUMUN CARPIMI

Tamm 1.6

i = 1,2 igin (X;, M, ;) 6l¢iim uzay1 olsun. Her Q € X; X X, kiimesi ve her w; € X; i¢in
Qu, = {w; € X;: (w1, w;) € Q}

Qu, = {w; € X;: (w1, wy) € Q}

ifadelerine Q nin w;-kesitidir denir ve Q,,; bigiminde gosterilir.
Lemma 1.1

U1 Ve U, a-sonlu dlgiimler olmak {izere her Q € M; @ M, i¢in

w1 — H2(Qu,)

fonksiyonu X; de M;-0l¢iilebilir ve

Wy — Uy (sz)

fonksiyonu X, de M,-0dl¢iilebilirdir (Bauer 1972).

Teorem 1.4

i = 1,2 i¢in (X;, M;, u;) o-sonlu 6l¢iim uzaylari olsun. Bu durumda

(A X Ay) = i (A uz(4z)

olan, M; @ M, iizerinde bir 7 6l¢glim uzayi vardir ve her Q € M; & M, igin



m(Q) = fﬂz(le)Hl(dwﬂ :fﬂl(sz)Hz(dwz)

dir (Bauer 1972).
Tanim 1.7

i = 1,2 igin (X;, M;, u;) o-sonlu 6lgiim uzaylar igin My @ M, lizerindeki 7 dl¢timiine p; ve

U, Olgtimlerinin ¢arpimi denir ve py & ., ile gosterilir.

Lemma 1.2

i = 1,2 igin (X;, M, u;) o-sonlu olgiilebilir uzaylar ve
fi X, xX, > R,

fonksiyonu M; @ M, de dlgiilebilir olsun. Bu durumda

Wy — ffwzdﬂl ve w; — ffwld.uz

fonksiyonlar1 sirastyla M -6lciilebilirdir ve M, - dlgiilebilirdir. Oyleyse

[ 160 @ ) = [ ([ (ontin)) o) = [ ( [ (i) s (o)

dir (Bauer 1972).

1.5 KONVOLUSYON CARPIMI

p-boyutlu (RP,BP) Borel dlgiilebilir uzay1 verilsin. BP tizerindeki her sonlu u 6lglimii sonlu
Borel 6l¢iimii olarak adlandirilir. Bu olgtimlerin kiimesi M¢(RP) ile gosterilmek tizere her

u € M¢(IRP) igin
lull = u(RP)
sayisina ¢ Ol¢limiiniin toplam kiitlesi denir.

Noktalarin toplanmasi i¢in RP nin grup yapisi kullanilacaktir. yy, iy, ..., 4 € M€(RP) sonlu
sayilabilir dlgtimle iligkilendirilebilir. Carpim Slgiimiinden farkli olarak konvoliisyon ¢arpimi

BP lizerinde bir dlglimdiir ve M€ (IRP) nin bir elemanidir (Bauer 1972).

BW:=BP Q ... Q BP oldugundan p; @ p, Q ... ® p, ¢arpim 6l¢iimii olsun.

n tane



Bu durumda
QU ® ... Q u, € M*(RP)
dir.
A, RP" — RP
(%1, X9, e, X)) = Ap (g, X0, ey X)) = X1 + X + -+ Xy

seklinde tanimlanan A, donisiimii siireklidir ve boylece B — BP oOlgiilebilirdir (Bauer

1972).

Tanim 1.8

U1, Uz, ey Uy € ME(IRP) olmak lizere

Py * iy * e * U =Ap (i Q f; & ... ® py)

ifadesine A,, doniisiimii altinda p; @ u, & ... ® u, e dlgiimlerin konvoliisyonu denir.

1.5.1 Konvoliisyon Carpimin Ozellikleri:

a) (% g * o u)(RP) = (g @ 2 @ .. @ p) (R™) = lpa |l - Mgzl - oo Ml

konvoliisyon ¢arpimin temel 6zelligidir ve

lpa * pg * el = N ll = Mzl = o Ml l
esitligi de gecerlidir.
b) Konvoliisyon ¢arpimi n=2 ye kadar incelemek yeterlidir.
c) M¢(IRP) deki v, ve v, Ol¢iimleri i¢in v; + v, de M¢(RP) dedir.
Her @ € R, ve v € M¢(RRP) igin av de M€ (RP) nin elemanidir.

U,vy,Vv,, v EME(RP), a € R, i¢in

wr vy 4+ v) = j W(B — Y) (s +v) dy = f w8 — y)(v1 (dy) + v2(dy))

= f,u(B —y)vi(dy) + fM(B — y)v2(dy)



= Ux Vit U*Vy

Ve

w(av) = f 1 (B - y)(av)(dy)

- f 1 (B - y)a.v(dy)
= a.(uxv)
dir.

d) V1,V € Me(Rp),Vl + Vo € MQ(RP) 1(;11'1,

lvi + v2ll = (vi +v2)(RP) = (v))(RP) + (V2)(RP) = [lvq]| + |lvoll < oo
<co <o
dir.
e) Benzer sekilde av € M¢(RP) i¢in

llavll = @)(R?) = a(v(R)) = a VIl <o € M*(RP).

Asagidaki ifadeler dagilma kuralindan ¢ikar.

f) Olgiimlerin her (v,) dizisi icin Y||v,|l < o oldugundan M¢(RP) dedir. Y. v,, ayrica
M€ (IRP) de bir 6l¢timdiir. Boylece her u € M€ (IRP) i¢in

Zn:vn]=ju(3—y) ivn

= iju (B —y)va(dy)

=Zﬂ*vn

n=1

[ * (dy)




)

k
n=1

k
b ) = i ) = i
n=1

k o)
lim > [vall = > [lvall < 00 € M2 (RP)
n=1 n=1

dir (Bauer 1972).






BOLUM 2
ZAYIF TOPOLOJI
2.1 GENEL TOPOLOJIDEN ON BIiLGILER

Bir X kiimesi, bir (Y;);¢; topolojik uzaylar ailesi ve f;: X — (V;,7;) olacak sekilde (f;);e;

doniistimlerinin bir ailesi verilsin.

X tlzerinde, tim f; leri siirekli yapan bir topoloji tanimlanacaktir. Bunu en basit yoldan
gerceklestirebilmek i¢in X de bu amag i¢in gerekli olandan fazla agik kiime bulunmamasi

gerekmektedir.

0; lerin Y; iizerinde acik kiime oldugunda tiim f;~*(0;) lerin X {izerinde acik oldugu siireklilik
tanimindan aciktir. Bunlarin sonlu kesisimleri de ac¢ik olmalidir ve bu sonlu kesisimlerin

herhangi birlesimleri de acik olmalidir.
Lemma 2.1
X bir kiime ve @ c P(X) olsun.
-0,X €@,
- @, sonlu kesisimler altinda kapal1 ise
T={Upen 010 c @}
X lizerinde bir topolojidir.
Kanit:

Tanimdan @, X € @ oldugundan @,X € t dur. Ayrica yine tanimdan 7 birlesimler altinda

kapalidir.t nun sonlu kesisimler altindaki kapalilig1 incelenecektir.

A; A, € T olsun. Burada,

11



A1: UOl UeAZZ UOZ

AlnAzz U 01”02

0,€0,

olacak sekilde 04, 0, < @ vardir.

@ nun sonlu kesisimler altinda kapal1 olan bir alt kiimesi olan O,

{01 N o, | 0€0,,0¢€ 02} ailesini simgelesin.

AlﬂA2=UOET

0€0

dir. Yani t sonlu kesisimler altinda kapalidir.
Sonug 2.1

i € I ve 0, Y; de acik olmak iizere tiim sonlu arakesitlerin birlesiminin ailesi olan f;~*(0;) bir
topolojidir. Bu topolojiye X tizerinde (f;);e; ler tarafindan tretilen zayif topoloji denir ve

a(X, (fi)ier) seklinde gosterilir.

(f:):e; fonksiyonlari bu topolojiye gore siireklidir.

Teorem 2.1

(X )nen» X de bir dizi olsun. Bu dizi o (X, (f;);e;) zayif topolojide yakinsaktir ancak ve ancak
Viel, lim fi(e) = i)

dir.

Kamt:

Oncelikle dizinin zayif topolojide x € X e yakinsadigi varsayilsmn. Her j € I igin j fonksiyonu

(X, (f:)ier) de siirekli oldugundan
lim f(x,) = £)

dir.
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Tersine Vi € I igin,

lim f,G,) = fi(x)

olacak sekilde x € X bulundugu varsayilsin. x 1 igeren bir O agik kiimesi alinsin. Zayif

topoloji tanimindan J < I sonlu kiimesi ve her j € ] igin O; 'Y; olacak sekilde (Of)je] acik

kiimesi vardir, dyle ki

n
xe[ ().
j=1
Yani,
vj €], fi(x) € 0;
dir.

j €] alinsin, ( fi (xn))nENdizisinin fj(x) e yakinsadig1 bilinmektedir. 0;, f;(x) iigerir ve

vn = N;, fj(x,) € 0;
olacak sekilde N; € N vardir.
N=Maks {N;:j € ]} secilirse
vn=>N,Vj E],fj(xn) € 0;

elde edilir. Bir baska deyisle

vn = N,x, € ﬂfj‘l(oj) co

jel

dir. Yani (x,)qen dizisi (X, (f;);e;) topolojisinde x e yakinsar (Lecomte, 2006).

Teorem 2.2

(Z, t) bir topolojik uzay ve @:Z — X bir doniisiim olsun. ¢, T ve (X, (f;);e;) topolojilerine

gore siireklidir ancak ve ancak her i € [ i¢in f; o ¢ siireklidir.
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Kanit

@, T ve (X, (fi)ier) topolojilerine gore siirekli ise her i € I igin f; o ¢ nin siirekli oldugu

aciktir.

Tersine her i € [ igin f; o ¢ siirekli olsun.
xn = x = (fi o ) (xn) — (fio ) (%)
=fi(¢(n) = file())
Teorem 2.1°den
=¢(x,) — @(x)
o(x) € 0, = ¢~1(0,) in Z de agik oldugunu gostermeliyiz.

o.=| | ﬁfi—l(oo

0€e0 i=1

o700 = ﬁ(w‘l £

0€0 i=1
agiktir. Yani (fj o @)~ agiktur.
Zay1f topoloji noktasal yakinsaklik topolojisidir. A herhangi bir kiime ve
X ={f:A— R, f fonksiyon}olsun. Va € A igin
VieX ¢u(f)=f(a)

olan ¢,: X — R fonksiyonu tanimlansin. Noktasal yakinsaklik topolojisi a (X, (fz)qea) dir.

Bu topolojide yakinsak fonksiyonlar dizisi ancak ve ancak noktasal yakinsar.
2.2 6(X, X*) TOPOLOJISI

Bu boliimde X bir normlu uzay olarak alinacak ve aksi belirtilmedigi siirece tam olmadigi

varsayilacaktir.
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Tanim 2.1

X tlzerindeki zayif topoloji O'(X ,(f) fex*) topolojisidir. Bu topoloji kolaylik saglamasi adina

o(X,X") olarak gosterilecektir.
Teorem 2.3

o(X, X*) topolojisi Hausdorfftur.
Kanit

x,y € X iki farkli nokta olsun. || x —y lI> 0 oldugundan B(x,&) nun y yi igermeyecek
sekilde bir € pozitif vardir. B(x, €) konveks acik oldugundan {y} den bir hiperdiizlem ile

kesin olarak ayrilabildigi Hahn-Banach teoreminin geometrik formundan bilinmektedir.
Burada f € X* ve a € R vardir, dyle ki

Vu € B(x,e)(f,u) < a < (f,y).
Ozellikle,

(f,x) <a<(f,y)

olur. Bu nedenle,
x € f7H((—o,a)) ve x € f7((a, +0))
olur. Bu iki kiime zayif agiktir ve ayrik kiimelerdir. Boylece o (X, X™) topolojisi Hausdorfftur.
Onerme 2.1

a) Zayif topoloji norm topolojisinden daha zayiftir. Her zayif acik kiime aynm1 zamanda

kuvvetli agiktir.
b) (x;)nen dizisi x e zayif yakinsar ancak ve ancak
v € X° lim (f, %) = (f,).
c) Her kuvvetli yakinsak dizi ayn1 zamanda zay1f yakinsaktir.
d) Eger (x,)nen, X de x e zayif yakinsayan bir dizi ise (x,)peyn sinirh ve

I x I< lim inf |l x, II.
n—oo
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e) Eger (x,)nen, X de x e zayif yakinsayan bir dizi ise ve (f,)nen. X* da f ye kuvvetli

yakinsayan bir dizi ise

lim (£, %,) = (f,)
dir.
2.3 o(X*,X) TOPOLOJISI

X deki herhangi bir eleman X* da sinirh lineer fonksiyon olabilir. Ol¢iim yardimiyla Vf € X*
icin (f, x) = (x, f) yazilabilir.

Tanim 2.2

X* tizerindeki zayif-* topolojisi a(X*, (x),ex) tir. Kolaylik saglamak amaci ile o(X*, X) ile

gosterilecektir.

Teorem 2.4

o (X", X) topolojisi Hausdorfftur.

Kanit

f,g € X iki farkli eleman olsun. (f,x) # (g, x)olacak sekilde x € X vardur.

Omegin (f,x) < (g,x) oldugu varsayihirsa(f,x) < a < (g, x) olacak sekilde bir a gercek

sayis1 bulunur.
Boylece,
fex((—m»,a)) veg € x((a,+=))
olur. Bunlar f ve g yi ayiran iki ayrik zayif-* agik kiimelerdir.
Onerme 2.2
a) X* tizerindeki zayif-* topolojisi o (X*, X**) zayif topolojisinden daha zayiftir.
b) (fp)nen dizisi X* da f ye zayif-* yakinsaktir ancak ve ancak
veex  lim(f,x) = (f,x)
dir.
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¢) X* da her kuvvetli yakinsak dizi ayn1 zamanda zayif-* yakinsaktir.

d) Eger (f)nen, X de f ye zayif-* yakinsiyor ise (f;,)nen sinirli ve
Ifi< Al_r)glo nf Il fn ll
dir.

e) Eger , X* da (fy)nendizisi x ¢ zayif-* yakinsak ve X* da (x,)ney dizisi x e kuvvetli

yakinsak ise
lim (fy, %) = (f, %)

dir (Lecomte 2006).
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BOLUM 3

LOKAL KOMPAKT UZAYLAR

3.1 KONi TOPOLOJISi

X lokal kompakt bir Hausdorff uzay1 olsun. M*(X) iizerindeki koni topolojisi, her f € C}(X)
i¢in, u — fX [ fdu ve u — u(X) doéniisiimlerinin siirekli oldugu en zayif topolojidir. Bu

topoloji, zayif-" topolojisine esittir ancak ve ancak X kompakttir.

Buradan sonraki boliimlerde, M* {izerindeki topoloji koni topolojisidir.

Lemma 3.1

M*(X) deki sonlu dayanakli dlgiimlerin kiimesi M* (X) de yogundur.

Lemma 3.2

X ten M*(X) in kapali bir alt kiimesine tanimlanan x — p, doniisiimii bir homeomorfizmdir.
Lemma 3.3

D bir yonlendirilmis kiime ve {,uﬁ } sep’ M*(X) de u 6lgiimiine yakinsayan bir ag olsun.

{ fﬂ} e’ C; (X) de X in alt kompakt alt kiimeleri iizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsayan

bir ag olsun ve || /s ||u nun simirli oldugu varsayilsin. Bu durumda,
ligl feup = fu
olur.

Kanit

N = sup||fll, ve € >0 olsun. A, X in u(X — A) < €/2N olacak sekilde bir kompakt alt
kiimesi olsun. g < 1 olacak sekilde X iizerinde g € Cf(X) ve A iizerinde g = 1 secelim.

Boylece,
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[ foduag = [ £u= [ afans— [ ar an= [ g(r - fy)s

+ [ = gpdng — [ 1 - opu

olur. g kompakt dayanaga sahip oldugundan,

liénsup Ufﬁduﬁ - ffdu| < ZNf(l —g)du<e

elde edilir.

Teorem 3.1

L:M(X) — C linner doniisiimii verilsin. L doéntisiimii Mt (X) te siireklidir ancak ve ancak her
U € M(X) igin

L(w) = jX hd

olacak sekilde X tizerinde sinirli siirekli bir A fonksiyonu vardir (Jewett 1975).
Kanit

h, X tizerinde siirh siirekli bir fonksiyon ve L yukarida tanimlandigi gibiyse Lemma 3.3’ten

L sureklidir.

L nin siirekli oldugu varsayilsin. h fonksiyonu h(x) = L(p,) seklinde tanimlansin. Lemma
3.2°den h siireklidir. Ayrica, sonlu dayanakl tiim 6lgiimler igin L(u) = [ h du diir. Eger h
sinirli ise Lemma 3.1 ve Lemma 3.3’ten her u € M*(X) ve dolayisiyla her u € M(X) igin
L(w) = [ h dp olur. h fonksiyonunun sinirli olmadig1 varsayilsin. Her n > 1 igin |h(x,)| = n
olacak sekilde x,, € X vardir. p, = (1/h(x,))py, olsun. Bdylece her n igin p, — 0 ve
L(uy,) = 1 olur. L siirekli oldugu igin bu bir ¢eligkidir.

3.2 POZITIiF SUREKLIi LINEER DONUSUMLER

Tanim 3.1

X ve Y lokal kompakt Hausdorff uzaylari olsun ve
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M(X) — M(Y)

H—pu

seklinde tanimlanan lineer doniisiim verilsin. Asagidaki ozellikleri saglayan doniisiime

pozitif-siireklidir denir:
a)u = 0ikenpu' >0,
b) M*(X) — M*(Y) kisitlanmis doniisiimii siireklidir.

Eger g, Y lizerinde bir Borel fonksiyonu ise g’ fonksiyonu X iizerinde,
g'6:i= | g
Y

seklinde tanimlanir.

Lemma 3.4

U € M(X) ve g € Cp(Y) olsun. Buna gore asagidaki 6zellikler saglanir:
a) N = sup||p,’|| sonludur,

b) [lW'll < Nl

c) g' stireklidir ve [|g"[l, < Nllgll.,

d) fY gdu = fXg’dy (Jewett 1975).

Yukarida verilen Lemma 3.4’e gore
p = f Py’ 1(dx)
X

yazilabilir. Burada u' integrali X tizerinde 6lgtim degerli bir fonksiyondur. Bazen doniistimii
sonsuz negatif olmayan Ol¢iime genisletmek miimkiindiir. m € M®(X) olsun ve her
g € C.7(Y) icin [ g’dm nin sonlu oldugu varsayilsin. Riesz temsil teoremine gére her g €

C.*(Y) igin,

fgdm’ =Jg’dm
Y X
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olacak sekilde M (Y) de tek bir tane m' 6l¢iimii vardir. Bu durumda
m' = [ py! m(d)
b's

notasyonu kullanilabilir.
Teorem 3.2
m, X tizerinde negatif olmayan bir 6l¢iim olsun ve m’ 6l¢timiiniin tanimli oldugu varsayilsin.

a) Eger g,Y flzerinde zayif-yari siirekli fonksiyon ise g’ fonksiyonu X iizerinde zayif-yari

jgdm’ = jg’dm

sureklidir ve

dir.
b)g € B*(Y) ise g' € B®(X) dir.

¢) g € B*(Y) ve g, m' l¢iimiine gore o-sonlu ise g', m 6lglimiine gore a-sonludur ve

j gdm' = j g'dm

dir (Jewett 1975).
Lemma 3.5

X — M*(Y)

X — Wy
dontisiimii siirekli olsun. ||w,|| in sinirli oldugu varsayilsin. Bu durumda

M(X) — M(Y)
Px — Wy

dontistimii, pozitif siirekli lineer doniisiimii i¢in bir tek uzantiya sahiptir (Jewett 1975).
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3.3 POZITIiF SUREKLI BILINEER DONUSUMLER
X, Y ve Z lokal kompakt Hausdorff uzaylar1 olsun.
MX)XMY) — M(Z)
(wv) = u*v
bilineer doniisiimii verilsin. Asagidaki 6zellikleri saglayan doniisiime pozitif stireklidir denir:
a)u=>0vev=0ikenu*xv =0,
b) Mt (X) x M*(Y) — M*(Z) kisitlanmus déniisiimii siireklidir (Jewett 1975).
Lemma 3.6
UeEMX)vev e M(Y)igin u*v = (u X v) olacak sekilde bir tek
MXXY)— M(Z)
m—
pozitif siirekli lineer doniistimii vardir.

Lemma 3.6’dan goriilecegi lizere, Hewitt ve Ross’da kullanildig: gibi,

pxv = Jy jX (px * Dy )u(dx)v(dy)

formiilii yazilabilir. Yine benzer sekilde eger u € M*(X) ve m € M®(Y) ise u * m,
prm=(uxm)

ile verilebilir. Son olarak eger u * m tanimli ise

uxm =f(u*py)m(dy)

seklindedir.
Lemma 3.7
XXY — Mt (2)

(x' y) — Wy,y
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stirekli bir doniistim olsun. ||a)x,y || nin siirl oldugu varsayilsin.
MX)xMY) — M((2)
(Pxs Py) — Wxy
dontigiimii, pozitif stirekli bilineer donilisiimil i¢in bir tek uzantiya sahiptir.

3.3.1 Kompakt Alt Kiimelerin Uzay:1 (Michael Topolojisi)

X # @ lokal kompakt Hausdorff uzayr olsun. K (X),X in tim bos olmayan kompakt alt
kiimelerinin ailesini belirtsin ve A,B € X olmak lizere K,(B):={C € K(X):CNA+ 0,
C c B} olsun. U ve V, X fizerinde agik kiimeler olmak iizere Ky(V) alt tabanlariyla
olusturulan % (X) topolojisi ele alinsin. Bu topoloji Ernest Michael tarafindan ayrintili olarak
incelendigi i¢in Michael topolojisi olarak da bilinmektedir. Bu topolojinin 6zellikleri kisaca

su sekildedir:

a) K (X), lokal kompakt Hausdorff uzayidir.

b) Eger X kompakt ise K (X) kompakttir.

¢) Eger Y, X in alt uzayi ise K (Y), K (X) in alt uzayidir ve eger Y kapali ise K (Y) kapalidir.
d) X ten K (X) in kapali alt kiimelerine tanimlanan x — {x} déntisiimii homeomorfizmdir.
e) X in bos olmayan sonlu alt kiimelerinin ailesi K (X) te yogundur.

f) Eger 2, K (X) in kompakt bir alt kiimesi ise B = Uyep 4, X in kompakt bir alt kiimesidir
(Michael 1951).

3.4 INVOLUSYON
Tanim 3.2

X # 0 lokal kompakt Hausdorff uzay1 olsun. x — x~ doniisiimii X in bir homeomorfizmi ve
her x € X i¢in (x7)” = x ise bu donlisim X in topolojik involiisyonu olarak adlandirilir.
Boyle bir doniistim verilsin. Eger f,X te bir fonksiyon A € X ve u, X tizerinde bir Borel

Olcimiiise f~ , A~ ve u~ asagidaki sekilde tanimlanir:

fr) =f&x7),
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A" ={x":x € A},
u~(B) = u(B7).

Eger f € B®(X) ve p € M (X) ise
frdu= | fdu~
b'e b'e

dir (Jewet 1975).
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BOLUM 4

HiPERGRUPLAR

4.1 HIPERGRUPLARA GIRIiS

Tanim 4.1

K # @ lokal kompakt bir kiime ve (M®¢(K), +) bir vektor uzayr olmak iizere, lizerinde (ikinci
bir) bilineer islem var ise asagidaki dort kosulun saglanmasi durumunda (K,*) ikilisine bir

hipergrup ve * islemine ise K iizerinde bir konvoliisyondur denir.
H1) Her x,y,z € K igin
px * (py *p2) = (Px *1y) * P2
dir.
H2) Her x € K i¢in
Pe * Px = Px = Px * Pe
olacak sekilde bir tek e € K vardir,

H3) a)

doniistimii bir homeomorfizm ve Vx € K igin

(x) " =x

olacak sekilde involiisyon olarak adlandirilan bir doniisiim vardir.
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b) Her x,y € K icin
(px *Py) =Dy *Pr-
dir.
c) Her x,y € K i¢in
eE€E day(px * py) Sx=y"
gecerlidir.
H4) a) Her x, y € K igin p, * p,, kompakt dayanakli olasilik dl¢timiidiir.
b)
K x K — MX(K)
(X, ¥) = px * Dy
doniisiimii zayif topolojiye gore siireklidir.
c)
KxK — K(K)
(x, ) — day (px * py)

dontigtimi stireklidir. Burada K(K), K nin kompakt alt kiimelerinin uzayidir ve bu uzay

Michael Topolojisi ile donatilmistir (Kastner 1995).
Tanim 4.2

Hipergrup taniminda verilen sartlardan sadece H1 ve H4 sartlarini saglayan (K,*) ikilisine bir

yar1 hipergrup denir.
Hipergruplar ve gruplar arasindaki iliski asagidaki iki 6nerme ile ifade edilmistir.
Onerme 4.1

(K ,*) bir hipergrup olsun. K deki her x,y nokta cifti i¢in p, * p, = py., olacak sekilde x -y €
K var ise, bu durumda(K,") bir lokal kompakt grup olur.
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Onerme 4.2

(G,”) lokal kompakt bir grup olsun. Eger *, G de standart konvoliisyon belirtiyor ise (G,*) bir

hipergruptur.
4.2 FONKSIYONLARIN OTELEMESI

Eger f, K iizerinde bir Borel fonksiyonu ve x,y € K ise

Faey) = i) = () = f fd(ps * py)

seklinde tanimlanabilir. Bundan sonraki alt boliimlerde f(x * y) = f'(x,y) gosterimi

kullanilacaktir.

Lemma 4.1

f, K iizerinde stirekli bir fonksiyon ve x € K olsun.

a) (s,t) — f(s*t) donisiimi K X K tizerinde siireklidir.

b) f; ve f*, K lizerinde siirekli fonksiyonlardir (Jewett 1975).
Lemma 4.2

f € B®(K),u,v e M*(K) ve x,y,z € K olsun. Bu durumda,
a) (s,t) — f(s = t) doniisimi K X K da Borel fonksiyonudur.

b) f; ve f*, K da Borel fonksiyonlaridir.
o) [ fd@uxv) = [, [, f(s * Ou(ds)v(de).
d) foxdﬂ = fod(px * ).

e) fr(y xz) = fZ(x *y) (Jewett 1975).

4.3 ALT INVARYANT VE INVARYANT OLCUMLER

Eger her x € K igin p, * m tamimh ve p, * m < m ise M*(K) deki bir m 6l¢iimii sol-alt

invaryant olarak adlandirilir. Eger her x € Ki¢in p, * m tanimli ve p, * m = m ise M*(K)

deki m Sl¢limii sol-invaryant olarak adlandirilir.
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Lemma 4.3

m, K lizerinde bir sol-alt invaryant 6l¢iim olsun. f € B*(K), x € K ve u,v € M*(K) olmak

lizere,

a) [ fedm < [ f dm dir.

b)Eger1 <p < o isel|fill, < llIfIl, dir.

¢) Eger A, K nin kompakt bir alt kiimesi ise m(A4) < m({x} * A) dir.
d) u * m tanimli ve g * m < u(K)m dir.

e) Eger v, m Ol¢iimiine gore mutlak siirekli ise p * v, m Olglimiine gére mutlak stireklidir

(Jewett 1975).
Kanit
a) Eger f integrallenebilir ise Teorem 3.2 c¢) sikkindan goriilebilir.

b) p < o oldugu varsayilsin. y € K ise Holder esitsizliginden [f(x * y)]? < fP(x * y) olur.
Dolayisiyla K da (f,)? < (fP), dir. Béylece [|fill, < If]l,, elde edilir.

p = o ve ||fll < o0 oldugu varsayilsin. h lokal sifir ve K de g < ||f || iken f = g + h dir.
Bu h,, in lokal sifir oldugunu gormek i¢in yeterlidir. A € K kompakt ve B = {x} * A kompakt
olsun. A da h, = (igh), ve

jhxdmﬁj(iBh)xdejiBhdm=fhdm=0
A K K B

olur.

¢) B ={x}*A ve € > 0 olsun. B iizerinde f = 1 ve [ f dm < m(B) + ¢ olacak sekilde f €
C."(K) segilsin. Ada f, = 1 ve

m(A)Sfodedem<m(B)+€

dur.
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d) f € C.T(K)ise

| re » @i = [ foyme@u@n
< f f () m(dy)u(dx)

— () | fm

dir.

e) Burada v, € M (K) olgiimii ve c,, pozitif sayis1 vardir, dyle ki v, < c,m ve v=v; +
v, + -+ dir. Boylece u*xv =) pu*v, dir ve bu toplam, normda yakinsaktir. Ayrica,

U * vy < cu(K)m oldugundan her u * v,,, m 6lgtimiine gére mutlak siireklidir.
Teorem 4.1
m, K de bir sol-invaryant bir dl¢iim olsun. f € B®(K), x € K, ve u € M*(K) olmak {izere;

a) Eger f, m 6l¢limiine gore g-sonlu ise f,, m 6l¢iimiine gore o-sonludur ve

ijxdm=Lfdm

dir.

b) u *m = u(K)m dir.

4.4 KUMELERIN KONVOLUSYONU

Lemma 4.4

A, B, C c K olmak iizere,

a) A” * B, e elemanini igerir ancak ve ancak A N B # @ dir.
b) (A*B)NC # @ ancak ve ancak BN (A~ * C) # Q.

) {Aﬁ}ﬁen ve {Bﬁ}ﬁeu’ K(K) de birer ag olsun. Eger Az — A ve Bp — {oo} ise
Ag x Bg — {o} dur. Burada Ag — {oo} ifadesi her kompakt A c K i¢in Ag c K —A

anlamina gelir.
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d) Eger B agiksa A * B agiktir ve (cA) * B = A = B dir.
e) Eger A kompakt ve B kapali ise A * B kapalidir.

4.5 FONKSIYON VE OLCUMLERIN KONVOLUSYONU

u€MT(K) ve f € B°(K) olsun. u = f ve f *u konvoliisyonlar1 K de asagidaki sekilde

tanimlanir:

(w* O = f £ O« Dudy)

(f )00 = f £ G yuldy).

Lemma 4.5

u € M*(K) ve f € C,*(K) olsun.

a) u * f streklidir.

b) [l * flly < llpell - 1f 1l dur (Jewett 1975).
Lemma 4.6

u € M*(K) ve f, K tizerinde zayif-yari siirekli olsun.
a) u x f, zayif-yar siireklidir.

b) pos(u = f) = (day u) * (pos f) dir (Jewett 1975).
Lemma 4.7

u € M*(K) ve f € C§ (K) olsun.

a)ux*f € Cy(K) dir.

b)ug — 1, M*(K) de ise lim||u[; xf—u *f||u = 0 dir (Jewett 1975).

Lemma 4.8
u,v € M*(K) ve f € B®(K) olsun. Bu durumda,

a) u * f bir Borel fonksiyonudur.
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b) [ *f)dv = [ fduxv).
ypux(rf)=(u*v)=f.
Dpx(f*v)=@xf)*v.
e)(u*f)" =f"*u".

Kanit

a) Teorem 3.2 b) sikkindan u * f, Borel fonksiyonudur.
b)
Jw s pav=[[ 1o ou v

= ﬂf(y * x)u(dy)v(dx) = de(ll * V).

x € K ve T = P, olsun.

c)
[u*(V*f)](x)=f[u*(V*f)]dn=f(1/*f)d(u‘*n)
= [ raw s xm = (1@ « flan
d)
[u*(f*v)](x)=f[u*<f*v>]dn
~ [ vaw «m = [ ra rmev.
e)

e f)@) = (ux Hx) = j O x)u(dy)

= [ £~ G yutan) = [ £ Gz @2
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Lemma 4.9

U € M*(K) ve m € M®(K) olsun. u, kompakt destekli ise p * m tanimhidir ve
day(u *m) = (day ) * (day m) dir.

4.6 ALT INVARYANT OLCUMUN VARLIGI

Lemma 4.10

f,k € C.Y(K) olsun. k # 0 oldugu varsayilsin. Bu durumda f < u = k olacak sekilde u €
M. (K) vardur.

Kanit

k(a) > 0 olacak sekilde bir @ € K secelim. x € K ise (py * po— * k)(x) > 0 oldugu kolayca
goriiliir. Boylece p, py * po- formunun oOlclimlerinin sonlu lineer kombinasyonu olarak

secilebilir.
Lemma 4.11

f €C, (K) ve € >0 olsun. Burada e nin asagidaki 6zellige sahip bir W agik komsulugu

vardir:
Eger x,y € K ve (px- * py)(W) > Oise |f(x) — f(y)| < & dur.
Teorem 4.2

m sol-alt invaryant ve m nin dayanagi K ye esit olacak sekilde bir m € M (K) olglimii

vardir (Jewett 1975).
Eger f,k € C,*(K) ve k # 0 ise

[f k] = inf{u(K):p € M. " (K)ve f < pu» k}
tanimi yapilabilir. Boylece asagidaki lemmadaki 6zellikler saglanir.
Lemma 4.12

n€MF(K), c=0 ve f,g,k €C.7(K) olsun. k # 0 oldugu varsayilsin. Bu durumda
asagidaki ozellikler gecerlidir:
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a) [u* f, k] < u(KO[f, kI,

b) [f + 9.kl < [f. k]l + [g, k],
©) [ef, k] = clf, K,

d) f < gise[f k] <[g,kl,

e) g # 0ise [f, k] < [f, 9llg, k],
f) f # 0ise [f, k] > 0.

Kamt

a) Eger f<vxk ise uxf<uxvxk ve [uxf, k] <u*v)(K)=uK)v(K) dir. Son
olarak, f < m x kise |[f]l,, < llull - |kl = u(K)||k]|, olur.

Digerlerinin ispat1 benzer olarak yapilabilir.
Tanim 4.3

F # 0, C,* (K) nin sabit bir elemani olsun. Eger f,k € C,* (K) ve k # 0 ise,

_f K]
ka—m

dir.
Lemma 4.13
w€ M (K),c=0vef,gke€C.(K)olsun. k # 0 oldugu varsayilsin. Bu durumda,
Le(u = f) < u(K) 1L f,
L(f +9) < If + Ig,
I (cf) = clif,
f<gisel.f <Ig

dir. Ayrica f # O ise
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4.7 HAAR OLCUMU

Tanim 4.4

Bir hipergrup {izerinde sifir olmayan sol-invaryant 6l¢iim, sol Haar 6l¢iimii olarak adlandirilir.
Lemma 4.14

Her hipergrup, bir sol Haar 6l¢limiine sahiptir.

Bu béliimde K nin bir hipergrup ve m nin K iizerinde bir sol Haar 6l¢iimii oldugu kabul

edilecektir.

Lemma 4.15

m Sl¢limiiniin dayanagi K ye esittir.
Lemma 4.16

{kﬁ}/}en’ CH(K)de [ kg dm = 1 ve day ks — {e} olacak sekilde bir ag olsun.
a) Eger f € CF(K) ise lilgn”(fm) * kg — f||u = 0 dur.
b) Eger u € M*(K) ise lig)n(/,t * kﬁ)m = U.

Kanit
a) € > 0 olmak tizere, Lemma 4.11°den
X,y EK,B=povekg(x” *y) > 0isekg(x™ xy) >0

ozelligini saglayan B, € D vardir. x € K ve k = kg olsun, 8 = f,.
= k@) = £ = | [ 07« @Imdy) = £6) [ kG *3)may)

< [k = If () — fx)Im(dy)
< e[ k(x™ *y)m(dy)
=¢

b) g € C,"(K) olsun. Lemma 4.8 b) sikki kullanilarak,
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[ 9 s k) dm = [ (= kg)dtgm) = [ g du + gm) = [ ks dlCgm) )

= f(gm *kg™) du

elde edilir ve son integral [ g du ye yakinsar. Ayrica,

f(u * kg)dm = ﬂ kg (v~ * x)u(dy)m(dx) = f du = u(K)
dir.
Teorem 4.3

f,g € B*(K) ve x € K olsun. Eger f yada g, m ye gore g-sonlu ise,

j fx=y)g(y)m(dy) = j f@) glx™ xy)m(dy)
K K

dir.
Kanit

Simetri &zelliginden ve monoton yakinsaklik teoreminden [ g dm sonlu oldugu varsayilsin.

h € C.*(K) olsun. Eger j € C.*(K) ise,

[ jatham) = [ heaGm) = [« 1 aGm
— [ nay «m
=i [ (hm + kg ™) dpy » jm)
- li[gnf(px— « hm * kg ™) d(jm)
—tip [ ja{(pe- = kg 7))

~ [ jdtpe- < m)
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dir. Boylece h,m = p,- * hm olur. Lemma 4.2 c¢) sikki kullanilarak,

fhd(px * gm) =fh(x*y)g(y)m(dy) = fhxg dm = fgd(px— * hm)

= [ g atum) = [ hdtge-m)
elde edilir. Dolayisiyla
Dx * gm = (gx-)m

dir. Sonug olarak,

[ res ) gm@ar) = | f e gmy = [ £ atgem) = [ fg.-dm

= ff(y)g(x‘ * y)m(dy)

olur.
Teorem 4.4 (Haar Ol¢iimiiniin Tekligi)

Eger n, K iizerinde bir sol invaryant dl¢clim ise n = cm olacak sekilde negatif olmayan bir ¢

reel sayis1 vardir.
Kanit

n, K de bir sol invaryant lgiim, € >0 ve f,g € C,*(K) olsun. f 0 ve g # 0 oldugu

varsayilsin. Lemma 4.7 b) sikkindan

lim”py xf—f x py”u =0

y—e

dir. f kompakt dayanakli oldugundan
1imf If, = f¥|dn =0
y-e Jg

dir. Burada her y € U igin,

flfy—fyldn< (5/2)ffdm,
K K
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f|gy—g3’|dn< (S/Z)fgdm
K K

olacak sekilde e nin bir U agik komsulugu vardir. [ hdm > 0 ve h = h™ olacak sekilde h €
C.* (K) secilirse,

( f han))( f f dm) = f o) ( f hy-dn) m(dy)
= [ 110~ < n(ameay)
= [ o 16+ yymtayncan)
= [ 1oy ho e ym(anan
= || £6e s vy nOIMCdyInCan)
— || £e s vy nOIN@ImEy)

— [ n0) ([ 7 dn) m(ay)
h nin 6zelliginden dolay,

]hdm ]fdn Jhdn dem fh(y) J(fy fy)dn>m(dy)|

< () nam)f ran)

Esitsizligin her iki tarafi boliiniirse,

&
< -
2

[fdn [hdn
[fdm [hdm

elde edilir. Ayni islem g i¢in de gecerlidir,

Jfdn Jgdn -
[fdm [gdm| =
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Bu durum ¢ > 0 i¢in n = ¢m oldugu anlamina gelir (Loomis 1963).
4.8 MODULER FONKSIYON
Modiiler fonksiyon 4, K de

mx*p,- = A(x)m

ile tanimlanir. x — A(x) dontistimii hipergrup K den pozitif reel degerli ¢arpim grubuna
homeomorfizmdir. 4 nin sabitliginin {x} * {y} kiimeleri tizerinde gerekli olduguna dikkat

edilmesi gerekmektedir.
Lemma 4.17
Eger x € K ise m * p, = cm olacak sekilde bir tek pozitif ¢ reel sayis1 vardir.
Teorem 4.5
A fonksiyonu siireklidir ve
AA™ =1, m=A4m~
dir.
Kanit

f €. (K)vef # 0 olsun. Eger x € K ise

4G [ fam = [ rawmspe) = [ p)am

dir. Boylece, Lemma 4.7 b) sikkindan A siireklidir. Eger g € C.* (K) ise
[ ram [gam= [ ram [ g=am= [ rGg=Gc x yymeayymean)
= [[ e 967+ m@nmay)

= f f *x) gx)m(dx)m(dy)
- f 9(0) ( f fxdm)m(dx)
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_ ( f fdm) f 9(x) A(x~)m(dx)

= ffdmfgd(A‘m)
dir. Boylece m~™ = A™m olur. Buradan
m=(m7) " =U"m)"=4Am~ =44"m
dir.
Teorem 4.6

X,y € K olsun. 4, {x} * {y} tizerinde sabit ve A nin bu kiimeler tizerindeki degeri esittir:

A(x xy) = A(x)A(y) dir.
Kanit

x,y € K olmak lizere,

A)A)M = (m*py-) *pr- =m* (e xpy)

dir. Boylece 4(x)A(y) = A(x * y) olur. Buradan her y, v € M.(K) i¢in,

fAd(,u*v)zfAdqudv

elde edilir.

X,y € Kolsun. u = p, *p,,S = day pu ve
V=[x = Dy * Py * Py= * Py

dir. Boylece v~ = v ve v(K) = 1 olur. Ayrica,

fA dv =A4(x)A(y)A(y)A(x™) =1

[Lav=[Lav = [4av [ sav=1
Jdv=|gdvT = v v =
A+1d—2
f( Z) Ve
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dir. v(K) = 1 oldugundan, v 6l¢iimiiniin dayanag lizerinde 4 = 1 olmaldir. s,t € S ise {s} *
{t~} lizerinde 4 = 1 ve boylece 1 = A(s *t~) = A(s)/A(t) olur. 4, S lizerinde sabittir ve
degeri A(x)A(y) ye esittir.

4.9 FONKSIiYON VE OLCUMLERIN KONVOLUSYONU
Lemma 4.18

{f.}, B*(K) de azalmayan dizi olsun ve f,, — f oldugu varsayilsin.
a) Eger x,y € K ise f,,(x x y) — f(x x y) dir.

b) Eger u € M*(K) ise u * f, — u * f dir.

Teorem 4.7

u € M*(K)ve f,g € B°(K) olsun.

a) Eger f, o-sonlu ise u * f, o-sonludur.

b) Eger [ fdm < oo ise (u * f)m = u = (fm) dir.

c) Eger [ fdm < wise [, (u* f)dm = u(K) [, f dm dir.

d) Eger f yada g, o-sonlu ise
[ @ pg dm= [ £« gyam
K K
dir.
Lemma 4.19
ueM*(K), fe€B*(K)vel <p < » olsun.
a) Eger [|fl, < ooise [lux fll, < llull - lIf1l, dir.
b)Egerp < o, ||f|l, < o ve {'uﬁ}ﬁez)’ M*(K) de p ye yakinsayan bir ag ise
li - =
imlug « f —nxf|, =0

dir.
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Kanit

a) u(K) = loldugu varsayilsin. Ilk olarak p < oo olsun. Bu durumda her x € K igin,
P
(u* P = ( [roms X)u(dy)>
< [l 0P uay)

< ff”(y‘ * x) u(dy)
= (s @)
olur. Boylece,
[wsppams [Gxryam = uto [ 7 dm= [ g2 am

elde edilir.
p = oo olma durumundaki ispat Lemma 4.3 b) sikkinin ispatiyla benzerdir.

b) p < o oldugundan ve || ,uﬁ” = up(K) sayis1 u(K) ye yakinsadigindan, sadece f € C.m(K)
yi diistinmek yeterlidir. Lemma 4.7 b) sikkindan,

limllug « f == fl|, =0

dir ve Teorem 4.7 ¢) sikkindan [ (,uﬁ * f ) dm, [(u* f)dm ye yakinsar. Bdylece, hem L, (m)

hem L, (m) de ug * f — u = f olur. Bu L, (m) de yakinsama anlamina gelir.

Tanim 4.5

f,g € B®(K) da olsun. Ancak (ve ancak) bu fonksiyonlardan en az biri o-sonlu isef ile g nin

f * g konvoliisyonu asagidaki sekilde tanimlanir:
(F )0 = [ fG gl Im(@y)
K

Bu alt boliimiin geri kalaninda p, g € [1,] ve 1/p + 1/q = 1 oldugu varsayilmistir.

43



Lemma 4.20
f,g € B*(K) olsun.

a) Eger x € K ve f yada g o-sonlu ise,
()6 = [ fogdm = [ fg%am-
K K

dir.

b) f yada g, g-sonlu ve {f,,} ve {g,}, B¥(K) de sirasiyla f ve g ye yakinsayan azalmayan
diziler ise f, * g, — f * g dir.

c) Eger hemen hemen her yerde f; = f, lokal olarak hemen hemen her yerde g; = g ve f o-

sonlu ise, K nin biitlin noktalarinda f; * g; = f * g dir.
Teorem 4.8
g,h € B¥(K) olsun. [[gll, < oo ve [[h]l; < o oldugu varsayilsin.
a) g * h™ siireklidir.
b) llg * ™Il < llgll,lIkll, dir Gewett 1975),
Lemma 4.21
f,g € B®(K) olsun ve f ya da g nin g-sonlu oldugu varsayilsin.
a) f * g zayif-yari siireklidir.
b)(fxg)” =g *f dir.
c) f ve g nin her ikisi de zayif-yar siirekli ise
pos(f * g) = (pos f) * (pos g)
dir (Jewett 1975).
Teorem 4.9
u € M*(K)ve f,g,h € B*(K) olsun.

a) [fdm < wise f* g = (fm) * g dir.
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b) f yada g, g-sonluise u * (f * g) = (u * f) * g dir.

¢) [fdm < o ve [ gdm < wise (f x g)m = (fm) * (gm) dir.

d)[fdm <oove [gdm <oise [ (f xg)dm = [ fdm [ gdm dir.

e) f ve g fonksiyonlarinin her ikisi de o-sonluise f * g, o-sonludur.

f) g o-sonlu ve f yada h g-sonludurise f * (g * h) = (f * g) * h tir.

9 [ (f * @hdm = [, f(h* g7)dm dir.

Teorem 4.10

f,g,h € B*(K) olsun.

a)Eger1 <p <oo,||gll, <oovel|lhll; <wisegx*h™ € Co* (K) dir.

b) [Iflly < oo vellgll, <ooisellf * gll, < lIfllllgll, dir.

4.10 MUTLAK SUREKLI OLCUMLER

M(K) de m ye gore mutlak siirekli olan 6l¢timlerin kiimesi M, (K) ile gosterilecektir.

Teorem 4.11

v € M, (K) olsun.

a)Eger u € M*(K)ise p* v, v * u € M, " (K) dir.

b) Eger {Mﬁ}ﬁeu’ M*(K) de u ye yakinsayan bir ag ise li[gn”,uﬁ xv—pxv| =0dr

Kanit

[k kisim Lemma 4.3 e) sikkindan goriilebilir. Ikinci kismm ispat1 i¢in f € C.* (K) olsun.
g v = s vl < litg v =g = Fl + g o fru— g o]+l f = v

< lugll - v = fmll + [lwg = £ — w= £ + llull - lfm = vl.

Boylece Lemma 4.19 b) sikkindan,
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li[gn sup ||,uﬁ kY — U * v|| <2u(K)|lv— fm]|.

olur. Fakat, ||v — fm|| keyfi olarak kiigiiltiilebilir.
Lemma 4.22

v € M*(K) olsun ve lim||p, * v — v|| = 0 oldugu varsayilsin. Bu durumda v € M, " (K) dir.
X—e

Kanit

€ > 0ve U, eninher x € U igin ||p, * v — v|| < € olacak sekildeki bir agik komsulugu olsun.
[kdm~ =1 ve day k c U olacak sekilde k € C,*(K) segilsin. |[km™ *v — v|| < & oldugu
kolayca goriilebilir. Fakat km™ *v = (k *v)m~, M, " (K) dedir. Ayrica, M,"(K) norm-
kapalidir. Dolayisiyla v € M, * (K) dir.

4.11 KONVOLUSYON CEBIRI
Bu boliimde K nin bir hipergrup oldugu kabul edilecektir. Eger u € M(K) ve f € B(K) ise

e < ul, fie < If1
U= — M tips—iuy, f=fi—frtifs—ifa
olacak sekilde u, € M*(K) dlgiimii ve f;, € BT (K) fonksiyonu vardir.
4.11.1 Kompleks Degerli Fonksiyonlar ve Ol¢iimler
U € M(K) i¢in u 6l¢timiiniin eslenigi u*,
pr=@ =pn
seklinde tanimlanir.
Lemma 4.23
u,v € M*(K) ve f € B(K) olmak iizere,
a) Eger x,y € K ve |f|(x = y) sonlu ise f(x * y) tammhidir ve |f(x * y)| < |f]|(x * y) dir.
b) |u| * |f|nin sonlu oldugu K nin noktalarinda, pu * f tanimli ve | * f| < |u| * |f] dir.

©) |u*v| < |ul *|v] dir.
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d) Nl vl < Jlpell - V1] dir.

e) (u*v)(K) = u(K)v(K) dir.

f) Eger f sinirl ise

fo A+ v) = fK fo<x «y) u(dx) v(dy)

dir.
4.11.2 L,, Uzaylan

Bu boliimde m nin K {izerinde sol Haar 6l¢timii oldugu kabul edilecektir. f € B(K) igin f
fonksiyonunun eslenigi f* = (Af)_ seklinde tanimlanir. Eger f € L;(m) ise f* € L;(m)

olduguna dikkat edilmesi gerekmektedir.

Her u € M(K) igin, T,: L,(m) — L,(m) doniisiimii T, f = pu * f seklinde tanimlanir. Boyle

bir T,,, L,(m) de sinirh lineer operatordiir.
M(K) — L,(m)
u— T,
dontistimii sol regiiler temsil olarak adlandirilir.
Lemma 4.24
f,g € B(K) olsun. |f| = |g| sonlu, f * g taniml1 ve |f * g| < |f] * |g| dir.

Teorem 4.12

U € M(K) ve f €Li(m) olsun. p,q € [1,] , 1/p + 1/q =1ve g € L,(m) ve h € Ly(m)

olsun. Bu durumda,

a)uxg € Ly(m)vellu*gll, < llull-llgll, dir.
b) fxg € Ly(m)ve |lf = gll, < lIfllllgll, dir.
¢) [[(uxgh dm= [ g(u~ *h)dm dir

d) g * h™ siireklidir ve ||g * h™ ||, < lIgll,l|Rll4 dir.
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e) p ve g sonluise g *x h € Cy(K) dir.

Teorem 4.13

L, (m) uzay1 bir Banach *-cebiridir.

Teorem 4.14

M, (K) uzay1 M(K) da kapali 6z eslenik bir idealdir.
Lemma 4.25

f€eL,(m)ve{g:,9,,.,9gn} kiimesi L,(m) de ortonormal olsun. Bu durumda,

n
D g
k=1

< If1I3

u
dir.

Kamt

Jx, ortonormal kiime formundadir. x € K olsun. Bessel esitsizliginden,

317 g =Y || fegicam
k=1 k=1

2

= W T < IF3 < I3
k=1

dir.
4.12 CARPIMSAL FONKSiYONLAR

x surekli ve sifira esit degil ise K lizerindeki kompleks degerli y fonksiyonuna ¢arpimsal

fonksiyon denir ve her x,y € K i¢in

x@x*xy) = x()x)

ozelligini tasir. Tim bu fonksiyonlarin kiimesi X(K) ile gosterilecektir ve ¥(K) ye K nin
kompakt alt kiimeleri tizerinde diizgiin yakinsaklik topolojisi verilecektir. X(K) deki tiim

sinirh y lerin kiimesi X, (K) ile gosterilecektir.
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X € ¥, (K) i¢in F,, M(K) tlizerinde asagidaki sekilde tanimlanir:
F(p) = f X du.
K

Bu alt boliimde K {izerinde sol Haar dl¢timii m nin bulundugu varsayilacaktir.
Lemma 4.26

X € X, (K) olmak tizere,

a) F, fonksiyonu, M (K) lizerinde ¢capimsal lineer fonsiyondur,

b) E., M, (K) tizerinde sifira esit degildir,

©)x~, X € Xp(K) dir,

d) x(e) =1 = ||xll,, dur (Jewett 1975).

Lemma 4.27

E, M, (K) tizerinde ¢arpimsal lineer fonksiyon olsun. M, (K) tizerinde F = E olacak sekilde
M (K) de bir tek F fonksiyonu vardir.

Kanit

M, (K), M(K) nin bir idealidir. v, M, (K) nin E(v) # 0 olacak sekilde bir eleman1 oldugunda
F, asagidaki sekilde verilir:

E *
F(u) = %
Teorem 4.15

F, M(K) tizerinde M, (K) da sifira esit olmayacak sekilde garpimsal lineer fonksiyon olsun.
Bu durumda F = F, olacak sekilde bir tek y € X, (K) vardir.

Kanit

M (K), birime sahip bir Banach cebiri oldugundan, ||F|| = 1 dir. F(v) # 0 olacak sekilde bir
v € M, (K) segilsin. Eger y, u, € M(K) ise
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s v = pp * V|

|F(v)|

|F(u1) — F(up)| <

dir. Teorem 4.11 b) sikkindan, F pozitif-siireklidir. Teorem 3.1’den, her u € M(K) igin
F(u) = fo du olacak sekilde f € C,(K) vardir ve y = f dir.

Teorem 4.16

{)(ﬁ} Bep’ X, (K) de bir ag olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir:

a) xg» K nin kompakt alt kiimelerinde, K tizerindeki y fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

b) F, 5 fonksiyonunun M, (K) iizerine kisitlamasi ayni kiime tizerinde sifirdan farkli bir

fonksiyona noktasal olarak yakinsar (Jewett 1975).
Teorem 4.17

X, (K), lokal kompakt Hausdorff uzay1 olsun. y — y~ ve y — j doniisiimleri X, (K) nin

topolojik involiisyonlaridir.
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BOLUM 5

BAZI OZEL HIPERGRUPLAR

5.1 AYRIK HIPERGRUPLAR

Topolojik bir gruptan farkli olarak bir hipergrup kendisiyle tamamen iligkilendirilen cebirsel
bir yapiya sahip degildir. Genel olarak, bir hipergrup ayrik topoloji ile verilirse islem artik iyi
taniml degildir. Diger taraftan ise bir topolojik grup homojen olsa bile burada izole noktalari

olan ancak ayrik olmayan bir hipergrup vardir.
Teorem 5.1

K bir ayrik hipergrup olsun. K {izerinde bir sol Haar 6l¢iimii vardir. Eger m, m({e}) = 1 olan

sol Haar 6l¢iimii ise her x € K icin

1
(P2~ * px)m({e})

m({x}) =

dir.
Kanit

x,y,Z€K igin [x*y,z] = (px * py)({z}) seklinde tamimlansin. [x *y,e] > 0 ancak ve

ancak x = y~ dir. x € K igin [x] = 1/[x™ * x, e] olsun. Eger x,y,z € K ise
(px * (py * pz)) ({eh) = ((px * py) * pz) ({eD)

Dlxstelly szt =) bexy,tlt«zel

teK teK

[x*x,e]lyxz,x | =[x*xy,z7|[z” *ze]

[z]ly * z,x7] = [x"][x * y,27]

dir.
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m Sl¢limii asagidaki sekilde tanimlansin:

m= ) [xlpe

XEK

Eger x,y € K ise,

(py +m)@ D = ) 12 (py *p) (XD

=) Ay *zx7]
= > I llx s y,27]
= [x"] = m(@x")

elde edilir (Jewett 1975).

Teorem 5.2

K bir hipergrup olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir:

a) K ayriktir.

b) Birim eleman e, K nin bir izole noktasidir.

c) m({e}) > 0 olacak sekilde K tizerinde bir m Haar 6l¢timii vardir (Jewett 1975).
5.2 KOMPAKT HIPERGRUPLAR

Teorem 5.3

K bir kompakt hipergrup olsun. K iizerinde bir Haar 6l¢timii vardir.

Teorem 5.4

K bir hipergrup olsun. Eger K de sonlu Haar 6l¢iimii varsa K kompakttir.

Teorem 5.5

K bir kompakt hipergrup ve m, K de m(K) = 1 olacak sekilde bir Haar 6lgimii olsun. Eger

f,g € L,(m)ise f x g € L,(m) ve
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If =gl < lIfllzllgll
dir.
5.3 DEGISMELi HIPERGRUPLAR

K bir hipergrup olsun. Bu boliimde K nin degismeli oldugu varsayilmaktadir. Yani tiim x,y €

K igin py * p,, = p,, * py dir.
Ayrica burada K nin bir m Haar dl¢iimii oldugunu varsayilacaktir. K, x € K igin
x(x7) = x(x)

olacak sekilde x, (K) deki tiim y lerin kiimesi olsun. K # @ dir, ciinkii 1 sabit fonksiyonunu

igerir. Ayrica y € K ise y~ = #, K dedir.
U € M(K) i¢in K de u niin @ Fourier-Stieltjes doniistimii asagidaki gibi tanimlanir:
ACo = [ xdu.
f € Ly(m) igin K de f nin Fourier doniisimii m ye gore asagidaki gibi tanimlanir:
fGO = J f% dm.

Her u € M(K) icin |A(y)] < ||T#|| olacak sekildeki tim y € K lerin kiimesi S olsun. k, K

deki herhangi bir fonksiyon olmak iizere

lklls = sup [kQOI-
XES

Daha sonra verilecek olan Levitan teoremi i¢in 6n bilgi olusturulsun. 7 Slgiimiine K iizerinde

m 1ile iligkili Plancherel 6l¢iimii denir.

Teorem 5.6

a) K # @ uzay1 (lokal kompakt), ¥, (K) nin kapal alt uzayidir.
b) Her v € M, (K) icin y € K ve [V(x)| < |IT, || ise x € S dir.
¢) S # @ kiimesi, K nin kapal bir alt kiimesidir.

d)u € M(K) ise ||T#|| = ||fi]|s dir.
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e) v € My (K) ise ¥ € Co(K) dir.
f) {f :f € C.(K)} kiimesi Co(K) nin yogun 6z eslenik bir alt cebiridir.
Teorem 5.7 (Levitan Teoremi)

Her f € L;(m) N L,(m) igin,

leflzdm=L|f|2dn

olacak sekilde K iizerinde bir tek negatif olmayan m olgiimii vardir. m nin dayanag S ye

esittir. {f fe CC(K)} kiimesi L, () de yogundur (Jewett 1975).
5.4 SUREKLI AFIN ETKISI
X topolojik uzay1 iizerinde topolojik grup H nin siirekli etkisi, x € X ve s,t € H igin
x! = x ve (x%)t = x©V
olacak sekilde
XXH—>X
(x,s) — x°

stirekli bir doniistimdiir. Eger x € X ise x in H altindaki orbiti,

xf={x5:s€H}
ile gosterilir. Orbitlerin kiimesi,

XH ={xt:x € X}
seklinde belirtilir.

G bir grup olsun. A : G — G doniisiimii, eger ¢ € G varsa ve her x € G i¢in A(x) = cB(x)
olacak sekilde G nin bir B otomorfizmi varsa, afin doniisiim olarak adlandirilir. Eger a,b € G
ve B, G nin bir otomorfizmi ise aBb afindir, ¢iinkii aBb = (ab)(b~1Bb) ve b~ 'Bb

otomorfizmdir.
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G ve H topolojik gruplar olsun. H nin G tizerindeki siirekli afin etkisi, her x — x° afin

dontisiimii igin (x, s) — x° bir siirekli etkidir.
Teorem 5.8

(x,s) — x5 doniisimii, bos olmayan lokal kompakt Hausdorff uzayr X tizerinde kompakt
grup H nin bir siirekli etkisidir. X#, X in kompakt alt kiimelere ayrigsmasidir ve X, 3 (X) in
kapali bir alt kiimesidir. X {izerindeki béliim topolojisi ile X iizerindeki baglantili topoloji
birbirine esittir. Bu topolojiyle birlikte X* lokal kompakt Hausdorff uzayidir ve dogal

izdiisiim,

doniistimi siirekli acik bir dontistimdiir.
Kanit

7, dogal izdiisiim olsun. X* nin X (X) in kapali bir alt kiimesi oldugu acgiktir. U ve V, X in

acik alt kiimeleri ise
W=rn1(x,W))={xeX:xFcv,x nU = ¢}

kiimesi X in agik bir alt kiimesidir. Dolayisiyla, baglantili topoloji boliim topolojisinde yer
almaktadir. Q € X¥ boliim topolojisinde agik olsun. U = 7~1(Q), X te agiktir. Fakat
Q = XK(U")n XH dir. Bu iki topoloji birbirine esittir. Ayrica, eger W, X in agik bir alt
kiimesi ise t(W) = K(WH) n X¥, X" nin acik bir alt kiimesidir.

Teorem 5.9

G lokal kompakt bir grup ve H kompakt bir grup olsun ve (x,s) — x° nin G lizerinde H
grubunun bir siirekli afin etkisi oldugu varsayilsin. A, G {izerinde bir sol Haar 6l¢iimii ve o, H

lizerinde normallestirilmis Haar 6l¢iimii olsun. G*, béliim topolojisine sahiptir. x,y € G icin

(Port) * (pyH) - fH f]—[ Plasyty? o(ds)o(dt)

tanimlanir. Bu islem iyi tanimhidir ve G, bu islemle birlikte bir yar1 hipergruptur. Ayrica,
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m= prxH/’l(dx)

ol¢iimii G iizerinde sol-invaryanttir.
Kanit

Islemin iyi tamimli oldugu agiktir. Her x € G i¢in w, € M. *(G), [ ofdwy = fH f(x%)a(ds)
tarafindan verilen olasilik dl¢iimii olsun. G¥ — M*(G), x! — w, doniisiimii iyi tanimlidir
ve siireklidir. Lemma 3.5’den dolay1 M(G") — M(G), u — p' genisletilmis doniisiimii

vardir.

Her s € H igin, G nin birim elemanmmn 1 oldugu yerde a; = (15)"! olsun. s € H ve X,y € G
igin - (xy)® = x°agy® dir. we M (G) olgimi, [.fdm= [ f(a;)o(ds) seklinde
tammlansm. (x*y")* = x*"a, y™ hesaplamasi, w, * 7 * w, Sl¢iimiiniin H altinda invaryant

oldugunu gosterir ve

Wy * T * Wy = (pr * pyH)’
dir. Boylece konvoliisyon, p, v € M(G") igin,
(wxv) =p xm*v'

olur. Dolayisiyla G, bir yar hipergruptur. H kompakt ve etki, afin oldugundan, G nin her

x — x* doniistimii A invaryant birakir. Béylece, m 6lglimii sol- invaryanttir.
5.5. KOSETLER

G, lokal kompakt grup; H, G nin kompakt alt grubu; A, G {lizerinde sol Haar 6l¢iimii ve o, H

tizerinde normallestirilmis Haar 6l¢timii olmak {izere, sol kosetlerin kiimesi;
G/H ={xH : x € G}
ve ¢ift kosetlerin kiimesi;
G//H={HxH : x € G}

tizerinde boliim topolojisi vardir.
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Teorem 5.10

G // H uzay,
PHxH * PHyH = f Phxtyn 0(dt)
H

islemi ile birlikte bir hipergruptur. Birim eleman e = H = H1H dir. Eger x € G ise
(HxH)™ = Hx™H dir. G // H iizerindeki sol Haar dl¢iimii

m = prxH A(dx)
G

dir (Jewett 1975).
Kanit
(x,s) — xs

dontigimii, G/H orbit uzay1 ile birlikte G Ttizerinde H nin silirekli afin etkisidir.

(x, (s, t)) — s Ixt

dontisiimii, G // H orbit uzay ile birlikte G lizerinde H X H nin siirekli afin etkisidir. Kanitin

devami Teorem 5.9’un kanitiyla benzer sekildedir.

5.6 ORNEKLER

K hipergrup ve x € K i¢in eger x~ = x oluyorsa x e 0z eslenik denir. Eger K nin her elemant

0z eslenik ise K ya Hermitian hipergrup denir.
Ornek 5.1

K = {e, a} iki elemanl bir ayrik uzay ve 8, 0 < B < 1 olacak sekilde bir reel say1 olsun. 8 ya

bagli bir islem asagidaki sekilde tanimlanir:
Pe * Pe = Pe Pe * Pa = Pa

Pa * Pe = Pa pa*pazﬁpe_(l_ﬁ)pa

K bir Hermitian hipergrup ve e birim elemandir. K ancak ve ancak f = 1 olmasi durumunda

gruptur. K deki Haar dl¢limii,
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m =p, + (1/B)pa

dir. K ={1,x} olsun. y(e) =1ve y(a) = —p dir. m ile iliskili K iizerindeki Plancherel

Ol¢iimi,

__F 1
TETr P T gl

dir. K bir hipergruptur ve K, K ye izomorftur, ¢iinkii

X=B-1+1-px
dir (Jewett 1975).
Ornek 5.2

K ={e,a, b} kiimesi ii¢ elemanli bir ayrik uzay olsun. e birim eleman olmak iizere K

tizerinde islem su sekilde tanimlansin:

1 1 7
Pa * Pa :Zpe +%pa+ﬁpb

7 3
Pa*Pp = Pp *Pa = 55Pa T 75Pb
1 + 3 4 9
* = - B — R

K bir Hermitian hipergruptur ve K iizerindeki Haar 6l¢iimii,
M = Ppe + 4pq + 4Py

dir.

K ={1,x, ¢}, e, a, b deki degerleri

1:1,1,1

x:1,—-

)

S w
N =

11—, — o
110720
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dir. m ile iliskili K {izerindeki Plancherel 6lgiimii,

_1 4 100
T=9P1 T 7P T 153 Pv

dir. Fakat K hipergrup degildir, ¢iinkii

17 3 175

2 - __ .1 —-—— —
X =35 178X 3067

dir (Jewett 1975).
Ornek 5.3

S., {1,2,3,4} kiimesinin tim permiitasyonlarinin grubu olsun. S,’lin elemanlar1 dongiisel
notasyonda yazilacak ve carpim soldan saga dogru hesaplanacaktir. Ornegin, (12)(13) =

(123). A, bu permiitasyonlarin alt grubu olsun. K = {e, a, b, c} elemanlar1 asagida siitunlarda

verilmistir:
e a b c
1 (12)(34) (123) (124)
(13)(24) (134) (132)
(14)(23) (142) (143)
(243) (234)

e birim eleman ile birlikte K bir degismeli hipergruptur. Dahasi,

1 2
Pa * Pa =§pe+§pa’ Pa * Pp = Pb> Pa *Pc = Pc
1 3
Pp * Pp = De> Pp * Pc =Zpe +Zpa
Pc *Pc = Db

a” =a ve b~ = c olduguna dikkat edilmesi gerekmektedir. K {izerindeki normallestirilmis

Haar 6l¢iimii,

1 1 1 1

Mm=15Pet 3Pa T3P 30

dir. a = e?™/3 ve § = e*™/3olsun. K = {1, x, ¥, £}; e, a, b, ¢ degerleri,
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1:1,1,1,1
x11,a/p

Y:1,1,6,«a

01 1OO
E-) 311

dir. m ile iligkili K tizerindeki Plancherel 6l¢iimi,
T =p1+DPy TPy + D¢
dir. K bir hipergruptur.

1

2—_.1_{_1 +1 _|_E
3 =3 gX 9111 35

Diger sonuglar aciktir. Ornegin y? = i ve x¢ = & dir (Jewett 1975).
5.7 ALT HIPERGRUPLAR

Bu boliimde K nin bir hipergrup oldugu kabul edilecektir.

Tamm 5.1

K bir hipergrup olmak lizere asagidaki kosullar1 saglayan H c K kiimesine alt hipergrup

denir:

a) H # @ bir kapali kiime,

b)H™ =H,

¢)H *H c H dir.

b) ve c¢) maddelerinden e € H oldugu goriilebilir ( Jewett 1975).

u,v € M(H) ise bu ol¢iimler M (K) nin eleman1 olarak kabul edilebilirler ve u * v de M(H)

nin elemant olarak kabul edilebilir.
Lemma 5.1
®+HcK, HxH cH ve H = H olsun. H nin baglantili topolojiye gore lokal kompakt

oldugu varsayilsin. Bu durumda H, K nin bir alt hipergrubudur.
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Kanit

e € H oldugu agiktir. x € cH ve {xﬁ} gep’ H de x e yakinsayan bir ag olsun. U; e € U ve A =

c(UNH), H nin kompakt bir alt kiimesi olacak sekilde K nin bir agik alt kiimesidir. Her
a,B = B, icin {x, "} * {xﬁ} N U # @ olacak sekilde 8, € D vardir. Boylece her a, 8 = B, icin
{x, 7} * {xﬁ} NA # @ dir. B = xg, * A olsun. Bu kiime H nin kompakt alt kiimesidir. Ayrica
B = B i¢in xg € B dir. Bundan dolay1, x € B ¢ H dir.

Lemma 5.2
A c K olsun. Bu durumda K nin A kiimesini i¢eren en kiiciik bir H alt hipergrubu vardir.
Lemma 5.3
H, K nin bir alt hipergrubu olsun. Eger H nin i¢i bos degil ise H aciktir.
Kanit
U # @, H nin i¢i olsun. e € U * U~ dir. Lemma 4.4 d) sikkindan
H=WUx*xU)*xH=Ux*U"*H)
kiimesi K de aciktir.
Lemma 5.4
A ve B, K nin baglantil1 alt kiimeleri olsun. a € A,b € B ve
{a}*{b}cCc Ax*B
olacak sekilde C baglantili kiimesi oldugu varsayilsin. Bu durumda A * B baglantilidir.
Kanit

V,W c K agik kiimeler ve (A*B) NV ve (A*B)NW ayrik iken A* B c VU W oldugu

varsayilsin. C, bu kiimelerden birinde bulunur, (4 * B) N V de bulundugu kabul edilsin.
P={(x,y): {x}+x{y} e X ()}

Q0 ={(y) : {x} »{y} € Ky (KD}

kiimeleri K x K de agiktir. Ayrica, PU Q kiimesi AxB yi igerir ve (AXB)NP ve
(Ax B) N Q ayriktir. (a,b) € P ve A x B baglantili oldugundan A x B ¢ P dir. Bundan dolay1
A*x B c V olur.
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Lemma 5.5
H, K daki e nin bileseni olsun. Bu durumda H, K nin bir alt hipergrubudur.
Kanit

H~ baglantili oldugundan H~ = H dir. {e}*{e}c{e}c H*H oldugundan H * H
baglantilidir. Boylece H * H € H olur.

Lemma 5.6

A c K kompakt bir kiime ve a € A olsun. A* A C A oldugu varsayilsin. Bu durumda

day u c A, p, * u = pve u* u = p olacak sekilde bir u € M*(K) olasilik 6l¢iimii bulunur.
Kanit
Her n > 1 i¢in,
1
tn = —[pa + (o *Po) + -+ (p)"]
olsun. Boylece,

2
< —
n

1
1P * tn = il = || e = ™)

olur. A kompakt oldugundan ve tiim bu dl¢iimlerin dayanaklarini igerdiginden M* (K) de {u,}
dizisinin bir limit noktas1 u vardir. w(K) = 1 ve p, * 4 = p oldugu agiktir. Bu her n = 1 igin
Un * 4 = u anlamina gelir. Boylece, p * u = p dir.

Teorem 5.11
K de bir Haar 6l¢iimii bulundugu varsayilsin.

a) Eger e M*(K),u+0 ve uxu=u ise u~ =y, H = day u, K ninkompakt bir alt

hipergruptur ve u, H iizerindeki normallestirilmis Haar 6l¢timiidiir.

b) Eger H # @, K nin kompakt bir alt kiimesi ve H * H € H ise H- = H dir ve H, K nin bir

alt grubudur.
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