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Bu tez g¢ahigmasinda homogen olmayan gegirgen bir ortamda zaman
harmonik ses dalgalar1 i¢in bir sagilma ve bir ters sagilma problemi incelenmistir.
Sagilma probleminin ¢6ziimiinin varligi ve tekligi, problem bir integral denkleme
indirgenerek ve integral operatoriin kompakthgr kullamlarak ispatlannustir. Ters
sagilma problemi igin F(X;k,a) far-field pattern fonksiyonu elde edilmistir.

I = {F(x:ka): n=1.2 3. ... } tamimlanip izdisiim teorenmi kullamlarak

-

L* (8Q) = span 3 @ 3" oldugu gosterilmistir. Son olarak span 3 * in L* (8Q) da
yogun olmasi i¢in uygun sartlar zaman harmonik ses dalgalarina karsilik gelen far-field
pattern fonksiyonlarinin sinifi {izerine yiiklenmis ve bunun yardimiyla homogen

olmayan i¢ sagtlma probleminin varhgr ve tekligi gosterilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis the scattering and the inverse scattering problems for time-
harmonic acoustic waves in an inhomegeneous penetrable medium has been
investigated. First the scattering problem has been reduced to an integral equation and
then the existence and the uniqueness of it’s solution have been showed by using the
compactness of the integral operator corresponding to this integral equation. For the
inverse scattering problem, the far-field pattern function F(x;k,a) has been obtained.

Next the set 3 = { F(x;k,a): n=1,2,3, ......... } has been considered and then using

the projection theorem, it has been shown that L? (8Q) = span I @® I . Finally

sufficient conditions have been given for the class of far-field patterns corresponding
to the time-harmonic plane waves to be complete in L? (<), and by the aid of this the
existence and the uniqueness of the solution of the interior inhomegeneous

transmission problem have been showed.
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Bu tez konusunu bana Oneren ve tezin hazirlanmasinda deneyimlerini,
bilgilerini, faydah tavsiyelerini ve zamamim benden esirgemeyen hocam Prof. Dr. 1.

Ethem ANAR™ a tesekkiirii bir borg bilirim.

Ayrica bu ¢aligmam esnasinda bana manevi destek veren ve bana zaman ayirip
problemimi daha iyi anlayip yorumlamami saglayan meslektas arkadaslarima da

tesekkiir ederim.
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Anlam
D bélgesinin siur
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Z komplex sayisinin eglenigi

n-boyutlu Euclid uzay1

R” deki bir vektdriin Euclid normu

R" deki birim vektor

D de tamimh reel veya komplex degerli siirekli fonksiyonlarin normlu uzay1
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komplex degerli fonksiyonlarin normlu uzay1

Maksimum normu

Exponantial (iistel)
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Laplace operatorii
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1. GIRiS

Sagilma ve ters sagilma problemi bir ¢ok metematik¢i, fizik¢i tarafindan
¢aligilmuigtir (Anar, L.E, Celebi, A.O., 1994; Colton, D., 1979; Colton, D., Krisch, A.,
1984; Colton, D., Kleinman, R.E., 1980; Colton, D., Kress, R., 1992; Kitappa, R.,
Roach, G.F., 1975; Kitappa, R., Kleinman, R.E., 1975). Werner (Wemer, P., “Zur
Math...”, 1963; Wemer, P., “Beaugh...”, 1963) akustik sa¢tim problemini incelemis,
bunlar i¢in kalic1 sonuglar elde etmigtir. Colton ve Kleinman (Colton, D., Kleinman,
R.E., 1980) direkt ve inverse sagilma problemini incelemistir. Ahner (Ahner J.F,
1975) ¢6ziim kurma teknigi ile sagilma probleminin ¢oziimiiniin varligini ve tekligini
elde etmigtir. Anar ve Celebi (Anar, LE, Celebi, A.O., 1994) engel (obstacle) bolgede
yogunlugun ve dalga sayisimin konuma bagli olmas: halinde bir sagilma problemini
incelemiglerdir. Colton ve Kress (Colton, D., Kress, R., 1992) ses dalgalar igin null
field denklemlerinin Dirichlet, Neumann, impedance ve transmission simr deger
problemlerinin  tek  ¢oziilebilirligini  gostermiglerdir.  Colton ve Monk
(Colton, D., Monk, P., 1987; Colton, D., Monk, P., 1988) izdiisiim teoremini
kullanarak ters sagilma problemi igin iki farkli optimizasyon metodu gelistirmiglerdir.
Ayrica stmur deger problemlerinin bir sinift iizerine yaptiklar bir arastirma ile far-
field patternleri L*(8Q) da bir hiper yiizey civarinda olduklanm géstermislerdir.
Kleinman ve Martin (Colton, D., Kress, R., 1992) transmission problemin ¢6ziimii
igin bir single bilinmeyen fonksiyonu igin S smr iizerinden bir single integral
denklemi kullanarak ¢oziim metodu kurmusglardir. Costabal ve Stephan (Colton, D.,
Kress, R., 1992) Galerkin yaklagimini kullanarak transmission problemi igin direkt
simr integral metodu gelistirmiglerdir. Son yillarda engel bolgenin yogunlugunun
sabit olmasi1 halinde iki ve ii¢g boyutta F(x;k,a) verilen far-field pattern

fonksiyonunun yardimiyla ters sagilma problemi igin niimerik ¢6zim kurma



metodlar1 verilmigtir (Colton, D., 1989; Colton, D., Krisch, A,, 1‘984; Colton, D.,
Kleinman, R.E., 1980; Sleeman, B.D., 1982). Colton (Colton, D., 1988) dalga
sayisinin yeterince kiigiik olmasi halinde far-field patternlerin sinifinin L*(5Q) da tam

oldugunu gostermistir.

Biz bu ¢alismannzda engel bolgenin yogunlugunu pi(x)eC’ keyfi fonksiyonu

olarak alip sagilma ve ters sagilma problemini inceledik.

ikinci bolimde ScR’ basit baglantili, kapali bir Lyapunoff yiizey, S ile smirh

bolge V; ve S nin disinda kalan bolge V. olmak iizere V; nin yogunlugu,
pi(x)eC](Vi) , dalga sayisi, ki(x)eC](Vi) ve V. nin yogunlugu p,. , dalga sayisi k.

sabitleri iken u'(x) = exp (ikx @), |a| = 1 dogrultusunda verilen ses dalgasi igin

u(x) = u'(x) + u'(x) . xeV.
(V+ kDHu(x)=0 , xeV,
(v3 + k?(x)) ux)=0 , xeV

peu’(x) = py(X)u'(x) , xedD

du” (x) _ ou” (x)

, xeoD
on on
lim r(&l‘ -1k, us):o .r= x|
r—w or

sagilma problemi ele alinmig ve bu problem bir integral denkleme indirgenmistir.

Uciincii béliimde, ikinci béliimde elde edilen integral denkleme karsilik gelen

integral operatoriin kompakt oldugu ispatlanmgtir.



Iki ve igiincii bolim tamamlamrken Kitappa ve Kleinman (Kitappa, R.,

Kleinman, R.E., 1975) nin kullanidig1 yontemden faydalandik.

Dérdiincii bolimde, DcR? basit irtibatli, homogen olmayan bir bélge olmak
iizere, D nin gegirgenlik sayis1 a > 0 | lokal ses iz c(x) > 0 , c(x)e C(D) ve
yogunlugu p; (x)e C'(D), R*\D nin ses hizi ¢, ve yogunlugu p. olmak iizere « > C

frekans k = w/c, dalga sayisi K’ = oo + ia)/co2 , Ce = -10pe , Ci(x) = (a-10)p;(X) igin

u'(x) = exp (1kx-a) , [a] = 1 dogrultusunda ses dalgasinin verilmesi hali igin

Auc+k2ue =0, x eR*\D

Aui+1<2n(x)ui=0, xeD n(x):(c")

Cete - Ci(x)uj(x) =0, xedD
aUL()\) ) all,‘(X)

0, xedob
on on
lim r(alr —ikcusjzo ,T=]x]
r—>o0 or

ters sagilma problemi ele alindi, bu sagilma probl’emi‘ igin far-field pattern
fonksiyonlar1 olusturuldu. Bu fanksiyonlarm smifi ile L?(8Q) arasindaki iliski
kuruldu. Son olarak bu ters sagilma probleminin yardimiyla homogen olmayan bir i¢

transmission probleminin ¢6zimiiniin varligi ve tekligi ispatlannistir.

Dordiincii boliimii tamamlarken Colton ve Monk™ un (Colton, D., Monk, P.,

1987: Colton, D.. Monk, P., 1988) yonteminden faydalanilmstir.



2. HOMOGEN OLMAYAN GECIRGEN (PENETRABLE) BiR ORTAM ICIiN
AKUSTIK SACILMA PROBLEMI

2.1. Problemin Ortaya Konmasi

S. R de basit baglantili, kapali, pargali bir Lyapunoff yiizey olsun (veya bu
bigimdeki yiizeylerin bir sonlu birlesimi olsun. Yani, S; ler Lyapunoff yiizey
N ,
pargalart olmak iizere S = X S; olsun) (Mikhlin, S.G., 1970). S nin simirladig ig
1=1
bolgeyi Vi (V; = V; U S) ile gosterelim ve orjinide V; nin iginde bir yere
yerlestirelim. S nin disinda kalan bélgeyide V. (Ve = V, U S) ile gésterelim. x ve y,
R? de iki nokta olmak lizere, bu iki nokta arasindaki uzakligi R = R(x.y) = |x-y] ile

gosterelim. x, x' € S olsun. Bu noktalardaki normal vektérleri (S iizerinden V. igine)

sirastyla n ve n' ile gdsterelim. n ve n' dogrultusundaki tiirevleride sirasiyla %n

7 a 3 A 1
ve én' ile gosterelim.

Ayrica,

uT(x):= xe\/]eigxes u(x) ) wx)= xe\/]]-il—];x u(x)

Mt (v . (v .

CHEG B T L O . gy %)
on xeVe—xeS  on én xeV;—>xeS  én

ile tanimlayalim.



V. bolgesinin yogunlugu p. = sabit, V; bélgesinin yogunlugu p; = p; (x) ,
xeV;, p;eC‘l ( Vi) fonksiyonu ile tammlayalim. V. deki dalga sayisin1 k = k. = sabit

ile, V; deki dalga sayisimi da k; = k; (x), xeV,, k;eC' (Vi) ile gosterelim.

Gelen zaman harmonik dalga fonksiyonu ui(x) (incident wave) ve sagilan
dalga fonksiyonu u(x) (scattered wave) olmak lzere u'(x) verildifinde asagidaki
sartlart saglayan toplam alan u = u' + u® (zaman harmonik potansiyeli) bulmak
istiyoruz. u'(x) R’ de hemen heryerde (V> + k2) u' = 0 Helmholtz denklemini

saglar.

Asagida tammlanan sagilma problemini gercekleyen ue C? (R1\S)NC' (S) yu
g p g

arayalim. Oyleki;

u(x) = u'(x) +ui(x) , xeV. (2.1)
(V' + kD) u(x)=0 , xeV. (2.2)
(v3 + k?(x)) u(x)=0 , xeV, (2.3)

pett’ (X) - pi (u(x) = 0
. X eSf (2.4)

cut(x)  AuT(x) _
o on

0

r=| x| olmak iizere hemen her dogrultuda Sommerfeld yayilma sarti,



Ihm r ( ou —1ke us) =0 (2.5)
r—ow or

saglansim.
2.2. Coziimiin Tekligi

u(x) ve ux(x) fonksiyonlari, Denklem (2.1)-Denklem (2.5) probleminin

¢oziimler1 olsunlar. W(x) = u;(x) - u»(x) fonksiyonu,

(VP +kHWE) =0 , xeV, (2.6)

(V2 + k?(x)) Wx)=0 , xeV, (2.7)

pe WH(x) = pi (x) W (x)

. X ES( ‘ - (2.8)
OWT(x) _ W (x)
on on
lim r (ﬂ~i k. W) =0 (2.9)
r—w or

Denklem (2.1)-Denklem (2.5) sagilma problemine karsilik gelen Denklem
(2.6)-Denklem (2.9) problemini gergekler. Bu sartlan gergekleyen ¢6ziimiin sadece
W =0 oldugunu gostermeliyiz. Yeteri kadar biiytik R yarngaph

F_R:={.\;ER3 S |x}=R}
kiiresi S yi1 iginde bulundursun.

Q={xeR3 Clx|<RMNV

olsun. Q bolgesine birinci Green 6zdesligini uygularsak,



—_— +
[ WMV as(y) = j(_\V V2W+|VW|2) dy+ w2V asy) (2.10)
T on Q S on

~R

olur.

Denklem (2.10) esitliginde Denklem (2.8) sinir sartlar kullanilirsa

! W ﬂ}v—dS(y)—J(WV W +[VW]* )dy+ (p‘(”j w- WY laseyy @i
on S Pe on

elde edilir.

Eger Denklem (2.11) esitliginin sag tarafindaki S iizerinden olan integrale

Green teoremi uygulanirsa,

j W %\:—dS(y) k2 (W[ dy+ [[YW] dy- j(pi (Y)) ki (y) W[ dy
Q Q v P

R €

+ j(———p* (y)) VW[ dy+ [W V(Bi(l)—) VW dy (2.12)
v,

\"A ¢ ¢

elde edilir.

Denklem (2.12) esitlig1 k. ile ¢arpihr ve her iki tarafin imaginer kisnu alimrsa

lm(]\ [ W oW dS(y)] = Im(-kg I dy) +Imk. [[VW[ dy
o on Q Q

- Im[-ke f [M] K (y) (WP dy)+ mk, | [p‘(’)) vW[ dy
vV, v\ P

e s e



+Imk, [W V[ﬂ(—yl] YW dy 2.13)
¥ e

olur.

Im k. > 0 oldugunda R — igin Denklem (2.13) esitliinin sol tarafi sifir

olur (Kitappa, R., Kleinman, R.E., 1975). Boylece R o igin

€

= Im (k3) [|[W] dy+Imk, [[VW[’ dy+Im JRC[M] VW dy
Ve Ve voup

+ Im(~kc j(p i) ) ki (y) W[ dy] + Im kW v(-"—igy—))-vw dy (2.14)
V, V,

L Pe

olur.

Kabul edelim ki

Im k> 0 (2.15)
Im(k2)<o0 (2.16)
Im[—kc [p*(x)) kI (x) } >0 . xeV, (2.17)
Pe
[ Im[kew v(ﬂ(—yl)‘va dy >0 (2.18)
V, Pe

esitsizlikleri saglansin. Bu durumda (Miranker, W.L., 1957) Rellich Lemmasindan V,

de |[W=[VW[=0 ve V; de [VW[=0 elde edilir. Béylece R’ de W=0 olur.



2.1. Teorem: Kabul edelim ki Denklem (2.15)-Denklem (2.18) saglasin. Bu durumda
Denklem (2.6)-Denklem (2.9) sagilma probleminin ¢6ziimii sadece W=0 dur.

2.1. Sonug: Denklem (2.1)-Denklem (2.5) sagilma probleminin bir tek ¢&ziimii
vardur.

2.3. Integral Gésterim

2.2. Teorem: R* de Helmholtz denkleminin bir temel ¢6ziimii

. xiy (2.19)

olsun. u(x) Denklem (2.1)- Denklem (2.5) ile tanimlanan problemin bir ¢6ziimii ise,
o(x), x noktasindaki kati ag1 (Mikhlin, S.G., 1970) ve

a=ax) = GT(:)— (?4- 1) (2.20)

olmak iizere u(x) asagidaki integral denklemi gergekler.

w0 + 2= [pi) Vy G) Vuey) dy
AT v,

1

+—— 1] vy Gy Vo) + {2 )~ K2 L+ 5D 6t y)] w) oy

Vi

_ {u(x) ; xe$ @.21)

au(x) ; xeS
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Ispat: Ispati, ii¢ adimda tamamlayacagiz

a) xeQ olsun G(x,y) fonksiyonu x = y i¢in bir singiilerlige sahiptir. Yeteri kadar
kigik € i¢in B, = {yeR3 : | x-y | <& } yuvarmi ve bu yuvarin smirmt 0B, ile

tamumlayalim. Q) bolgesine Green teoremini uygulayalim.

[[v V2 Gx,y) -Glxy) V?u S]dy—f( au]ds(y)
Q Ig
+ | (us——- Bu j ds(y)
0B¢
R 4 as(y) 2.22)
| = 2

olur.

xeV, igin (V2 + k%) u’(x) = 0 oldugundan Denklem (2.22) esitliginin sol tarafi
sifir olur. Ayrica u'(x) ve G(xy) fonksiypnlan Sommerfeld yayima sartini
sagladiklanindan R—c0 i¢in 2y yiizeyi lizerinden olan integral sifir olur. Boylece

+

] s

z‘; jds(y) (2.23)

st(y) =- (us % G(x,y) - G(x,y)

B ou
£ [ ™~ G(x,y)-G(x,y) Y

elde edenz.
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g—>0 igin

S

%l; ) ds(y) =4r u’(x)

. 0
~ 819;10 a]IB (u = G(x,y) -G(x,y)

elde edilir.

O halde xe V. i¢in
W) = — f[ ¥) =2 G(x,y) -G(x,) (Y)] i) (2.24)
an 3 an(y)

elde ederiz.

b) xeV; olsun. Bu durumda

0= I(u —G(x,y) G(x,y) JdS(y)H (u — )dS(y) (2.25)

elde ederiz.
R—0 igin Denklem (2.25) esitliginin sol tarafindaki ikinci integral sifir
olacagmdan xeV; igin

1 {6 22 gy -Gy 2o 20 g5y =0 226)
T s 311(}’)
olur.
¢) XeS olsun. Bu durumda x noktasim merkez kabul eden € yarigaph bir yuvar

¢izeriz. Bu yuvar igin

Ze={yeVe: |xy|=¢€} ve S;={yeS: |xy|<L¢e}
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tammlayalim ve S'. = S\S; diyelim. Bu durumda da Q' yine S yiizeyini ve X,
ylizeyini tamamen igine alan orijin merkezli R yarigapl kiire ile S'. U X, yiizeyi

arasinda kalan bolge olmak iizere,

J (v* V2G(x,9) - Glxy) VPu*) dy = ZIR[US% G(x,y)-Gx.¥) 2‘5) ds(y)
g [u;‘l— G(x,3)- G(x,) Z‘;] ds(5)
& 0 o’
+ sj'a (u = G(x,y) - G(x,y) - ] ds(y) (2.27)

olur.

Burada x noktasinin, S nin diizgiin bir pargasi iizerinde yada S nin bir kdse

noktas: tizerinde olmasi gibi iki durum s6z konusudur. Her iki durum igin

-—é[ ) s G -Goy “”]d(y) e e

elde edilir.

(a), (b) ve (¢) adimlan birlestirildiginde,

(us(x) i xeVe
il 99—2G03)- G P Lasy =459 sy - xes (29
4n s an(y) on 4r o
LO ;X eV

olur.
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Benzer olarak V,; bolgesine Green teoremi uygulayarak

0 X EV,

1 ou' (y) CAn-o(x) ooy

- g(u ¥) ) G(x,y) - G(x.y) jds( )= i u'(x) ; xeS (2.30)
-ui(x) (X eV,

elde ederniz.

Denklem (2.29) ve Denklem (2.30) denklemleri taraf tarafa toplanirsa

u(x) ;X €V
W) o) e ,
u (x)-i———j u (y)——G(x y)-G(x,y) ds(y) = u (x) ;xeS (2.31)
s 61 ) 4n
‘ 0 x eV
olur.
Yine Green formiilleri yardimiyla ve Denklem (2.3) denklemi kullanilarak
! cu (y) k
I 0 ) 5 Gy - GOy) 5 P Jds) - (1) -k ]Gx.y) uy) dy
4 s ) on
0 X eVe
o(x) . -
=<- u(x) : xeS (2.32)
4n
-u(x) ix eV

elde ederiz.

Denklem (2.31) den Denklem (2.32)" yi ¢ikanr ve Denklem (2.4) sinir

sartlarmi kullanirsak,



pi(x) 4

€

p(x) = (2.33)

olmak iizere,

u (X)+——Ip(y) W ()5 G, 3) d5) + [0 -¥?Joexy) we) dy

on(y)
_ {u(x) ;x2S 2.34)
au((x) ;xeS
elde ederiz.
Ayrica divergens teoreminden,
—Ip(y) (y)g(-y—)G(x,y)d (y)—z— &[p(y)v yG(x,y) Vu(y)
+u@y) {V46(xy) Vo) - k* G(xy) pO)} | dy 233)

oldugu goriiliir.

Eger Denklem (2.35)’ 1 Denklem (2.34) de yerine koyarsak u(x) igin

W+ [(P60) V,G(xy) Vue) dy
T v,

o 1v,66x:3) Vi) + i )~k 1+ sy} Gx )] ws) dy
~ {u(x) ;xS

oau(x) ;xeS

integral gosterilimi elde edilir.

14
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3. KOMPAKT OPERATORLER

CL(Vy={f: £eC' (V). [vi] < Pf]} olsun.

L: C},(V—i) - C(V;) ve L, L3, Ly C(Vi)-a C(Tf?) operatorlerini agagida

tanmmlayalim.
(LiN)(0:= = [p(3) V,G(x. ¥V 1(y) dy (3.1)
Vi
(LaF)(x):= —— [9,G(x. 1)V p(y) fly) dy (3.2)
4n v,
1 5 - -
(Lsr)(x)i= = —— [k p(y) G(x.¥) (y) dy (3-3)
Vi
(Lar)oo)i= = [k () - k7] Gy ) ay (3.4)
4 v,

Boylece Denklem (2.21) integral denklemini

u(x) ; X &S

o~~~

[95]
. th
"

u'(xF(Lu)(x) F (Loux) + (Lsu)(x) =+ (L4U)kx)=<t ) S
, au(x) :xe

yazabiliriz. Simdi L; (1= 1, 2. 3, 4) operatérlerinin kompakth@im gésterelim.

3.1. Lemma: L, operatori stireklidir,

. , o
Ispat: x;eV; ve 0<|h|< > olmak iizere x =x; +h olsun.

(L) (xy +h) = (Lyf)(x)|



1 { eik]x1+h-y| 3 [ ik|x- y]J
Lo \Y -Vi(y) dy — \% Vi(y) d
niip(y) ) ) dy \I,ip(y) - YI (v) dy]
{ ik[x;+h-y| 3\ ik[x1-y|
P o () ()
4m v C\[x1+h-y) [x1 -9/

R L =l

4n “x1+h y' [x1+h-y|

1k])(1 [ [ —
SIS i o 1)_(3’ x) dy (3.6).
|X1 - y| |Xl - YI
olur.
Ay = e (M—”S pac )J 6.7
yi tanimlayalim.

A*hy ARXLY)
|X1+h s -y

H e |

I(L1£)(x1 -+ h) = (Lif)(x)| <

< Pl e
- 4n {]XI—J;']<8

AKithy ALY
]xl +h- y{2 le - y]2

Aithy) AGLY)
i+h-y -y

V;n{lx;—yzﬁl}

16



Pl ;[ S R S 12]dy
4 |pyeol K1 TB-Y] g +heyf BV fxg -y

A+ h,y3 AR 5
path-yf -y

P ] Jol [ k I J ( K L1 ]
< f + dy+ | + dy
4n |x1-y|<8 IXI +h- Y| 'X] +h- y|2 x1-y|<8 le - Yl lxl - YIZ

+
Vi r\{]xl —y|28}

hy) ALY
. !A(xl+ ,3;)_ (thz) dy (3.8)
Vim{ixl-yIZS}Hxl"l'h-}" |X1-Y{ }
olur.
k 1
[ = x d (3.9)
: |x1-£|<a(IX1+h‘Y| |X1+h-YI2J y
L [ ko, 12] iy (3.10)
rvis\ X179y - 9]
olsun.
Q1 =Vin (k] 28} G.11)

tanimlayalim. [x;-y| <& yuvarinda [x;+h-y| < |x;-y| + |h| <3/2 & oldugundan

k 1
I, = + d
1 |x1—{/|<8[lxl+h'YI %) +h-y[ ] Y

17
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k 1 ] 9k~
<

[ [ + dy = ——8% + 68
|x1+h~y|<~2§45 ‘Xl +h- Yl lX] + h—yl2 2

olur. Boylece

I <(—9—§—7—c—6+6n)6 (3.12)

o [
, =
p-yiea\ X1 -] |X1-Y|2

elde edilir.

J dy <(2nk8 +4m)8 (3.13)

€ >0 sayisin;

P Il Iel (IBM
2

6+107IJ 3 < ls (3.14)
47 2

4

saglanacak bigimde secelim. Boylece Denklem (3.8) esitsizligi

1 Pl | Aty ALy
10 (%1 -{Lif)j(x — - d 3.15
(L 1£)(x1 +h) = (Lif)( )!<28+ y” g{l mrnsf oof y (3.15)
olur.
A(Xloy)

& y1 sabitleyim. Q; boélgesinde [x)-y] 2 & saglanir, dolayisiyla [7
X1~y

fonksiyonu diizgiin siireklidir. Bir h, keyfi kiigiik sayis1 segebiliriz, 6yleki; |h| < h,

oldugundan



19

Ay +hy) A®1,Yy) < £
- (3.16)
b +h-yf -y 5 (P £ llpll] v
47

saglanir (Mikhlin, S.G., 1970).

Burada [Vj|, V; nin 6l¢iisiidiir. Béylece Denklem (3.15) esitsizligi

<eg (3.17)

(b))~ ()] <2 Z[P_HIM) Vi

olur. Burada [Q)] , Q; m 6l¢iistidiir. Denklem (3.17) esitsizligi L; operatoriiniin

stirekliligini verir.

3.2. Lemma: L, operatori kompakttir.

ispat: R=|x-y| ve R= (|X_ yl) olmak iizere
X—y

ik|x-y|
(sz)(x):=——\{' {Vy[e' ]‘Vp(y)} f(y) dy

o (ikR - 1) ™} (R Vp(y))
ared| = f(y) dy

(3.18)

olur.

A(x,y) = (kR - 1) *® (ﬁ Vp(y)) . VixV; de olgilebilir ve smurh
oldugundan (Mikhlin, S.G., 1970) L, zayif singiiler bir operatordiir. (Colton, D.,

Kress, R., 1983) dan dolay1 L, , C( Vi) tizerinde bir kompakt operatordiir.
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L3, L, zayif singiiler ¢ekirdekli operatdrlerdir, (Colton, D., Kress, R., 1983)

dan dolay1 L3 ve Ly C( V:) tizerinde kompakttir.
Tu=Lju+ Lu+ Liu+ Lsu (3]9)
tanimi ile Denklem (3.5) integral denklemi x¢S i¢in

u=(1-T)u (3.20)

olur.

3.3. Lemma: L, operatdrii ¢! (V;) tzerinde sinirhdr.

ik IN-y

Ispat: [Liff = sup [(Lif)(x)|=sup |-—— Ip(\) v, [3‘\—\—‘} Vi(y) dy

x €\, xeV;

(550

olur. Yani, H, V; nin ¢ap1 olmak iizere

P el

kH
o ay < P o H( 2 an) el

Lif| = Ppl H(—-—+1) £l (3.21)

dir.

3.4. Lemma: L, operatorii stmirhdir.

ispat: 3.3. Lemmanin adimlari tekrarlanarak

vet (A1) i G.

(95
19
12
~

oldugu goruliir.
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3.5. Lemma: L; operatérii smirhidir.

Ispat: 3.3. Lemma ve 3.4. Lemma daki adumlar tekrarlanarak

ILaf) < ;\(l\ H- “p“J e (3.23)

elde edilir.

3.6. Lemma: L, operatérii simirhdir.

Ispat: M = max k3 ) - K*

xe\i

olmak tizere bir 6nceki Lemmanin yéntemi kullanilarak

Joarl <[22 (20

oldugunu buluruz.

3.1. Teorem: Denklem (3.19) esitligi ile tanimlanan T operatorii €l (Vv;) iizerinde

simirhdir.

<At + Ll (.25)

Ispat: ¢ = sup (Tr)x)] < JLaf] + JL.r

xe\

Denklem (3.21)-Denklem (3.24) esitsizliklerinden

Co= (S ) o oo vel) + v xgel) (.26

olmak iizere
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Ire] < C ] (3.27)
elde edilir.

Yeteri kadar kiigik o] = ”EL(_’:l_ 1“ ,Mve |vp| = ”V(& _ 1) icin C <1
N Pe

p

yapilabilir ve T operatorii bir daralma operatorii olur. Dolayisiyla Denklem (3.20)

denklemi Neumann serisine agilabilir ve

g

»Tiu' =u (3:28)

j=0

elde edilir.
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4. HOMOGEN OLMAYAN BiR ORTAMDA YAYILAN ZAMAN HARMONIK
DUZLEMSEL SES DALGALARI ICIN FAR-FIELD PATTERN
FONKSIYONLARI

4.1. Problemin Ortaya Konmasi

DcR? homogen olmayan, basit irtibath bir bélge olsun. D nin 8D s, R* i
biri simrh digeri sirsiz iki bolgeye aywrsin. n ile 6D nin birim dig normalini

gosterelim.

D nin absorption (gegirgenlik) katsayisi a 2 0 olsun. D deki lokal ses hizi, c(x)
>0, x e D siirekli diferensiyellenebilir bir fonksyon olsun. x € D, pi(x) > 0, pi(x)
e C' olsun. pi(x) D nin yogunluk fonksyonu olsun. p, > 0 ve ¢, > 0 sabitleri R\ D

de sirasiyla yogunlugu ve ses hizint gostersin.

o > 0 frekans, k = w/c, dalga sayis1 olsun. u'(x) =exp ik x-a), a (|a|=1)

dogrultusunda yayilan baslangi¢ gelen dalgasi (incident wave) verilmis olsun.

K®=o(o +ia)c, . n(x)=(c/c(x))” ve A Laplasien olmak iizere;

Au, + k” U, =0, xeR’}A\B
, 4.1)
Au, + k" n(x)u; =0, xeD
Cele - Gi(Xui(x)= 0. xech
du. Ay, . (4.2)

- — =0, xeoD
on on
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olacak sekilde u.eC}RAD)NC'RND), ueCHD)NC'(D) fonksiyonlarmmn
belirlenmesi homogen olmayan bir ortamda zaman-hormonik diizlemsel ses dalgalari,

probleminin matematiksel modelidir.

x € R*\D igin ug(x) = exp (i k x-a) + u’(x) = v'(x) + u’(x) dir ve u'(x) her

X = x/|x| dogrultusunda diizgiin olarak

lim r(au —-ikusj=0, r= x| (4.3)
I—>0 or

Sommerfeld yayilma sartint saglar. Denklem (4.2) denkleminde £, = -iop. ,
Li(x) = (a-1w)pi(x) , 1= V=1 dir. pi(x) = p; = sabit olmas1 halinde Denklem (4.1)-
Denklem (4.3) sacgilim problemi, problemin ¢oziiminiin varlign ve tekligi Wemer

(Werner, P., vol.6, 1963; Wemer, P., vol.12, 1963) tarafindan gosterilmistir.
4.2. Far-Field Pattern Fonksiyonu

Au+X u=0 Helmholtz denkleminin bir temel ¢oziimii

1 ik Ix-y]

Oxy) = —— XAy (4.4)

T

dir. Eger R\D bolgesine ikinci Green teoremini uygularsak

w(x)=- | !:u ) o O(x,y) - D(x,Y) (Y)J ds(y), xe RAD  (4.5)
oD on(y)
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elde ederiz. Benzer olarak x € R\D igin

0= {|u { )ﬁy—) D(x,y) - DX Y) ai”}ds(y) xeRAD  (4.6)

elde ederiz.

Denklem (4.5) den Denklem (4.6) y1 ¢ikarirsak x € RAD igin

wi(x)=—] [ue(y) % D(x,y) - D, ) B(Y)} ds(y), xeRAD (4.7

elde edeniz.

[x| =00 i¢in agagidaki asumptotik agilimlar kullanalim (Colton, D., Kress, R.,
1992)

pey] = i~ 2xy-¢f” =Pl ’A‘y”(i?l?l]

) e

ik|x-y] ik[x] L
0 =L 0 e_lkxy-f-O(ij , lxi-—)oo
on(y) x-y| ¥ |an(y) x|

} (4.8)

olur.
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Boylece |x| »o ig¢in Denklem (4.7) sagilan dalga fonksiyonu

Spon e [ 0 _ikfy _-ikiy Ouc(y) 1
u (X)_W{H(-{)ltUC(y)F(y) € -¢ —51——:1 dS(y) +0 ]x’z (49)

elde edilir.

5 1 0 Sikgy —ik§y Oue(y)
F(x;k,a)=— [ue(y)—— e ™ - e 2222 1 dg(y) (4.10)
4n a{) on(y) on
tanimlarsak u’(x) igin
1k x; 1
u'(x) = F(R:k,a) + 0] — 4.11)
N x|

gosterihimini elde ederiz.

F(%;k,a) fonksiyonuna u'(x) = exp (ikx-a) baglangi¢ alanma karsilik gelen

sagilan alanin “far-field pattern” fonksiyonu denir.

4.1, Tanmm: o, . 1= 123.... . P farkli frekanslar. o, . i = 1.2,3........Q farkhi
dogrultular ve x € 8Q = { x : |x| = 1} olmak iizere bunlara karsihk gelen F(X:k.a)
mn verilmesi halinde 6D ve n(x) bilimneyenlerihin belirlenmesi problemine “ters

sag1lma problemi” denir.

g el (8Q) olsun.
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aJQ F(x:k, o) g_(i'_)dS(i)—Z— [ [ue(y)—én—a(—) a{) g(}) e ¥ ds(x)

- ( Jg(%) e*"‘*’ds(fc)) “(”)} ds(y) (4.12)

129

elde ederniz.

Viy:k):= (%) e*ds(R) (4.13)

aQ

tammlarsak Denklem (4.12)

[ F(x:k.a) g(\)ds(\)——-—j RRRALCALI v L(yqu(y) (4.14)
B9 4n T oD an(y)

olur.

V(y:k) fonksiyonu R? de AV + k> V = 0 Helmholtz denklemini saglar. V(y;k)
fonksiyonuna Herglotz dalga fonksiyonu (Colton, D., Kress, R., 1983) ve g ye de V

Herglotz dalga fonksiyonunun Herglotz gekirdegi denir.

a, . n = 123 ... farkll dogrultulara karsihk gelen F(x;k.a,) far-field

pattern fonksiyonlarmin kiimesini
3={Fx:kay): n=12..} (4.16)

ile gosterelim.
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Bu durumda 3 nin elemanlarim1 X nn bir fonksiyonu olarak diisiindiigiimiizde

L* (8Q) nin bir alt kiimesi olur (Royden, H.L., 1988) den

&

L7 (8Q) = span 3 & 3*

yazabiliriz. Burada 3* . 3 nin ortogonal uzayidir.

Simdi 3% i karakterize etmek i¢in agagidaki ig transmission problemini ele

alalim.

Kabul edelimki bir agikar olmayan V Herglotz wave fonksiyonu ve bir

WeC(D)NC'(D) fonksiyonu var olsun. Oyleki {V, W} ¢ifti

AV + k7 V =0, xeD

2 (4.18)
AW + k" n(x)W =0, xeD
(X)W = L.V . xedD
0 4.19
AL . xedD ( )

on on
sinir deger probleminin ¢dziimii olsun. Bu durumda Denklem (4.15)

A — . i
[ F(X:k.o) g(x)ds(x) = [ pi(y)
~ 47pe an

L

[u (v) oY) (3) ~W(y) '(”]ds(y) (4.20)

olur.

Eger Denklem (4.20) esithginin sag tarafina birinci Green oOzdesligini

uygularsak
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cor | o V) o duily)
a{) pi (y) {ul(w p W(y) - }dS(y)

= [Vpi(y) (ui (y) VW(y) - W(y) Vi, (y)) dy (4.21)
D

elde ederiz.

4.1. Sonug: Kabul edelim ki V bir Herglotz wave fonksiyonu ve WeC*(D)~C'(D)
olmak iizere {V, W} ¢ifti Denklem (4.18) ve Denklem (4.19) probleminin agikar

olmayan ¢6ziimleri olsunlar.

[Vpu(y) (1, () VW(Y)~ W(y) Vi ) dy # 0 4
D

ise, bu durumda Herglotz dalga fonksiyonunun ¢ekirdegi g, 3 ye dik (ortogonal)

olamaz.

4.2. Tamm: Kk (veya o) 6yle olsun ki Denklem (4.18) ve Denklem (4.19) probleminin
asikar olmayan ¢6ziimii mevcut olsun. Bu durumda k (veya ®) sayisina transmission

eigen deger denir.

4.1. Teorem: Kabul edeliniki

Im E:Qi (x)>0, Im CCKZ (x)< 0 (4.23)

ve WeCH(D)~CY(D) igin

Im (C_e [W(y) V&i(y) - VW() dy) 20 (4.24)
D



30

olsun. Bu durumda k (veya ®) bir transmission eigen deger degildir.

Ispat: Green teoreminden

| Vy:k)

av((y)’;‘) asty) = [WVOekf dy-i [Vorf dy @29)
cD

ve

[ 6) Werh) kil ‘(yy’)’" asty) = 66) [VWOehf dy + [WOIVE) TWG) dy

— 2 [n(y)Gi () [YW(y:k) dy (4.26)
D

yazabiliriz.

Denklem (4.25) esitliginin her 1ki tarafinin imajimer kismini alirsak

0=1Im ( [ V(y:k) 6V((y,)) ds( )] (4.27)

elde ederiz. Denklem (4.27) de Denklem (4.19) siir sartlarii kullanirsak

0=Im ( [ Ciy) Wik 22 7((1)]‘) ds(y )) (4.28)

D

elde ederiz.

Denklem (4.26) esitliginin her iki tarafinin C_e ile ¢arpip sonra iki tarafin

imajiner kismini alirsak
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W) (y)]‘ Im (CeI &) VWK dy)

Im | £, W(y:k
m(CIC(y) ; k) ——"—= o)

+Im (E lf W(y)VEi(y) VW(y) dyj»- Im (KZCC IJ) n(y)Gi(y) IW(y;k)f2 dy) (4.29)
D )

elde ederiz.

Denklem (4.28) den dolayr Denklem (4.29) un sol tarafi sifir olur. Denklem
(4.23) ve Denklem (4.24) hipotezlerinden dolayt W nin bir sabit olmasi gerektigini
buluruz. Denklem (4.18) den dolay1 bu sabit sifirdir. Boylece W =V =0 elde ederiz.

Yam, k (veya @) bir transmission eigen deger degildir.

Burada hemen belirtelim ki fizik problemlerinde karsimiza ¢ikan £, = -10p. ,

Ci(x) = (a-1w)p;(x) nicelikleri igin I, ag(x) = wap.pi(x) ve

Im Kzgc Cix)=1, {L, (a(o2 + (04)pcpi (X)J =0 dir.
Co

Bu nedenle, efer a > 0 ve WeCD)NC(D) fonksiyonu Denklem (4.24)
egitsizligini sagliyorsa k (veya w) bir transmission eigen deger olamaz. Boylece a > 0

ve WeCZ(D)mCI(_D-) Denklem (4.18) ve Denklem (4.24) i gergekliyorsa

L” (8Q) = span 3 olur.
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4.1. Lemma: F(%:k,a) , u'(x) = exp (ikx-o) ye karsihk gelen far-field pattern

fonksiyonu olsun. Bu durumda F(X;k,a) = F(-a;k,—X) olur.
Ispat: u' ye karsilik gelen far-field fonksiyonu

0 ke éu_ﬂ_)J dsty)

F(Xx:k.ot) = i [ ue(y:k.a)
4 an(y) on(y)

T &b

oldugunu Denklem (4.10) dan biliyoruz.

ux:k,a) = ui(x;k,a) +u'(x;k,a) oldugundan

F(x:k,a) = L | l:eﬂ‘"-"“ ¥ e Iy _ ity Leil‘w:, ds(y)
4n ap on(y) on(y)

+LJ u'”’(y;k,0()~——a g Y gk u(y:k o) ds(y) (4.30)
47 p on(y) on(y)

yazariz.

Green teoreminden dolayr Denklem (4.30) un sag tarafindaki ilk integral sifir

olur. Dolayisiyla,

T ekl iy .- ] ds(y)

F(x;k.a) . [lu'(y:ik.a)
4 on(y) an(y)

T &

i [ ,iu“'(y;k,a)

T (".I)

0 (v:kmt) - 'y K o) R O)

e ) st(y) (4.31)

olur. Denklem (4.31) de
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u'(x:k,-X ) = ufx:k,-x ) - u(x;k,-x ) dir. Dolayisiyla

F(x:k,a) =—417r 6{) [u‘“(y;k,a) ) u. (y;k,-X) - ue (y;k,-i)—————(y(;;’a) } ds(y)
1 . 0 s R s ., ou'(y:k,a)
— /:k’ 7;](,- - ;k’_ v A Adun A 32
- OJD{U (y:k,a) ) u”(y; k,-x) - u” (y; k,-x) ) }ds(y) (4.32)

elde ederiz.

Denklem (4.32) esitliginin sag tarafindaki ikinci integrale Green teoremini

uygularsak sifir oldugunu gdriiriiz. Bu durumda Denklem (4.32) esitligi

e (53 ) - e (ysk ) 2 )

1
F(x:k.a)=—
Reka)=7 1 an(y) an(y)

T ap

[u“(y; k.co) jI ds(y) (4.33)

halini alir. Denklem (4.33) de

u'(x:k,o) = u(x:k.a) - ui(x;k,a) dir. Dolayisiyla

ey ) - vy &) 2K @)
on(y) o)

- 1
F(x:k.a) = e | [uc(y;k,a) J ds(y)

T o

e (y: k) - g (y: ko) QLK)

) ) }ds(y) (4.34)

] R
— [ u'(v:ik.a
" {J [ (v:k.a)

olarak yazabiliriz.
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Green teoreminden dolayr Denklem (4.34) esitliginin sag tarafindaki ilk

integral sifirdir. Buradan

. 1 ; 3 . .. ou'(y:k,a)
F(xk, o) = —— kK, e (V;K,-X) - ue (v k,-X) ——=——"-= | d
(x;k, o) . (__{)[u (y;k. o) ) ue (y;k,X) - ue (y; k,-X) y) J s(y)

] ikva a ~ R ~ a ikvo
=——] [e ' ue(y; K-x) - ue(y: k. X) e™ st(y)
47 ap on(y) on(y)
- [Uc(\'i ki) et _ gtea) MeQyik %) k’—i)J ds(y)
Tl on(y) on(y)
= F(-o; k,~X)

elde ederniz.

Simdi bir diizlem dalga olan

Wi(x) = [e™* p(a)ds(a) , xeR? (4.35)
02 .

1 ele alahm. Yanm. gelen dalga bir Herglotz dalea fonksivonu olsun.
y J Ju g J Y

W’(x)z .[ui(x:k.a)g(a)ds(oz)
X2

= [ ue(xtkoa) g(a) ds(a) - [u*(x:k,a) g(a) ds(et)
a0 Q2

olur. Asagidaki tanimlamalan yvapalim.



W(x):= [ue(x:k,a) g(a) ds(at)
o0
Wi (x):= [u’(x;k,a) g(a) ds(a)
o0
Bu durumda

AW +KW=0 . xeRA\D

ve

lim I_(BW‘ —ikWs)=0 , T=[x]
r—>w or

gergeklenir. Denklem (44.] 1)1 Denklem (4.36) da yerine yazarsak

S Qkr A i
WH(x) = - [F(x;k,a) g(a) ds(a) +0 —3
é0 r

35

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

clde ederiz. Boylece W' ye karsihk gelen W* sagilma alanmim far-field pattern

fonksiyonu

[F(x:k,at) g(a) ds(o)
Nz

olur.

(4.40)

4.2. Lemma: 3 nin ortogonal timleyeninde oyle WeC*(D)~C'(RN\D),

W =W+ W" ve V Herglotz dalga fonksiyonlan vardir ki

AW + kW =0, xeR*\D
AV + k- V =0. xeD

(4.41)
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V=W , xedD
4.42
N = w , XxedD (4.42)
on  oOn
lim r ( oW -1k WSJ =0 (4.43)
I—o0 or
transmission problemini ¢ozerler.
ispat: he 3" olsun
[F(kk,a) h(k) ds(%) =0 (4.44)
o0
olur. 4.1. Lemma dan her a e i¢in
[ F(~a:k,~%) h(%) ds(X) =0 (4.45)
e
olur. Her x €9Q igin
[F(&:k,ot) h(-at) ds(a) =0 (4.46)

a0
dir. Denklem (4.46) esitliginin sol tarafi g(a) = m eL’(6Q) i¢in Wi(x) baglangig
alanma kargilik gelen W* sagilma alanmm far-field pattern fonksiyonudur. Fakat
Denklem (4.46) dan W* in far-field pattern fonksiyonu sifir olur (Colton, D., Kress,
R.. 1983. Corollary 3.9) dan R\Dde W* = 0 olur. Béylece xeR\D i¢in W = W' =

. i oW vV :
V olur. Dolayisiyla 6D iizerinde W = W' ve 081 = % gergeklenir.
1 1

4.3. Lemma: xeDi¢cina>0 ve

In (7 W Vpi(x) VW(x)) >0 (4.47)
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ise k (veya ®) Denklem (4.18) Denklem (4.19) eigendeger problemi igin bir

transmission eigen deger degildir.

Ispat: Green teoreminden

o:j(vv?v-w \) dy = | [v%-\_/a;] ds(y)

D oD

Ci(y) dW(y) | Ci(y) oW(y)
—J[ 2 W(y) - ( 2 JW() o }dS(y)

———Jp,(y)[(lﬂ )W()a‘gf”( w)W()a‘Zf]”}ds(y)

Pe oD

N . a OW(y)
=— [ pi(y) 2Im {(I-H m) W(y) ———— = }ds(y)

Pe ap

yazabiliriz.

pi(x)eC(D) ve pi(x) > 0 oldugundan

0=1Im {(m%) [ (W) ()d( )} (4.48)

olur. Green 6zdesliginden

0=1Im {(1 +i—(‘;—] I[P WOV WE) + V(0 )W VW) dy}

(12) )

f
D

Il

W(y)© dy

Im

+Im j(l +i i) pi (y) [VW(y)|" dy +1m | (1 +ii)\v(y) Vpi (y) VW(y) dy (4.49)
D ® D w
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elde ederiz. Diger taraftan

7 5\ 1 o] i
! (] i) “n(x =1 - 3 B ") |=0
m +1Co (K n(x)) ml: e (0~ +a )}
ve
m | (m%) o) PWG) dy = [ pi(y) VW) dy > 0
D

D ()]

dir.

2

K
k

=i oldugundan
®

2

. a 1 o}
Im | (1+1;) W(y)Vpily) VW(y) dy = 2 Im | x"W(y)Vp; (v) VW(y) dy
D < D :

elde ederiz. Denklem (4.47) sartindan dolayr bu integral pozitiftir. Boylece Denklem
(4.49) un sag yam pozitif terimlerin toplamidir. O halde D de V=W =0 olur. Yan,
{V,W} Denklem (4.18) Denklem (4.19) problemi igin bir eigen deger fonksiyon ¢ifti

degldir.
4.3. I¢ Transmission Problemi

a = 0 olmasi halinde asagidaki i¢ transmission problemi tanimlayalim.

AV + KV =0. xeD
) (4.50)
AW + k" n(x)W = 0. xeD

I



ikr

[
peV-pi(X)W=pe—~r— , xedD
| o (4.51)
0 o e
—(V-W)=— — , xedD
on on r
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Eger VeCY(D)C(D), WeCD)~C'(D) Denklem (4.50) Denklem (4.51)

probleminin bir ¢6zimii ise ve 6zel olarak V fonksiyonu gel’ (6Q) Herglotz

¢ekirdekli bir Herglotz dalga fonksiyonu ise Denklem (4.15) i ve Denklem (4.51)

sinir sartin1 kullanarak

(y)

[F(x:k,a) g(X) ds(X) = | [pl W) (y)———+

e! TPe 6D

N ou;
Jplm{u ) aff’ -W(y) &(]”}ds(y)

- pe V() éﬁyq ds(y)

4TCpL D
s (y)_ e™ ™ au(y) £o)
47 ap Pe . T T on
elde ederiz. Boylece
3 W) _wroy dui(y)
F {5 d = — i -W ——=7 [ ds(v
TRk ) &) S(X) = U{)p (y)[u W)= = - W } s(y)
1 o e™ e'ikr A, (\)
- ely : ds(y) 52
o a{)[u W= = 5(y) (4.52)

olur.

Denklem (4.52) esitliginin ikinci tarafindaki ikinci integrali ele alir ve u, = v’

tkxa

+u' = u(x) + e oldugunu kullamirsak



40

i 1kr exkr aue(y) v Ikowie—ikr ell\r _8_ ikay
OJD{ue(y)an . st{y)—a{)[e PN o ¢ ds(y)
-1kr -1kr aus
“fu { Mg T af}”}ds(y) (4.53)
oD

olur. Ayrica Denklem (4.53) iin ikinci tarafindaki ikinci integrale R\D de Green

teoremi uygulanirsa

-1kr -1kr N

elde ederiz. Béylece Denklem (4.52)

[F(kik,o) g(R) ds(R) = —— | pi(y)[ W) ’(” Wy )"’“ar(l”st@

0 TPe 8D
] 1koy 0 e-ikr e-ikr 0 xka\
+— Y - — ds 4.55
4n ~{){ on 1 r 8n ) ( )

olur. Denklem (4.55) esitlifinin sag tarafindaki ikinci integrale D bolgesinde Green

teoremi uygulanirsa

. -1kr -1kr )
[ !:elku_\' _a% er _ £ . é‘%e'ka_\} ds(y) = 4n (4.56)
D

“elde ederiz. Denklem (4.56) nin bu deger1 Denklem (4.55) de yerine yazilirsa

[FEk o) gR) ds(R) = Jpl(y[u W) (” \\()a’aﬁ”st(ym (457)

Q TPe oD

elde ederiz. Bu incelemelerden sonra, simdi asagidaki lemmay: verelim.
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4.4. Lemma: V, W fonksiyonlar1 Denklem (4.50) Denklem (4.51) probleminin bir
coziimii ise V ye C'(D) de bir Herglotz dalga fonksiyonu tarafindan yaklagilabilir.

Yani, Ve > 0 igin bir g.eL? (8Q) Herglotz ¢ekirdegi vardir. 6yleki

,rsz TPe D

| . —_ . 1 oW — ou;(y

| [F&:k.a) 20 ds(x)—{ I <y)[ui(y) Y Wy (’)st@)HH <e
Y 4 A on

saglanir.

Simdi Denklem (4.50) Denklem (4.51) homogen olmayan i¢ transmission

probleminin ¢6ziiminiin varhgm arastiralim.

Denklem (4.50)-Denklem (4.51) problemi;

(vl-l)‘(\/-\>v)=1\-2 [D(x)W-V][+W-V , xeD (4.58)

a eikr

on T

—:;(V—W) = x €D (4.59)

\VE
( V- 1) (peV=-pi ()W) =k [n(x)p; (x)W - p. V]- 2¥p; (x) VW(x)

“WEp,(x)-p V()W . xeD  (4.60)

’ elkr .
pe\/——pj(x)\\‘ = pPe n , xecD (4.61)

problemine denktir.

] coshx-y

G(x.v) = — +g(xX.V) D bolgesinde Vo] icin  Green

4n X-V

fonksivonu olsun (Copson. E.T., 1975). Green teoreminden,



oG
L GO (V2 1) (V- pi W) ay - - (peV-pi9w) 0. g

| N2 o (W) (6 Ve . OG(xy)
+mjsg[6(x’} P (pe\/ p1(>)W) (peV pl(y)W) () st(y) (4.62)

yazabiliriz. e—~0 igin

f (x,y)———) (e VO - p; ()W(y)) ds(y) = 0
B,

Ve

OG(x.y

~lim f (p V(y)-p; ())W(y))

:—)()

) dsty) = p Vi) -y (W)
elde edilir. Boylece Denklem (4.62)
PeVix)= Py (IW() =] G y)( ¥ ~1)(p Viy) - py (y) W) dy

+1 (Pe V) -0y (y)\\f(y))—-—f(y’—)’l as)  (4.63)

bulunur.

Denklem (4.63) esitliginde Denklem (4.60) ve Denklem (4.61) esitliklerini

kullamirsak

Pe V) -p; (IWE) = [ G(x.3) {3 [n(y)p, (5IW () - pe V)] 2V, ) TWy)

3 , eikr “G X,V
PO p V)P W0} ay . £ SN g
3] !

(4.64)

elde ederiz.
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Simdi N(x,y) D bolgesinde V> -1 i¢in Neumann fonksiyonu olsun.

bolgesinde N(x,y) ve ( V(x) —W(x)) fonksiyonlarina Green teoremini uygularsak

2 15}
N, y)WV--1]{V-W dv= [ N(x,y)———|V(y)- W ds(y
LN y(v2-1] (V- W) dy I NG S V) - W) )

. ON(x,y) )
- W) |- 1) - W _ Y 6
[Vy) - Wy)]-[Vy) - W(y)] ) }ds(y) (4.65)

+ | {N(x,)’)

B,

on(y)

elde ederiz.

lim [ N(x.y)
e=0 ap3 on(y)

(Vy) - W(y)) ds@) = 0

) ON(X
~lim [(V(y)- W(y) ¥

£ o, an(y) ds(y) = V(x) - W(x)

buluruz. Dolayistyla Denklem (4.65) esitliginden €0 igin
2
V() - W) = INGy) V2 1) (V) - W) dy
D

o
- [ N(x.y
D (\\)8"()')

[V - W] ds(y) (4.66)

elde edilir.
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D

Denklem (4.66) esitlifiinde Denklem (4.58) ve Denklem (4.59) esitliklerini

kullanirsak



a3 e
V(x)-W(x)=~] 1 N(x,y) ds(y)
D T

* I NGy {2 [n)We) - VoI W)= V) dy

elde ederniz.

ikr

L - 0 €
d1(x):= (QEJN(X’))_—&(y) — ds(y)

. oG(x,y) e
¢2(x)-“0{) an(y) Pe . ds(y)

olsum.

Simdi K : C'(D)> C(D) , i=1,2, 3,4 operatorlerini

(KiV)(x):= —LJ)N(x,y) (k> +1) V(y) dy

(KaW)(x):= [N(x,y) (k*n(y) +1) W(y) dy
D

(KaV)(x):= = [ G(x.y) pe (k* +1) V(y) dy
D

(KaW)(x):= [G0xy) {0000, ) - Vopu(3) + pi () W()

D
“2Vpi () TWE) | dy

tanumlayalim.

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)
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K, (i=1,2, 3,4) operatérleri Green ve Neumann fonksiyon g¢ekirdekli

kompakt operatorlerdir (Mikhlin. S.G.; 1970). ¢; ve ¢, lerde D de verilmig sadece

sinir verilerine bagl fonksiyonlardir.
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Bdoylece Denklem (4.66) ve Denklem (4.64) denklemleri, sirasiyla

V-W
PeV-pi(x)W

KiV+KoW+ ¢, } (4.74)

KiV+KsW+ 62

I

olur. Denklem (4.74)" ii matris formunda yazarsak
1 -1\(V Ky Ky) [V W]
= + (4.75)
pe  pPi(x)) \W K3 K4/ \W. 92

A= , K = , @ = (4.76)
pe  Pi(x) K3 Ky ¢>

Bu durumda Denklem (4.75) matris denklemi

A = K + @ (4.77)
W W

bigimini alir,

® =0 olmast x = k, p. = €., pi(x) = §i(x) i¢in Denklem (4.18)-Denklem
(4.19) homogen transmission eigen deger problemine karsilik gelir. Bu yiizden k
(veya ) bir transmission eigen defer degil ise Denklem (4.77) esitliginin bir tek

¢Ozimi vardir.

Yukaridaki incelemelerden sonra sonucu su teoremle verelim.
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4.2. Teorem : Kabul edelimki xe D i¢in p. # pi(x) ve k (veya ©) bir transmission

eigen deger olmasin. Bu durumda Denklem (4.50)-Denklem (4.51) i¢ transmission

probleminin bir tek V,We C(D)C'(D) ¢oziimii vardir.

ORNEK: D = { xeR?>: |x| <1} olsun. Bu durumda x? n(x) = k* -P(x) bigiminde
yazilabiliyor ve r = |x| olmak iizere
(), , £'(0° £'(r)

2 -—— 2K cotKT
f(r) f(r)- f(r)

P(x) =~

olacak sekilde bir f fonksiyonu ile birlikte a, bir sabit olmak iizere

SINKT

W(x)=a, m

fonksivonu xeD icin AW + x° n(x) W = 0 denklemini saglar. Ayrica bo bir sabit
Y ¢

olmak iizere

V(x) = b, sin kr

fonksiyonuda R\D de AV + k? V = 0 denklemini saglar.
Eger . pi(x) = p(Ix]) ve

sink .
-pi(l . SInK
pi(l) ) P
. ' . =0
COSK sink_ f'(1)sink

K a 2
f(1y- (1 f(1)°

det
k cosk -sink

1se



sin .
—o pi(l)?(%+bo Pe sink =0
f

(K cosrj _ K, f (I)Slanj+bo (k cosk-sink) =0
f(1)°  f(D) f(1)

Py

denklem sisteminin bir tek ¢oziimii olur.
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(4.77.2)

Eger (a, , b,) sabitler1 Denklem (4.77.5) sisteminin bir ¢oziimii olacak gekilde

secilirse

{W(x), V(x)} fonksiyon gifti

AV + K>V =0, xeR*\D

AW + kn(x)W =0 , xeD

peV - p ([x[)W =0 , xedD

oV(x)  OW(x) _ 0 . xedD
on on

transmission problemini ¢ozerler.

—pi(1) Sf”‘l" p.sink
(1) #z0

det o ' .
i cosu: _ sink . f (I)STK K cosk - sink
(- () f(1)-

1se

sink : o+
—a, p,-(])f—(])—+bo Pe SINK = pg e

(K COSK SINK
f(1)> (1) f(1)*

denklem sisteminin bir tek ¢6ziimii olur. (a,

'

£ (])smK) +b, (K cosk - sink) = (ik - 1) ¢

(4.77.b)

b,) sabitleri Denklem (4.77.b)

sisteminin bir ¢6ziimii olacak sekilde segilirse {W(x), V(x)} fonksiyon ¢ifti
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AV + k2 V =0 ., xeR*\D
AW + x?n(x)W =0, xeD
ikr
© x €D

k4

pc‘V - Pi (IXI)W = Pe r

ikr
a\(;(lx) ] 6\7(;’:() _ %E_ ., xedD
r

i¢ transmission problemini ¢ozerler.

4.4. integral Denklem Metodu

Bu kesimde Denklem (4.50)-Denklem (4.51) ile ifade edilen i¢ transmission

problemini bir integral denkleme indirgeyip, bu integral denklemin ¢oziimiinii
aragtiracagiz.

W, Denklem (4.50)-Denklem (4.51) probleminin bir ¢6ziimii olsun. D

bolgesine Green teoremini uygulayalim.

, SW(y) oP(x,y)
k2 [d(x.y) (1-n(y)) W(y)dy = | | D(x,y)——22 - W(y)—22 1d
1,() (x.y) (1-n(y)) W(y) dy E{){ (xy)— (y) ) ] s(y)
Sy OW(Y) 0(x,y)
+6IJ3‘;[§(>~,Y) P W(y) on(y) }dS(Y) (4.78)

olur.

NN/ 7
lim | O(x,y) 0“81?) ds(y)=0

£—0 6B8

veE
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odb(x,y)
im, [W) 20 45) = W)
oldugundan,
Wi
W<x)=1{<b<x,y> O (y)aCD("’”st@)— 2 [ax,y) (1-n(y)) W) dy (4.79)
elde edenz.

Denklem (4.51) sinir sartlarini kullanirsak,

oW(y) _ oD(X,y)
[Cb(x,y) ™ W(y) an(y) }d s(y)

0 eikrj Pe ( el ] oP(x,y)
= O(x,y)——| V(y)- - V(y) - 2 d 4.80
I{ (x,y) - (y)( ¥)-= o ) =) " anty) s(y)  (4.80)

Boylece bir goeL? (0€2) 1¢in Denklem (4.80) in sag yam sadece x’ in bir

fonksiyonudur, buna W, diyelim.

oW(y) oD(x,y) ,
{) [Cb(x,y) n W(y) an(y) }ds(y) W, (x) (4.81)

D de AW, + K W,=0 olur.

Simdi Denklem (4.79) integral denklemini bir operatér denklemle ifade

edebiliriz, soyleki;

m(x) = 1 - n(x) (4.82)
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olsun.
T : LXD) — L*D) ye

(T W)(x):= If)@(XJ)(l —n(y)) W(y) dy . (4.83)

ile tamimlarsak Denklem (4.79) denklemi,

W=W,-k*TW (4.84)

olur.

4.3. Teorem: (1+k>T)™! operatérii L(D) iizerinde vardir ve her k > 0 degeri icin

stnirh lineer operatordiir.
ispat: Bu teoremin ispatim1 Colton ve Monk (Colton, D., Monk, P., 1988) vermistir.

Ayrica T bir daralma (contraction) operatérdiir (Colton, D., 1988). Boylece

agagidaki teoremi verebiliriz.

4.4. Teorem: W(x), Denklem (4.50)-Denklem (4.51) probleminin bir ¢oziimii ve
W (x) , g.eL? (8Q) ya karsgthk gelen Denklem (4.81) ile verilmis fonksiyon olsun.

Bu durumda Denklem (4.84) integral denkleminin C'(D) de bir tek ¢oziimii vardir.
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