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F operatoriiniin adjointi

L’(Q) da tanimlanan norm

u fonksiyonunun kompleks eslenigi

Landau sembolleri

Laplace operatorii

Gradient

g cekirdekli Herglotz dalga fonksiyonu



1.GIRIS

Direkt ve ters sagilma problemi bir ¢ok matematik¢i ve fizik¢i tarafindan ¢alisilmistir
Ters sagilma probleminin ¢6ziimiiniin tekligindeki ilk sonuglar: Schiffer (1) vermistir
ve son zamanlarda Nachman (2), Novicov (3) ve Ramm (4) tarafindan ele alinmustir.
Devanev (5) ve Langenberg (6) ters problemin birinci ¢esit bir lineer integral
denklem problemine indirgenmesiyle elde edilen lineerize probleme caligmiglar,
Imbriale ve Mittra (7) lineerlestirilmemis ters sagilma problemini ilk olarak ele
almiglardir. Bu matematikgilerin metodlar1 verilen stabilizasyon sonuglarina, analitik

devama baghdir. 1980°lerin u, uzak alan verisi hakkindaki bilgiden faydalanilarak

0D nin belirlenmesi problemi olan{akustik ters engel problemi Angell, Colton ve
Kirsch (8,9), Kristensson ve Vogel (10), Tobocman (11), Murch Tan ve Well (12),
Onishi, Ohura ve Kabayashi (13) ve Wang ve Chen (14) ve daha bir ¢cok matematikgi
tarafindan ele almmistir. Bu aragtirmacilar ters engel problemini tekrar formiile
etmek i¢cin Green formiiliini veya integral denklemlerini kullanmiglardir. Ters engel
problemini Kirsch ve Kress (15,16) ve Colton ve Monk (17,18) matematikgiler lineer
iyi kurulmamis (ill posed) ve lineer olmayan iyi kﬁrulmus (well posed) kisimlarina
ayirmislardir. Bu problemi teoriksel ve niimeriksel olarak analiz etmisler ve
tanitmuslardir. Kirsch ve Kress’in ¢alismasinda, £*, I’ mn iginde —A min Dirichlet
6zdegeri olmamak sart1 ile D sagilan engel hakkinda bir sey bilmeksizin, I" ylizeyi

D nin i¢ine yerlestirilebilmektedir. Belirli £ dalga sayis1 ve belirli d olay yonii i¢in

bilinmeyen ¢ € I>(T") yogunluklu bir single-layer potansiyel gibi

v (x) = jco(y)@(x,y)ds(y) [1.1]

r

u’ sagilan alan gosterilmeye galigilmistir ve bu durumda #_ uzak alan modeli

()= je““"’%xy)ds(y) . $eQ [1.2]

r



gosterimine sahip oldugu gosterilmistir. ¢ yogunlugu u, uzak alan modeli
verildiginde [1.2] birinci ¢esit iyl kurulmamus (ill posed) integral denklemi ¢oziilerek

bulunur. Bilinmeyen 8D , 8D yiizeyi lizerinde verilen

u(x) =™ +u* (x)

u(x)=0 , OD lizerinde

sartlarini kabul ederek ve [1.1] denklemini kullanarak belirlenir. Ters engel
problemin ¢dziimii i¢in Colton ve Monk’un sundugu metod ise lineer fonksiyoneli,
olay alamin keyfi yonlerfine gore, uzak alan modellerinin kiimesi {izerindeki
degerlerle tarif ederek belirlemeye caligilir. Orijini igine alan sagilan engelin
bilinmedigini, biitin x,d € Q i¢in u_ uzak alanin verildigini kabul edip, belirli %

ve p tam sayisi igin

1 - n
prrT Yp(x) , xeQ [1.3]

juw (& d)gd)ds(d) =

Q

denklemini saglayan bir gel*(Q) fonksiyonu belirlenir.Burada Y, , p.

mertebeden kiiresel harmoniktir. Sonra v Herglotz dalga fonksiyonu

v(x) = je”“‘d g(d)ds(d) , xelR’ [1.4]

ile tanimlanir ise v fonksiyonu

v(x)=-hP(k|x)Y, (%) , %edD [1.5]



ile gosterilebilir. Burada hS), p- mertebeden birinci ¢esit kiiresel Hankel

fonksiyonudur ve fczl—x—l dir. Ters sagilma problemin ¢o6ziimii [1.5] denlemini
x

saglanarak 0D bulunmasiyla saglanir.
Anar ve Celebi (19) engel bélgede yogunlugu ve dalga sayisinin konuma bagh
olmas1 hainde, bir sa¢ilma problemini incelemislerdir.

Ters ortam problemi; u, uzak alan modelinin bilinmesi ve

Au(x)+E*n(x)u(x)=0 , xelR’

u(x) =™ +u' (x)

limr(au - ikus) =0
r—>w or

denklemleri kullanilarak #» kirilma indeksinin bulunmasi problemidir. Ters ortam

probleminin ¢éziimiinde iki metod 6nerilmektedir. ilk metod

u(x) =4 -k j@(x,y)m(yw(y)dy . xel® [1.6]
R
denkleminden
k? "
uw(fc;d)=—z— Ie'm‘ym(y)u(y)dy , xeQ [1.7]
Vs

Jis

denklemine sahip olmamiza ve sonra [1.6] denkleminden [1.7] kisitlamasi saglanarak
u ve m ¢Oziimiiniin aragtirilmasina baghdir. Bu yaklasgimin gesitli sekilleri Johson
ve Tracy (20), Kleinman ve van den Berg (21), Wang ve Chew (22), Weston (23)
matematikgeiler tarafindan kullanilmistir. Akustik ters ortam probleminin ¢6ziimii igin

ikinci metod Colton ve Monk tarafindan verilmistir. (24,25) referanslarinda ki bu



metod da, [1.3] denklemini saglayan bir g fonksiyonu belirlenir. [1.4] ile tammlanan

v Herglotz dalga fonksiyonu insa edilir. Ters ortam problemin ¢dziimii

W(x) = v(x) ~ k? j'cb(x,y)m(y)w(y)dy xR

IR

w Lippmann-Schwinger denklemi ve m ¢bziimii aranarak bulunur 8yleki |x|=a

icin m ve w,

e f O e, yym(yyw(y)dy = KO (k [, (£)

IR
kisitlamasint saglar. Burada a merkezi orijinde olan ve m nin destegini iginde
bulunduran B yuvarinin yaricapidir.

Biz bu c¢alismada ele aldifimiz problem de emilgen bolgenin yogunlugu

p(x)e C'(IR%) ve Vp #0 olarak aldipimuiz da

Au(x) + k*n(x)u(x) = —l—Vp(x)Vu(x) , =xelR’
p(x)

u(x) = e*** +u’(x) , xelR’

limr(au —iku“j=0 . her dogrultuda

or

formunu alir.
Bu ¢aligma , 1. Bolimii Girig olmak iizere dort boliimden olusmaktadir. 2. Boliimde
direkt ve ters sagilma problemiyle ilgili temel tamumlar ve teoremler verilmistir. 3. ve

4. Boliimler tamamen 6zgiin ve orijinal sonuglar: kapsamaktadir.



3. Bélimde homojen olmayan bir ortamda yayilan dalgalar igin uzak alan
operatSriiniin 6zdegerleri ve normalleri arastirilmigtir. Ayrica sagilan operatoriin
birim operatér oldugu gosterilmistir.

4. B6liimde homojen olmayan bir ortamda yayilan akustik dalgalar i¢in ters sa¢ilma
probleminin ¢6ziimii arastirilmis ve uzak alan operatoriiniin baz: sartlar altinda bire
bir oldugu gosterilmistir. Yukaridaki probleme karsilhik gelen, uzak alan
operatoriiniin bire bir ve gdriintii kiimesinin yogun olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Teorem 4.4 de verilmistir.



2. KULLANILAN TANIMLAR , TEOREMLER VE TERS PROBLEM
2.1. Tanimlar

Tamm 2.1.1

¢ : IR — IR (veya C) bir fonksiyon olsun. K = {x € IR : ¢(x) # 0} olmak iizere X,

¢ 'nin destegi denir.
Tanmm 2.1.2

X bir normlu uzay ve 7: X — X lineer bir operatér olsun.Eger T = A¢ ola-
cak gekilde bir pe X, ¢ #0 varsa A, T ’nin 6zdegeri ¢ de T ’nin 6zfonksiyonu
denir./ birim operator olmak iizere, eger (4 [ ~T ) nin (11 ~T)"' tersi var ve siurh
ise A kompleks sayist 7T nin regiler degeri olarak isimlendirilir. 7 nin biitiin
regiiler degerlerinin kiimesine p(T) resolvent kiime denir ve R(4;T):=(11-T)"

ye resolvent operatdr denir. o(7T) = C\ p(T') kiimesine 7' operatoriiniin spektrumu

denir.
Tamm 2.1.3
A X 5 ou 1 . .
Her x = ﬂ dogrultuda Fan iku=0—-} , r= lx] — oo kosulu saglaniyor ise
b r r

u ya Sommerfeld yayilma sartimi sagliyor denir.Eger wu, u(x)=0(|—£|] ,
X

|xl —> o0 sartim sagliyor ise u# ya  Sommerfeld siurlilik (finiteness) sartim

sagliyor denir.



Tarmm 2.1.4

£6eQ icin uzak alan modeli u_ (fc;é) ve Q birim kiire olmak {izere

F:(Q) — L*(Q) bir operatdr olsun. O zaman

Fg(%) = juw(x;é) g@ds(@) , %eQ icin

Q

integral operatdriine uzak alan operat6rii denir.Burada ] olay diizlem dalganin

yonii , x gozlemlenen dalganin yoniidiir.

Tamm 2.1.5

D, C* sinifindan sinirsiz bir bolgenin agik timleyeni olsun. ¢ integrallenebilir

fonksiyonu igin

u(x) = J-qo( O, )ds(y) , xelR’\aD

oD

Ve

v(x) = -‘-(0( ) a((d)}) ds(y) , xelR*\aD

integrallerine sirasiyla ¢ yogunluklu akustik single layer ve akustik double layer

zqu 5

] -

potansiyeller denir.Burada ®(x,y)=— , (x=#y) dir.




Tanim 2.1.6

Q birim kiire olmak lizere F:IX(Q) - [}(Q) bir operatér olsun.

N(F):= {qo el’*(Q): F o= 0} uzayma F nin sifir uzay: denir.

Tamim 2.1.7

X ve Y birer normlu uzay olsun.Bu durumda 4:X —7Y lineer operatdrii X in
her sinirl: kiimesini Y nin bir géreceli (relatively) kompakt kiimesine doniigtiiriiyorsa
A déniisimiine kompaktir denir (38).

2.2. Teoremler

Teorem 2.2.1

X normlu bir uzay olsun. 7:X — X kompakt lineer operatdriin 6zdegerlerinin

kiimesi sayilabilirdir (39).
Teorem 2.2.2

D, C* smifindan siurl bir bolge ve v , D nin disina dogru yonlendirilmis D nin
sinirindaki  birim normal vektér olsun. ueC 2(D)r\C(E) fonksiyonunun sinir
tizerindeki normal tiirevi,

E33{—(x) = lim v(x)Vu(x - hv(x)) , xedD
ov h—0*

olmak tizerée u(x) , xe D igin,



u(x) = Hg%(ymx,y)—u(y)aa (x (’;})}d )~ j {Bu(y) + Eu()}0(x, y)dy

Green formiiliine veya Helmholtz g§sterilimine sahiptir (33).Burada

1 e”‘?—‘“)’l
(D(xa y) =-

47Z'H X7V

Helmholtz denkleminin bir ¢6ziimiidiir ve hacim integrali genellestirilmis integral
anlamindadir.

Teorem 2.2.3

Helmbholtz denkleminin yayilan her u ¢6ziimii, her x = * dogrultusunda

E
“"‘)ze{:{ o)) o o

asimtotik davranigina sahiptir.Burada u,_,, € Dbirim kiiresi {izerinde tanimlanmig

# nun uzak alan modelidir ve

—lkxy -
um(i)=$&!‘{ u(y) e( )-—%(y)e""‘”}dS(y) ., xeQ

formundadir (33).

Teorem 2.2.4

u, (X; é) , olay diizlem dalganin 2 dogrultusuna ve gozlemlenen dalganin x

dogrultusuna karsilik gelen uzak alan modeli olsun.Bu durumda , her x, 0ecQ icin
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u, (%0) =u,(~0;~%)

denklemi saglanir (33).

Teorem 2.2.5

Eger ueC*(IR%),

Au(x)+ E*nlx)u(x)=0 , xelR® (i)
u=u"+u’ (ii)
limr(au - ikuxj =0 (iii)
r-»wo or .

probleminin bir ¢6ziimii ise 0 zaman u

u(x)=u'(x)-k* j@(x, ymu(y)dy , xelR’

IR}

Lippmann-Schwinger integral denklemini saglar.Karsit olarak eger u e C’(IR%)
Lippmann-Schwinger denkleminin bir ¢6ziimii ise bu durumda u € C*(IR?), (i)-(iii)
probleminin ¢éziimiidiir.Burada ne C*(IR’) kirilma indeksi, m:=1-n ve k>0

dalga sayisidir (33).
Lemma (Rellich) 2.2.6

Kabul edelim ki D smrli bolgesi bir sinirsiz bélgenin agik tiimleyeni ve

ueC (IR’ \ D)
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lim j lu(x)|"ds =0

[x]=r

ifadesini saglayan Helmholtz denkleminin bir ¢6ziimii olsun.O zaman IR’ \D da

u=0 olur(33).

Teorem 2.2 7

D simrl bolgesi bir sinirsiz bélgenin agik tiimleyeni ve u € C* (IR’ \B) Helmbholtz

denkleminin yayilan bir ¢6ziimii olsun.Ayrica /R’ \D bolgesinde u nun uzak alan

modeli 6zdes olarak sifir olsun.Bu durumda /R’ \ D’da u=0 olur (33).

Lemma 2.2.8

g € I*(Q) fonksiyonu verilsin.

Vi(x) = j e“dg(d)ds(d) , =xelR’

Q

olay dalgasi i¢in sagilma probleminin ¢6ziimii

V(x) = jus(x;d)g(d)ds(d) , xelR’\D

Q

ile verilir ve v*’nin uzak alan modeli de

v (X)= Iuw(i;d)g(d)ds(d) , xeQ

Q
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olur.(33)

Teorem 2.2.9
T: X —Y birsinirl lineer operatér ve 7" , T nin adjointi olsun.Bu durumda 7

TX)'=N{T") ve T(X)=NT")*
denklemlerini saglar (33).

Teorem 2.2.10

G, IR’ debirbdlge ve ueC*(G) ve G de Au+k*n(x)u=0 denkleminin

bir ¢6ziimii olsun. »n e Cz((_?) dir ve u, x,€G nin bir komgulugunda sifira esit

olsun.Bu durumda u, G de 6zdes olarak sifirdir (33).

2.3.Homojen Olmayan Ortamda Yayilan Akustik Dalgalar Icin Ters Sacilma

Problemi

Kompakt destekli homojen olmayan ortamdan gegen akustik zaman harmonik

diizlem dalganin yayilmasini ele alalim. c(x) sesin lokal hizi , y(x)=0 , xe IR’
emilgenlik olarak tanimlansin. » = ]x] 2a i¢in y(x)=0 ve c(x)=c¢c, sabit olarak

kabul edelim.Bu durumda w olay dalganin frekansi, &, |¢|=1 yayimanin yéni ,

k=2 dalga sayisi ve
Co

n(x)-——(%) +i%

kinlma indeksidir. # kompleks degerli bir fonksiyondur ve Ren(x)>0 ve

Imn(x) >0 dir. Au+k*n(x)u=0 denklemi IR* {in her serbest kaynak bolgesinde



13

cle almabilir. |x|>a i¢in n(x)=1 dir.Bu demektir ki {x eIR: n(x)# 1} homojen
olmayan ortam, a yaricapli K(0,a)= {y eIR’: [ y[ <a} yuvarin iginde yer alsin
k[0,a]= {ye IR : |y Sa} olmak tizere kaynagmn K[0,a] yuvarmin disinda yer
aldigim kabul edelim.Bu kaynak K[0,a] da Au'+k’s' =0 saglanacak sekilde u'

olay alan olarak ele alinir saglar.Bu bilgi altinda #’, ya bir nokta kaynaktir veya

) ik]x—z|
diizlem dalgadir yani; |z|>a ile z de bir kaynak i¢in u'(x)=——

veya
e

O e IR® birim vektsri igin u'(x) =e“* olur.Her iki durumda da u', K [0,a] da
Ay’ +k*u' =0 denkleminin bir ¢oziimiidiir.Birinci kisim igin huz1 ¢, olan kaynaktan

ileriye dogru hareket eden ' bir kiiresel dalga olarak tarif edilir.Ikinci kisimda. u',

¢, hizh 6 yonitinde hareket eden bir diizlem dalgadir.

n kirilma indeksi ile tarif edilen ortamda olay alan tedirgin edilirse bir #° sagilan
dalga meydana gelir.Toplam alan , kaynagin disinda u=u' +u’, Au+k*nu=0
Helmholtz denklemini saglar. Ayrica sagilan alan , ortamdan ¢ok uzakta kiiresel
dalga gibi davrandig1 diigiiniiliir. Bu, asagidaki yayilma sarti ile tarif edilebilir.
Yayilma sartt her dogrultuda’

s

ou (x)—ikus(x)=0(%) , r=ldo0 , I==eS?
or r :

saglanmasidir.Burada S* ile /R® de birim kiire yiizeyi tanimlanmaktadir.Simdi

direkt sagilma probleminin tam tamumi verilebilir. k>0 dalga sayisi |x| >a i¢in

n(x)=1 ile n=n(x) kirilma indeksi olsun. #' olay alan verilsin.Direkt problem
toplam # alanini bulmak demektir. ¥ IR® de kaynak bolgenin disinda , sagilan alan
u* =u—u' yayilma sartin1 saglamak iizere Helmholtz denklemini saglar.

Ters problemde farkli & dalga sayilan ve/veya farkli ' dalgalan i¢in K(0;a) mn

disinda # alaminin 6lgiilmesinden » kirilma indeksi belirlenmeye galigilir.
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3. HOMOJEN OLMAYAN BiR ORTAMDA YAYILAN AKUSTIiK
DALGALAR ICIN UZAK ALAN OPERATORU

Homojen olmayan B c IR’ ortamindan gegen akustik zaman harmonik diizlem

dalganin yayilmasini ele alalim.Burada B = {x eIR’: n(x)# 1}, m:=1—n nin
kompakt destegidir Kinlma indeksi #n e C'(JR*) kompleks degerli ve Im#n >0

olsun. £ >0 yayilan dalganin sayis1 ve w dalganin frekansi olmak tizere olay dalga,
Ul(x,t) :ei(kx.a—wl) [3,1]

ile verilsinBurada x e IR’ olup a € IR® vektorii Qa| =1) olay dalganin yoniidir.
B nin yogunlugu p = p(x) olsun.Kabul edelimki Vp#0 olsun.O zaman toplam

alan U(x,t) =u(x)e™ ifadesindeki u genligi,

Au(x) + k> n(x)u(x) = LVp(x)Vu(x) , xelR’ [3.2]
p(x)
u(x) = e*** +u*(x) , xelR? [3.3]
. ou' .
hmr(— ~iku j =0 . H=r [3.4]
F—o0 or

probleminin ¢oziimiidiir. #°(x) sagilan dalgayr gosterir. [3.2]-[3.4] den

u®(x) =u*(x;) sacilan alanin asimtotik davramis1 #'(x) = e™* olay dalgaya gore,
eik]x[ 1

u* (%;,0) = U, (%) + 0| — , x| = oo [3.5]
1+ Jx]

formundadir ve burada x = ﬁ dir. Simdi [3.5]in dogrulugunu gosterelim;
x
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u®, IR°\Q, de Helmholtz denkleminin yayilan ¢éziimii oldugundan

s = ou” —y° M 3
u’(x) J‘ {60 , 300 }a’s(y) , xelR°\Q,

oQy

ik]x] ae—rlcx .y 1 ou’ eik[x| —ilk.y
-Jlotae G- ot daf

eﬂﬂ 1 ﬂ&y ﬂhy
- lis H o o (y)}ds(y)w[l J, =

denklemi elde edilir. Q, , B yi i¢ine alan agik yuvar ve 0Q,, Q, nin siuridir. v,

0Q, nin birim dig normalidir.u_ , u" sagilan alanin uzak alan modelidir ve

. _L de -ik.a ~ _[kx.agz:{: )
um(x,a)—47[ J{ (a) B0@) ™ (a)}ds(a) , xeQ [3.6]

oy

formiilii ile verebiliriz.Eger Q y1 IR’ de birim kiire olarak tanimlarsak, o zaman

g€ [*(Q) olmak iizere,

v(x) = j e™ 4 g(d) ds(d) [3.7]

Q

ile tanimlanan v(x) fonksiyonu,

Au+k*u=0 [3.8]
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Helmholtz denkleminin herhangi bir ¢6ziimiidiir.Bu ¢oziime g ¢ekirdekli Herglotz

dalga fonksfyonu denir. [3.8] in [3.4] ii saglayan ¢Oziimlerine yayilan ¢6ziim denir.

Bu tiir ¢6ziimler [3.5] asimtotik davranigina sahiptir .

Lemma 3.1

v ,w' e C'(IR’\Q,) sagilan iki daléa olsun.v, ve w,_ sirasiyla v’ ,w’ ye karsi

gelen uzak alan modelleri olsun. v’ ve w’ Helmholtz denkleminin yayilan

¢oziimleri olsun.O zaman v* ve w'

j {v" Y —E&) }ds = —2ik va wds [3.9]
ov ov

a0 Q

denklemini saglar.

Ispat

[3.9] denkleminin sol tarafindaki integralin degeri, 02, yerine yeterince biiyiik Qs
yi igine alan , R yarigapli, merkezi orijinde olan bir kiire i¢in de ayn1 olur. Yani;

Q, ={xe]R3 : o= R} , Dy = {xe IR : |« <R} , v, w' e C'IR\Q,)
Helmholtz denkleminin yayilan ¢éziimleri oldugu igin  Av* +£*v* =0 ve

AwW® +k’w* =0 saglanir. D, \ Q, bolgesine Green teoremini uygularsak,
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olur.Boéylece

LW v’ oW — v
J‘{v 50 30 }ds(x)-— !{ —50——w 30 }ds(x) [3.10]

0Q, Qg

zk!x[ . k) x|
elde edilir. v'(x) = l | —v (%) + 0{] 11 ] , wW(x)=—w_(%a)+ 0[[_1]7]
X X X

ifadelerini, [3.10] denkleminin sag yaninda yerine koyarsak,

J y W ds(x) = _[ —%vm(i-a)m+0 —13— ()
ov ov & B i

2z 7w

=-2ik .Iv X )w, (%, a)sm(odgpd9+0(| IJ

00

= ik I v, (£0)w, (£;)ds(x) + ({l J ;e

=-2ik J. vw(fc;a)mds(x)

Q

elde edilir.
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Lemma 3.2

v € C'(IR’\Q,) Helmholtz denkleminin bir yayilan ¢8ziimii olsun. v* nin uzak

alan modeli v_olsun. w; , & ¢ekirdekli Herglotz dalga fonksiyonu olsun.O zaman,

J-v“a—w—)"-—;;jav ds=47zJ.vwzds [3.11]
ov ov

denklemi saglanir.

Ispat

v* sagilan alana karsilik gelen v_ uzak alan modelinin integral gosteriliminin

—ik%.y
- kR,
—e Y

oe
0

ov .
o0) 20 (y)}dé‘(y) , XeQ

n() = j {v W)
P29}

b

oldugunu biliyoruz.

w; (x) = j ™4 p(d) ds(d)

Q

oldugundan

ey N oiked Ty ow, (x) _ e s
w,(x) = Je h(d) ds(d) , B0() = jau(x) h(d) ds(d) [3.12]

Q Q

[3.12] deki esitlikleri kullanirsak,
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. 67 — v . Bed ——
j{v (x) av:}) (x) — w;, (x) 50 (x)}ds(x)= I {v (x) J‘ae (x)h(d) ds(d)

1))
aQ, , Q

- fe"”“ﬂiz"(d“)ds(d)@”i(x)}ds(x)
2 ov

P 5 e~ —iked OV
= 5‘- h(d)ad“ {v (x) 200) —e ™ (x)}ds(x) ds(d)

=4 va (d) A(d) ds(d)

Q

elde edilir.

Simdi u_ uzak alan modeline gére F uzak alan operatoriinii.

F: Q- I(Q) , (Fg)X)= ‘[uw(i;d)g(d)ds(d) {3.13]

ile tanimlayalim.Burada F operatérii L*(Q2) da kompakt operatordiir (33).Uzak

alan operatorii ile Herglotz dalga fonksiyonu arasindaki iligkiyi asagidaki teoremle

veriyoruz.

Teorem 3.3

i

v, ,v, cekirdekleri sirasiyla g,he L*(€Q) olan Herglotz dalga fonksiyonlar:

olsunlar. v ,v, [3.2]-[3.4] iin ¢bziimleri olsunlar. el v, ve v, yagire

i

v, Ve v, ile yerdegistirsin.O zaman
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k? “Im n(x)w, (x)v, (x)dx = 27(Fg,h)—ik(Fg, Fh) - 27(g, FF)

- j' VP b, (Y, -, G, (o
[3.14]
elde edilir.Burada (.,.), [I*(Q) daic ¢arpimdir.
Ispat

v, ve v, , v, ve v, ya gore sacilan alanlar1 tanimlasinlar.Uzak alan modelleri

Vew 3 Vie Olsun.Q, bdlgesine Green teoremini uygularsak,

‘”‘ {vg(%Vva—h —kz;zv—h)—v—h(%VpVVg —kznvg j}dx
Q

oy
s avi — 0v, ; v —savi
= j{vg 6uh -, —a—ug—}ds(x) + j{vg 6; -v; a—j}ds(x)
297 oy
,ov) v  ovi — v
+ J‘ {vg 6; -V, a—""}ds(x) + J. {vg —5;”—-—vh ” }ds(x) [3.15]
o 3y
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elde edilir. [3.15] deki esitligin sagindaki son integral Green teoreminden

stfirdir.Ayrica Lemma 3.1 ve Lemma 3.2 kullanilarak,

16; —sav; _ ke d 6;5
f {vg oy, g}dsa% j { fe 8@ ds@ ()

0Qy 8Qy Q

—vi (x) 5)% ] e 4g(d) ds(d)}ds(x)

— 4z I 2(d) 7,..(d) ds(d)

Q

elde edilir.Burada

__ i — —ik%.y Y,
Ve (X) = i J- {wﬁ ) ?;U o - gvlj—(y)}dS(y)

Xy

seklindedir. v; olay dalgaya gore uzak alan modeli, Fg=v,, olmak tizere [3.15]

esitligi ;
j .f {—1;; Volv, Vv, =, Vv, )+ (n-n)k®v 5, }dx
Qp

=ik j Vy oV ds(d) +47 J‘ v, h ds(d) —4x J.gT@ ds(d)

Q Q Q

olur.Bdoylece ,
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II J—Vp(ngvﬁh - v_thg )dx +2ik’ J‘J.Imn v, v,dx
P
Qp

Qp

= 4z (Fg, h) - 2ik(Fg, Fh) — 4x(g, Fh)

veya

ik’ Hlmnvgii dx = 27(Fg, ) = ik(Fg, Fh) ~27(g, Fh)
Qp

1 J. j L9plv,vv, ~9, Vv, ) [3.16]
2 P :
Q
elde edilir.
Sonug 3.4
1
Imn>0 veya 0< j I—Vp(lmvgv Rev, ~Rev,VImv, Jix [3.17]
ol
Qp

oldugunu kabul edelim.O zaman F’nin sifir harig reel 6zdegeri yoktur.

Ispat

Ae IR ve A #0 icin Fg = Ag olsun. O zaman bir dnceki teoremde /= g segersek
ik’ I J}mn lvglzdx =2n(Fg,g)—ik(Fg,Fg) —2n(g,Fg)
Q

1 1 — —
-5 J.j ;Vp(ngvg —ngvg)dx
Qp
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ve hipotezi kullanirsak ,

i ”Imnlvglzdx =27(Ag.8)~ik(A g, 2 8) —27(g,A &)
Qp

_% jJ.%Vp{(Revg +ilmv, XV Rev, —iV Imvg)
Qp
—(Revg —iImngVRevg +iVImvg)}dx

=2t o]~k Pl 257 [ef" 1 [ [ Vplimy, T Rev, ~Rev, Vimy, )as
= aitmAfgl -2 "Jef’ -1 | [-7pfimy, VRes, ~Rev, Vi, o
olur.O zamaa

@ j fimay,*de=am1m gl - 412 e

- J‘J‘le(Imng Rev, —Rev, VImv, )dx
p
Qp

elde edilir. 4 € /R oldugundan Im A =0 olur. O halde son esitlikten ,

K Iﬁmn\vg|2dac+ KA gl + ”lv,o(lmngRevg—RengImvg)azx=0 [3.18]
yo,
Qp Qp

elde edlir.Bu durumda [3.18] in sol tarafi sifirdan biiyiik veya esit oldugundan
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KA1 lel’ =0

olur.k >0 ve A#0 oldugundan ||g||2 =0 veburadan g =0 olmasi gerektirir.

Bu da bizi geligkiye gotiiriir.O halde A ¢ IR dir.

Sonug 3.5

Inn=0 ve v,=v, olsun. O zaman F normaldir. Yani; FF'=F'F

saglanir. S =1 + ;—kF sagilma operatorii birim operatdrdiir. Yani; SS* =SS =1
Vi

saglanir.
Ispat

Teorem 3.3 ve hipotezi kullanirsak ;

l'k2 I.[Imnvg;;dx =27[(Fg,h)—lk(Fg,Fh)—zﬂ(gth)
Qy

1 [f1 — —
-5 J.j;Vp{ v, Vv, =V, Vv, Yabx
Q,

ve buradan
0=27n(Fg,h)—ik(Fg,Fh)-2n(g,Fh) [3.19]
elde edilir.

ik(Fg, Fh) = 2z {(Fg,h) - (g, Fh)}
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veya
(g,~ikF"* Fh) = 27{(g, F*h) - (g, Fh)}
= 2z(g,(F* = F)h)
biittin g,he I*(Q) icin olur.Bdylece
ikF*F = 270(F — F*) [3.20]

elde edilir. Burada ,

(Fg)(®) = j u,(B:d)g(d) ds(d)
Q

olmak tizere

(F'g)(®) = j v (@ Dg(d)ds(d)

= | u,(-%~d)g(d)ds(d)

Oe

- | w R Dg-dyas(a)

»
Q

(F'g)(®) = j 0, (—2,d)g (=) ds(d)

Q

elde edilir. R: L*(Q) = L*(Q) , (Rg)(d):=g(~d) ile tanimlansin .

O zaman RFRg = F'g oldugunu gosterelim;



26

(RFRg)(H) = j u, (-&:d)(Rg)d)ds(d)

Q

_ j u, (~%;d)g(~d)ds(d)

Q

f . (~%-d)g(@ds(d)

Q

- [ u, (@28 @ds(0)

o
Q

- [ w@De@asa

o
Q

= (Fg)(%)
elde edilir.Her g,h e L*(Q) icin (Rg,Rh) = (g,h) = (iz,g) saglanir.Gosterelim;
(Rg,Rh) = |(Rg)(d)(RR)(d)ds(d)

o
Q

- [oCaynCauds()

Oe

= |g(d)a(d)ds(d)

=(g,h) [3.21]

(h3) = j H(d) 2@ds(d)

Q

- fg(d)R&Sds(d)

Q
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=(g,h) [3.22]

[3.21]ve [3.22] den (Rg,Rh) = (g,h) =(h,g) elde edilir. O halde F'g = RFRg

ve F*h=RFRh saglanir. O zaman

ik(F*g,F'h) =ik(F*h,F*g)
= ik(RFRh,RFRg)
= ik(FRh, FRg)
= 27{(FRh, Rg ) - (Rh, FRg )}

= 2r{(RFRh,g )~ (h, RFRZ )}

= 27z{(g, RFRh) —(RFRg,h)}

= 27{(g, F*h) - (F" g, )}
olur. ik(F*g,F*h)=(g,~ikFF*h) oldugundan

(g,~ikFF*h) = 27{(g, F*h)— (F" g, h)}

=27{(g, F'h)— (g, Fh)}
(g:~ikFF*h) = 22(g,(F* ~ F)h) © [3.23]

elde edilir. [3.23] denkleminden
IkFF" =27 (F - F") [3.24]

elde edilir.[3.20] ve [3.24] den FF' = F'F elde edilir. Bu sonu¢ F ’nin normal

oldugunu séyler.Simdi S =1+ é’f—F olmak iizere SS* =S§"S =1 oldugunu
7

gOsterelim.
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(8"Sg,g) = (Sg.S%g)

= |(Se)(Sg)ds

o
Q

( ik ik -
= [l + o F)(g)([ + EFJ(g)ds

Oe

2

ik ik k
(Ig,1g) —— (g, Fg) + —(Fg,Ig) + —(Fg,Fg)
27 27 47

ik . ik .
=(lg,Ig)——Ug,(F-F")g) +—(g,(F-F)g
27 27
Boylece ,

(S*Sg.g) =(g,1g)

saglanir. Yani; S*'S =17 elde edilir.Benzer olarak SS™ =7 bulunur. ¥ kompakt

bir operatér oldugundan sayilabilir sayida 6zdegerleri vardir (39).
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4. HOMOJEN OLMAYAN BiR ORTAMDA YAYILAN AKUSTIK

DALGALAR ICIN TERS SACILMA PROBLEMI VE UZAK ALAN
OPERATORUNE AIT BAZI SONUCLAR

I, m nin desteginin i¢inde yer alan diizgiin , kapal1 bir yiizey olsun. Oyleki ; k* T’
nin i¢inde — A igin bir Dirichlet 6zdegerleri olmasin. Yani ; o zaman

—Au=k>n» T nimiginde [4.1]
u=0 I' nin iizeride [4.2]

Dirichlet probleminin bir tek ¢oziimii #=0 olur. @ e L*(I") igin single layer

potansiyeli

U, (x) = j@(x, Vo(y)ds(y) , xelR\T [4.3]
r

ile tanimlanir. Burada @ temel ¢6ziimi

1 ikl x—yi

D(x,y) =

— 4.4
e x#y [4.4]

formiili ile verilsin. u, nin uzak alan modeli ,

u,(x) = |D(x, y)p(y)ds(y)

o
r

~neik(x[ e—ikf,y 1
= F W{—ém— + O(m]}go( y)s(y), |d—o




30

iklx| X
= EW{ZI; J. e"'kr-y(g(y)ds(y) + O(ljlcd} , lxl—) 0

denkleminden

D)= o '[e"""f~~V¢(y>ds(y) [4.5]

r

elde edilir. L0 ve gelI’(Q) igin

Ag(®)=u,, (%) [4.6]

ile tanimliyalim.

v, (%)= J.e”“‘dg(d)ds(d) [4.7]

Herglotz dalga fonksiyonu olsun. Simdi [3.2]-[3.4] sacilma probleminin uzak alan

modeli u_ a gbre F uzak alan operatSriiniin spektrumunu o(F) ile gosterelim.

Aeo(F) igin g, € I*(Q) fonksiyonu,

1
Fg-tg=—mt [4.8]

denkleminin bir tek ¢oziimii olsun.Burada  Y,(x), (l :0,1,2,3,...) . mertebeden

kiiresel harmonikler olsun. Sagilan alanin kendisinin uzak alan modeliyle tek olarak
belirlendiginden (33) ve ayrica [4.8] ve tekligin devam: prensibinden (33) eger

A g =u,, integral denkleminin tek bir ¢, ¢6ziimii var ise ,
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Iu(x;d) g @ds(d)—v, (x)~u, () =H"(k]x]) ¥,(®) . xeR°\Q,  [49]

Q

denklemi saglanir.Simdi [4.9] denklemini gosterelim; x € IR* \Q, olmak iizere

, Pt
I“(x; d) g,(d)ds(d) - Ie'kr'dgz (d)ds(d) - ﬁ—l(oz (»ds(y)
Q Q r
=hO() Y, (%), xeIR*\Q,
, ,),e”‘m 1+2 a, Y&
= (~i —F LY (%
lkl.XI p=1 (klxl)p l
AR B SO 1O S
W [RO"TT O™ L (k)
[4.10]
Burada a, ler kompleks katsayilardir. .‘-e’k"'dg,(d)ds(d) Herglotz dalga

Q

fonksiyonu Helmholtz denklemini saglamaktadir.Ayrica I' iginde k*, —A’nn bir
eigendegeri olmadigindan bu Herglotz dalga fonksiyonu I iginde sifira esittir.

[4.10] denkleminin asimtotik a¢ilimlarin yazarsak

llkT {u G d)+0(l J}gz(d)ds(d) '[ ldclx]{ = ({ J}(o,(y)ds(y)

B eikix. 1 o
T {z« 5 ”")*O(l J} =

ju (% d)g, (d)ds(d) - —4——(0,(y)ds(y) ST

Q r
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elde edilir. Burada h,(l) , {. mertebeden (—L << L) birinci gesit kiiresel Hankel

fonksiyonudur.u, yardimiyla » kirilma indeksinin bulunma problemi olan ters
sagilma probleminin ¢6ziimii igin gimdi [4.8],{4.9] sisteminden 7 yi elde etmeye
calisacafiz.Eger bu sistemi (33) deki optimizasyon problemi olarak formiile edersek,
o zaman agafida verecegimiz teoremden dolayi, deger (cost) fonksiyonelinin

minimum degeri sifir olur.

Teorem 4.1

Y= {WECZ(QT[,)Z Aw+k2n(x)w=%VpVW ) Qb'de} ve

0
W::{(W~vg —uq,,%(w—vg —%)) : gpeL2(F),/1g=u¢’w ,weY}

olsun.Kabul edelim ki A¢o(F) olsun.O zaman W , I*(6Q,)x *(6Q,) de

yogundur.
Ispat

Jo » stfirinct mertebeden kiiresel Bessel fonksiyonu olmak tlizere ,
J' " ds(d) = 4z j, (k|x-¥|)
Q

denklemi saglanir (33). [4.6] y1 kullanirsak

v (x) = J‘ei"“d g(d) ds(d)

Q
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-2 jqo(y) Jolkx — 1) ds(y) [4.11]

r

elde ederiz. a,b e I* (0Q2,) olmak iizere (5,1_9) LW olsun ; yani her weY ve

¢ e L'(T) igin,

I{(w—~vg-u¢)5+i(w—vg-u¢)Z}ds=o [4.12]
ov

oQy

saglansin.

v(x) = J- {‘P(x,y)@ +

oy

. W(x,y)l?@}ds(y) , xelR*\8Q,  [4.13]
ou(y)

tammlayalim.Burada W(x,y) = % Jo (klx - y|)+ D(x,y) dir.[4.12] de w=0 alirsak

0 zaman ,
- 9 . —_
(v, +u¢)a+%(vg +u,)bpds =0
xQy

olur. v, ve u,’yi son denklemde yerine yazarsak

J. { J. (% Jo (klx - y|)+ O(x, y))co(y)ds(y)}m

xQy

. auix) j G Jo (i = )+ cD(x,y)Jco(y)ds'(y) b(x) \ds(x) =0
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elde edilir.Integrasyonun sirasini degistirirsek,

f j {W(x,y)a_({n - ‘I’(x,y)l7(7)}dS(x)¢(y)dS(y)=0
o)

I o,

veya

jv(y)qo(y)ds(y)=0 ' [4.14]

r

elde ederiz.[4.14] her ¢ € L*(I') igin saglandigindan I' {izerinde v=0 olur. v ,
Av+k*v=0 denklemini saglar. ¥*, I" iginde —A icin bir Dirichlet &zdegeri
olmadigindan v , I' i¢inde sifirdir.Coziimiin tekligi prensibinden (33) Q, de v=0

olur.Boylece I* de single ve double layer potansiyellerin sigrama bagintilarindan
(33),

v,=b , —| =-a 8Q, de [4.15]

elde edilir.Burada + , Q, nin disindan 0Q, ye dogru limit almak anlamindadir.
[4.12] de ¢ =0 alirsak o zaman

J‘ {w5+§fz§}ds =0 [4.16]
ov

QY

olur.Burada [4.15] denklemleri [4.16] de yazilirsaher we Y igin

[

oy

—v, -aﬂ}ds =0 - [4.17]

. ov
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elde edilir. Simdi

v (x) = I {CD(x, y)@+%i’y)b_(y«)}ds(y) . xelRP\Q, [4.18]
0
ve
N 5'0 k AV vy 3
v (x) = J. {jo (k|x —y|)a(y) + J—C,EUI%})LD b(y)}dS(y) , x€lR [4.19]

tanimlarini yapalim.

IeM.(x-Y) ds(d) =4r j, (k ]x — I)

Q

denklemini [4.19] de yazarsak

et [ 1L oo 2 1 foeraais
=1 j {47[ je a0y + o i | ds(d)b(y)}ds(y)

o]

= ferg(@)as(a) [4.20]

Q

elde edilir.Burada g € L*(Q) olmak iizere ,

—ikd.y

200) b(y)}dS(y) [4.21]

=47zi

xQy

gd)y=—1 {e@+
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denklemi olarak tanimlanmigtir. {4.18] ve [4.21] denklemlerinden ,

v (x)= 1”4!}4 {ﬂ» g(x>+0(I ]]} x| = o0

elde edilir.O zaman v* nin uzak alan modeli v, =41 g olur. [4.17] denkleminde

zeQ igin w yerine
w(x) = u’ (x;-2) + e™** [4.22]

ifadesini yerine yazalim. v=v* +v° ve Green teoremini kullanirsak ,

I J. {wAY — vAw}dx = j {w% = v%}ds(x)

DR\QI) QpudQdy,
=— J wév—— v@}ds(x) + J‘ {wﬁ—v@}ds(x) [4.23]
ov  JOvu ov oOv
Qp 0y

[4.23] esitliginin sagindaki ilk integralde v ve w fonksiyonlan Sommerfeld
yayillma sartini ve Sommerfeld siniclilik (finiteness) sartinn sagladiklarindan dolay1

R — oo igin sifir olur. Yani; R —> o igin v=w=10 .Bﬁyleée [4.23],

.[ {w% -y g‘wg}ds (x) = _” {(WAv — vAw}dx

2y, RIQ,

= II {(us(x;~2) 4+ g et )A(vs +v) - (v + v°)A(uS (6—2) + ¢ )}dx

IRN\Q,
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= ([ {u‘(x;—é)Av" (x)-v* (x)Aus(x;-é)}dx

IRI\Q,

+ ([ {u‘ (x;—2)AV° (x) = v° (x)Au’ (x;—é)}dx

RI\Q,

+ ([ {e""""fAv0 (x) —v° (x)Ae }dx

v o
IRN\Q,

+ J- I {e"”“'fAvs(x)—v‘(x)Ae"”“'i }dx

IR\Q,

olur.v’ ve u®, xelIR*\Q,’de ve v* ve e™™*, IR’’de Helmholtz denklemini

sagladiklarindan, son denklemin sagindaki ilk ve tigiincii integraller sifir olur.

Boylece ,

j‘ .[ {u" (=) AV (x) = v° (x)Au’ (x;-2) }dx

R1Q,

+ J.J {e“”""f AV¥ (x) —v¥ (x)Ae 2 }dx =0

IRA\Q,

elde edilir.Green teoremini IR’ \ €2, bdlgesine uygularsak ,

J. {u‘ (x;—%) %L()i) -v°(x) %-gu;——z)}ds(x)

Qy

+ I {e-"“f ¥ _ v‘(x)geﬁ}ds(x) =0 [4.24]
ov dv

oy
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elde ederiz. [4.20] , [4.24] de yerine yazarsak ve integrasyon sirasini degistirirsek ve

v (2)= I ' {e“"“'f _6_v:(x) -v'(x) 0e ™ }ds(x)
ov )

ouv(x
Xy

denklemini kullanirsak [4.24] denklemi ,

v (5) = J‘g(d)ﬂm(—d;—é)dS(d) [4.25]

Q

olur. [4.25] de karsitlik (reciprocity) (33) 6zelligi kullanilirsa ,

v, (8) = jg(d)aw@;d)ds(d)

Q
=Fg(2)
elde edilir.Boylece
Fg=v, =18

elde edilir.Hipotezden A ¢ o(F) oldugundan g =0 olur.Buda v_ =0 olmasiu
gerektirir. Boylece IR’ \Q, de v* =0 ve IR’ de v’ =0 olur. Yani; IR'\Q,

de v=0 olur. 8Q, lzerinde

oldugundan a=5=0 elde ederiz. Boylece W, L*(8Q,)x [*(6Q,) de yogundur.
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Lemma 4.2

I*(Q) uzayinda F = {F (xk,a,) n= 1,2,3,..} uzak alan modellerinin ortogonal
timleyeni , g € I*(Q) fonksiyonlarindan meydana gelir dyleki ;

we CHQ,)NC(Q) ve

Y(x) = Ie“"”g(f»)ds@) IR

Q

Herglotz dalga fonksiyonu olmak tizere {w, v} ikilisi

Av+k*v=0 , Q, de [4.26]
Aw+kn(x)w = lvva , Q, de [4.27]
Jo,
w=v 4 & s de [4.28]
ov ov

denklemlerini saglar.
Ispat

F* ile F nin ortogonal tiimleyenini tanimliyalim.Eger ge F' ise o zaman
hipotezdeki kabulleri sagladigin1 gosterecegiz.Gergekten eger g lemmanin ka-
bullerini saglarsa o zaman g e F* dir.

g e F* kabul edelim. O zaman

(F,g) = J‘F(fc;k,&n)ﬁ)ds(f) =0 n=123,.. icin

Q
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olur.Karsitlik (reciprocity) bagintisindan ve ¢ ya gére F nin stirekliliginden

jm; k,&)g(ds(%) = 0

Q

J‘F(—&;k,—f)gﬁc‘“)ds(ﬁ) =0 , Vé&eQ igin

Q

—G@=f ve —%¥=1v alirsak

F(f;k,9)g(—9)ds(¥) =0 , VieQ igin

Q

{ <> ¥ alirsak

J.F(\“/;k,f)g(—f)ds(f) = 0 , VVveQ igin

Q

~ A

a=t ve x=v alirsak

j FGik,d)g(—a)ds(@)=0 , VaeQ igin [4.29]

Q

& gelen dalgalar igin F(;k,&) uzak alan modellerinin ist iiste eklenmesi

(stiperpoziisyonu) ile

W (%) = _[F(i;k,&)g(~&)ds(&)

Q

ile verilir(33).0 zaman
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W)= [ gais(@)
Q

w (%) = .e"k”‘é 2(&)ds(@)

o
Q

w (x)= |e®4g(d)ds(q) =v

w'(x) olay dalgaya gore [4.29] denkleminin sol tarafi w* sagilan alanin uzak alan

modelidir (33).Fakat [4.29] den w*’nin uzak alan modeli sifirdir .Béylece IR’ de

w* =0 olur. Yani ; w=w" +w' ise 0 zaman

olur.w' =v dir. w=w’ +w' buradan w=w* +v olur ve buradan da

— ow _ v

= —=— , 0Q,de
ov Ov

b

elde edilir.

Lemma 4.3

Eger Imn(x)>0 ve v, = v—h ise 0 zaman F uzak alan operatorii bire birdir.
Ispat

[3.14] denkleminde v, = 17,: alirsak
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ik* J.J.Im n(x)(v,(x))*dx =2z (Fg,h)—ik(Fg,Fh)-2z(g, Fh)

elde edilir.Buradan g =/ alirsak

ik th n(x)(v, (x))*dx = 27z(Fg, g) - ik(Fg, Fg) - 27(g, Fg) [4.30]

elde edilir. Fg=0 olsun ve bazt x€ Q, i¢in ve Imn(x)>0 alirsak o zaman

[4.30] denklemi

ik? .”Im n(x)(v, (x))*dx =0

denklemine doniiglir. Buradan v,(x)=0 elde edilir. x i igine alan yuvar Q,
tarafindan igerildiginden tekligin devami prensibinden €, de de v, =0 olur.

Lippmann-Schwinger denkleminden Q, de v,(x)=0 olur. O zaman g=0 olur.

Buda F nin bire bir oldugunu soyler.

Teorem 4.4

[3.2]-[3.4] problemine karsilik gelen uzak alan operatSriiniin bire bir ve goriintii

kiimesinin yogun olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Av+k*v=0 , Q, de [4.31]

Aw+E n(x)w = iva , Q,de [4.32]
P
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w=y , —=— , 0Q, de [4.33]

i¢ gecis probleminin we C*(Q,)NC' (ﬁb) ve v Herglotz dalga fonksiyonunun

mevcut olmamasidir.

Ispat

(¢=): F nin bire birligini gosterelim ; Kabul edelimki F bire bir olmasin. Yani ;

g#0 iken Fg =0 olsun.[3.13] ile tanimlanan F operatorii

xeQ iin (Fg)x)= Ium (x;d)g(d)ds(d)=0

Q

dir.Lemma 2.2.8 den

wi(E)= ju (:d)g(d)ds(d)

Q

oldugundan w_ =0 olur. w_, w' sagilan alanin uzak alan modeli oldugundan ve

Teorem 2.2.7 den

w'(x) = jus(x;d)g(d)ds(d) =0 , xelR’\Q,

Q

olur.

w(x)= Iei“‘dg(d)ds(d) =v , xelR’

Q
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dir. w=w' +w" esitliginden w=v+w" olur. O halde

olur.Buradan w ve v i¢ gegis probleminin bir ¢oziimiidiir. Biz hipotezde i¢ gegis .
probleminin agikar ¢oziimleri haricinde ¢oziimiiniin var olmadigim kabul ettigi-
mizden bu w ve v ¢dziimleri ancak sifir ¢oziimleri olacaktir.Ohalde IR’ de v=0

oldugundan g =0 dir.Simdi F nin g6riintii kiimesinin yogun oldugunu gésterelim;

Fe@) = [m@ns@dsd)

o
Q

= |u,(—%;~d)g(d)ds(d)

Oe

= |u. (=% d)g(dyds(d)

o
Q

I

(FR)(—%)

elde edilir. Burada g(—d)=~A(d) dir. O zaman F* bire bir gerek ve yeter kosul F

bire bir dir. L?(€2) da siurli F operatérleri igin
N(F*)" = F(L' ()

vardir. Buda F nin goriintii kiimesinin yogun oldugunu séyler.

(=): [3.2]-[3.4] problemine karsilik gelen uzak alan operat6rii bire bir ve goriintii

kiimesi yogun olsun. Bu durumda [4.31]-[4.33] i¢ gecis probleminin sadece agikar

¢Oziimi vardir (37).
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S. SONUC

Asagidaki biitiin sonuglar

Au(x) + k*n(x)u(x) = -—l—Vp(x)Vu(x) , =xelR’
p(x)

tho.x

u(x) =e"“** +u’(x) , xelR’

|x|:r

.

limr(au - z’kusj =0
r—>w or
sagilma problemi i¢in elde edilmistir.Burada u*(x) sagilan dalgay: gdsterir.

Sonug 5. 1.

v ,w' e C'(IR*\Q,) sacilan iki dalga olsun.v_ ve w, swrasiyla v*,w"’ye karsi

gelen uzak alan modelleri olsunlar. v* ve w* Helmholtz denkleminin yayilan

¢Ozlimleri olsunlar.O zaman v* ve w'

j v’ il _— v ds = —2ik J‘v;,o w—wds
ov ov :
Q

xy

denklemini saglar.

Sonug 5.2.

v e C'(IR*\Q,) Helmholtz denkleminin bir yayilan ¢oziimii olsun. v*’nin uzak

alan modeli v_olsun. w, , & ¢ekirdekli Herglotz dalga fonksiyonu olsun.O zaman,

J-vsaw" —w—,‘;av ds:47rJ-vml_1ds
ov ov

00y, Q
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saglanir.
Sonug 5. 3.

i

v; ,v, ¢ekirdekleri sirasiyla g,he I’(Q) olan Herglotz dalga fonksiyonlart

olsunlar. v, ,v, [3.2]-[3.3]’tin ¢Sziimleri olsunlar. ¢*¢, v, ve v, ya gore

v, ve v, ileyerdegistirsin.O zaman
ik’ J‘J'Im n(xyw, (x)v, (x)dx =27(Fg,h)—ik(Fg,Fh)—2n(g, Fh)
Qp

y, J [0 b5 - oy, ol

oldugu gosterildi.Burada (.,.), L*(Q)’da i¢ ¢arpimdir.

Sonug 5. 4.

Imn>0 veya 0< J-Jle(Imng Rev, —Rev,VImv, )dx

Q p
oldugunu kabul edelim.O zaman F’nin sifir hari¢ reel 6zdegerleri olmadig gosterildi.
Sonug 3. 5.

Imn=0 ve v, :17,: olsun. O zaman F normal oldugu, yani; FF'=F'F

saglandign ve S=171 +;—I;—F sagilan operat6riin birim operatér oldugu, yani;

SS* =8"S =1 saglandig gosterildi.
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Sonug 5.6.

Y:={weC2(Q_b): Aw+k2n(x)w=%Vpr , Q,,'de} ve

0
sz{(w—vg —-u‘l,,é;(w—vg —u¢)) cpel’D),Ag=u,,.we Y}

olsun.Kabul edelim ki A¢o(F) olsun.O zaman W , I[*(8Q,)x [*(8Q,) de

yogun oldugu gosterildi.
Sonug 5.7.

Eger Imn(x)>0 ve v,=v, ise 0 zaman F uzak alan operatdriiniin bire bir

oldugu gosterildi.
Sonug 5.8.

[3.2]-[3.4] problemine karsilik gelen uzak alan operatériiniin bire bir ve goriintii

kiimesinin yogun olmast i¢in gerek ve yeter kosul

Av+k*v=0 , Q,de [4.31]
Aw + k*n(x)w = —l—Vpr ,  Q,’de [4.32]
P
w=vy , @:ﬂ , 0Q,"de [4.33]
ov O0v

ic gecis probleminin we C*(Q,)NC "Qs) ve v Herglotz dalga fonksiyonunun

mevcut olmadig gosterildi.
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