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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZiNi

Bu calismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalar1 verilmek tizere

asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama

N dogal sayilar kiimesi

Z tam sayilar kiimesi

Q rasyonel sayilar kiimesi
C karmasik sayilar
P(X) kuvvet kiimesi

Cy(Q) test fonksiyonlar1 uzayi
D' (Q) genellestirilmis fonksiyonlar uzay1
W (Q) sobolev uzay1

(X,F) olgitilebilir uzay

(X, F, ) ol¢ii uzayi

sinirli kompleks dizilerin uzay1

12 dizi uzay1
[P dizi uza
y1
c yakinsak skaler dizilerin kiimesi
Co sifira yakinsak dizilerin kiimesi
L(f) lebesgue integrali
C, (X, F) skaler degerli ve sinirli fonksiyonlarin kiimesi

L*(Q) yerel olarak integre edilebilir fonksiyonlar uzayi



1. GIRIS

Bu tezde, tanim aralifinin bir noktasinda siireksiz katsayilara sahip olan bir siir deger
problemi g6z 6niline alinmis ve problemin spektral 6zellikleri arastirilmistir. Problemde adi
gecen literatiire ait kavramlar miimkiin oldugu kadariyla, ilk bolimlerde tanitiimaya ve
anlatilmaya calistlmistir. Bu kavramlar temel analiz kavramlari, diferensiyel denklem

kavramlari, baz1 analiz uzaylar1 ve 6l¢li uzaylaridir.

Sinir deger problemleri tizerine, literatiirde olduke¢a fazla sayida makale ve kitap ¢aligmalar
mevcuttur. Referanslarda adi gegen yazarlar ve 6zellikle S. Yakubov, Ya. Yakubov ve
calisma arkadaslari, (1999) tarafindan iiretilen ¢ok sayida sinir deger problemleri ile ilgili
aragtirmalar1, makaleleri ve kitaplart gormek miimkiindiir. S. Yakubov ve Ya. Yakubov
(1999) calismalarinda daha cok siirekli katsayili problemler galisilmistir. Son yillarda
Muhtaroglu, Kandemir (2002), Aydemir (2014) ve ¢alisma arkadaslari, ¢aligmalarinda daha
cok siireksiz katsayili problemler arastirilmistir. Bu yazarlar, sézii edilen sinir deger
problemlerinin tirettigi diferensiyel operatdrlerin izomorfizmi ve Fredholm operatorii olma
gibi spektral 6zellikleri tizerine ¢ok Onemli galismalar ortaya koymuslardir. Biz bu tez
caligmasinda her iki tip ¢alismalarin matematiksel ve teknik 6zellikleri dikkate alinarak yeni

sonuglar elde etmeye gayret edilmistir.

Bu tezde g6z oniline alinan siireksiz katsayili sinir deger problemine ait gerekli literatiir
arastirmas1 ve caligmas1 yaptiktan sonra, bu problemin Sobolev uzaylarinin direkt
toplaminda {rettigi diferensiyel operatoriin bazi ozelliklerinin arastirilmasi {izerinde

durulmustur.



2. FONKSIYON UZAYLARI

2.1. Olgiilebilir Uzaylar

2.1.1. Tanim Bir X kiimesinin 2 (X') kuvvet kiimesi verilmis olsun. Bir A< 7Z(X) alt

ailesi asagidaki 6zellikleri sagliyorsa bu A ailesine X {izerinde cebir ad1 verilir.

a. deA.
b. AcAicin A=X-AcA.
C. A AeAigin AUAeA.

Burada (c) 6zelligi yerine

d.  AcAicNiin|JAcA,

i=1
ozelligi saglaniyorsa A ailesine X uzayi iizerinde o —cebir denir.

2.1.2. Tamim 7 , X in biitiin agik alt kiimelerinin bir ailesi olmak tizere (X T ) topolojik

bir uzay olmak iizere 7 tarafindan iiretilen bir o —cebire, (X, 7") topolojik uzay iizerinde

Borel o —cebiri denir ve

B(X)=B(X,T)=0(T)
seklinde gosterilir. Borel o —cebiri nin elemanlarina Borel kiimesi ad1 verilir.
Borel o —cebiri, X in biitiin agik alt kiimelerini igeren en kii¢iik o —cebiri dir.

2.1.3. Tanim F ailesi bir X kiimesi lzerinde bir o —cebiri olsun. (X,f) ikilisine

olgiilebilir uzay denir ve F ailesinde bulunan her bir kiimeye de dlgiilebilir kiime adi verilir.



2.1.4. Tanim X herhangi bir kiime olmak iizere 7 (X ), X in kuvvet kiimesi olsun.

w1 P (X)—>[0,]

seklinde verilen 4 fonksiyonu icin

*

2) AcK c Xigin p (A)<u (K),

3) X in alt kiimelerinin biitiin (A, ) dizileri i¢in

i (U A) = w (A)
ozellikleri saglaniyorsa bu fonksiyona X iizerinde bir dis 6l¢ii ad1 verilir.
2.1.5. Tanim (X, F) bir 6l¢iilebilir uzay olsun.
w1 F —[0,+0]
seklinde tanimlanan u fonksiyonu igin

1) wu(2)=0,

2) F ailesinin ikiser ikiser ayrik bir (4, ) dizisi i¢in

u(ULA ) =2 m(A)

ozellikleri saglaniyorsa u fonksiyonuna F tizerinde (veya X iizerinde) bir o —toplamsal
6l¢ii (veya pozitif 6l¢ii) ve Ae(A,) olmak iizere 4(A) sayisina da A kiimesinin 6l¢iisii

ad1 verilir. O halde 6l¢ii, negatif olmayan bir reel sayidir veya sonsuzdur (+oo) .



2.1.6. Tanim (X, F) bir 6l¢iilebilir uzay olsun.
uF - [O,oo]

fonksiyonu

2) Ikiser ikiser ayrik AAA LA € ]—"(n IS Z*) kiimeleri i¢in

u(ULA) =20 m(A)

ozelliklerini sagliyorsa u fonksiyonuna F ailesi tizerinde sonlu toplamsal 6lgii ad1 verilir.

2.1.7. Tamm u fonksiyonu F ailesi iizerinde 6l¢ii olmak tizere (X, F, 1) tigliisiine bir 6l¢ii

uzay1 denir.

2.1.8. Tanim (X, F, z) bir 6l¢ii uzay olsun.

1) u(X)<oo ise u ye sonlu dlgii denir. O halde x sonluise F deki biitiin kiimeler

sonlu Ol¢iimliidiir. Daha genel olarak, X € F kiimesi sonlu 6l¢imlii ise F deki biitiin

kiimeler sonlu 6l¢timliidiir.

2) Yukarida verilen o —toplamsal 6l¢ii kavrami bir Ol¢iiniin, sonlu Olgiiden ayirt

edilmesi bakimindan 6l¢ii yerine kullanilabilen bir kavramdir.

Eger, U::lAn =X veher keZ" i¢in y(A )< ise uye o—sonluolgii adi verilir.

3) Ae F kiimesi i¢in z(A) <o olmak iizere, B< A ve 0< pu(B)<wolacak sekilde

bir B € F kiimesi varsa x4 ye yari sonlu 6l¢ti denir.

4) Ae F kiimesi igin z(A) <o ise A kiimesine sonlu z—6l¢timli kiime denir.



5) AQUL/L ve her keZ" igin u(A)<ow olacak sekilde A,A,..,A,..e F

kiimeleri varsa A € F kiimesine o —sonlu — g 6l¢imll kiime denir.
2.2. Olciilebilir Fonksiyonlar

2.2.1. Tanim (X,A) Olgiilebilir uzay: iizerinde f:X >R genisletilmis reel degerli
fonksiyonu her aeRigin f’l((a,oo])eA sartin1 sagliyorsa, yani her bir aeR ig¢in

{xeX:a<f(x)<w}eA bulunuyorsa f fonksiyonuna A- dlgiilebilir fonksiyon adi

verilir.

2.2.1. Teorem D, R nin herhangi bir yogun alt kiimesi olsun. Bir f : X — R reel degerli

fonksiyonu A olgiilebilir bir fonksiyonsa asagidaki kosullar birbirine esdegerdir:
i.Her ae Digin f"l((a,oo]) cA.

ii.Her ae Digin f’l([a,oo]) cA.

iii.Her ae Digin f*([-w,a))e A.

iv.Her ae Digin f([—o,a])eA.

2.2.2. Teorem f olgiilebilirse her ae Ri¢in f+a ve af de olgiilebilir. m bir pozitif

tamsay1 ise [f (X)]m ve a bir pozitif reel say1 ise ‘f (X)‘a olgiilebilir.
2.2.3. Teorem f ve g fonksiyonlar 6lgiilebildigi taktirde
{xeX:f(x)>g(x)}, {xeX:f(x)zg(x)} {xeX:f(x)=g(x)}

kiimeleri olgiilebilirdir ve f +g, fg ve g =0 ise f/g fonksiyonlar da olgiilebilirdir.



2.2.4. Teorem {f } bir dlgiilebilir fonksiyonlar dizisi olsun. inf f ,sup f ,lim f ,lim f,

n—o n—o

fonksiyonlari da 6lgiilebilir. Ozel olarak f — f limiti varsa f fonksiyonu da &lgiilebilir.

2.2.5. Teorem {f }, (X, A) 6l¢iilebilir uzaymndan R ye dlgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi

olsun. x € X igin,

g,(X):=sup{f,(x):neN}, g,(x)=inf{f (x):neN},

9, (x):=limsup f (x), g, (x):=liminf f_(x)

dir. 9,,0,,0, ve g, fonksiyonlari 6lgiilebilirdir.

2.2.6. Teorem Kompleks degerli bir f fonksiyonunun reel ve sanal kisimlar1 6l¢iilebilirse

bu fonksiyon da 6lctilebilir.

2.2.7. Teorem X bir topolojik uzaysa f:X — R fonksiyonu siirekli oldugu taktirde

Olciilebilir.
2.2.1. Karakteristik fonksiyon

2.2.1.1. Tanim BirAc X kiimesinin karakteristik fonksiyonu olan XA(X) asagidaki

bigimde tanimlanmistir:

1 XeA

X, (x) :{o, xg Alxe A) (Suhubi, 2021)

2.2.1.1. Teorem A ve B, X in alt kiimeleri olsun. Bu durumda
a) X,=0ve &, =1

b) AcB ise X, <A,



c) XAUB = XA +XB _XAmB

d) XA(\B = XA 'XB

e) X, =1-X,

AC
f) {A,}, X in alt kiimelerinin ayrik dizisi ve A=A, ise X, = ;X%
9) Xy g =Xy - Ay g (Tung, 2017)

Bir X kiimesi lizerinde tanimli bir fonksiyonun odl¢iilebilirligini X kiimesinin olgiilebilir

olmasi kosuluyla tanimlariz. Eger X olgiilebilir degil ise f de Olgiilemez. Fakat bu, X

kiimesi olgiilebilir ise f fonksiyonunun 6lgiilebilir oldugu anlamina gelmez.

2.2.1.2. Teorem X olgiilebilir bir kiime olsun. Bu durumda Ac X kiimesi ve X,

karakteristik fonksiyonu es zamanli olarak 6lgiilebilir ya da 6lciilemezdir.

Bu teorem tanim kiimesi Ol¢iilebilir olsa bile, Olgiilemeyen kiimenin karakteristik
fonksiyonunun 6l¢iilemez oldugunu ifade eder.

2.2.3. Basit fonksiyon

Bir fonksiyon, her biri sonlu olan sonlu sayida deger alabiliyorsa basit fonksiyon adini alir.

2.2.3.1. Tanim X kiimesi tizerinde bir s: X — R fonksiyonuna, yalniz sonlu sayida

degerler aliyorsa basit fonksiyon denir.

R(s)={0y,05..0,}cR ise A={xeX:s(x)=c}cX,i=1..,n  kiimelerini

tanimlayalim. o, # 0, #...# o, olmasi agiktir. O halde basit fonksiyon



bigiminde ifade edilebilir.
2.2.3.2. Teorem f: X — R bir fonksiyon olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur:

1) Her x e X igin lim f_(x)= f (x) olacak sekilde X den R ye basit fonksiyonlarin bir

nN—oo

{f,} dizisi vardur.

2) Eger f fonksiyonu negatif degilse, dizi tim ne Nigin 0< f < f < f geklinde

n+l —

segilebilir.

3) Eger f fonksiyonu sinirliysa, dizi X iizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

4) (X, A) bir lgiilebilir uzay ve f fonksiyonu da bu uzay iizerinde 6lgiilebilirse o

zaman her bir f (neN) 6lgiilebilir olarak segilebilir.
2.3. Lebesgue Olgiisii

2.3.1. Tamm Akiimesi M={Ac X :u(A)+u(A)=1fc 7 (X)

kuralina gore u ( A) =1-pu ( A') bagintisin1 gercekliyorsa ( A) bu kiimenin Lebesgue

Ol¢iimii adini alir ve bu 6zelligi saglayan tim A alt kiimeleri Lebesgue Slgiilebilir kiimeler

sinifin1 olusturur.

2.3.2. Tanim Bir X kiimesi verilsin. Her bir Ac X kiimesi i¢in

m*(A):m*(AmX)+m*(AmX°) (0]
esitligi saglaniyorsa X kiimesine Lebesgue anlaminda Slgiilebilirdir denir. (Tung, 2017)
Olgiilebilirligin tanimi, (smirli ya da smirsiz) dlciilebilir kiimelerin (lgiilebilir olsun ya da

olmasin) her kiimeyi dis Olciiye bagh olarak toplamsal olan iki parg¢aya ayirabilecegini

sOyler.



A=(AnX )U(Am X °) ve m’ alt toplamsal oldugundan
m (A)<m’(AnX)+m (AN X°)

esitsizligi her zaman saglanir. Dolayisiyla X kiimesinin dl¢iilebilir oldugunu gostermek i¢in

her bir A kiimesi igin
m (A)zm (AnX)+m (AN X°) (2)
esitsizligini gdstermek yeterli olacaktir. (Tung, 2017)

(2) esitsizligi, pratikte X kiimesinin 6lgiilebilir oldugunu gostermek igin kullanilir. A

kiimesine ise dlgiilebilirligi test ettigi i¢in test kiimesi adi verilir.

H. Lebesgue, kendi caligmasinda olgiilebilir kiimeleri tanimlarken yukaridaki tanimi

kullanmamustir, onun yerine, bir sinirh [a, b] araligi i¢inde yer alan X kiimesini dikkate

ald1 ve ilk 6nce X kiimesinin i¢ 6l¢iistinii
m.(X)=b-a-m"(X°)

olarak tanimladi. Daha sonra X kiimesinin 6l¢iilebilir olmasi i¢in

m.(X)=m"(X)
olmast gerektigini sdyledi. Bir baska deyisle
m*()():b—a—m*()(°) (3)
ise X oliilebilirdir. Eger A=[a,b] almirsa (3) esitligi, (1) ile ayni olan

m (A)=m"(AnX)+m"(AnX°)
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esitsizligine doniisiir.

2.3.1. Ornek X = [0,1] olsun. u(X)=1 dir. A={a,,a,,...; = X bir sayilabilir alt kiimedir.
¢>0 keyfi bir say1 olmak iizere @, noktasini ¢/2" uzunlugunda |X—ak|<e/ 2 ile

belirlenen 1, acik araligina yerlestirelim. Ac U I, oldugu agiktir. Simdi
k

€ € €
ﬂ(UlkjSEJF?J“'Jr?J“'SG

k

yazabiliriz. Burada A kiimesinin sonlu olma olasiligin1 da dikkate aldik. esayilarinin

infimumu 0 olduguna gére Anin dis 6l¢iimii z(A)=0 bulunur. A kiimesinin dis dlgiimii
sifir oldugundan bu kiime 8l¢iilebilir ve Lebesgue dl¢iimii sifirdir. A =[0,1]— A kiimesinin
Sl¢timii ise 1 dir. Bu durumda Q rasyonel sayilar kiimesi sayilabilir oldugundan z( Q) =0

cikar ve irrasyonel sayilarin Lebesgue 6l¢iimii ,u([O,l] - Q) =1bulunur. (Suhubi, 2021)

2.3.2. Ornek Bir x e R" {iyesini x = (X, Xp0e0 Xy ), X € R, i =1,..,n ile gosterirsek a,b e R”
i¢cin aralik adim verecegimiz bir (a, b] cR" kiimesini
(a, b] = {X eR":a <x <bh,i=1,.., n} seklinde tanimlayalim. Boyle ayrik kiimelerin sonlu

birlesimleri bir cebir olusturur ve bir araligin 6l¢iimii n boyutlu dikdortgenler prizmasinin

hacmi olarak

bigiminde tanimlanabilir. Bu cebirin bir {iyesinin 6l¢limii bu liyeyi olusturan ayrik araliklarin
hacimlerinin toplami olur. Bu 6lgiimden, bir o —cebiri {izerinde bir dig 6l¢iim ve 7 (R”)

kuvvet kiimesinin bu dis 6l¢liimii 6l¢lim kabul eden ve o —cebiri olan bir alt sinifi reel

sayilardakine benzer sekilde gosterilebilir. Bu simifin iiyeleri R" de Lebesgue olgiilebilir

kiimeler ve dlgiimleri de Lebesgue ol¢iimii adini alir.
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Bir (X VA, y) Ol¢lim uzay1 verildiginde bir 6zellik 6l¢iimii sifir olan bir A kiimesi disindaki

her x e X' i¢in gegerli ise hemen hemen her yerde (h.h.h.y.) saglanan bir 6zellik adin1 alir.

Ornegin [0,1] araligindaki rasyonel sayilarin 6l¢iimii sifir olduguna gore bu araliktaki reel

sayilar kiimesi h.h.h.y. irrasyonel sayilar kiimesine esittir. (Suhubi, 2021)
2.3.1. Teorem (Lebesgue Teoremi) {fi X —>IR*} ,1=12,... negatif olmayan Ol¢iilebilir

fonksiyonlar dizisi olsun.

i=1 i=1

[ tdu=3 [ fdu

0zdesligi gegerlidir.

2.4. integrallenebilen Fonksiyonlar

Bu kesimdeki bilgiler (Balci, 2012) kaynagindan faydalanilarak yazilmustir.
241 Tamm  (X,Apu) bir olgi uzayt ve feM(X,A) olmak iizere I frdu
X

f
(f*— j |]ve If “du ( | |Jlntegralleri sonlu ise f fonksiyonuna X uzayi

tizerinde u ye gore integrallenebilirdir denir. Dolayisiyla bu integral
[fdu=[fdu-[fdu
X X X

reel sayisidir. Eger A€ A ise f nin u ye gore A lizerindeki integrali,
J'fdy=f f+dy—j fdu
A A A

bi¢iminde tammlanir. L =L (X, A, ) bi¢iminde ifade edilir. (Balci, 2012)
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2.4.1. Lebesgue integrali

2.4.1.1. Tanim (X, A, 1) bir Sl¢iim uzay: olsun. X in higbiri bos olmayan, birbirlerinden

ayrik ve birlesimleri s6z konusu kiimeye esit olacak bicimde bir altkiimeler takimi

UA =X olacak sekilde 7={A,..,A} <A sonlu alt smfi olsun. Bdyle altsiniflara

i1
ayristm denir. X ’in tiim ayrisim kiimesini & seklinde gosterelim. f: X — R" negatif

olmayan herhangi bir fonksiyon olsun.

m, =inf{f(x):xeA},

M, =sup{f(x):xeA} ; 1<i<n
olmak iizere

Sz :iZ::mi:u(Ai)’

n

S, :;Miﬂ(A)

toplamlarini yazalim.
sup{s, iz e R} =inf{S, 17 e R}

sart1 saglanirsa

toplaminin belirli bir limiti vardir ve
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sayis1 tanimli olur. { f(x):xeA } kiimesi bogsa inf {&} =0 aliyoruz. f herhangi bir reel
degerli fonksiyonsa f =f"—f~, f*>0, f~ >0 yazarsak en azindan L( f*) ve L(f’)
sayilarindan biri sonlu oldugu zaman L( f ) = L( fr ) — L( f ") bi¢ciminde tanimlayabiliriz.

Var oldugu taktirde L( f) sayis1 f fonksiyonunun Lebesgue integrali adin alir ve
L(f)=[fdu=]frdu-[fdu
X X X
seklinde ifade edilir.

2.4.1.1. Lemma X, ‘ler sonlu 6lgiilii ayrik kiimeler olmak {izere ve y = Z:aiXXi olsun. Bu
i=1

durumda

2.4.1.2. Tamm X bir dlgiilebilir kiime, m(X)<cove f:X — R bir smirh fonksiyon olsun.

iygf)_[yvesupj.g

9<f

Burada y ve 8, X {lizerinde tanimli basit fonksiyonlardir. Bunlara sirasiyla iist Lebesgue

integrali ve alt Lebesgue integrali denir. Ust Lebesgue integrali LJ f (x)dx, alt Lebesgue
X

integrali ise £ f(x)dx seklindedir,

X
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2.4.1.1. Teorem f : X — R bir basit fonksiyon olsun. Bu durumda

zjf(x)dx:j f :ﬁj f (x)dx..

X

2.4.1.3. Tanim Sonlu 6lgiilii bir X kiimesi tizerinde tanimli bir f sinirli fonksiyonu igin

ﬁj f(x)dx = L] f (x)dx

X

ise f’ye X iizerinde Lebesgue integrallenebilirdir denir. Bu durumda f fonksiyonunun

Lebesgue integrali £ [ f (x)dx ile gsterilir.
X

2.4.1.2. Teorem Sonlu 6l¢iilii bir dl¢iiye sahip olan X kiimesi tizerinde tanimli ve sinirli f
fonksiyonunun Lebesgue anlaminda integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart f

fonksiyonun 6l¢iilebilir olmasidir.

2.4.1.3. Teorem (Lebesgue Monoton Yakinsaklik Teoremi) (X VA, y) bir 6l¢lim uzay1 olsun.

{ fn} , X lzerinde 6lgiilebilir fonksiyonlarin dizisi olsun ve

1. Her xe X igin

yani monoton artan ve

2. Her xe X igin n—oo iken f (x)— f(x) gergeklensin. O halde f dlgiilebilirdir

Ve N — oo i¢in
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dir. Bazen bu teorem Beppo Levi Teoremi olarak da adlandirilir.

2.4.1.4. Teorem (Lebesgue Suurl Yakinsaklik Teoremi) (X, A, i) dl¢ii uzay verilsin,

X de (kompleks) 6lgiilebilir fonksiyonlarin dizisi { f,} olmak iizere ve biitiin x € X igin

f(x)=lim f, (x)

n—oo

bulunsun. Eger

f.(x)|<g(x) (n=123..;xeX)

oldugu taktirde bir geL'(X) integrallenebilen fonksiyonu bulunuyorsa bu halde

f e L'(X) olur ve

N—oo

lim [|f, - f]du=0 ve lim [ fdu=fdu dur.
X nﬁw)( X

2.4.2. Genel lebesgue integrali

2.4.2.1. Teorem f, X iizerinde olgiilebilir bir fonksiyon olmak tizere f *nin X tizerinde
integrallenebilir olmas1 igin gerek ve yeter kosul |f|’nin X lizerinde integrallenebilir

olmasidir.

2.4.2.2. Teorem f , X iizerinde 6lgiilebilir bir fonksiyon olsun. Eger |f|£ g olacak sekilde

bir g integrallenebilir fonksiyonu varsa f , X tizerinde integrallenebilirdir.
2.4.2.3. Teorem f ve g fonksiyonlar1 X {izerinde integrallenebilir olsun. Bu durumda

1) cf (ceR) fonksiyonu X iizerinde integrallenebilir ve

jcf :cjf .
X X
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2) f + g fonksiyonu X iizerinde integrallenebilir ve

3)  Hemen hemen her yerde f <g ise J' f< I g.
X X

4) A ve B, X nin ayrik alt kiimeleri ise

jf:jf+£f.

AUB A

2.4.2.4. Teorem (Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremi) ¢, X iizerinde integrallenebilir

fonksiyon {f }, X iizerinde |f|<g kosulunu saglayan olgiilebilir fonksiyonlar dizisi

olsun. Eger hemen hemen her yerde lim f = f ise J f=Ilim|f .
X X

2.4.2.1. Sonug {u,}, X iizerinde integrallenebilir fonksiyonlar dizisi olsun, Syle ki Zun ,

n=1

X lizerinde hemen hemen her yerde yakinsak olsun. g , X lizerinde integrallenebilir

fonksiyon ve her bir nigin X de Zui <g olsun. Bu durumda Zun, X lizerinde
i=1 =1

integrallenebilir ve

IZun =>|u,.
Xx n=1 n=l x

2.4.2.5. Teorem {gn}, bir g integrallenebilir fonksiyonuna hemen hemen her yerde

yakinsak olan integrallenebilir fonksiyonlarin bir dizisi ve {f }, f ’ye hemen hemen her

yerde yakinsak olan dlgiilebilir fonksiyonlarmn bir dizisi olsun. Her ne N i¢in | fn| < |gn| ve

Jo=limfg, ise [f=lim[f,.
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2.4.2.2. Sonug { f,} integrallenebilir fonksiyonlar dizisi ve f integrallenebilir olmak iizere

hemen hemen her yerde f, — f olsun. Bu durumda

_[|fn—f|—>0
X

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

[Ifal = J11:
X X

2.5. Vektor Uzaylan

2.5.1. Lineer uzaylar

Bu kesimdeki bilgiler (Bayraktar, 2017) kaynagindan faydalanilarak yazilmistir.

2511 Tanm X=@ ve F,Rveya C olsun. Asagida iki grupta verilmis kosullar

gergekleniyorsa X e F de vektor uzay: (veya lineer uzay) denir.

1. (X,+) islemine gére bir degismeli gruptur.

Gl Her m,ne Xicin m+ne X . (toplamaya gore kapalilik 6zelligi)

G2  Her m,n,se X i¢in m+(n+s)=(m+n)+s. (toplamanin birlesme 6zelligi)

G3 Her me Xi¢in m+0=0+m=m olacak sekilde 0 € X vardir. (toplamaya
gore sifir elemaninin varlig)

G4 Her meX igin m+(—m)=(-m)+m=0 olacak sekilde —me X
(toplamaya gore ters elemanin varligi)

G5 Her m,ne X i¢in m+n=n+m. (toplamaya gore degisme 6zelligi)
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2. m,ne X ve d,y € F olmak lizere asagidaki kosullar saglanir:
X1  o.me X. (skalerle carpmaya gore kapalilik).

X2 &.(m+n)=5m+4.n (toplamaya gore dagilma Gzelligi).

X3 (6+7).m=5m+y.m (toplamaya gore dagilma 6zelligi).

X4 (Sy)m=6.(y.m).

X5 1m=m (1 F nin birim elemanidir, skalerle ¢garpma i¢in birim eleman).
Vektor uzayi (Lineer uzay), X kiimesi ve 1. ve 2. Kosullar1 saglayan

+: X' x X — X (toplama)
Ve
. Fx X — X (skalerle carpma)

doniisiimlerinden ibarettir.
F=R ise Xereel; F=C ise X e kompleks vektor uzayi ad1 verilir.

2.5.1.2. Tamm X , bir £ cisminde vektdr uzay1 olmak iizere X insonlu K ={m,,...,.m } alt
kiimesi i¢in
" 6m =0, §eF
iz it i
olmasi, her i igin 6, =0 olmasini gerektiriyorsa K kiimesine veya m,,...,m. vektorlerine (

F 1izerinde ) lineer bagimsiz denir. Eger K lineer bagimsiz degil ise K ya veya m,,...,m,

vektorlerine lineer bagimli denir. (n>1)
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2.5.2. Normlu uzaylar

2.5.2.1. Tanim X vektdr uzay1 ve || ||: X — R fonksiyonunun X deki degerini |x|| ile ifade

edelim.
l. |X|=0< x=0,
I x| =|s][x]| (5 <F)
. Ix+ || <||x[+]y| (licgen esitsizligi)
kosullar1 gergekleniyorsa | || ye X de bir norm, X vektér uzayma da normlu uzay denir ve

(X ,|| ||) seklinde gosterilir.||x| sayisina ise X vektdriiniin normu denir.

I. kosulu, uzunlugu sifir olan vektoriin sadece sifir vektorii oldugunu ifade eder.

Vektor uzayi olarak X reel ise normlu uzaya normlu reel uzay; kompleks ise X e normlu

kompleks uzay denir.

2.5.2.1. Lemma (X.,| |) normlu uzay ve x,y,x,,..., %, € X olsun. Buna gore,

o IMd-Ivll<x-vd,

* HZ; X

<3000 -

2.5.2.1. Ornek R veya C de | || fonksiyonunu

x e R icin ||x| = |x| veya X+Yi=2€C icin |z =|z| = x* + y*

seklinde ifade edelim. Bu halde,
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M=0es [x=0es x=0,
o] =% =[o1[x| <o
ve
[+ vl =[x+ yl < x|+ |yl = X[ +[v]
oldugundan (R,| |) normlu uzaydir. Aymi sekilde (C,| |) de normlu uzaydir. O halde

norm, bir vektoriin R deki mutlak degerinin veya C deki modiiliin genellestirilmis seklidir.

Bu normlara alisilmis norm denir.

2.5.2.2. Ornek R" veya C" de | |,

[, =l D+l = 20 %
seklinde ifade edilirse
X, =0<=x =0<x=0
ve
5], =[]+ 6% +...+|ox,| =|5][x], -
Ucgen esitsizligi icin

[yl = 220 vl < 2 b+ 2 il = e+

oldugu gbriiliir. O halde || |, normdur. N =1 igin | |l normu aligilmig norm,

l=11=]1

dir.
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(R”,” ||1) ve ((Cn,” ||1) normlu uzaylardir.

2.5.2.3. Ornek x =(x,%,,....X,) € R" olsun. Bu taktirde ,

I, = bt P =[S (S0 @sn

olarak tanimlanir. Tamimlanan | |, fonksiyonunun I., IL. ve III. kosullari sagladig1 kolayca

goriiliir. Bu norma R" iizerinde Oklid normu, bu normla birlikte R" reel lineer uzayina n-

boyutlu Oklid uzay1 denir.
(R” A ||2) normlu uzaydir. Ayni sekilde (C",| |,) de bir normlu uzaydur.
2.5.2.4. Ornek A bos olmayan herhangi bir kiime olsun.
M(A)=M(AF)={f:f:A>F, siurl}
alt uzaym alalim.
| :M(AF)—>R,

|£], =sup{|f(x)|:xe A}

seklinde tanimlanirsa|| || bir normdur. L, II. ve III. kosullar1 sagladig1 kolayca goriilir.

| ||, normuna supremum veya diizgiin norm denir.

2.5.2.5. Ornek 2.5.2.4. Ornegindeki A yerine pozitif tam sayilar kiimesi yani N alinirsa
M (N,F) sl dizilerin vektor uzay: olur. Bu uzay genellikle |” seklinde gosterilir. Bu

halde
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1” = {x=(%,) = F :sup,,|x,| <oo} .
X=(X,%,-), Y=(Y1, ¥p,...) €17 V& 5 € Ficin
X+Yy=(X,+Y,) ve 5x=(5x,) (2.5.2)
seklinde tanimlanirsa X+ Yy €1” ve X €l” oldugu goriiliir.
Ayrica |” un £ iizerinde bir vektdr uzayi oldugu agikga goriiliir.

x|, =sup{|x,|:neN}

seklinde tanimlanirsa bu tanim supremumdan dolay1 meveuttur. | || bir normdur. I” normlu

uzaydir.

2.5.2.6. Ornek 1< p <00 olmak iizere (I " ||p) normlu uzaydir. Burada

I :{x:(xn)cF:Z::1|xn|<oo}

olup bu kiimede toplama ve skalerle carpma islemleri (2.5.2) deki tammlanirsa 0X €l”

oldugu agikca goriiliir.

Ayrica [P de || ||p,

. Up
I, =(ZrxI°)

seklinde tanimlanirsa (I " ||p) normlu uzaydir.
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2.5.2.7. Ornek 2.5.2.4. 6rnekte A yerine R de / araligini alirsak M(/), / de taniml reel
degerli simirli fonksiyonlarin vektor uzayidir. / =[a,b] kapali aralig1 ise [a,b] de taniml
skaler degerli smirh fonksiyonlarin A7[a,b] vektor uzay1 ve [a,b] da tanimli ve siirekli

fonksiyonlarin C[a,b] vektor uzay:

|, =sup{|(9]: xe[ab]
supremum normuna gore normlu uzaydir.

2.5.2.8. Ornek 1=1,...,N icin (5,,” “.) bir skaler cisim iizerinde normlu uzaylar olmak

{izere
S={x=(X,.X,)iX €5, 1<i<n} =5 x..x5,

kiimesinde
o =max ([, i =1.2,..n) ve [, = X x|

seklinde tanimlanan || | ve | | fonksiyonlari birer normdur. Bu normlarin her birine

carpim normu ve S uzayina da ¢arpim uzay1 denir.

2.5.2.2. Tamim Normlu vektdr uzayr (X,|| |) olmak iizere Y, X inbir alt uzay1 olsun. ||l

nin ¥ ye kisitlamisin || ||, ile gosterirsek || ||, ¥ de bir normdur. ¥ ye indirgenmis norm

ad1 verilir. ()/,” ||y) normlu uzayma da (X,| |) normlu uzaymin alt uzayr adi verilir.

(Bayraktar, 2017)

Yakinsak skaler dizilerin kiimesini C ve sifira yakinsak dizilerin kiimesini c,ile gosterirsek

c= {(xn): limx, = x mevcut ve sonlu} ,

n—o
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C, ={(xn)ec:limxn :0}

n—o

ve C,, kiimesi de

Coo = {(Xn) el”:(x,) nin sonlu say:da sifirdan farkls terimi var dzl’}

ise (C,” ||w) uzayi (|°°,|| ||w) uzayinin ve (CO,” ||w) uzay1 da (C,” ||w) uzayinin alt uzayi

oldugu gibi C,,, 1> ve |” dizi uzaylarinim alt uzayidir.
Ayni zamanda (C[a,b],| ||.) normlu uzayi, (M[a,b],| ||.) un normlu alt uzayidir.
25.2.2.Lemma x=(%,...%,) V& y=(Vi,.... y,) RveyaCniniki n-lisi olsun.

1) Cauchy-Schwarz esitsizligi

DI \/Zin:l|xi|2 \/Zin:1|yi|2

ya da (2.5.1) deki norm gésterimiyle

vl <Xl vl

dir.

2) Minkowski esitsizligi

I % 4 <% v

ya da (2.5.1) deki norm gosterimiyle
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X+ v, <[Ix]l, +[¥ll,
seklinde ifade edilir.

Cauchy-Schwarz ve Minkowski esitsizlikleri genellestirilebilir.

> 0% |2 ve Z:::l|yi|2 yakinsak olmak iizere reel veya kompleks (x )=(x,X,,...) Ve

(vi)=(Y.,Y,...) dizileri igin

Sl < (k) (ol

dir (Cauchy-Schwarz esitsizligi).
Hatta p>1ve 0,1/ p+1/q=1 kosulunu saglayan bir reel say1 olmak iizere

1Uq

S bl (Z) ()
(Holder esitsizligi) veya
Yokl ve Ty
yakinsak olmak iizere
S xl< (Xl ) ()
esitsizligi gecerlidir (sonsuz toplamlar i¢cin Holder esitsizligi).

Z|Xi|2 ve Z|yi|2 yakinsak olmak iizere (x)=(%,X,,...) V€& (y;)=(V.,Y,...) reel veya

kompleks dizi olsun. Bu taktirde
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DI RST

yakinsak ve

(e v} <(Zrf) (X))

dir (sonsuz toplamlar i¢in Minkowski esitsizligi).
1< p <o olmak iizere

Up

(o x+nl ) < (Sl ) ()

veya genel olarak

Up

(Sl nl)" <l ()

seklindedir. (Bayraktar, 2017)

2.5.2.1. Teorem (x| |) herhangi normlu uzay olmak tizere

1. d(x,y) =|x—y| seklinde verilen d fonksiyonu bir metrik ve |x|=d (x,&)dur.
2. Her X,¥,2€ Nigin d(x+z,y+z)=d(x,y) dir.

3. Her 5 e F igin d (6x,0y) =|5|d (x,y) dir.

(X,|| pnormlu uzayinda d(x,y)=|x—y| olarak verilen d metrigine, normun

olusturdugu metrik veya norm metrigi ad1 verilir.
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2.5.2.2. Teorem X bir vektor uzayive d , X de 2.5.2.1. Teoremin 1. ve 2. sartlar1 geregince

bir metrik olsun. Bu taktirde

[X]| = d(x,6)

olarak tanimlanan || || fonksiyonu bir normdur. Ayrica bu normun olugturdugu metrik bu d

metrigidir. X,y € X i¢in d (x,y)=|x—y]| dir.

2.5.2.3. Tanm (X,] ) ve (X.]l [[) normlu uzay, f:X — X bir fonksiyon ve x, € X
olmak  iizere eger her &£>0 sayist  verildi§inde  xeB(x,,9) icin
[x=%o| <5 =] (x)- (% )H <& olacak sekilde 5 > 0 sayist meveutsa f fonksiyonuna x,

noktasinda siirekli denir. f fonksiyonu X kiimesinin her bir noktasinda siirekli ise f ye X

de suirekli denir.

2.5.2.4. Tamim (X A ||) uzayinda (x, ) dizisi verilmis olsun. x € X olmak {izere her & >0
ve her nxn, icin ||x,—x|<e olacak bigimde bir n, varsa (x,) dizisi X vektdriine

(elemanina) yakinstyor denir.

2.5.2.5. Tanim (x,), (X|| ||) de bir dizi olsun. Her & > 0igin dyle bir n, € N varsa ki her

m,n>n, igin |x, —x,|| < £ olsun. O halde (x,) dizisine Cauchy dizisi denir.
2.5.3. Banach uzaylar

2.5.3.1. Tanim (X,” ||) normlu uzay1, burada verilen normun irettigi metrige gore tam ise

o uzaya Banach uzay ad1 verilir.

2.5.3.1. Ornek (R,+,.) ve (C,+,.) nin reel ve kompleks vektdr uzaylari oldugunu

biliyoruz. ||x|| =|x| seklinde tamimlanirsa bu uzaylar normlu uzaydir. Ayni zamanda bu

uzaylar tamdir. alisilmis norma gore (]R, || ||) ve ((C,” ||) Banach uzaydir. (Bayraktar, 2017)
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2.5.3.1. Teorem R" ={x =%, X,,....X, ) : X € R} kiimesi; toplama, skalerle carpma ve

IXII, = (Z:_1|xi|2)1/2 normu igin bir reel Banach uzayidur.

R" yerine C" nin alinmasi durumunda C" tamlig1 da agik¢a goriiliir.

2.5.3.2. Teorem (|2 dizi uzay1) Z;|Xi|2 yakinsak olmak iizere reel veya kompleks

X =(%)=(%,%,,...) dizilerinin kiimesini |” ile gsterelim. Yani

12 ={x=(xl,x2,...):xi eD ve > x| <oo}
olsun. Bu takdirde

X,y el® ve g eFigin

XY= (X + Y1 %+ Yy,
ax=(ax)=(ax,ax,..)

ve

w 12
X, =(Z %)

olarak tanimlanirsa |° Banach uzaydir.

F=Rise I? uzayina sonsuz boyutlu reel Banach uzay, £ = C ise sonsuz boyutlu kompleks

Banach uzay adi verilir.

2.5.3.3. Teorem (I’ Banach uzay1) p,1< p<o sartini saglayan bir reel say1 olsun.
F" = {x = (X Xgreor Xy )i % € F } kiimesinde bilesen toplama ve skalerle carpma islemleri

tanimlaniyor.
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Up

I, =(ZL0xI°)
ise F" Banach uzaydir.

2.5.3.4. Teorem (1° uzayr) p sayist,1< p <o sartini saglayan bir reel say1 olsun.

P :{x:(xi):(xl,xz,...):xi eFve > Ix|° <oo}

kiimesinde bilesen toplama ve skalerle ¢arpma islemleri tanimlaniyor.

- Up
I, =(Zrahsl’)

ise || ||p bir norm ve | Banach uzaydur.

2.5.3.2. Tamim (yakinsak ve diizgiin yakinsak) F =R(veya C) ve A keyfi bir kiime olmak

lizere A dan £ ye tamml f fonksiyonlarnm ( f ) dizisi ve X, € Anoktasi verilsin. Eger

Ve >0igin dyle n, € N varsa ki her n>n;icin

£, (%) f(%)[<e

olsun, o halde ( f, (x)) dizisi x, noktasinda f (x) e yakisaktir adi verilir. Eger ( f,) dizisi
VX, € Aigin f ye yakinsak ise, o halde bu dizi f -ye A da noktasal yakinsaktir denir ve

lim f, (x)=f(x)

n—oo

biciminde yazilir ve tanimdan da anlasildig1 lizere n, sayis1 & ve X, a baghdir. Yani,
N, =N, (&,%,) dir. & >0 verildiginde her X € A igin sadece & abaghve n>n, =n,(¢)

igin
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f,(x)-f(x)<e
olacak sekilde bir n, sayisi varsa (f (x)) dizisi f (x) e diizgiin yakinsaktir denir.

2.5.3.5. Teorem A7 (A, F) vektor uzayinda || | donisimi

If] w:sup{‘f (x)|:xe A}
olarak tanimlanirsa A/ (A, F) bir Banach uzaydir.

2.5.3.1. Sonug Surh fonksiyonlarin (A7(/),| |.) uzayile simrh dizilerin (|°°,|| ||w) uzay1

Banach uzaydir.

2.5.3.6. Teorem X topolojik uzay ve C, (X, F), X de tamimli skaler degerli siirekli ve sinirh

fonksiyonlarimin bir kiimesi olsun. f,g e C, (X, F) olmak lizere
(f+9)(x)=F(x)+g(x),

(af)(x)=af(x)

ve

[k :sup{‘f (X)‘IXGX}
olarak tanimlanirsa C, (X, F) Banach uzaydir.

25.3.2. Sonug Teoreme gore [a,b] de tamimlanmis olan skaler degerli strekli

fonksiyonlarin (C [a,b],|| ||w) uzay1 Banach uzayidir.
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2.5.3.3. Tanim X topolojik uzay bir, 1 indis kiimesi ve X kiimesinin alt kiimelerinin bir

ailesi U={A c X|iel} olsun. X =|JU, ise v} ailesine X in bir ortiisii denir. Eger U,
i

ler agik ise {¢,} ye agik ortii adi verilir. {¢/;} agik Ortiisiiniin sonlu bir alt ailesi yine Xin

bir ortiisii ise bu alt aileye sonlu agik 6rtli ad1 verilir.

2.5.3.4. Tanmim X in bostan farkli bir A altkiimesi i¢in (indirgenen metrik ile) A metrik alt

uzay1 tamamen sinirli ise A altkiimesi tamamen sinirlidir denir.
2.5.3.5. Tanim (X, d) metrik uzay: verilsin.

1. X uzayindaki her bir dizinin yakinsak bir alt dizisi var ise X uzayna dizisel kompakt

ad1 verilir.
2. X tamamen sinirli ve tam ise X e kompakt ad1 verilir.

3. X in her agik ortiistiniin sonlu bir alt 6rtiisii varsa X e kompakt uzay adi verilir.

2.5.4. I¢ Carpim uzaylan

25.4.1. Tamm (I¢ Carpim) X, F cismi iizerinde bir vektér uzayr olmak iizere.

(,): X x X — F fonksiyonu,

L{x+y,2)=(x2)+(y,z),
i{ax,y)=a(x,y),(aeF),

iii. (X, y)=(y,x),

IV.{x,x)>0ve(x,x)=0<x=0.

sartlarin1 sagliyorsa bu fonksiyona i¢ ¢arpim adi verilir. X, i¢ carpim uzay1 adi verilir.

(X : <,>) seklinde gosterilir.
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F = R olmasi halinde i¢ ¢arpim uzayina reel i¢ ¢arpim uzayi, F = C olmasi halinde kompleks

i¢ ¢arpim uzayi ad1 verilir.

2.5.4.1. Ornek F=RveyaC olmak iizere [a,b] kapali araliginda tammli skaler degerli

stirekli fonksiyonlarin kiimesi C[a,b] olsun. f,geC[a,b] Ve a e F olmak iizere

(F+9)()=f(x)+9(x),
(£.9)(x)=f(x).9(x),
(af)(x)=af(x)

olarak tanimlanirsa bu islemlere gore C[a,b] vektor uzayidir. Ayrica,

(1.9)=] 1 (a0
seklinde tanimlanan (,) fonksiyonu i¢ ¢arpim fonksiyonudur. C[a,b] i¢ carpim uzayidir.
2.5.4.2. Tamim (i¢ Carpim Normu) X i¢ ¢arpim uzay1 olmak iizere

[ =R [x] = (% %)

olarak tamimlanan || || doniisiimii bir normdur. Buna i¢ ¢arpim normu ad verilir.

2.5.4.1. Teorem (X()) ikilisi bir i¢ carpim uzay1 ve || | normu bu uzaydaki i¢ carpim

normu ise asagidaki 6zellikler saglanir.

2. [y <Ixlly)

b lx+ [ <[x|+]y]
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2.5.5. Hilbert uzay:

2.5.5.1. Tamim (Hilbert uzay1) X i¢ ¢arpim uzay1 ve || ||, i¢ ¢arpim normu olsun.

d(xy)=[x-y[=y{x-y.x-y)

seklinde tanimlamirsa (X,d) metrik uzaydir, I¢ carpim normuyla tanimlanan bu d

metrigine gére X i¢ ¢arpim uzay1 tam ise bu uzaya Hilbert uzay1 ad1 verilir. F =R veyaC

ise X e reel (kompleks) Hilbert uzay1 adi verilir.

2.5.5.1. Ornek C" uzayimin <Z, W> =W, +...Z, W i¢ carpimina gore bir i¢ carpim uzayidir.

Bu durumda i¢ ¢arpim normu

Iol=\{2.2) = e+t = ()

oldugundan C" tam ve dolayisiyla Hilbert uzayidir.

2.5.5.2. Ornek (|2 Hilbert uzaylar1) Zii1|x |2 yakinsak olmak iizere reel veya kompleks

X =(%)=(X,X,,...) dizlerinin I? kiimesini diigiinelim. Cauchy-Schwarz esitsizliginden

dolay1 X,y el? igin

meu”ﬂ <

dir. Mutlak yakinsaklik yakinsaklig1 gerektirdiginden (,):12 <12 — F,

(y)= 22000

olarak tanimlanirsa 12 bir i¢ carpim uzaydir. Simdi
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”X”z = <X, X> _ (Z;|Xi|2 )1/2

i¢ carpim normunu diisiinelim. Bu normdan elde edilen
© 2 1/2
4o y) ==yl = (X -

norm metrigine gore |° nin tamdir. O halde 1% bir Hilbert uzaydur.

2.5.5.1. Teorem 1< p<o ve p#2 olmak iizere ZL|Xi|p yakinsak yani Zzl|xi|p <0

olacak sekilde reel veya kompleks x =(x,, X,,...) dizilerinin kiimesi |” olsun. Bu taktirde

<X’ y> 3 z: % Yi
i¢ carpimina gore |° Hilbert uzay: degildir.

2.5.6.Sobolev uzaylan

2.5.6.1. Tanim Bir Q c R" agik kiimesini ve Cy (Q) lineer vektor uzayini dikkate alalim.

C; () nimn elemanlar1 her mertebeden kismi tiirevleri siirekli ve dayanagi kompakt olan

fonksiyonlardir. Bir tek deger dondiiren fonksiyonun dayanagi

day(4)={xeQ:¢(x) =0} cQ

seklinde ifade edilmektedir. Bundan &tiirii her zaman kapali kiimedir. Dolayisiyla uzayin her

bir fonksiyonu Q nin bir kompakt alt kiimesi disinda sifir olmaktadir. C; (Rn) de

5= (L 2] I, <2

0 I, >a
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ornegi verilir. Bundan 6tiirli bu kiime bos degildir. (Suhubi, 2021)

2.5.6.2. Tamm K CQ kompakt kiimesi iin day(¢) = K olan ¢ e, () fonksiyonlarinin

tirettigi kiimeyi ©, () ile ifade edelim. Bu kiime lizerinde bir yari-norm ailesini

Pen(4)= sup ‘Dr¢(x)‘, m=0,12,...
[r|<m,xek
seklinde belirtelim. ©, () konveks bir vektor uzayi olur. K; c K, ise ©, (Q) =D, (Q)
agiktir. C;°(Q) vektor uzayna test fonksiyonlar: uzayi adi verilir ve ©(Q) ile gosterilir.

(Suhubi, 2021)
2.5.6.3. Tanim (Genellestirilmis Fonksiyonlar Uzay1)

D(Q) uzay: lzerinde segilen yari-norm ailesinden olusturulan topolojiye gore siirekli
lineer fonksiyoneller bir lineer vektor uzayi iiretir. Bu uzaya © () mn topolojik duali adi
verilirve © (Q) seklinde gosterilir. Yani 7 e © (Q) ise ¢ e ©(Q) i¢in 7 (¢) e F(f cisim)
olur. ¢ fonksiyonlarmimn yardimeilart Q nin kompakt alt kiimeleri, kendisi dahil her

mertebeden tiirevleri stirekli oldugundan kendisi dahil her mertebeden tiirevleri siirl ve

diizgiin siireklidir. © (Q) dual uzayina genellestirilmis fonksiyonlar uzay1 adi verilir.

(Suhubi, 2021)

D () lizerindeki topolojiye bir {¢ } = D(Q) dizisi bir ¢ e ©(Q) fonksiyona ancak ve

ancak

I.Her k tamsayist ve x=(X,,X,,...x,)ek =Q—K icin ¢ (x)=0 olacak sekilde bir

K < Q kompakt kiimesi varsa

ii.Her r =(r,r,,...,r,) ¢oklu endisi ve k — o igin sup|Dr¢k(x) —Dr¢(x)| — 0 1ise yakinsar.
xek

Bu yakinsamay1 ¢, — ¢ bigiminde gosterilir.
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7 lineer oldugu i¢in her ¢,y € D(Q) ve @, f€F igin

T(a¢+ﬁl//) = a7(¢)+ﬂ7'(1//)

saglanir. ©(Q) ve F vektor uzaylarindaki topolojilerde tim agik kiimeler 0 vektorlerin

acik komsuluklarinin 6telenmeleri oldugu i¢in 7 fonksiyonelinin siirekliligi i¢in yalniz 0 da

stirekli olmasinin gerek ve yeter oldugu agiktir. © (<€) da sifirin her agik komsulugunun 7

altinda goriintiisiiniin F de sifirin bir agik komsulugu i¢in de kalmasinin ancak ve ancak Q

kiimesinin her kompakt K alt kiimesi i¢in, ¢ € ©, (Q) oldugu takdirde

7(p)<cc sup [D'g(x),m=01.. (22)

|rj<m,xek

olacak sekilde bir C, >0 sabitinin bulunabilmesi anlamma geldigi kolaylikla

gerceklenebilir.

7 nin ancak ve ancak her ¢, — ¢ igin lim |7'(¢1< ) —7'(¢)| =0 ise siirekli olacag: agiktir.

Bir uerf* () yerel olarak integre edilebilir fonksiyonunun bir genellestirilmis

fonksiyonlar uzayi tirettigi agik¢a goriiliir. R" deki Lebesgue dlgimii y ise

L (#)=[u(x)¢(x)du, ¢ <D(Q)

Q

seklinde tammladigimiz 7, operatoriiniin () lizerinde bir lineer fonksiyonel oldugu

u

agiktir. 7, nun siirekli kolayca goriiliir.

L*(Q) uzayindaki fonksiyonlara karsilik gelen genellestirilmis fonksiyonlar uzayma

diizenli genellestirilmis fonksiyonlar uzay1 ad1 verilir.

ueC(Q) ve g () olsun. ¢ fonksiyonu Q nin kompakt bir alt kiimesi disinda sifir

olacagindan kismi integrasyonla
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elde ederiz. Bu bagmti bir 7 € © (Q) genellestirilmis fonksiyon uzaymn r. mertebeden

kismi tiirevinin her ¢ € ©(Q) i¢in

(OT)(¢)=(-1)"T(D'9) (2.3)

scklindedir. ¢ eD(Q) ise D'¢ e D(Q) olacagindan (2.3) tammu ile D'T nin D(Q)
iizerinde bir siirekli lineer fonksiyonel oldugu agiktir. Dolayistyla D'7 e © (@) olur. (2.3)
bagintisina gore her genellestirilmis fonksiyonlar uzaymin ©'(Q) de her mertebeden

genellestirilmis tiirevi vardir.

D":D (Q)—> D (Q) operatdrii de siireklidir. ® (Q) uzayinda 7, — 7 ise

DT.(#)=(-1)T.(D') > (1) 7(D'¢)=DT (9)

ve dolayisiyla da D'7, — D'T bulunur. Genellestirilmis tiirev kavramindan kalkarak bir

u e 4 () fonksiyonunun genellestirilmis tiirevi, 7, = D'7, bagntis1 saglanacak sekilde bir
v, € £ () fonksiyonu varsa D'u =v, seklinde tanimlanabilir. Bu durumda her ¢ € ©(Q)

icin
(1) [uD"d(x)d e =[v(x)(x)d

bagintisi saglanmalidir. u,v, e/, (Q),1< p<oc oldugunda D'u=v, ile bir ue/ (Q)

fonksiyonunun r. mertebeden genellestirilmis tiirevi tanimlanmus olur.
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2.5.6.1. Ornek §€Q ve S (¢)=¢(&) olsun. D"s, “genellestirilmis fonksiyonlar uzaymin

etkisi D'3, (¢)=(-1)" D'g(x)

seklinde hesaplanir. Q=R alalim. A e /™ (R)

x=§

fonksiyonu ve ¢ € ®(RR) igin

o0

T (9)=-T,(8)=—[4 (x)dx=¢(0)=5,(¢)

0

elde ederiz. Dolayisiyla 5, =7,, yazilabilir. (Suhubi, 2021)

2.5.6.4. Tanim (Sobolev Uzaylar) R" nin bir acik kiimesi Q olsun. Bu kiime tizerindeki

skaler degerli fonksiyonlart u(x)=u(x,,X,,... X,), x € Q seklinde gosterelim. Mbir pozitif
tamsay1 olmak tizere tiim D"u, 0 <|r|<m genellestirilmis tiirevleri £ (Q),1< p <o uzay1

icinde olan fonksiyonlar1 dikkate alalim. Q {izerindeki hemen hemen her yerde esit
fonksiyonlar esit kabul ettigimiz takdirde boyle fonksiyonlarin bir vektor uzayi olusturacagi

agikea goriiliir. Bu uzaya Sobolev uzay1 ad1 verilir. W™ (Q) Sobolev uzayin

W (Q)={ueD (Q):D'uel, (Q),0<|r|<m}, 1< p<w

p
bi¢ciminde tanimlayabiliriz.(Suhubi, 2021)

W' (©) uzaymi /[ (€2) nin normundan faydalanarak bir normla donatabiliriz.

A() < A(9) |lu

IN

1/p
p] 1< p<oo
p

ol = 2 o

fonksiyonu bir normdur. Tanima gére 0 <|r|<m alinirsa HD'qu <o oldugundan ve || ||p

norm kurallarini sagladigindan || ||m " de bir normdur.

p =oco i¢in normu
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max |[D"u

Uy gy =[], =
” W(Q) M, o<r<m

o0

seklinde tanimlanir.

2.5.6.1. Teorem W' (Q) Sobolev uzay1 bir Banach uzayidir.

2.5.6.5. Tamm m=>0 ve P>1 reel sayis: igin Sobolev uzaylarmn W (-1,0)+W."(0,1)

direkt toplami

”y”p,m :”y WP (-1,0) +||y W (01)

normuyla verilen (—1,0) ve (0,1) araliklar sirastyla W, (—1,0), ;" (0,1) uzaylarina ait
[-1,0)U(0,1] araliginda tanimlanmis Y = y(X) kompleks degerli fonksiyonlarm Banach

uzayidir.
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3. BAZI OPERATORLER VE OZELLIKLERI

3.1. Kompakt Operatorler

U ve V normlu vektdr uzaylari olsun. A:U —V operatorii U uzayindaki sinirli kiimeleri
V uzayinda goreceli kompakt kiimelere doniistiiriiyorsa bir kompakt operatdr adini alir.

Yani Abir kompakt operatorse her smirli 9t < U kiimesinin A(9)t) =V goriintiisiiniin

A(‘)ﬁ) kapanis1 kompakt bir kiimedir. Kompakt operator siirekli ise tam siirekli operator

adi verilir.

A(ﬁﬁ) kompaktsa tam ve tam sinirlidir. Dolayisiyla A(Qﬁ) c A(DN) alt kiimesi de tam

sinirlt ve siirlidir. Buna gore kompakt operatorler dogal olarak sinirlidir. A operatori
lineer ise sinirli olmak ayni zamanda siirekli olmaktir o halde her bir kompakt lineer

operatdr stirekli, dolayisiyla tam siirekli olmak zorundadir. (Suhubi, 2021)

3.1.1. Lemma U ve v normlu uzaylar ve A:U —V bir lineer operatorii verilmis olsun. A

operatoriiniin kompakt olmast i¢in gerek ve yeter sart sinirli her {u } U dizisi i¢in

{Au,} <V dizisinin bir v eV vektoriine yakinsayan bir alt dizisinin mevcut olmasidir.

3.1.1. Teorem Sonlu boyutlu bir normlu vektor uzaymin kapali ve sinirli olan her alt

kiimesi kompakt, sinirli her alt kiimesi ise goreceli kompakttir.

3.1.2. Teorem Bir normlu vektor uzayinda B kapali birim yuvari ancak ve ancak uzay

sonlu boyutluysa kompakttir.

3.1.3. Teorem Bir U normlu vektdr uzayinin sonlu boyutlu bir alt uzay Vv ise her u eU

i¢in d (u,V)=d (u,w) olacak sekilde bir weV vektorii vardir.
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3.1.4. Teorem

a) U,V normlu vektér uzaylart ve A, A, :U —V kompakt operatorlerse her «;,a, € F

icin A=, A +a,A, operatorleri de kompakt olur.

b) U,V.W normlu vektér uzaylar1 ve A:U —V ile B:vV —>W siirekli lineer

operatdrler olsun. Bu operatdrlerden biri kompakt oldugu takdirde BA:U —W operatorii

de kompakt olur.

C) V bir Banach uzayi olsun. A :U —V ,n=1,2,...kompakt operatorler dizisi bir

A:U —V operatoriine yakinsiyorsa A bir kompakt operatordiir.
3.2. Integral Operatorii

3.2.1. Tanim [a,b] kapali aralifinda taniml reel degerli ve siirekli fonksiyonlarin kiimesi

C[a,b] olsun. T :C[a,b] > C[a,b],

T(f(t))z_:[f(x)dx, tela,b]

seklindeki tanimda T bir lineer operatdrdiir ve buna ayni1 zamanda integral operatdrii adi

verilir.

3.3. Fredholm Operatorii

P ve R Banach uzaylar olmak lizere G(A) tanim kiimesi, J (A) deger kiimesi, R, Rnin
eslenik uzay1 olsun. G (A) = P olmak iizere A:P — R verilsin.

A lineer operatoriiniin ¢ekirdegi (Kernel)
ker A:={v|veG(A),Av=0}

seklindedir. Ker A seklinde gosterilir.
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A lineer operatoriiniin co ker nel i
coker A:= {v"v' eR, <Av,u'>:0, v eG(A)}

seklindedir. co ker seklinde ifade edilir.

Eger P den R ye bir A operatorii, asagidaki kosullari saglarsa A ya Fredholm operatoriidiir

denir.
a) J(A), R de kapalidir,

b) ker A, P’ nin sonlu boyutlu alt uzay1 ve coker A, R niin sonlu boyutlu alt uzayidir,

c) dimker A=dimcoker A.

3.4. Kendine Es Operator

3.4.1. Tamim Bir 7 Hilbert uzayi ve B:7Z — 7 bir lineer operatér olsun. B = B esitligi

gecerliyse B ye kendine es operatdr adi verilir. 2 (5 ) =2 (3*) kosulu saglanir.

3.5. Simetrik Operator

3.5.1. Tanim Bir 7 Hilbert uzayin kendisine doniistiiren B 7% — 7 lineer operatdriinii

dikkate alalim. Bu operatdriin es operatdrii de B™ : 77 — 7 dir. Riesz doniisimii £ ve

B 7 — 7 ise B : X 'B L elde edilir. Es operatdriin tanimlanmast igin (5 ) ="

bagintis1 saglanir. Bu durumda D(B*) C 77 olur. Eger B operatorii B operatOriiniin bir

B c B genislemesi ise, yani her u,v e 2 (B) vektorii i¢in (Bu,v)=(u,Bv) yazilabiliyorsa

B Dbir simetrik operatdrdiir denir.
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3.6. Pozitif Operator

3.6.1.Tanim Bir B:7 — 7/ simetrik operatér olmak iizere her u e 2(B) igin (Bu,u)

sayis1 reel olur. Kompleks uzayda (BU,U):(U,BU)z(BU,U) yazilabilir. Reel uzayda bu
sonug agikardir. B simetrik operatdrse ve her Uigin (Bu,u)>0 ise bu operatdre pozitif

operator adi verilir.

3.7.i1zomorfizm

3.7.1.Tamm A ve B lineer uzaylar olmak iizere D(K)= X ve R(K)=VY olsun. K : X —»V

siirekli lineer operatdrii verilmis olsun. K operatdriiniin, K ters operatérii var ve siirekli

ise X ve YV uzaylarina izomorfik uzaylar denir. K operatoriine izomorfizma adi verilir.
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4. SINIR DEGER PROBLEMLERI

Bu boéliimdeki tanim ve teoremler (Kandemir, 2015) kaynagindan alinmistir.

4.1. Tanim R veya C kiimesini F ile gosterilsin. " Euclid uzay1 olmak {izere
f:Dng(Fm)Ml—)IFm, m>1n>1(m,neN)

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyon yardimiyla elde edilen

f(%y(%), Y (X),y"(X), ¥ (x)) =0
denklemine adi (bayagi veya basit) diferansiyel denklem denir.

4.1. Siir Deger Problemleri

4.1.1. Tanim a,a,,..,8, (&, #20), [a,b] arahginda tammli ve bu aralikta P -yinci

mertebeye kadar stirekli tiirevlenebilen u fonksiyonunu igeren
S(u)=a,u®” +...+a,u=0 )
lineer homojen sabit katsayili diferansiyel denklemini alalim.

ul,uz,...,upfonksiyonlarl (1) ile verilen denklemin lineer bagimsiz ¢oziimleridir. Genel

¢oziim, keyfi sabitler C,/CyuC, olmak tizere
U=Cu, +...+C U,

seklindedir.u ve tiirevlerinin (P—1)-inci mertebeye kadar a<x<b araliinin ug

noktalarindaki degerleri igin
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u(a), u'(a),..., u®(@); u(ob), u'(),..., u®®?(b)
seklinde ifade edilmek iizere dogrusal birlesimlerinden meydana gelen
R.(U) =y u(a) +...+ a,uP ™ (@) + Buu(0) +...+ B,u" ™ (b) =0
R, (U) = ar,u () +...+ U (@) + Buu(d) +...+ B, uP P (b) =0

R (U) = a,u(@) +...+ o, ,u" ™ (@) + Byu(b) +...+ S,u? (b) =0
sistemini dikkate alalim. Sistem kisaca
R (u)=0k=1,...t
bigimindedir ve (1) ile verilen denklemin sinir sartlar1 denir.

4.1.2. Tanim (1) ile verilen homojen denklem ve bu denkleme ait

R (u)=0k=1,...t
siir sartlari ile diisliniildiigii zaman

{ S(u)=0

R (U)=0k=1,..t 2)

bi¢imindeki sisteme homojen sinir deger problemi denir.

4.1.3. Tanim [a,b] da f (X) siirekli bir fonksiyon ve f, da sabit sayilardur.
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S(u) = f(x)
R ()= f, k=1,..t

sistemi de homojen olmayan sinir deger problemidir.
4.1.4. Tanim Homojen smir deger problemi icin daima mevcut olan U =0 ¢dziimiine sinir

deger probleminin agikar (trivial) ¢6ziimii ad1 verilir. Sinir deger probleminin sifirdan farkli

olan ¢oziimlerine asikar olmayan ¢6ziim denir.

4.1.5. Tanim
Lu = (S(U), Sl(u)l"'l St (U)) =V
bigimindeki L operatdriine, sinir sartlari

R (U) =0,k =1,....t

ve L(Yy) diferansiyel ifadesi tarafindan iiretilen diferansiyel operator denir. Dolayisiyla (2)

problemi ile L operatorii esdeger olup
Lu=0
bigiminde ifade edilebilir.
4.1.6. Tanim
S (@)= (1" @,0)" + ()" (@,.0) " +..+ (a,0)" ~ (a,p) + 39
diferensiyel ifadesine

dPu

d’u du
W+...+a2(x)W+a1(x)&+ao(x)u 3)

S(u)=a,(x) % +a,,(X)
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diferensiyel ifadesinin eslenigi denir.

S (@) = (-D"(@,)” + (1" (@,.0) " +...+ (a,0)" — (a,0) + 8

diferensiyel denklemine (3) ile verilen denklemin eslenigi denir.

4.1.7. Tanim

S(U)p—US (9) =%P(n,§)

esitligine Lagrange 6zdesligi (veya Lagrange formiilii) denir.
Diferensiyel denkleminin katsayilarinin reel olmasi halinde Lagrange formiili
- * d
S(We-uS (¢) = P(7.<)

seklindedir.

4.1.8. Tanim

I:S(U)@x =P(1,¢) +I:US*(¢)dx
veya
[* (SWp—uS @)dx = P7.0)

esitligine Green formiild denir.

Diferensiyel denklemin katsayilarinin reel olmasi halinde Green formiilii

7' sWpdx = P(7.)+ [ uS" (p)ax



48

seklini alir.

4.1.9. Tanim Eger S=S ise L(Y) diferensiyel ifadesine kendine eslenik (self-adjoint) adi

verilir.
4.1.1. Teorem S ifadesi S nin eslenigi ise S ifadesi de S 1n eslenigidir.
4.1.2. Teorem (S,+5,) =S, +S; ve (aS)"=aS dr.

4.1.3. Teorem S, ve S, kendine eslenik diferensiyel ifadeler & V€ J reel sabitler olmak iizere

aS, + BS, diferensiyel operatérii de kendine eslenik olur.

4.1.4. Teorem [a,b] araliginda a,(X) siirekli, & (X) birinci mertebeden siirekli tiireve sahip

ve a,(x)# 0 ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip fonksiyonlar olmak tizere
S(u) =a,(x)u”"+a,(x)u’+a,(x)u=0
denkleminin kendine eslenik olmasi igin gerek ve yeter sart
a, () =2, (x)
olmasidir.

4.1.5. Teorem [a,b] araliginda a,(x) siirekli, & (X) birinci mertebeden siirekli tiireve sahip

ve a,(x)# 0 ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip fonksiyonlar olmak tizere

S(u)=a,(x)u”"+a,(x)u’+a,(x)u=0

denkleminin kendine eslenik olmasi igin gerek ve yeter sart
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[a, (x)u']’ +a,(x)u=0
seklinde yazilabilmesidir.
4.1.6. Teorem [a,b] araliginda a,(x), & (x) ve a,(x)siirekli fonksiyonlar olmak iizere
a,(xu"+a,(x)u’"+a,(x)u=0, a,(x)=0
denklemi

1 J'al(x)cx

— a, (x)
“=0°

fonksiyonu ile garpilirsa kendine eslenik olur.

4.1.10. Tamm P(7,¢)=K,,S, +K,, S, +..+ K, (S +...+KS, ~de belirlenen ve

Ky Kypy sinur formlart yardimiyla olusturulan
K, =0,...K;, =0

sinir sartlarina,

S(u)=0, a<x<b

R(U)=0k=12,..t

de verilen

sinir sartlarinin eslenik sinir sartlari denir.
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4.1.11. Tanim Sayet sinir sartlari, eslenik sinir sartlarina esdegerse kendine eslenik (self

adjoint) sinir sartlari ad1 verilir.
4.1.12 Tanim
S(u)=0, a<x<b

4)
R (u)=0k=12,..t

sinir deger probleminde ifade edilen S(U) =0 eslenigi S"(¢)=0 ve (4) problemi ile
verilen R (u)=0,k=1,2,...,t eslenigi K, (p)=0,k=12,...,2p—t sinir sartlar1 olmak

uzere

S'(p)=0

K (9)=0,k=12,..2p—t

sinir deger problemine (2) probleminin eslenik sinir deger problemi denir.

4.1.13. Tanmim (2) probleminin olusturdugu diferensiyel operator L ve

S™(p)=0
K, (¢)=0,k=1..2p-t

sinir deger probleminin olusturdugu diferansiyel operator L ise L operatdriine L

operatoriiniin eslenik diferansiyel operatorii adi verilir.
Bu tanima gore N operatoriiniin eslenigi de L operatoriidiir, yani (L) =L olur.

4.1.14. Tanim Eger L'=L ise L operatoriine kendine eslenik diferansiyel operator adi

verilir.



51

4.1.7. Teorem

S(uy=a (x) +ap l(x)dpi1u +..+a (x)OI +a1(x)—+a (X)u

olmak {izere (2) probleminin rank1 I' ve bu problemin

S (p)=0
K, (¢)=0,k=1..2p-t

eslenik probleminin ranki ' ise r ve r arasinda
I"=p-t+r
bagintis1 vardir.

4.2 Ozdeger Parametreli Stnir Deger Problemleri

S(u):ap(x)%+...+a1(x)3—i+ao(x)u

ve A katsayist R veyaC olmak iizere

S(u)=Au

()
U, () =0k =1,..t

problemini dikkate alalim ve bu problemin olusturdugu L diferansiyel operatoriine gore bu

problem

Lu=Au veya (L-Al1)u=0
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bi¢iminde ifade edilebilir.
(L=A1)u=0 denkleminde 1 sayisina L operatdriiniin 6zdegeri ad1 verilir.

4.2.1. Tanim (5) probleminin olusturdugu L operatdriiniin 6zdegerine problemin 6zdegeri
ad1 verilir.Ozdegere karsilik gelen U(U # 0) fonksiyonlarina problemin 6zfonksiyonlar: adi

verilir.

4.2.2. Tamim Diferansiyel denkleminde 6zdeger parametresi bulunan (5) ile verilen probleme

6zdeger parametresi bulunduran homojen sinir deger problemi adi verilir.
Ozdegerlerin belirlenmesi igin asagidaki durumlar inceleyelim.

1) t=p olsun.

S(U)=AU denkleminin bagimsiz ¢oziimleri U, (X, 4),...u (X, 1) olsun. Bu ¢dziimler

sistemi,
S(u)=Au

denkleminin ¢oziimlerinin temel sistemi seklinde adlandirlir. U (X, 2),...,U, (X, 1) ¢dziimleri

A parametresine gore analitik (tam) fonksiyonlardir.

Buna gore
S(u)=Au
denkleminin ait genel ¢6ziim

u(x, 4) =cu,(x, 4) +...+¢,u, (X, 4)
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seklindedir.

Genel ¢oziimii U, (u) =0,k =1,...,t smr sartlarinda yazilirsa

U,(u(x,4)) =cU, (u,(x,4)) +...+c U (u,(x,4)) =0

U, (u(x,4)) =cU, (u,(x, 4)) +...+c U, (u (x,4)) =0
sistemi bulunur ve katsayilar matrisi ¢, = (i =1..., p) bilinmezlerine gore

U, (u(x,4)) ... U(u,(x,4))
U(l)= i
Ut (ul(xll)) o Ut (up(xl /1))

bicimindedir. rankA(4) =r olmak iizere

= (5) problemin ¢oziimiiniin sifirdan farkli olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart ' < P dir.

= t<piser<p gergekleneceginden (5) probleminin herhangi bir 4 igin trivial olmayan

¢Ozlimii vardir. Buna otiirti t < p oldugunda her bir 4 degeri 6zdegerdir.

» t>p ise F<p olmasi i¢in gerek ve yeter sart U (A) matrisine ait biitiin P -yinci

mertebeden minodrlerinin sifir olmasidir. Buna gore

-U(4) nin her p -yinci mertebeden minérleri (elemanin bulundugu satir ve siitunlarin
disinda kalan elemanlarin olusturdugu matris) sifirise I' < P gercekleneceginden biitiin A

degerleri 6zdegerdir.

- U(4) nin sifirdan farkli en az bir p -yinci mertebeden mindrii var ise P -yinci

mertebeden minorleri sifir yapan her bir A degeri 6zdegerdir.

2) t=p olsun. Bu durumda



S(u)=Au

U @u)=0k=1..t

sinir deger problemi

S(u)=Au
{Rk(u):o,kzl,...,p
seklinde olup
Ri(u(x,4)) ... Ru,(x4))
R(u) = ; :
R@u(x,4)) -+ R(u,(x,.4)
matrisi de
Ri(u(x,4) ... R(u,(x,1))
M (1) = : :
Ro(W(x,4)) -+ Ry(uy(x 4))
bi¢imindedir.
4.2.3. Tanim

{ S(u)=Au ©)

Ru)=0k=1..p
probleminin olusturdugu diferansiyel operator L olmak tizere

R U,(x,4) - R(U,(xA2)
R(1) = det(M (1)) = : - :

Ry(u(x,4)) - R, (u,(x,4))

54
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determinantina L operatoriiniin karakteristik determinant1 ad1 verilir. R(ﬂ) determinantinin

sifirlar1 L operatoriiniin 6zdegeridir.

4.2.4. Tamm A sayis1 R(A) nin t-yinci mertebeden sifir1 ise t sayisina 4, in cebirsel kat:
ad1 verilir. (6) probleminin 6zdegeri 4, sayist ve bu 6zdegere karsilik elde edilen lineer

bagimsiz ¢6ziimlerin sayisina bu 6zdegerin geometrik kat1 (6zkati) denir.

4.2.1. Teorem R(A) mn sifinn 4, sayisi ve A sayisiim 6zkati k ve cebirsel kat1 | olmak

uzere k <1.

4.25. Tanm S(U), p-yinci mertebeden bir diferansiyel denklem olmak iizere (6)

problemindeki hem diferensiyel denklem hem de sinir sartlari A parametresinin analitik

fonksiyonlar1 ise bu probleme genellestirilmis 6zdeger problemi denir.

4.2.6. Tanim (6) problemi genellestirilmis 6zdeger problemi olmak iizere, 4 bu problemin

bir 6zdegeri ve (0(X) , bu 6zdegere gore elde edilen bir 6zfonksiyonu olsun. (D(X) ve

(%), 2, (%), 9 (X)
fonksiyonlarin1 goz oniine alalim.

a) Sinir sartlarina gore,

10 10

Rk (¢t)+ﬁa Rk (¢t71)+...+ﬁg Rk ((0)20, k=12,.., p
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esitliklerini ve

b) Diferensiyel denkleme gore de

S(p)=0

10

10 10
S((Dt)'i‘ﬁé—/ls ((Dt_l)—i_“._i_ﬁalt

S(p)=0,k=12,..,p

esitliklerini saglayan ¢,(X),®,(X),..., 9, (X) fonksiyonlarma @(X)05zfonksiyonuna dayali

genellestirilmis 6zfonksiyonlar denir.

4.3 Smr Deger Problemi ile Bu Probleme ait Eslenik Problemin Ozdegerleri ve

Ozfonksiyonlar1 Arasindaki iliskiler
N -yinci mertebeden denkleme sahip olan

S(u)=Au
R (u)=0k=1..p

sinir deger problemini géz oniine alalim.

4.3.1. Teorem 4, sayist,

S(u)=Au
{Rk (wW=0k=1..p

probleminin geometrik kat (6zkat1) Molan bir 6zdegeri olmak {izere A, sayist da bu

probleme ait eslenik problemin 6zdegeri olup geometrik kati t dir.
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43.2. Teorem Lve L*, eslenik problemlerin iirettigi diferansiyel operatorler ve bu
operatorlerin birer 6zdegeri sirasiyla 4 ve x4 olsun. A = u ise bu 6zdegerlere karsilik gelen

Ozfonksiyonlar ortogonaldir.

4.3.3. Teorem Kendine eslenik operatoriin her bir 6zdegeri reeldir.
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5. LINEER DIiFERANSIYEL OPERATORUN GREEN FONKSIYON

5.1 Ters operator

5.1.1. Tanim Bir A operatoriiniin tanim bélgesi D(A) ve deger bolgesi R(A) olsun. Eger
bir B operatorii igin D(B)=R(A) ve D(A) bolgesindeki her X elemant icin de B(AX) =x

oluyorsa B operatoriine A operatdriiniin tersi denir ve A™ =B seklinde gosterilir. Buna

gore VX € D(A) i¢in
A (AX) = x
esitligi saglanir.

z o . .. -1 . -1 . .
5.1.1. Onerme Eger Aoperatoriinin A~ tersi varsa, A operatoriiniin tersi de A

operatoriidiir.

5.1.2. Onerme Eger A operatorii lineer ise A™ operatérii de lineerdir.

5.1.3. Onerme A lineer operatdriiniin tersinin olmast i¢in gerek ve yeter sart
Ax=0

denkleminin sadece x =0 asikar ¢6ziimiiniin bulunmasidir.

5.2 Lineer Diferansiyel Operatériin Tersinin Varhg:

S)=a,(u® +...+a,(x)u=0,xe[a,b]

R (u)=0k=1..p
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sinir deger problemi tarafindan iiretilen L lineer diferansiyel operatorii olsun. 6.6.1.3.
Onermesinden L operatdriiniin tersinin  var olmasi igin gerek ve yeter sart Lu=0
denkleminin sadece U =0 asikar ¢dziimii varsa
Su)=a,(u® +...+a,(x)u=0,xe[a,b]
denkleminin her y,, y, ..., y, lineer bagimsiz ¢6ziim sistemi i¢in
S)=a,(u® +...+a,(x)u=0,xe[a,b]
R (u)=0k=1..p

sinir deger problemi yardimiyla elde edilen

R() ... R(u,)
M = : :
Ry(u) -+ Ryuy)

matrisinin ranki p olup detM =0 dir. (Kandemir, 2015)
5.2.1. Tanim Homojen olmayan bir L diferansiyel operatorii verilmis olsun.
G(x.¢):[ab]x[a,b] > C

fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglarsa bu fonksiyona L operatoriiniin Green fonksiyonu adi

verilir.

1) G(x,&)fonksiyonu, [a,b]araligindaki her Xve & degerleri igin siirekli ve Xe gore

(p-2)inci mertebeye kadar (bu mertebe dahil) siirekli tiirevlere sahip;
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2) ¢€e(a,b) olmak iizere G(X,&)fonksiyonu, [a,&) ve (&, b]araliklarindaki her X degeri

icin (P-1)inci mertebeden siirekli tiirevlere sahip, ayrica X =& noktasinda bu

1
fonksiyonun (P —1) inci tiirevi, sicrama degeri 2 (©) olan ve
ot ort 1
G(£E+0,8)— G(&-0,8)=—

3) X degiskeninin fonksiyonu gibi géz éniine alnan G(X, &) fonksiyonu [a,&) ve (&,b]

araliklarmin her birinde
S(G)=0
R(G)=0k=1..p
siir deger probleminin ¢éztimidiir. (Kandemir, 2015)

5.2.1. Teorem Lu=0 denkleminin sadece U=0 asikar ¢dziimii varsa L operatoriiniin

Green fonksiyonu var ve tektir.

5.3 Green Fonksiyonu Yardimui ile Bir Diferansiyel Operatoriin Tersinin Bulunmasi

Lu =0 denkleminin sadece Y =0 asikar ¢oziimiiniin olmast halinde L operatoriiniin L™

ters operatorii ve Green fonksiyonu vardir.

Eger L'f=u ise Lu=f olacagindan u fonksiyonu L(Y)=Tf denklemini ve

R (u) =0,k =1,..., p sinir sartlarini saglar.

5.3.1. TeoremLu =0 denkleminin sadece U=0 asikar ¢oziimil varsa, [a,b] arahginda

siirekli herhangi bir f(X) fonksiyonu i¢in LU= f denkleminin
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() = [ G(x &) f(&)dé

seklinde bir ¢oziimii vardir. Burada G(X, &), L operatoriiniin Green fonksiyonudur.

5.4 Eslenik Operatoriin Green Fonksiyonu
S(u)=0
R (u)=0, k=12,...,p

sinir deger problemi tarafindan iiretilen diferensiyel operatér L ve bu problemin

S'(p)=0

K (@)=0, k=12,...p

eslenik probleminin iirettigi diferensiyel operator L olsun. L operatOriiniin rank1 I' ve N

operatoriiniin ranki ' olmak iizere £y =0 denkleminin sadece Y =0 asikar ¢oziimii varsa

I' = P olacagindan, ayrica p =1 oldugundan

esitligi goriliir. '=p olmasi nedeniyle L'u=0 denkleminin de sadece U=0 agikar

¢Ozilimii vardir. Bu teoreme gore t=p ve

S(u)=0

R(u)=0, k=12,...p

sinir deger probleminin sadece asikar ¢oziime sahipse
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L'(p)=0
Ki(@)=0, k=12,...,n
eslenik sinir deger probleminin de sadece asikar ¢6ziimii vardir. Bu nedenle N operatdriiniin

de tersi mevcut olup L operatorii bir Green fonksiyonuna sahiptir. L ve L operatdrlerinin

Green fonksiyonunu sirastyla G(X, &) ve H (X, &) ile gosterelim. Ly=1f ve L'p =g olmak

iizere L'f =u ve L 'g = ¢ olacagindan

(v,.Lp)= (LY, )

denklemi
(L*f,9)=(f,L""g)

seklinde yazilabilir. Ayrica teoremden L™ f ve L'g ifadeleri

(LX) = [ G(x &) F(£)de
ve

(L79)(&) = | H(£0g(x)dx
integral operatérii biciminde yazilabilir.

(L*f,9)=(]_6(x &) f (£)dé, 9)
= [2( 8¢ &) F(£)d&) g (X)X

oldugundan (L™f,g)=(f,L™g) esitliginin birinci tarafi
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(L*.9)=([ 6(x. &) f (£)d&,0)
[ (et ®)
seklinde ve ikinci tarafi da

(f,L7g) =(F,[ H(& 0 g(x)dx)

=[F O HE I ()

seklinde yazilir. Buna gore (8) ve (9) den (L™ f,g) =(f,Lg) esitligi
g

[ ot @de)amdx = fE)[] H(EWg(x)dxde

ve

[ [Je(x.of (©a(dxds = [ [ HE )T (£)g(xdxdé
seklini alir. Buradan,
G(x,&)=H(x&)
oldugu goriilir. (Kandemir, 2015)
5.4.1. Teorem Eslenik diferensiyel operatdrlerin Green fonksiyonlar1 esleniktir.

5.4.1. Tamm G(x,&)=H(x &) esitligini saglayan G(X,&)ve H(X,&) ¢ekirdeklerine
eslenik ¢ekirdekler denir. Diger bir ifadeyle H (x,&) fonksiyonuna G(X,£) fonksiyonuna

eslenik Green fonksiyonu adi verilir ve G (X, &) ile gosterilir. O halde
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G'(x,£) =G(x,&) =H(x,&)

G™(x,£)=G(x,£) =H(x,£)=G(x.¢)

oldugundan G(X,&) ve G™(x,&) fonksiyonlar birbirlerinin eslenigidir.

Ozel olarak L kendine eslenik yani L=L ise G(X,&)=H(X,&) olur. Buradan

G(x, &) =H(x,&) olup G(x,&) = H(x,&) goz dniine alinirsa

G(x,8) =G(x,¢)

oldugu gortiliir.

5.4.2. Tamm G(x,&)=G(x,&) sartim saglayan bir G(X,£) cekirdegine Hermitian (veya

Hermit ¢ekirdegi) ad1 verilir.

5.4.2. Teorem Kendine eslenik bir diferensiyel operatoriin Green fonksyonu bir Hermitian

cekirdektir.

5.5 Spektral Parametreli Homojen Olmayan Smr Deger Probleminin integral
Denklem Sekline Getirilmesi

A bir parametre ve f(X), Xin siirekli bir fonksiyonu olmak iizere asagida verilen

problemini dikkate alalim.

S(uy=Au+ f(x),a<x<b

R(u)=0k=123..,p (10)

bu problemin iirettigi diferensiyel operatér L olsun. O halde (1) problemi

Lu=Au+f(x) (12)
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seklinde yazilabilir.
Lu=0

denkleminin sadece asikar ¢6ziime sahip oldugunu ve L operatoriiniin Green fonksiyonunun

G(X,£) oldugunu kabul edelim. Buna gore (2) denkleminden
u(x) =L (Au+ f)=ALu+ L' f
=2[ 6oV +[ GO (e (12)

integral denklemi elde edilir. Burada (10) problemi ile (12) integral denklemi esdegerdir.
Ayni1 sekilde

S(u)=0

R(U)=0, k=1,2,...p
problemi ile
u(x) = 2 G(x,&)y(&)ds

integral denklemi ile esdegerdir.
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6. STURM-LIOUVILLE SINIR DEGER PROBLEMLERI

Bu boéliimdeki tanim ve teoremler (Kandemir, 2015) kaynagindan alinmustir.

6.1. Tanom [a,b] araliginda m(x), m'(x), t(x) ve c(X) fonksiyonlar1 siirekli, biitiin

noktalarinda m(X) > 0, ¢(X) >0 ve 4, x parametresinden bagimsiz bir degisken olmak iizere

(M(X)Y') +(t(x)+Ac(x))y =0,a<x<b (13)

a,y(@)+a,y'(a) =0,

By®)+ B,y (0)=0, o +a; >0, B+, >0 (14)

bi¢ciminde ifade edilen bu probleme, regiiler Sturm-Liouville sinir deger problemi (veya

Sturm-Liouville sistemi ) ad1 verilir. Sinir sartlarinda en az biri sifirdan farkh o, a, ve

B, B, sayilari vardir. Sifir veya sifirdan farkli o, «,, B, Ve B, sayilarinin bulunmasi

durumunda farkl ifade edilebilir. Farkli sinir sartlarinda farkli Sturm-Liouville sinir deger

problemleri var olabilir.

6.2. Tanim (14) ile verilen sinir sartlarinda
y(a) =y(b) ve y'(a)=y'(b)

ise smir sartlarina periyodik sinur sartlari denir. (13)—(14) problemine periyodik Sturm-

Liouville problemi denir.

6.3. Tamim M(X), t(x) veya c(X) fonksiyonlarindan birinin bir X=X, da singiiler olmasi
halinde (13) denklemine X = X, noktasinda singiiler Sturm-Liouville denklemi, (13)—(14)

problemine de singiiler Sturm-Liouville problemi (singiiler Sturm-Liouville sistemi) denir.
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1) Herhangi bir x <[a,b] i¢in M(x) =0 veya ¢(x)=0.

2) m(X), t(x) veya c(X) fonksiyonlarindan en az biri aVeb noktalarinin en az birinde

3) (a,b) aralig1 smirsiz, yani (—oo,b), (a,%0) veya (—oo,).

Yukaridaki durumlardan en az biri gergekleniyorsa (13)—(14) problemi bir singiiler Sturm-

Liouville problemidir.

6.1. Teorem m,, m;, m, Ve ¢, bir [a,b] araliginda siirekli, m, >0 ve ¢, >0 olmak iizere
my"+my'+my+A4c,y=0  (15)

denklemi

(M(X)y") +(t(x) + 2c(x))y =0 (16)
seklinde yazilabilir.

6.4. Tanim (13)-(14) Sturm-Liouville sinir deger probleminin sifirdan farkli bir y ¢éziimiine

sahip olmasini saglayan A sayisina problemin bir 6zdegeri, bu A 6zdegerine karsilik elde

edilen sifirdan farkli y ¢oziimiine de problemin bir 6zfonksiyonu denir. (13)-(14)

probleminin biitiin 6zdegerlerinin kiimesine bu problemin spektrumu denir. (13)-(14)
probleminin iirettigi diferensiyel operatér L olmak iizere sozii edilen A O6zdegerlerine, L
operatdriiniin spektrumu denir ve O (L) seklinde gosterilir.

6.1 Regiiler Sturm-Liouville Simir Deger Probleminin Ozellikleri

Bu kisimda
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I(y) =(m(¥)y') +t(x)y
olmak tlizere
I(y)+Ac(x)y=0, a<x<b @7

l, = y(a)+a,y'(a) =0
(18)

l, = By(b)+ £,y'(b) =0

al +a’ >0, B2+ B2 >0 seklinde verilen regiiler Sturm-Liouville problemini géz 6niine

alacagiz. Ikinci mertebeden olan |(Y) , kendine esleniktir.
6.1.1. Teorem (17)-(18) probleminin (18) sinir sartlar1 kendine esleniktir.
6.1.2. Teorem (17)-(18) problemi kendine esleniktir.

6.1.3. Teorem Kendine eslenik olan (17)-(18) regiiler sinir deger probleminin 6zdegerleri

reeldir.

6.1.4. Teorem (17)-(18) regiiler Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri basittir.

6.2 Regiiler Sturm-Liouville Simir Deger Probleminin Ozfonksiyonlarimin Ozellikleri
1) Ozfonksiyonlarinin Dikligi

6.2.1. Tanim Bir a < x <b araliginda Yy, (X)ve y,(X) farkli iki 6zfonksiyon olmak tizere bu

fonksiyonlara a < x <b araligindaki C(X) agirlik fonksiyonuna gore

Ib Y (X) Y, (X)c(x)dx =0
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ise y.,(X)vey, (x) ozfonksiyonlarina diktir (ortogonal) denir. Buna goére farkli
ozfonksiyonlar1 dik olan 6zfonksiyonlarin kiimesine {y,(x)},n=1,2,3,... dik kiime ad

verilir.

6.2.1. Teorem Regiiler Sturm-Liouville probleminin birbirinden farkli A, ve A,

ozdegerlerine sirastyla karsilik gelen farkli y, (X) ve y, (X) 6zfonksiyonlari diktir.

2) Ozfonksiyonlarin Serisi

6.2.2. Teorem [a,b] arahiginda Regiiler Sturm-Liouville probleminin tiim ozdegerleri
A,,V=12,... ve bu dzdegerlere uygun 6zfonksiyonlar sirasi ile y,,n=12,... olsun ve f

fonksiyonu a < x <b araliginda parcal diizgiin olsun. O halde f fonksiyonunun (y,)

ozfonksiyonlar sistemine gore Fourier serisi
2 VaYa(X)
n=1

olsun. O halde bu 6zfonksiyon serisi f nin siirekli oldugu her X noktasinda f(X)

fonksiyonuna ve f nin siireksiz oldugu her X = X, noktasinda

%(Iim f(9+lim f(x)j

X=X

degerine yakinsar.
3) Ozfonksiyonlarin Sifir1

6.2.3. Teorem Regiiler Sturm-Liouville probleminin 4,,n=1,2,3,..., 6zdegerlerine karsilik

gelen her bir y, 6zfonksiyonunun a < x <b araliginda (N-1)- tane sifir1 (6zfonksiyonu sifir

yapan nokta) vardir.
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6.3 Regiiler Sturm-Liouville Probleminin Green Fonksiyonu

I(y)=(m(x)y')’+t(x)y= f(x), a<x<b (19)

L(y)=ay@) +a,y'(a)=0
(20)

L,(y)=By®)+ By (b)=0
bu problem i¢in Green fonksiyonunun tanimini yeniden ifade edelim.
6.3.1. Tanmim

G :[a,b]x[a,b] —C, G(x,&)

fonksiyonu asagidaki sartlari saglarsa bu fonksiyona (19)-(20) probleminin Green

fonksiyonu denir.
i. G(x,¢) fonksiyonu [a,b]x[a,b] tizerinde siirekli

oG (x,

ii. T tiirevi [a,b)x(a,b] iizerinde siirekli

0G(x+0,§) aG(x-0,¢) _ 1
X X p($)

seklinde bir sigrama siireksizligine sahip

iii. 1(G(x,£)) =0, xe[a,b], x=¢&

iV, U, (G(x,£)=0,xe(ab), k=12

Simdi (19)-(20) probleminin Green fonksiyonunun elde edilisini inceleyelim.

y, Ve Yy, , (19) denklemine ait
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I(y)=(m(x)y)'+t(x)y=0  (21)
homojen denklemin sifirdan ¢6ziimleri olsun.

G(X, 5) Green fonksiyonu X < Evex>¢& icin (21) homojen denklemini ve ayrica homojen

sinir gartlarini sagladigindan v, v,, d; ve d,, & nin bilinmeyen fonksiyonlari olmak tizere

Vi (€)Y, () +d, (&)Y, (&), a<x< &
G(x,¢&) = (22)
v, (€)Y,(¥) +d,(&)y,(&), E<x<b

seklinde bir fonksiyondur. Eger Yy, ¢oziimiiniin X=a noktasindaki smir sartinin ve Y,

¢cozlimiinlin de x = b noktasindaki sinir sartin1 sagladigi kabul edilirse, yani

alyl(a) T, yll (@=0

By, (0) + By, (b) =0

bigiminde alimirsa d; =d, =0 olacagindan (22) Green fonksiyonu

V(&) yi(x) asx<é
G(x,&) =
v, (£)y,(x), & <x<b

seklini alir. Green foksiyonunun tanimi1 geregince verilen aralikta stirekli oldugundan

G(£-0,8)=G(¢+0,%)
(23)

Cl(g)yl(‘f):cz(é)yZ(g)

esitligini yazabiliriz. Yine tanimdan dolay1
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aG(x+O,§)_aG(x—O,§): 1

ox ox p(S)
(24)
' ' 1
Cl(é) Y1 (f)_cz (f)yz (é):_@

esitligi yazilir. (23) ve (24) den v, (&)vev, (&) ile bilinmeyenleri ve wile Wronskian

determinantin1 gdsterirsek

_ %(¢) _%©
)= 5ew@ =) sewe@

bi¢ciminde bulunur. Buna gore problemin Green fonksiyonu

G(x,6) =

1 {yl(x)yz(f),aﬁx<§
PEW(S) [V1()Y.(X), & <x<b

seklinde elde edilir. O halde (19)-(20) probleminin ¢dztiimii

Y9 =[. G(x,&) f (£)dé

fonksiyonudur.



73

7. SUREKSIZ KATSAYILI VE GECIiS SARTI BULUNDURAN BiR
STURM-LIOUVILLE PROBLEMININ FREDHOLM OPERATORU
OLMA OZELLIGIi

Burada,
L(A)u=t(x)u”+(s(x)—=A*)u = f(x), xe[-1,0)U(0,1] (7.2)
stireksiz katsayili homojen olmayan diferansiyel denklemi ile
Lu:=ou™ (=1) + Su™ (=0) +7,u™ (+0) + s5u™ (1) =g, ., k =1,2,3,4, (7.2
gecis sartlart igeren sinir sartlarindan olusmus sinir deger problemi incelenmistir.

Burada t(x),x e[-1,0) i¢in t(X) =t, vex € (0,1]igin t(x) =t, seklinde tanimh pargali sabit
fonksiyon; 4 kompleks parametre; t, t,,a,,fB, 17,9, (k=12,3,4) kompleks sayilar;
m, > 0seklinde tam sayilar; s(x), [-1,0)U(0,1] itizerinde olgiilebilir fonksiyon; t, #0,
t,#0ve |05k | + | B, | + |77k | + |5k| #0,(k =1,2,3,4) seklinde ifade edilir. Bu ¢aliymada yukarida

belirlenen siireksiz katsayili sinir deger problemine ait diferansiyel operatoriin Fredholm

operatorii olma 6zelligi arastirilmistir.

7.1. Homojen Olmayan Gegis Sartlar1 Bulunduran ve Homojen Denkleme Sahip Simir

Deger Problemi

Burada
L (Au=t(x)u"+(a(x)-1*)u=0, xe[-1,0)U(0,1] (7.1.1)
homojen denklemi ve gegis sarth

L =a,u™ (D) +LAu™ (-0)+7u™ +0)+5u™ D) =g,, k=1234, (7.1.2)
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sinir deger problemini inceleyecegiz. Burada,
O = (—]-)k\/rk_l/1 yh=h=t, ==t ,k=1234,

@ =min{argt,argt,}, ¢ :=max{argt, argt,}

e Bey nest 6,
Q7 Bopyt 1,057 O,0,"
0‘3401ms ﬁs%m ? 773(03m ’ 53(”:1“ :

my

a,p ot eyt 0,0,

0=

ve her v >0 sayis1 i¢in
D(Lp,g;,u) = {}te(C|7z+(;+u<argﬂ<37r+g£—u}

gosterimleri gdz Oniine alacak.

Ayrica k>0 ve q>1 olmak tizere [-1,0)U(0,1] {izerinde tanimli u(x) kompleks degerli

fonksiyonlarinin Banach uzayi olarak qu (-1,0) 4.-qu (0,1) Sobolev uzaylarinin direkt

toplam uzay1 goz oniine alinacaktir. Bu uzayin normu,
”u”q,k = ”u”qu(—l,O) +||u||qu(o,1)
seklinde tanimlidir.

Buradank (a,b)alistlmis  Sobolev uzayi, (a,b) tizerinde Kk-yinci mertebeden

genellestirilmis tiirevlere sahip Olgiilebilen u(x) fonksiyonlarinin Banach uzayidir. Bu

uzayin normu

1

ol oy = 22 [ 00" o)

k
j=0

|
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seklinde tanimlidir. qu (a,b)=L,(a,b) oldugu agiktir.

7.1.1. Teorem @0 ise bu durumda her v>0 sayisi ve her 1€ D(p,,0) igin |4|> 4,

olacak sekilde x, >0 sayist mevcut olup, w= max{z,{ml,mz,mg,m4}+1} olmak {iizere

.- k ’ k . . T
(7.1.1)-(7.1.2) probleminin W (-1,0)+W_(0,1) uzayina ait bir tek u(x) ¢6ziimii vardir ve

bu A degerleri igin

2|4
k=0

4 1
"ol SCOZ Il (7.13)
i=1

esitsizligi saglanir.

Ispat. (7.1.1) denkleminin ¢dziimleri, X € [-1,0) igin u,(X),u,(X) ve x e (0,1] i¢in us(x),

u,(X) olmak iizere
x €[-1,0) igin u,(x, A) =™ u,(x, 1) =e”™, us(x,4)=u,(x,4) =0,

x € (0,1] igin U, (x,4) =U,(x,4) =0, u,(x, A) = %™ ,u,(x, A) = e”**?

seklindedir. Buna gore (7.1.1) denkleminin genel ¢oziimii
4
u(x,A) =Y cu;(x,4) (7.1.4)
j=1

biciminde yazilabilir. (7.1.4) genel ¢6ziimii (7.1.2) smnir sartlarinda yerine yazilir ve

diizenlenirse

(@)™ (i + 8™ )+ ¢, (0,4)™ (€™ + )

+C3 (@)™ (1 + 6,8 )+, (@A) (me ™ +6,) =9, k=1,2,34 (7.15)
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denklemi bulunur.

A€ D(p,0,0) igin

L <{argpa,arg g, A} < 37[2_ =

2

;7[ <{argp,A,argp, A} <= ; o

olacagindan A ve v >0 icin

(~1)< Re(¢k/1)g_|,1||¢)k|sin§, k=1234

esitsizligi elde edilir. O halde (7.1.5) sistemine ait katsayilar determinanti

0‘1(01m1 ﬂ1¢;nl 771(0;11 51(/7211

m, m, m, m,
P PP, Yyt 0,0,
P PPt N0t 00"

my

a,p Beyt et 0,0

A(/%) — in11+m2+m3+m4

B o oo et

L AR 'BZCDlm2 az(/’;z 52(03”12 772(/’:12
B a0 Sp mpp
B o0yt 6,05 n,e.¢
= A" (6+h(2))

bigiminde elde edilir. Burada m = m, +m, +m, +m,ve D(p,p,0) agisal bolgesinde || > o

igin h(4) — 0 olur. € #0 oldugundan ve 1 € D(p, g_o, V) icin |l| > u, olacak sekilde p, >0
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sayist bulunabileceginden A(1)#0 olur. Buna gore A, (A) determinantlari A(1)

determinantinin ( j,K) -yinc1 bilesenleri olmak tizere (7.1.5) sistemi i¢in bir tek

1 4
—ZAjk(/l)gk, k=12234

SW=m 2

¢Ozimii vardir. Burada A (1) = (ij +h, (/'t))mfmk olup, &, kompleks sayilar ve D(g, (7>, V)
acisal bolgesinde |ﬂ| — o igin hy (1) — 0 olur. Buna gore
< O ()

c,(A)=) A™

, 1=12,3,4
2" Torhmy

esitligi gortiliir. Buna gore (7.1.1)-(7.1.2) probleminin ¢dziimii

-3 _yy pon Gy ()
u(x,}t)—;cjuj(x,/l)—ZZﬂ o h() gu; (x, 2)

i=1 k=1

bigiminde bulunur. Bu ¢oziim dikkate alindiginda @ > 0 tamsayisi igin ve (-1,0)=1,=1,,

(0,1) =1, =1, olmak iizere

4 M 4
Ju (x, /1)HLQ<_1,1> < c;[ﬁ |fk|j2=;Hu J. (x,ﬂHLq(lj)j (7.1.6)

esitsizligi yazilir. Ayrica (7.1.4) genel ¢6zimiinde bulunan u,(x,4) fonksiyonu,

A€ D(p, g_o, V) ve |2,| — o i¢in

q _ [© aaRe(pA)(x+D) 0 g sin(x+1)
”ul(x' ﬂ)”Lq(flyo) - I—le “ dx SI—le 2 dx

-1 . D
~(-ablalsng] € scor” @
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esitsizligi bulunur. Benzer olarak (7.1.4) genel ¢6ziimiinde bulunan diger fonksiyonlar ve

A€ D(p, g_o, v) ve |ﬂ,| — o0 i¢in de

*j=234 (7.1.8)

Huj(x,z)ul(lj) <C)|2

esitsizlikleri bulunur. (7.1.7) ve (7.1.8) esitsizlikleri (7.1.6) da yerine yazilirsa

IR (k)
k=1

esitsizligi goriilir. Bu esitsizlik kullanilarak (7.1.3) bulunur (Muhtaroglu ve Yakubov
,2002).

Simdi (7.1)-(7.2) problemine ait lineer diferansiyel £ operatoriinii géz oniine alalim.

® = max {2, {m,, m,,m;,m, } +1} olmak iizere £ operatorii W,”(~1,0) Jquw (0,1) uzaymndan,

®-2 . -2 Vel . . v e e s o .
W, (=1,0)+W,"*(0,1) +C" uzay1 iizerine tanimhdir. Bu £ operatdrii igin asagidaki

teoremi verelim.

7.1.2. Teorem

1)t =#0,t, 20,

2) s(x), [-1,0)U(0,1] iizerinde 6lgiilebilir fonksiyon,

olmak tizere £ lineer operatori sinirl ve Fredholm operatoriidiir.
Ispat. £ operatérii

Lu = (t(x)u",u(=1),u'(-1),u(=0) —u(+0),u’(-0) —u'(+0)),

L,u=(s(X)u+Au, L,u —u(=1), Lu —u'(-1), L, —u(-0) +u(+0),L,, —u'(-0) + u'(+0))
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seklinde yazilabilir. 7.1.1. Teoremi geregince £, operatorii W, (-1,0) -i—Wq“’ (0,2) uzayindan,

-2 ) w-2 ) 4 . . .
W, (-1,0)+W,;”*(0,1)+C" uzayma bir izomorfizmdir.

Ayrica £, operatorii W,”(-1,0) -i-Wq”’ (0,2) uzayindan, Wq“”2 (-1,0) -i—qu’Z (0,3 +C* uzayina
bir kompakt oldugu elde edilebilir. Sonug olarak (Muhtaroglu ve Yakubov ,2002) ve (Kato,
1966) Fredholm perturbasyon operatér teoremi geregince £ = £ + £, olup £, izomorfizm ve

L, kompakt oldugundan £ operatorii Fredholm operatdriidiir.
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