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ÖZET 

 

Bu çalışmada adi ve kısmi diferansiyel denklemler ile diferansiyel denklem 

sistemlerinin katsayıları veya başlangıç koşulları farklı olasılık dağılımlarından seçilerek 

denklemler rastgele hale getirilmiştir. Rastgele davranışları için Gamma, Beta, Normal, 

Düzgün, Laplace gibi sürekli zamanlı olasılık dağılımları kullanılarak incelenmiştir. 

Rastgele hale getirilen bu denklemler literatürde lineer olmayan denklemlerin çözümünde 

yaygın olarak kullanılan Homotopi Pertürbasyon Metodu’ndan faydalanılarak çözümler 

elde edilmiştir. 

Elde edilen rastgele diferansiyel denklemlerin olasılık karakteristiklerinden en 

yaygın olarak kullanılan beklenen değer, varyans ve güven aralıkları hesaplanarak 

bulunan çözümlerin grafikleri MATLAB veya MAPLE paket programları yardımıyla 

çizdirilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Homotopi Pertürbasyon metodu, Sürekli Zamanlı Olasılık 

dağılımları, Beklenen Değer, Varyans, Güven Aralıkları 
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SUMMARY 

 

In this study, the coefficients or initial conditions of the systems of ordinary, partial 

and differential equations are chosen from different probability distributions and the 

equations are randomized. For their random behavior, they were studied using continuous 

time probability distributions such as Gamma, Beta, Normal, Uniform and Laplace These 

randomized equations, which are made random, have been obtained by using the 

Homotopy Perturbation Methodi which is widely used in the solution of nonlinear 

equations in the literatüre. 

The most commonly used expected value, variance and confidence intervals were 

calculated from the probability characteristics of the obtained random differential 

equations obtained and the graphs of the solutions were drawn with the help of MATLAB 

or MAPLE package programs. 

 

Keywords: Homotopy Perturbation method, Continuous Time probability 

distributions, Expected Value, Variance, Confidence Intervals 
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1. GENEL BİLGİLER 

 

     1.1. Giriş 

Çoğu bilimsel problem ve fiziksel olaylar, diferansiyel denklemler şeklinde ortaya 

çıkar. Bunların sınırlı bir kısmı hariç problemlerin kesin analitik çözümleri bulunmakta 

güçlük çekilir. Bu nedenle, kesin çözümlere makul bir şekilde yaklaşan analitik çözümler 

elde etmek ve yeni teknikler geliştirmek için çeşitli girişimlerde bulunulmuştur. 

Homotopi Pertürbasyon yöntemi, çok çeşitli doğrusal ve doğrusal olmayan 

problemleri çözmek için kullanılan yöntemler arasında en etkili tekniklerden biridir. 

Homotopi Pertürbasyon yönteminin en dikkat çekici özelliklerinden biri, makul derecede 

doğru bir çözüm elde etmek için genellikle sadece birkaç pertürbasyon teriminin yeterli 

olmasıdır. Zor problemlerin çözümlerini kolaylaştıran homotopi metodu, nonlineer 

problemlerin çözümlerinde ve mühendislik uygulamalarında kullanılmaktadır. 

Homotopi pertürbasyon metodu (HPM), Ji-Huan He tarafından 1998 yılında 

kullanılmıştır. Metodu oluştururken pertürbasyon tekniği ile homotopi kavramını 

birleştiren He, çözümü zor nonlineer problemleri çözümü kolay lineer problemlere 

dönüştürmüştür. 90’lı yıllarda ortaya çıkan bu yöntemler temelde seri çözümlere 

dayanırlar. Bazı durumlarda çözümlerin kapalı formlarının elde edilebilmesi ve 

çözümlerin seri çözümler şeklinde olması, bu yöntemi farklı dallarda çalışan bilim 

adamlarının tercih etmesini sağlamış ve birçok araştırmacı çeşitli problemlere homotopi 

pertürbasyon metodunu uygulamıştır. 

Pertürbasyon prosedürü, güçlü doğrusal olmayan diferansiyel denklemi bir 

doğrusal diferansiyel denklem sistemine dönüştüren bir gömme parametresi içerir. 

Önerilen prosedürün etkinliğini ve uygunluğunu göstermek için birkaç örnek göz önünde 

bulundurulur. 
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1.2 Literatür Özeti 

Homotopi pertürbasyon yöntemi ile yapılan son çalışmalar (He, (1999); He,  

(2000); He, (2003); He,  (2004)a; He,  (2004)b; He, (2004)c; He, (2005)a; He, (2005)b; 

He,  (2006)).  Bu yöntem birçok yazar tarafından kullanılmıştır (He, (1999); He,  (2000); 

He, (2003); He,  (2004)a; He,  (2004)b; He, (2004)c; He, (2005)a; He, (2005)b; He,  

(2006); El-Latif,  (2005); El-Shahed, (2005); Feller,  (1968); (Jaradat vd.,2018); Kashkari, 

B.S. (2014); (Khaniyev vd., 2017)) bilim ve mühendislikte birçok türde doğrusal olmayan 

problemi çözmek için başarıyla uygulanmıştır. 

Son yıllarda rastgele diferansiyel denklemler ile ilgili yapılan çalışmalar; Merdan 

ve Khaniyev tarafından 2008 yılında yapılan çalışmada Kuş Gribi hastalığının yayılımı 

için rastgele bir model kullanılmaktadır (Merdan ve Khaniyev, 2008). Bekiryazici vd. 

tarafından 2016 yılında yapılan bir çalışmada Dang Humması hastalığının yayılımı için 

bir rastgele diferansiyel denklem sistemi kullanılmaktadır (Bekiryazici vd., 2016). 

Bekiryazici vd. tarafından 2017 yılında bir çalışmada Sıtma hastalığının yayılımı rastgele 

ve stokastik diferansiyel denklem sistemleri ile incelenmektedir (Bekiryazici vd., 2017). 

Bekiryazici vd. tarafından 2018 yılında yapılan bir çalışmada Çocuk Felci hastalığının 

yayılımı için bir rastgele diferansiyel denklem sistemi kullanılmaktadır (Bekiryazici vd., 

2018). Merdan vd. tarafından 2018 yılında yapılan bir çalışmada Ebola hastalığının 

rastgele yayılımına ait yaklaşık karakteristikler üzerine bir inceleme yapılmaktadır 

(Merdan vd., 2018). 

 Merdan vd. tarafından 2017 yılında yapılan bir çalışmada Hepatit C hastalığının 

yayılımının rastgele davranışları ile ilgili bir inceleme yapılmaktadır (Merdan vd., 2017). 

Bu çalışma literatürdeki rastgele modelleme çalışmalarını kaynak alarak El, ayak, ağız 

hastalığı ile ilgili bir inceleme içermektedir. Bekiryazıcı vd. tarafından 2022 yılında 

yapılan bir çalışmada Zika virüsünün yayılımı için rastgele bir model kullanılmaktadır 

(Bekiryazici vd., 2022). Merdan vd. tarafından 2023 yılında yapılan çalışmada rastgele 

Lane–Emden kompleks diferansiyel denklemler diferansiyel dönüşüm yöntemi ile 

çözülerek çözüm davranışları ele alınmaktadır. Merdan ve Atasoy tarafından 2023 yılında 

yapılan çalışmada Residual kuvvet serisi metodu ile kesirli mertebeden adi diferansiyel 

denklemlerin çözümleri incelenmektedir (Merdan ve Atasoy, 2023).  

Bu çalışma literatürdeki rastgele modelleme çalışmalarını kaynak alarak, kesirli 

mertebeden adi ve kısmi diferansiyel denklemler ile diferansiyel denklem sistemleri 

rastgele etkiler altında incelenmesi için normal, düzgün, beta, gamma,  Laplace ve üstel 

dağılımlarına sahip rastgele etki terimleri kullanılarak rastgele hale dönüştürülen 

denklemlerin yaklaşık analitik çözümlerinin incelendiği HPM ve LD-HPM(Sing ve 
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Kumar,2012;Noufe vd.,2023;Nuntadilok, 2021;Narmatha vd.,2021) yöntemi ile elde 

edilerek ve rastgele davranışları analiz edilecektir. 
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2. TEMEL TANIMLAR 

 

2.1  Tanım: (Gama Fonksiyonu) 

∀𝑛 > 0 için tanımlanan 

Γ(𝑛) = ∫ 𝑥𝑛−1𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0
                                                                                                (2.1) 

fonksiyonu Gamma fonksiyonudur. Γ(𝑛) = (𝑛 − 1)Γ(𝑛 − 1) olarak bulunur. 𝑛 ∈ ℤ ise 

Γ(𝑛) = (𝑛 − 1)(𝑛 − 2)…Γ(1) 

Γ(1) = ∫ 𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0
= 1 ve  

 Γ(𝑛) = (𝑛 − 1)! olarak elde edilir. 

 

2.2 Tanım: (Beta Fonksiyonu) 

𝑢, 𝑣 ∈ ℂ olmak üzere iki değişkenli 𝐵(𝑢, 𝑣) Beta fonksiyonu 

𝐵(𝑢, 𝑣) =
Γ(𝑢)Γ(𝑣)

Γ(𝑢+𝑣)
                                                                                                        (2.2) 

şeklinde tanımlanır (Weilbeer, 2005). 

 

2.3 Tanım: (Caputo Kesirli Türev) 

𝑛 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑛 , 𝑛 ∈ ℕ , 𝑥 > 0 , 𝑓 ∈ 𝐶−1
𝑛  olmak üzere 𝑓 fonksiyonunun 𝛼. 

mertebeden 

𝛼 > 0 Caputo kesirli türev tanımı, 

𝐷𝑡
𝛼𝑓(𝑡) = ( 𝐼𝑡

𝑛−𝛼𝐷𝑛𝑓(𝑡)𝛼
𝐶 ) = {

1

Γ(𝑛−𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1
𝑡

𝛼
𝑓𝑛(𝜏)𝑑𝜏, 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡)                                   , 𝑛 = 𝛼

𝛼
𝐶     (2.3) 

şeklinde tanımlanır(Caputo,1967). 

 

2.4 Tanım: (Riemann-Liouville Kesirli Türevi) 

𝑎 ∈ ℝ+, 𝑡 ∈ ℕ ve 𝑛 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑛 olmak üzere 𝑓 fonksiyonunun 𝛼 mertebeli 

Riemann Liouville kesirli türevi, 

𝐷𝑡
𝛼𝑓(𝑡) = (

𝑑

𝑑𝑡
)
𝑛

𝐷𝛼−𝑛𝑓(𝑡)𝛼
𝑅

𝛼
𝑅                                                                                       (2.4) 

şeklinde tanımlanır. Ayrıca, 
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𝐷𝑡
𝛼𝑓(𝑡) = 𝐷𝑛( 𝐼𝑡

𝑛−𝛼𝑓(𝑡)𝛼
𝑅 )𝛼

𝑅
𝛼
𝑅

=

{
 
 

 
 𝑑

𝑛

𝑑𝑡𝑛
[

1

Γ(𝑛 − 𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1
𝑡

𝛼

𝑓𝑛(𝜏)𝑑𝜏] , 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡)                                   , 𝑛 = 𝛼

 

şeklinde yazılabilir (Podlubny,1999). 
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3. MODİFİYE (DEĞİŞTİRİLMİŞ) HOMOTOPİ PERTÜRBASYON 

YÖNTEMİ 

 

Analitik yaklaşık bir çözümü sağlayan homotopi pertürbasyon yöntemi, çeşitli 

doğrusal olmayan problemlere (Sing ve Kumar,2012; Kashkheri,2014; Narmatha 

vd.,2021; Nuntadilok,2021; Noufe vd.,2023) uygulanır. Bu bölümde, homotopi 

pertürbasyonun yeni modifikasyonunun algoritma yöntemini sunuyoruz. Yeni 

modifikasyonun temel fikirlerini göstermek için aşağıdaki doğrusal olmayan kesirli 

diferansiyel denklemi ele alıyoruz. 

𝐷∗
𝛼𝑢(𝑡) + 𝐿(𝑢(𝑡)) + 𝑁(𝑢(𝑡)) = 𝑓(𝑡) , 𝑡 > 0  , 𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚,                            (3.1) 

Burada L, 𝛼 dan küçük mertebeden diğer kesirli türevleri içerebilen lineer bir 

operatördür. N doğrusal olmayan bir operatördür, 𝛼 dan küçük mertebeden diğer kesirli 

türevleri de içerebilir, 𝑓 bilinen bir analitik fonksiyondur ve 𝐷∗
𝛼  başlangıç koşullarına 

tabi olarak 𝛼 mertebesinin Caputo kesirli türevi, 

𝑢𝑘(0) = 𝑐𝑘  , 𝑘 = 0,1,2, … ,𝑚 − 1                                                                                    (3.2) 

Homotopi tekniği göz önüne alındığında, aşağıdaki homotopiyi oluşturabiliriz: 

𝑢(𝑚) + 𝐿(𝑢) − 𝑓(𝑡) = 𝑝[𝑢(𝑚) − 𝑁(𝑢) − 𝐷∗
𝛼]  , 𝑝 ∈ [0,1]                                        (3.3) 

veya 

𝑢(𝑚) − 𝑓(𝑡) = 𝑝[𝑢(𝑚) − 𝐿(𝑢) − 𝑁(𝑢) − 𝐷∗
𝛼]  , 𝑝 ∈ [0,1]                                        (3.4) 

Homotopi parametresi 𝑝 her zaman sıfırdan bire değişir. 𝑝 = 0 durumunda, denklem (3.3) 

doğrusal denklem haline gelir. 

𝑑𝑚𝑢

𝑑𝑡𝑚
+ 𝐿(𝑢) = 𝑓(𝑡)                                                                                                      (3.5) 

ve (3.4) doğrusallaştırılmış denklem haline gelir. 

𝑑𝑚𝑢

𝑑𝑡𝑚
= 𝑓(𝑡)                                                                                                                   (3.6) 

ve 𝑝 = 1 olduğunda (3.3) veya (3.4) orijinal kesirli diferansiyel denklem (3.1) olarak 

ortaya çıkar. Temel varsayım denklemin çözümü budur. (3.3) veya (3.4)  denklemleri 𝑝 

de bir kuvvet serisi olarak yazılabilir. 

𝑢 = 𝑢0 + 𝑝𝑢1 + 𝑝
2𝑢2 + 𝑝

3𝑢3 +⋯                                                                             (3.7) 

(3.7) ifadesini (3.3) veya (3.4) de yerine yazarsak ve 𝑝 terimlerinin özdeş kuvvetleriyle 

eşitleyerek, formun bir dizi doğrusal denklemini elde edebiliriz. 

𝑝0 : 
𝑑𝑚𝑢0
𝑑𝑡𝑚

+ 𝐿0(𝑢0) = 𝑓(𝑡) , 𝑢𝑘(0) = 𝑐𝑘 
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𝑝1 : 
𝑑𝑚𝑢1
𝑑𝑡𝑚

+ 𝐿1(𝑢0, 𝑢1) =
𝑑𝑚𝑢0
𝑑𝑡𝑚

− 𝑁0(𝑢0) − 𝐷∗
𝛼𝑢0 , 𝑢𝑘(0) = 0 

𝑝2 : 
𝑑𝑚𝑢2
𝑑𝑡𝑚

+ 𝐿2(𝑢0, 𝑢1, 𝑢2) =
𝑑𝑚𝑢1
𝑑𝑡𝑚

− 𝑁1(𝑢0, 𝑢1) − 𝐷∗
𝛼𝑢1 , 𝑢𝑘(0) = 0 

𝑝3 : 
𝑑𝑚𝑢3

𝑑𝑡𝑚
+ 𝐿3(𝑢0, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) =

𝑑𝑚𝑢2

𝑑𝑡𝑚
− 𝑁2(𝑢0, 𝑢1, 𝑢3) − 𝐷∗

𝛼𝑢2 , 𝑢
𝑘(0) = 0  (3.8) 

⋯ 

veya sadeleştirme yapılırsa  

𝑝0 : 
𝑑𝑚𝑢0
𝑑𝑡𝑚

= 𝑓(𝑡) , 𝑢𝑘(0) = 𝑐𝑘 

𝑝1 : 
𝑑𝑚𝑢1
𝑑𝑡𝑚

=
𝑑𝑚𝑢0
𝑑𝑡𝑚

− 𝐿0(𝑢0) − 𝑁0(𝑢0) − 𝐷∗
𝛼𝑢0 , 𝑢𝑘(0) = 0 

𝑝2 : 
𝑑𝑚𝑢2
𝑑𝑡𝑚

=
𝑑𝑚𝑢1
𝑑𝑡𝑚

− 𝐿1(𝑢0, 𝑢1) − 𝑁1(𝑢0, 𝑢1) − 𝐷∗
𝛼𝑢1 , 𝑢𝑘(0) = 0 

𝑝3 : 
𝑑𝑚𝑢3

𝑑𝑡𝑚
=

𝑑𝑚𝑢2

𝑑𝑡𝑚
− 𝐿2(𝑢0, 𝑢1, 𝑢3) − 𝑁2(𝑢0, 𝑢1, 𝑢3) − 𝐷∗

𝛼𝑢2 , 𝑢
𝑘(0) = 0           (3.9) 

⋯ 

sırasıyla, burada 𝐿0, 𝐿1, 𝐿2, … ve 𝑁0, 𝑁1, 𝑁2, … aşağıdaki denklemleri karşılar: 

𝐿(𝑢0 + 𝑝𝑢1 + 𝑝
2𝑢2 +⋯) = 𝐿0(𝑢0) + 𝑝𝐿1(𝑢0, 𝑢1) + 𝑝

2𝐿2(𝑢0, 𝑢1, 𝑢2),+⋯ 

𝑁(𝑢0 + 𝑝𝑢1 + 𝑝
2𝑢2 +⋯) = 𝑁0(𝑢0) + 𝑝𝑁1(𝑢0, 𝑢1) + 𝑝

2𝑁2(𝑢0, 𝑢1, 𝑢2), +⋯ 

Denklemde 𝑝 = 1 için (3.7) denkleminin çözümünü verir. (3.8) veya (3.9) doğrusal 

denklemlerini çözmenin kolay olduğu açıktır ve homotopi pertürbasyon yönteminin 

𝑢𝑛, 𝑛 ≥ 0 için bileşenleri tamamen belirlenebilir ve böylece seri çözümler tamamen 

belirlenir. 

Son olarak, 

𝑢(𝑡) = ∑ 𝑢𝑛(𝑡)
∞
𝑛=0  kesikli seriye göre  

ϕ𝑁(𝑡) = ∑ 𝑢𝑛(𝑡)
𝑁−1
𝑛=0                                                                                                  (3.10) 

çözümünü elde ederiz. 

 

 

3.1 Bazı Olasılık Dağılımları  

 

3.1.1 Sürekli Düzgün Dağılım: 

𝑋 rastgele değişkeni [𝑎, 𝑏] kapalı aralığında düzgün dağılıma sahip olduğundan  

olasılık yoğunluk fonksiyonu: 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥; 𝑎. 𝑏) = {

1

𝑏 − 𝑎
, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

0, 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟
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şeklinde ifade edilir(Khaniyev vd., 2017). 

𝑋~𝑈(𝑎, 𝑏) düzgün dağılımına sahip rastgele değişken olmak üzere, moment çıkaran 

fonksiyonu: 

𝑀𝑥(𝑡) = 𝐸[𝑒𝑡𝑥] = {

𝑒𝑏𝑡 − 𝑒𝑎𝑡

𝑡(𝑏 − 𝑎)
 , 𝑡 ≠ 0

1 ,          𝑡 = 0

  

 

3.1.2 Normal Dağılım: 

𝑋 sürekli rastgele değişkeni için olasılık yoğunluk fonksiyonu; 

𝑓𝑥(𝑥) =
1

𝜎√2𝜋
𝑒
−
(𝑥−𝜇)2

2𝜎2  ; −∞ < 𝑥 < ∞ , 𝜇 ∈ ℝ , 𝜎 > 0 

şeklinde ise 𝑋 rastgele değişkeni  𝜇, 𝜎2 parametreli normal dağılıma sahiptir. 

𝑋~𝑁(𝜇, 𝜎2) şeklinde gösterilir. Bazen bu dağılıma Gauss dağılımı da denir(Khaniyev 

vd.,2017).  

𝑋~𝑁(𝜇, 𝜎2) normal dağılıma sahip rastgele değişken olmak üzere, moment çıkaran 

fonksiyonu: 

𝑀𝑥(𝑡) = 𝐸[𝑒𝑡𝑥] = 𝑒𝜇𝑡+
𝜎2𝑡2

2  

 

3.1.3 Üstel Dağılım: 

𝑋 rastgele değişkeninin, 𝜁 > 0 parametre olmak üzere, olasılık yoğunluk  

fonksiyonu 

Φ(𝑥) = {
𝜁𝑒−𝜁𝑥 , 𝑥 ≥ 0
0    ,    𝑥 < 0

                                                                                                                             (3.11)    

şeklinde verilmişse 𝑋’e üstel dağılmış rastgele değişken, Φ(𝑥)’e de üstel dağılım denir. 

Bu dağılımın tek parametresi 𝜁’dır. Bu durumda birikimli dağılım fonksiyonu 

Θ(𝑋) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = ∫ 𝜁𝑒−𝜁𝑡𝑑𝑡 = 1 − 𝑒−𝜁𝑡
𝑥

0
                                                                         (3.12)     

Θ(𝑋) = {

0 , 𝑥 < 0

1 − 𝑒−𝜁𝑡

1 , 𝑥 → ∞
 , 𝑥 ≥ 0                                                                                                                  (3.13)               

şeklindedir. 

Moment çıkaran fonksiyon tanımı kullanılarak bu dağılımın moment çıkaran fonksiyonu 

aşağıdaki gibi elde edilebilir: 

 

𝑀𝑥(𝑡) = 𝐸[𝑒𝑡𝑥] = ∫ 𝑒𝑥𝑡
∞

0
𝜁𝑒−𝜁𝑥𝑑𝑥 = 𝜁 ∫ 𝑒(𝑡−𝜁)𝑥𝑑𝑥 =

𝜁

𝜁−𝑡
𝑒(𝑡−𝜁)│0

∞∞

0
              (3.14)                
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lim
𝑥→∞

𝑒(𝑡−𝜁)𝑥 = 0  olduğu için; 

𝑀(𝑡) =
𝜁

𝑡−𝜁
 ; 𝑡 < 𝜁 için elde edilir. 

Moment çıkaran fonksiyon, beklenen değer ve varyans tanımları kullanılarak beklenen 

değer ve varyans hesaplanabilir (Akdeniz, 2014; Khaniyev vd., 2017). Bu durumda 

beklenen değer: 

𝐸(𝑋) = ∫ 𝜁𝑥𝑒−𝜁𝑥𝑑𝑥
∞

0
                                                                                                                               (3.15)              

Hesaplamamızda parçalı integral kullanırsak (𝑢 = 𝑥 , 𝑑𝑣 = 𝜁𝑒−𝜁𝑥) 

𝐸(𝑋) = −𝑥𝑒−𝜁𝑥│0
∞ + ∫ 𝑒−𝜁𝑥𝑑𝑥 =

1

𝜁

∞

0
                                                                                                       (3.16)        

şeklinde elde edilir. Bu sonuç kullanılarak aşağıdaki şekilde de varyans elde edilir. 

𝐸(𝑋2) = ∫ 𝜁𝑥2𝑒−𝜁𝑥𝑑𝑥 =
2

𝜁2

∞

0
                                                                                                             (3.17)     

𝐸(𝑥2) hesaplanırken de parçalı integral kullanılır. (𝑥2 = 𝑢, 𝑑𝑣 = 𝑒−𝜁𝑥𝑑𝑥) 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2                                                                                                                (3.18)          

𝑉𝑎𝑟(𝑋) =
2

𝜁2
−

1

𝜁2
=

1

𝜁2
           

   

 

3.1.4 Laplace Dağılımı: 

Laplace dağılımı genellikle çift üstel dağılım olarak bilinir. 𝑋 rastgele değişkeni 

Laplace dağılımına sahip ise 𝑎 ∈ ℝ yerel parametre ve 𝑏 ∈ (0,∞) ölçek parametresi 

olmak üzere 𝑓 olasılık yoğunluk fonksiyonu (Krishnamoorthy,2006); 

𝑓(𝑥) =
1

2𝑏
𝑒𝑥𝑝 {

−|𝑥 − 𝑎|

𝑏
} , 𝑥 ∈ ℝ 

şeklindedir. 𝐹 dağılım fonksiyonu; 

𝐹(𝑥) = {

1

2
𝑒𝑥𝑝 {

𝑥 − 𝑎

𝑏
} , 𝑥 ∈ (−∞, 𝑎)

1 −
1

2
𝑒𝑥𝑝 {−

𝑥 − 𝑎

𝑏
} , 𝑥 ∈ [𝑎,∞)

 

şeklindedir. 𝑀 moment çıkaran fonksiyonu 

𝑀(𝑡) = 𝐸(𝑒𝑡𝑥) =
𝑒𝑎𝑡

1 − 𝑏2𝑡2
 , 𝑡 ∈ (−

1

𝑏
,
1

𝑏
) 

olarak verilir. Beklenen değeri ve varyansı; 

𝐸(𝑋) = 𝑎  

ve 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 2𝑏2                                                                                                           (3.19) 

şeklindedir. 
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3.1.5 Standart Laplace Dağılımı 

Standart Laplace dağılımının 𝑔 olasılık yoğunluk fonksiyonu; 

𝑔(𝑢) =
1

2
𝑒−|𝑢| , 𝑢 ∈ ℝ 

şeklindedir. 𝐺 dağılım fonksiyonu; 

𝐺(𝑢) = {

1

2
𝑒𝑢 , 𝑢 ∈ (−∞, 0]

1 −
1

2
𝑒−𝑢 , 𝑢 ∈ [0,∞)

 

𝑀 moment çıkaran fonksiyonu; 

𝑀(𝑡) = 𝐸(𝑒𝑡𝑎) =
1

1 − 𝑡2
 , 𝑡 ∈ (−1,1) 

olarak verilir. 

𝐸(𝑢) = 0 

ve 

𝑉𝑎𝑟(𝑢) = 2                                                                                                                (3.20) 

şeklindedir. 
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4. YAPILAN ÇALIŞMALAR 

 

Bu bölümde katsayıları veya başlangıç koşulları mutlak sürekli dağılımlardan 

seçilerek rastgele hale getirilen kesirli mertebeden adi ve kısmi diferansiyel denklemler 

ile diferansiyel denklem sistemlerinin çözümleri HPM ile çözülerek olasılık 

karakteristikleri hesaplanmıştır. Elde edilen çözümlerin kesirli mertebeden türevin farklı 

değerleri için beklenen değer, varyans ve güvenlik aralıkları hesaplanarak MATLAB 

veya MAPLE paket programları yardımı ile çizdirilmiştir. 

 

 

4.1 Katsayıları Rastgele Olan Kesirli Mertebeden Adi Diferansiyel 

Denklemlerin HPM Yöntemi İle Çözümleri 

 

Örnek 1: 

Rastgele katsayılı adi diferansiyel denklemin Modified HPM ile çözümü 

𝑑𝛼𝑢

𝑑𝑡𝛼
= 𝑢(𝑡)2 + 𝐵2  ,  𝑡 > 0                                                                                          (4.1) 

0 < 𝛼 ≤ 1   , B rastgele değişkeni, 𝐵~𝑁(𝜇 = 2, 𝜎2 = 1) başlangıç koşulu ile verilmiş 

olsun.  

𝑢(0) = 0 başlangıç koşulu                                                                                          (4.2) 

𝛼 = 1  olduğundan tam çözüm olsun. (4.1) denkleminin çözümü için Modified yöntemini 

uygulayalım,(4.1) denkleminin HPM si aşağıdaki oluşturulabilir. 

𝑢(𝑡) = tan(𝑡𝐵 + arctan (𝐴 𝐵⁄ ))𝐵                                                                             (4.3) 

Modified HPM yöntemine göre , (4.1) denkleminin HPM’ni aşağıdaki gibi oluşturulur. 

𝑢′ − 𝐵2 = 𝑝[𝑢′ + 𝑢2 − 𝐷∗
𝛼𝑢]                                                                                      (4.4) 

𝑢 = 𝑢0 + 𝑝𝑢1 + 𝑝
2𝑢2 + 𝑝

3𝑢3 +⋯                                                                             (4.5) 

Başlangıç koşulları (4.2) ve (4.5) i,  (4.4) te yerine yazılırsa 

𝑢0
′ + 𝑝𝑢1

′ + 𝑝2𝑢2
′ + 𝑝3𝑢3

′ +⋯− 𝐵2

= 𝑝[𝑢0
′ − 𝑝𝑢1

′ + 𝑝2𝑢2
′ + 𝑝3𝑢3

′ + (𝑢0 + 𝑝𝑢1 + 𝑝
2𝑢2 + 𝑝

3𝑢3)
2

− 𝐷∗
𝛼𝑢0 − 𝑝𝐷∗

𝛼𝑢1 − 𝑝
2𝐷∗

𝛼𝑢2 − 𝑝
3𝐷∗

𝛼𝑢3 + 𝑢0
2 + 2𝑢0𝑢1𝑝

+ 2𝑢0𝑢2𝑝
2 + 𝑢1

2𝑝2 + 2𝑢0𝑢3𝑝
3 + 2𝑢1𝑢2𝑝

3 + 2𝑢1𝑢3𝑝
4 + 𝑢2

2𝑝4

+ 2𝑢2𝑢3𝑝
5 + 𝑢3

2𝑝6] 

Aşağıdaki lineer diferansiyel denklem sistemleri elde edilir. 
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𝑢(0) = 𝑢0(0) + 𝑝𝑢1(0) + 𝑝
2𝑢2(0) + 𝑝

3𝑢3(0) + ⋯ = 0 

Buradan  𝑢0(0) = 0 , 𝑢1(0) = 0  ,  𝑢2(0) = 0  , … 

𝑢0
′ = 𝐵2  ,  𝑢0(0) = 0 

𝑢1
′ = 𝑢0

′ + 𝑢0
2 − 𝐷∗

𝛼𝑢0  ,   𝑢1(0) = 0  

𝑢2
′ = 𝑢1

′ + 2𝑢0𝑢1 − 𝐷∗
𝛼𝑢1   ,   𝑢2(0) = 0 

𝑢3
′ = 𝑢2

′ + 2𝑢0𝑢2 + 𝑢1
2 − 𝐷∗

𝛼𝑢2   ,   𝑢3(0) = 0 

… 

𝑢0
′ = 𝐵2 ⇒ 𝑢0 = 𝐵

2𝑡 + 𝑐1 ⇒ 𝑢0(0) = 0 ⇒ 𝐵2. 0 + 𝑐1 = 0 ⇒ 𝑐1 = 0 

𝑢0 = 𝐵
2𝑡 

 

𝑢1
′ = 𝐵2 + 𝐵4𝑡2 − 𝐷∗

𝛼𝐵2𝑡 

𝑢1
′ = 𝐵2 + 𝐵4𝑡2 − 𝐵2.

Γ(2). 𝑡1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
 

𝑢1(𝑡) = 𝐵 2𝑡 +
𝐵4𝑡3

3
−

𝐵2𝑡2−𝛼

(2 − 𝛼)Γ(1 − 𝛼)
 

𝑢1(𝑡) = 𝐵 2𝑡 +
𝐵4𝑡3

3
−
𝐵2𝑡2−𝛼

Γ(3 − 𝛼)
 

 

𝑢2
′ = 𝑢1

′ + 2𝑢0𝑢1 − 𝐷∗
𝛼𝑢1 

𝑢2
′ = 𝐵2 + 𝐵4𝑡2 −

𝐵2𝑡1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
+ 2𝐵2𝑡 (𝐵2𝑡 +

𝐵4𝑡3

3
−
𝐵2𝑡2−𝛼

Γ(3 − 𝛼)
)

− 𝐷∗
𝛼 (𝐵2𝑡 +

𝐵4𝑡3

3
−
𝐵2𝑡2−𝛼

Γ(3 − 𝛼)
) 

𝑢2
′ = 𝐵2 + 𝐵4𝑡2 −

𝐵2𝑡1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
+ 2𝐵4𝑡4 +

2

3
𝐵6𝑡4 −

2𝐵4𝑡3−𝛼

Γ(3 − 𝛼)
+ 𝐵2

Γ(2)𝑡1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)

+
𝐵4

3

Γ(4)𝑡3−𝛼

Γ(4 − 𝛼)
−

𝐵2

Γ(3 − 𝛼)
Γ(3 − 𝛼)

𝑡2−2𝛼

Γ(3 − 2𝛼)
 

𝑢2(𝑡) = 𝐵2𝑡 +
𝐵4𝑡3

3
−

𝐵2𝑡2−𝛼

(2 − α)Γ(2 − 𝛼)
+
2𝐵4𝑡3

3
+
2

15
𝐵6𝑡5 −

2𝐵4𝑡4−𝛼

(4 − α)Γ(3 − 𝛼)

+
𝐵2𝑡2−𝛼

(2 − α)Γ(2 − 𝛼)
+

2𝐵4𝑡4−𝛼

(4 − 𝛼)Γ(4 − 𝛼)
−

𝐵2𝑡3−2𝛼

(3 − 2α)Γ(3 − 2𝛼)
 

yukarıda elde edilen 𝑢0, 𝑢1, 𝑢2, … fonksiyonları seri çözümde yerine yazılıp 𝑝 = 1 

alınırsa, 

𝑢(𝑡) = 𝑢0 + 𝑢1(𝑡) + 𝑢2(𝑡) + 𝑢3(𝑡) +⋯ 
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𝑢(𝑡) = 3𝐵2𝑡 +
4𝐵4𝑡3

3
+
2

15
𝐵6𝑡5 − 𝐵2

𝑡3−2𝛼

Γ(4 − 2𝛼)

+ 𝐵4 (
2

Γ(5 − 𝛼)
−

2

(4 − α)Γ(3 − 𝛼)
) 𝑡4−𝛼 +⋯ 

𝑋 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2), Normal dağılımın moment çıkaran fonksiyonundan  

𝑀𝑋(𝑡)  =  𝐸[𝑒
𝑡𝑋]  =  𝑒(𝜇𝑡+

1

2
𝜎2𝑡2)                                                          (4.6) 

𝐵 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2) rastgele değişkeninin birinci, ikinci momentleri ve varyansı 

𝐸[𝐵] = 𝜇 , 

𝐸[𝐵2] =  𝜇2   +  𝜎2 , 

𝐸[𝐵4] = 3𝜎4 + 6𝜎2𝜇2 + 𝜇4 ,  

𝐸[𝐵6] = 15𝜎6 + 45𝜎4𝜇2 + 15𝜎2𝜇4 + 𝜇6  ve  

𝑉𝑎𝑟[𝐵] = 𝜎2 , 

𝑉𝑎𝑟[𝐵2] =  2𝜎4 + 4𝜎2𝜇2 ,  

𝑉𝑎𝑟[𝐵4] = 96𝜎8 + 384𝜎6𝜇2 + 168𝜎4𝜇4 + 16𝜎2𝜇6 , 

𝑉𝑎𝑟[𝐵6] = 10170𝜎12 + 61020𝜎10𝜇2 + 49500𝜎8𝜇4 + 12480𝜎6𝜇6 + 1170𝜎4𝜇8 +

36𝜎2𝜇10  

Bu momentler kullanılarak ve 𝑥 ve 𝑦 rastgele bağımsız değişken ise 𝐸[𝑥. 𝑦] = 𝐸[𝑥]𝐸[𝑦] 

olduğundan, beklenen değer ve varyansın yaklaşık formülleri 

 

 

Beklenen değeri; 

𝐸[𝑢(𝑡)] = 𝐸 [3𝐵2𝑡 +
4𝐵4𝑡3

3
+
2

15
𝐵6𝑡5 − 𝐵2

𝑡3−2𝛼

Γ(4 − 2𝛼)

+ 𝐵4 (
2

Γ(5 − 𝛼)
−

2

(4 − α)Γ(3 − 𝛼)
) 𝑡4−𝛼]  

= 3𝑡𝐸(𝐵2) +
4𝑡3𝐸(𝐵4)

3
+
2

15
𝑡5𝐸(𝐵6) − 𝐸(𝐵2)

𝑡3−2𝛼

Γ(4 − 2𝛼)

+ 𝐸(𝐵4) (
2

Γ(5 − 𝛼)
−

2

(4 − α)Γ(3 − 𝛼)
) 𝑡4−𝛼

= 3𝑡(𝜇2   +  𝜎2) +
4𝑡3(3𝜎4 + 6𝜎2𝜇2 + 𝜇4)

3

+
2

15
𝑡5(15𝜎6 + 45𝜎4𝜇2 + 15𝜎2𝜇4 + 𝜇6) − (𝜇2   +  𝜎2)

𝑡3−2𝛼

Γ(4 − 2𝛼)

+ (3𝜎4 + 6𝜎2𝜇2 + 𝜇4) (
2

Γ(5 − 𝛼)
−

2

(4 − α)Γ(3 − 𝛼)
) 𝑡4−𝛼 
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Varyansı; 

𝑉𝑎𝑟[𝑢(𝑡)] = 𝑉𝑎𝑟 [3𝐵2𝑡 +
4𝐵4𝑡3

3
+
2

15
𝐵6𝑡5 − 𝐵2

𝑡3−2𝛼

Γ(4 − 2𝛼)

+ 𝐵4 (
2

Γ(5 − 𝛼)
−

2

(4 − α)Γ(3 − 𝛼)
) 𝑡4−𝛼]  

= 9𝑡2𝑉𝑎𝑟(𝐵2) +
16𝑡6𝑉𝑎𝑟(𝐵4)

9
+

4

225
𝑡10𝑉𝑎𝑟(𝐵6)

− 𝑉𝑎𝑟(𝐵2)
𝑡6−4𝛼

Γ(4 − 2𝛼)2

+ 𝑉𝑎𝑟(𝐵4) (
2

Γ(5 − 𝛼)
−

2

(4 − α)Γ(3 − 𝛼)
)
2

𝑡8−2𝛼

= 9𝑡2(2𝜎4 + 4𝜎2𝜇2) +
16𝑡6(96𝜎8 + 384𝜎6𝜇2 + 168𝜎4𝜇4 + 16𝜎2𝜇6)

9

+
4

225
𝑡10(10170𝜎12 + 61020𝜎10𝜇2 + 49500𝜎8𝜇4 + 12480𝜎6𝜇6

+ 1170𝜎4𝜇8 + 36𝜎2𝜇10) − (2𝜎4 + 4𝜎2𝜇2)
𝑡6−4𝛼

Γ(4 − 2𝛼)2

+ (96𝜎8 + 384𝜎6𝜇2 + 168𝜎4𝜇4

+ 16𝜎2𝜇6) (
2

Γ(5 − 𝛼)
−

2

(4 − α)Γ(3 − 𝛼)
)
2

𝑡8−2𝛼 

hesaplanabilir. 

𝐵~𝑁(𝜇, 𝜎2) için özel olarak 𝜇 = 2, 𝜎2 = 1 seçilirse, 

 

 

Beklenen değer; 

𝐸[𝑢(𝑡)] = 3𝑡 (15𝑡 +
172

3
𝑡3 +

998

15
𝑡5 −

5𝑡3−2𝛼

Γ(4−2𝛼)
+ (

86

Γ(5−𝛼)
−

86

(4−𝛼)Γ(3−𝛼)
) (𝑡4−𝛼)2 + 1) +

172

3
𝑡3 +

998

15
𝑡5 −

5𝑡3−2𝛼

Γ(4−2𝛼)
+ (

86

Γ(5−𝛼)
−

86

(4−𝛼)Γ(3−𝛼)
) 𝑡4−𝛼                                                                      (4.7) 
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Şekil 1. 𝜇 = 2, 𝜎2 = 1 değerleri ve 𝛼 = 1,0.9,0.8,0.7 için (4.7) denkleminin beklenen 

değerleri  

 

ve 
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Varyansı; 

𝑉𝑎𝑟[𝑢(𝑡)] = 162𝑡2 +
85504

9
𝑡6 +

2908472

75
𝑡10 −

18𝑡6−4𝛼

Γ(4−2𝛼)2
+ 5344 (

2

Γ(5−𝛼)
−

2

(4−𝛼)Γ(3−𝛼)
)
2

𝑡8−2𝛼                                                                                                                                               (4.8) 

 

Şekil 2. 𝜇 = 2 , 𝜎2 = 1 değerleri ve 𝛼 = 0.9 için (4.8) denkleminin varyansları 

            𝐴𝐺𝑆 = 𝐸(𝑢(𝑡)) − 3√𝑉𝑎𝑟(𝑢(𝑡)) alt güven sınırı ve 𝑈𝐺𝑆 = 𝐸(𝑢(𝑡)) +

3√𝑉𝑎𝑟(𝑢(𝑡)) olarak bulunur. 
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=0.9



  

17 
 

 

Şekil 3. 𝜇 = 2, 𝜎2 = 1 değerleri ve 𝛼 = 0.9 için (4.8) denkleminin 𝐾 = 3 için güven 

aralıkları olarak bulunur. 
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4.2 Başlangıç Koşulu Rastgele Olan Kesirli Mertebeden Adi Diferansiyel 

Denklemlerin HPM Yöntemi İle Çözümleri 

 

Örnek 2: 

Başlangıç koşulu rastgele olan kesirli Ricatti denkleminin Modified HPM ile çözümü 

𝑑𝛼𝑢

𝑑𝑡𝛼
= 𝑢(𝑡)2 + 2𝑢(𝑡) + 5                                                                                            (4.9) 

0 < 𝛼 ≤ 1 , 𝐴~𝑈(𝑎, 𝑏) düzgün dağılıma sahip rastgele değişken olsun. u(0) = A  

başlangıç koşulu                                                                                                         (4.10) 

𝛼 = 1 olduğunda tam çözüm 

𝑢(𝑡) = −1 + 2 tan (2𝑡 + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝐴

2
+
1

2
))                                                              (4.11) 

Modified HPM yöntemine göre, (4.9) denkleminin HPM’si aşağıdaki gibi oluşturulur. 

𝑢′ − 5 = 𝑝[𝑢′ + 𝑢2 + 2𝑢 − 𝐷∗
𝛼𝑢]                                                                             (4.12) 

𝑢 = 𝑢0 + 𝑝𝑢1 + 𝑝
2𝑢2 + 𝑝

3𝑢3 +⋯                                                                           (4.13) 

(4.10) başlangıç koşulu ve (4.13) i (4.12) te yerine yazılırsa, 

𝑢0
′ + 𝑝𝑢1

′ + 𝑝2𝑢2
′ + 𝑝3𝑢3

′ − 5

= 𝑝[𝑢0
′ + 𝑝𝑢1

′ + 𝑝2𝑢2
′ + 𝑝3𝑢3

′ + (𝑢0 + 𝑝𝑢1 + 𝑝
2𝑢2 + 𝑝

3𝑢3)
2

+ 2(𝑢0 + 𝑝𝑢1 + 𝑝
2𝑢2 + 𝑝

3𝑢3) − 𝐷∗
𝛼𝑢0 − 𝑝𝐷∗

𝛼𝑢1 − 𝑝
2𝐷∗

𝛼𝑢2

− 𝑝3𝐷∗
𝛼𝑢3] 

 

𝑢(0) = 𝑢0(0) + 𝑝𝑢1(0) + 𝑝
2𝑢2(0) + 𝑝

3𝑢3(0) + ⋯ = 𝐴 

𝑢0
′ = 5   

𝑢0(0) = 𝐴 

𝑢1
′ = 𝑢0

′ + 𝑢0
2 + 2𝑢0 − 𝐷∗

𝛼𝑢0      ,     𝑢1(0) = 0   

𝑢2
′ = 𝑢1

′ + 2𝑢1 + 2𝑢0𝑢1 − 𝐷∗
𝛼𝑢1   ,   𝑢2(0) = 0   

𝑢3
′ = 𝑢2

′ + 2𝑢2 + 2𝑢0𝑢2 + 𝑢1
2 − 𝐷∗

𝛼𝑢2   ,   𝑢3(0) = 0 

 

𝑢0
′ = 5 ⇒ 𝑢0 = 5𝑡 + 𝑐1 ⇒ 𝑢0(0) = 5.0 + 𝑐1 = 𝐴 ⇒ 𝑐1 = 𝐴   

𝑢0(𝑡) = 5𝑡 + 𝐴 

 

𝑢1
′ = 𝑢0

′ + 𝑢0
2 + 2𝑢0 − 𝐷∗

𝛼𝑢0 

𝑢1
′ = 5 + 25𝑡2 + 10𝐴𝑡 + 𝐴2 + 10𝑡 + 2𝐴 − 𝐷∗

𝛼(5𝑡 + 𝐴) 

𝑢1
′ = 5 + 2𝐴 + 𝐴2 + (10𝐴 + 10)𝑡 + 25𝑡2 −

5𝑡1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
−

𝐴𝑡−𝛼

Γ(1 − 𝛼)
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𝑢1(𝑡) = (5 + 2𝐴 + 𝐴
2)𝑡 + (5𝐴 + 5)𝑡2 +

25

3
𝑡3 −

5𝑡2−𝛼

(2 − α)Γ(2 − 𝛼)
−

𝐴𝑡1−𝛼

(1 − α)Γ(1 − 𝛼)
 

𝑢1(𝑡) = (5 + 2𝐴 + 𝐴
2)𝑡 + (5𝐴 + 5)𝑡2 +

25

3
𝑡3 −

5𝑡2−𝛼

Γ(3 − 𝛼)
−

𝐴𝑡1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
 

 

𝑢2
′ = 𝑢1

′ + 2𝑢1 + 2𝑢0𝑢1 − 𝐷∗
𝛼𝑢1 

𝑢2
′ = (5 + 2𝐴 + 𝐴2) + (10𝐴 + 10)𝑡 + 25𝑡2 −

5(2 − 𝛼)𝑡1−𝛼

Γ(3 − 𝛼)
−
2𝐴𝑡1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)

+ 2(5𝑡 + 𝐴) (((5 − 2𝐴 + 𝐴2)𝑡 + (5𝐴 + 5)𝑡2 +
25

3
𝑡3 −

5𝑡2−𝛼

Γ(3 − 𝛼)

−
𝐴𝑡1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
)

− 𝐷∗
𝛼 [(5 + 2𝐴 + 𝐴2)𝑡 + (5𝐴 + 5)𝑡2 +

25

3
𝑡3 −

5𝑡2−𝛼

Γ(3 − 𝛼)
−

𝐴𝑡1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
] 

𝑢2(𝑡) = (5 + 2𝐴 + 𝐴2)𝑡 + (5𝐴 + 5)𝑡2 +
25

3
𝑡3 −

5(2 − 𝛼)𝑡2−𝛼

(2 − 𝛼)Γ(3 − 𝛼)

−
𝐴(1 − 𝛼)𝑡1−𝛼

(1 − 𝛼)Γ(2 − 𝛼)
+ (5 + 2𝐴 + 𝐴2)𝑡2 + (10𝐴 + 10)

𝑡3

3
+
25

6
𝑡4

−
10𝑡3−𝛼

(3 − α)Γ(3 − 𝛼)
−

2𝐴𝑡2−𝛼

(2 − α)Γ(2 − 𝛼)
+ (5 + 2𝐴2 + 𝐴3)𝑡2

+
(50 + 30𝐴 + 20𝐴2)𝑡3

3
+ (50 +

200𝐴

3
)
𝑡4

4
−

50𝑡4−𝛼

(4 − 𝛼)Γ(3 − 𝛼)

−
10𝐴𝑡3−𝛼

(3 − α)Γ(2 − 𝛼)
−

10𝐴𝑡3−𝛼

(3 − α)Γ(3 − 𝛼)
−

2𝐴𝑡2−𝛼

(2 − α)Γ(2 − 𝛼)

−
(5 + 2𝐴 + 𝐴2)𝑡2−𝛼

(2 − α)Γ(2 − 𝛼)
−

10𝐴𝑡3−𝛼

(3 − α)Γ(3 − 𝛼)
−

50𝑡4−𝛼

(4 − 𝛼)Γ(4 − 𝛼)

+
5𝑡3−2𝛼

(3 − 2α)Γ(3 − 2𝛼)
+

𝐴𝑡2−2𝛼

(2 − 2𝛼)Γ(2 − 2𝛼)
) 
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𝑢2(𝑡) = (5 + 2𝐴 + 𝐴2)𝑡 + (5𝐴 + 5)𝑡2 +
25

3
𝑡3 −

5𝑡2−𝛼

Γ(3 − 𝛼)
−

𝐴𝑡1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)

+ (5 + 2𝐴 + 𝐴2)𝑡2 + (10𝐴 + 10)
𝑡3

3
+
25

6
𝑡4 −

10𝑡3−𝛼

Γ(4 − 𝛼)
−
2𝐴𝑡2−𝛼

Γ(3 − 𝛼)

+ (5 + 2𝐴2 + 𝐴3)𝑡2 +
(50 + 30𝐴 + 20𝐴2)𝑡3

3
+ (50 +

200𝐴

3
)
𝑡4

4

−
50𝑡4−𝛼

(4 − 𝛼)Γ(3 − 𝛼)
−

10𝐴𝑡3−𝛼

(3 − α)Γ(2 − 𝛼)
−
10𝐴𝑡3−𝛼

Γ(4 − 𝛼)
−
2𝐴𝑡2−𝛼

Γ(3 − 𝛼)

−
(5 + 2𝐴 + 𝐴2)𝑡2−𝛼

Γ(3 − 𝛼)
−
10𝐴𝑡3−𝛼

Γ(4 − 𝛼)
−
50𝑡4−𝛼

Γ(5 − 𝛼)
+

5𝑡3−2𝛼

Γ(4 − 2𝛼)

+
𝐴𝑡2−2𝛼

Γ(3 − 2𝛼)
) 

 

𝑢(𝑡) = 𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 +⋯ 

𝑢(𝑡) = 𝐴 + 2(
15

2
+ 2𝐴 + 𝐴2) 𝑡 + (20 + 14𝐴 + 2𝐴2)𝑡2 + (

110 + 40𝐴 + 20𝐴2

3
) 𝑡3

−
15𝑡2−𝛼 + 4𝐴𝑡2−𝛼 − 3𝐴2𝑡2−𝛼

Γ(3 − 𝛼)
− 2

𝐴𝑡1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
+ (

325 + 400𝐴

6
) 𝑡4

−
20𝑡3−𝛼 − (10𝐴 + 10)𝑡3−𝛼

Γ(4 − 𝛼)
−

50𝑡4−𝛼

(4 − α)Γ(3 − 𝛼)
−

10𝐴𝑡3−𝛼

(3 − 𝛼)Γ(2 − 𝛼)

−
50𝑡4−𝛼

Γ(5 − 𝛼)
+

5𝑡3−2𝛼

Γ(4 − 2𝛼)
+

𝐴𝑡2−2𝛼

Γ(3 − 2𝛼)
 

 

𝐴~𝑈(𝑎, 𝑏) düzgün dağılıma sahip rastgele değişken olmak üzere, 

𝑀𝑧(𝑡) = 𝐸[𝑒𝑡𝑧] =
𝑒𝑏𝑡 − 𝑒𝑎𝑡

(𝑏 − 𝑎)𝑡
 

𝐴~𝑈(𝑎, 𝑏) , 𝐸[𝐴] =
𝑎+𝑏

2
 , 𝐸[𝐴2] =

1

3
𝑎2 +

1

3
𝑎𝑏 +

1

3
𝑏2, 𝑉𝑎𝑟[𝐴] =

(𝑎−𝑏)2

12
, 𝑉𝑎𝑟[𝐴2] =

4

45
𝑎4 −

1

45
𝑏𝑎3 −

2

15
𝑏2𝑎2 −

1

45
𝑏3𝑎 +

4

45
𝑏4 bu momentleri kullanırken 𝑥 ve 𝑦 bağımsız 

rastgele değişkenleri için 𝐸[𝑥𝑦] = 𝐸[𝑥]𝐸[𝑦] bu yaklaşık formüller kullanılarak, beklenen 

değer ve varyansın yaklaşık formülleri; 

Beklenen değeri; 
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𝐸[𝑢(𝑡)] = 𝐸 [𝐴 + 2 (
15

2
+ 2𝐴 + 𝐴2) 𝑡 + (20 + 14𝐴 + 2𝐴2)𝑡2

+ (
110 + 40𝐴 + 20𝐴2

3
) 𝑡3 −

15𝑡2−𝛼 + 4𝐴𝑡2−𝛼 − 3𝐴2𝑡2−𝛼

Γ(3 − 𝛼)

− 2
𝐴𝑡1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
+ (

325 + 400𝐴

6
) 𝑡4 −

20𝑡3−𝛼 − (10𝐴 + 10)𝑡3−𝛼

Γ(4 − 𝛼)

−
50𝑡4−𝛼

(4 − α)Γ(3 − 𝛼)
−

10𝐴𝑡3−𝛼

(3 − 𝛼)Γ(2 − 𝛼)
−
50𝑡4−𝛼

Γ(5 − 𝛼)
+

5𝑡3−2𝛼

Γ(4 − 2𝛼)

+
𝐴𝑡2−2𝛼

Γ(3 − 2𝛼)
]  

= 𝐸(𝐴) + 2(
15

2
+ 2𝐸(𝐴) + 𝐸(𝐴2)) 𝑡 + (20 + 14𝐸(𝐴) + 2𝐸(𝐴2))𝑡2

+ (
110 + 40𝐸(𝐴) + 20𝐸(𝐴2)

3
) 𝑡3

−
15𝑡2−𝛼 + 4𝐸(𝐴)𝑡2−𝛼 − 3𝐸(𝐴2)𝑡2−𝛼

Γ(3 − 𝛼)
− 2

𝐸(𝐴)𝑡1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)

+ (
325 + 400𝐸(𝐴)

6
) 𝑡4 −

20𝑡3−𝛼 − (10𝐸(𝐴) + 10)𝑡3−𝛼

Γ(4 − 𝛼)

−
50𝑡4−𝛼

(4 − α)Γ(3 − 𝛼)
−

10𝐸(𝐴)𝑡3−𝛼

(3 − 𝛼)Γ(2 − 𝛼)
−
50𝑡4−𝛼

Γ(5 − 𝛼)
+

5𝑡3−2𝛼

Γ(4 − 2𝛼)

+
𝐸(𝐴)𝑡2−2𝛼

Γ(3 − 2𝛼)

=
𝑎 + 𝑏

2
+ 2(

15

2
+ 2

𝑎 + 𝑏

2
+ (

1

3
𝑎2 +

1

3
𝑎𝑏 +

1

3
𝑏2 )) 𝑡

+ (20 + 14
𝑎 + 𝑏

2
+ 2 (

1

3
𝑎2 +

1

3
𝑎𝑏 +

1

3
 𝑏2)) 𝑡2

+ (
110 + 40

𝑎 + 𝑏
2 + 20 (

1
3 𝑎

2 +
1
3𝑎𝑏 +

1
3𝑏

2 )

3
) 𝑡3

−
15𝑡2−𝛼 + 4

𝑎 + 𝑏
2  𝑡2−𝛼 − 3(

1
3𝑎

2 +
1
3𝑎𝑏 +

1
3𝑏

2 ) 𝑡2−𝛼

𝛤(3 − 𝛼)
 

− 2

𝑎 + 𝑏
2  𝑡1−𝛼

𝛤(2 − 𝛼)
+ (

325 + 400
𝑎 + 𝑏
2

6
) 𝑡4

−
20𝑡3−𝛼 − (10

𝑎 + 𝑏
2 + 10) 𝑡3−𝛼

𝛤(4 − 𝛼)
−

50𝑡4−𝛼

(4 − 𝛼)𝛤(3 − 𝛼)
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−
10
𝑎 + 𝑏
2  𝑡3−𝛼

(3 − 𝛼)𝛤(2 − 𝛼)
 −

50𝑡4−𝛼

𝛤(5 − 𝛼)
 +

5𝑡3−2𝛼

𝛤(4 − 2𝛼)
+

𝑎 + 𝑏
2 𝑡2−2𝛼

𝛤(3 − 2𝛼)
  

 

Varyansı; 

𝑉𝑎𝑟[𝑢(𝑡)]

= 𝑉𝑎𝑟 [𝐴 + 2 (
15

2
+ 2𝐴 + 𝐴2) 𝑡 + (20 + 14𝐴 + 2𝐴2)𝑡2 + (

110 + 40𝐴 + 20𝐴2

3
) 𝑡3

−
15𝑡2−𝛼 + 4𝐴𝑡2−𝛼 − 3𝐴2𝑡2−𝛼

Γ(3 − 𝛼)
− 2

𝐴𝑡1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
+ (

325 + 400𝐴

6
) 𝑡4

−
20𝑡3−𝛼 − (10𝐴 + 10)𝑡3−𝛼

Γ(4 − 𝛼)
−

50𝑡4−𝛼

(4 − 𝛼)Γ(3 − 𝛼)
−

10𝐴𝑡3−𝛼

(3 − 𝛼)Γ(2 − 𝛼)
−
50𝑡4−𝛼

Γ(5 − 𝛼)

+
5𝑡3−2𝛼

Γ(4 − 2𝛼)
+

𝐴𝑡2−2𝛼

Γ(3 − 2𝛼)
]  

= 𝑉𝑎𝑟[𝐴] + (16𝑉𝑎𝑟[𝐴] + 𝑉𝑎𝑟[𝐴2])𝑡2 + (196𝑉𝑎𝑟[𝐴] + 4𝑉𝑎𝑟[𝐴2])𝑡4

+ (
402𝑉𝑎𝑟[𝐴] + 202𝑉𝑎𝑟[𝐴2]

9
) 𝑡6 +

16𝑉𝑎𝑟[𝐴]𝑡4−2𝛼 + 9𝑉𝑎𝑟[𝐴2]𝑡4−2𝛼

Γ(3 − 𝛼)2

+
𝑉𝑎𝑟[𝐴]𝑡2−2𝛼

Γ(2 − 𝛼)2
+ (

4002𝑉𝑎𝑟[𝐴]

36
) 𝑡8 +

(100𝑉𝑎𝑟[𝐴])𝑡6−2𝛼

Γ(4 − 𝛼)2
+

100𝑉𝑎𝑟[𝐴]𝑡6−2𝛼

(3 − 𝛼)2Γ(2 − 𝛼)2

+
𝑉𝑎𝑟[𝐴]𝑡4−4𝛼

Γ(3 − 2𝛼)2

=
(𝑎 − 𝑏)2

12
+ (16

(𝑎 − 𝑏)2

12
+ (

4

45
𝑎4 −

1

45
𝑏𝑎3 −

2

15
𝑏2𝑎2 −

1

45
𝑏3𝑎 +

4

45
𝑏4)) 𝑡2

+ (196 +
(𝑎 − 𝑏)2

12
+ 4 (

4

45
𝑎4 −

1

45
𝑏𝑎3 −

2

15
𝑏2𝑎2 −

1

45
𝑏3𝑎 +

4

45
𝑏4)) 𝑡4

+ (
402

(𝑎 − 𝑏)2

12 + 202 (
4
45
𝑎4 −

1
45
𝑏𝑎3 −

2
15
𝑏2𝑎2 −

1
45
𝑏3𝑎 +

4
45
𝑏4)

9
) 𝑡6

+
16
(𝑎 − 𝑏)2

12 𝑡4−2𝛼 + 9(
4
45
𝑎4 −

1
45
𝑏𝑎3 −

2
15
𝑏2𝑎2 −

1
45
𝑏3𝑎 +

4
45
𝑏4) 𝑡4−2𝛼

Γ(3 − 𝛼)2

+

(𝑎 − 𝑏)2

12 𝑡2−2𝛼

Γ(2 − 𝛼)2
+ (

4002
(𝑎 − 𝑏)2

12
36

) 𝑡8 +
(100

(𝑎 − 𝑏)2

12 ) 𝑡6−2𝛼

Γ(4 − 𝛼)2

+
(100

(𝑎 − 𝑏)2

12 ) 𝑡6−2𝛼

(3 − 𝛼)2Γ(2 − 𝛼)2
+

(𝑎 − 𝑏)2

12 𝑡4−4𝛼

Γ(3 − 2𝛼)2
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hesaplanabilir. 

𝐴~𝑈(𝑎, 𝑏) için özel olarak 𝑎 = 2, 𝑏 = 1 seçilirse 

 

 

 

Beklenen değer; 

𝐸[𝑢(𝑡)] =
3

2
+
77

3
𝑡 +

137𝑡2

3
+
650𝑡3

9
−

14𝑡2−𝛼

𝛤(3−𝛼)
−

3𝑡1−𝛼

𝛤(2−𝛼)
+
925𝑡4

6
+

5𝑡3−𝛼

𝛤(4−𝛼)
−

50𝑡4−𝛼

(4−𝛼)𝛤(3−𝛼)
−

15𝑡3−𝛼

(3−𝛼)𝛤(2−𝛼)
−

50𝑡4−𝛼

𝛤(5−𝛼)
+

5𝑡3−2𝛼

𝛤(4−2𝛼)
+

3

2
𝑡2−2𝛼

𝛤(3−2𝛼)
                                                                                        (4.14) 

 

 

Şekil 4. 𝑎 = 2, 𝑏 = 1 değerleri ve 𝛼 = 1,0.9,0.8,0.7 için (4.14) denkleminin beklenen 

değerleri 

 

ve 
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Varyansı; 

𝑉𝑎𝑟[𝑢(𝑡)] =
1

12
+

94

45
 𝑡2 +

871

45
 𝑡4 +

3920

81
 𝑡6 +

122

15
 𝑡4−2𝛼

𝛤(3−𝛼)2 
+

1

12
𝑡2−2𝛼

𝛤(2−𝛼)2
+
10000

27
𝑡8 +

25

3
𝑡6−2𝛼

𝛤(4−𝛼)2
+

25

3
𝑡6−2𝛼

(3−𝛼)2𝛤(2−𝛼)2
+

1

12
 𝑡4−4𝛼

𝛤(3−2𝛼)2
                                                                                                                           (4.15) 

 

 

 

Şekil 5. 𝑎 = 2, 𝑏 = 1 değerleri ve 𝛼 = 0.9 için (4.15) denkleminin varyansları 𝐴𝐺𝑆 =

𝐸(𝑢(𝑡)) − 3√𝑉𝑎𝑟(𝑢(𝑡)) alt güven sınırı ve 𝑈𝐺𝑆 = 𝐸(𝑢(𝑡)) + 3√𝑉𝑎𝑟(𝑢(𝑡)) 

olarak bulunur. 
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Şekil 6. 𝑎 = 2, 𝑏 = 1 değerleri ve 𝛼 = 0.9 için (4.15) denkleminin 𝐾 = 3 için güven 

aralıkları olarak bulunur. 
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5. DİFERANSİYEL DENKLEM SİSTEMİ İÇİN HOMOTOPİ 

PERTÜRBASYON METODU 

 

𝐷𝛼𝑖𝑦𝑖 = 𝑝𝑓𝑖(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)                                                    (5.1) 

𝑖 = 1,2, … , 𝑛 ve p gömme parametresi 𝑝 ∈ [0,1] , (5.1) deki 𝑝 = 0 alınırsa 

𝐷𝛼𝑖𝑦1 = 0                                        (5.2) 

olur. 

𝑝 = 1 olduğunda (5.1)-(5.3) te verilen orijinal sisteme dönüşür.  𝑝 parametresi 

kullanılarak (5.1)-(5.3) sistem çözümü  

𝑦𝑖(𝑡) = ∑ 𝑝𝑛𝑦𝑖𝑛
∞
𝑛=0 = 𝑦𝑖0 + 𝑝𝑦𝑖1 + 𝑝

2𝑦𝑖2 + 𝑝
3𝑦𝑖3 +⋯                                               (5.3) 

𝑝 nin aynı dereceli terimlerini birleştirerek, aşağıdaki formdaki lineer denklemlerin 

serileri elde edilir. 

𝐷𝛼𝑖𝑦𝑖 = 𝑝. 𝑓𝑖(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛) 

𝑝0: 𝐷𝛼𝑖𝑦𝑖0 = 0, 

𝑝1: 𝐷𝛼𝑖𝑦𝑖1 = 𝑓𝑖1(𝑡, 𝑦10, 𝑦20, … , 𝑦𝑛0), 

𝑝2: 𝐷𝛼𝑖𝑦𝑖2 = 𝑓𝑖2(𝑡, 𝑦10, 𝑦20, … , 𝑦𝑛0, 𝑦11, 𝑦21, … , 𝑦𝑛1), 

𝑝3: 𝐷𝛼𝑖𝑦𝑖3 = 𝑓𝑖3(𝑡, 𝑦10, 𝑦20, … , 𝑦𝑛0, 𝑦11, 𝑦21, … 𝑦𝑛1, 𝑦12, 𝑦22,… , 𝑦𝑛2), 

 

𝑓𝑖(𝑡, 𝑦10 + 𝑝𝑦11 + 𝑝
2𝑦12 +⋯+ 𝑦𝑛0 + 𝑝𝑦𝑛1 + 𝑝

2𝑦𝑛2 +⋯)

= 𝑓𝑖1(𝑡, 𝑦10, 𝑦20, … , 𝑦𝑛0) + 𝑝𝑓𝑖2(𝑡, 𝑦10, 𝑦20, … , 𝑦𝑛0, 𝑦11, 𝑦21, … , 𝑦𝑛1)

+ 𝑝2𝑓𝑖3(𝑡, 𝑦10, 𝑦20, … , 𝑦𝑛0, 𝑦11, 𝑦21, … , 𝑦𝑛1, 𝑦12, 𝑦22, … , 𝑦𝑛2, … ) 

 

Örnek 1: 

𝐷𝛼𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡) 

𝐷𝛽𝑦(𝑡) = −𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)                                                   (5.4) 

Lineer kesirli mertebeden diferansiyel denklem sistemini ele alalım. Başlangıç koşulları 

𝑥(0) = 0  ,  𝑦(0) = 1 olsun, (5.1) e göre aşağıdaki homotopiyi oluşturalım. 

𝐷𝛼𝑥 = 𝑝(𝑥 + 𝑦) 

𝐷𝛽𝑦 = 𝑝(−𝑥 + 𝑦)                                                           (5.5) 

𝑥(𝑡) = 𝑥0 + 𝑝𝑥1 + 𝑝
2𝑥2 + 𝑝

2𝑥3 +⋯ 

𝑦(𝑡) = 𝑦0 + 𝑝𝑦1 + 𝑝
2𝑦2 + 𝑝

2𝑦3 +⋯                        (5.6) 

(5.6) yı (5.5) te yerine yazalım. 

𝐷𝛼𝑥 = 𝑝(𝑥 + 𝑦) 
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𝐷𝛼[𝑥0 + 𝑝𝑥1 + 𝑝
2𝑥2 + 𝑝

3𝑥3 +⋯ ] = 𝑝[𝑥0 + 𝑝𝑥1 + 𝑝
2𝑥2 + 𝑝

3𝑥3 +⋯+ 𝑦0 + 𝑝𝑦1 +

𝑝2𝑦2 + 𝑝
3𝑦3 +⋯ ]                                                                                                      (5.7) 

 

𝐷𝛽𝑦 = 𝑝(−𝑥 + 𝑦) 

𝐷𝛽[𝑦0 + 𝑝𝑦1 + 𝑝
2𝑦2 + 𝑝

3𝑦3 +⋯ ] = 𝑝[−𝑥0 − 𝑝𝑥1 − 𝑝
2𝑥2 − 𝑝

3𝑥3 +⋯+ 𝑦0 + 𝑝𝑦1 +

𝑝2𝑦2 + 𝑝
3𝑦3 +⋯ ]                                                                                                      (5.8) 

 

(5.7) de 𝑝 aynı dereceli terimler denklem arasında düzenlenirse 

𝑝0: 𝐷𝛼𝑥0 = 0 

𝑝1: 𝐷𝛼𝑥1 = 𝑥0 + 𝑦0 

𝑝2: 𝐷𝛼𝑥2 = 𝑥1 + 𝑦1 

𝑝3: 𝐷𝛼𝑥3 = 𝑥2 + 𝑦2 

 

(5.8) de 𝑝 nin aynı dereceli terimleri eşitlenirse 

𝑝0: 𝐷𝛽𝑦0 = 0 

𝑝1: 𝐷𝛽𝑦1 = −𝑥0 + 𝑦0 

𝑝2: 𝐷𝛽𝑦2 = −𝑥1 + 𝑦1 

𝑝3: 𝐷𝛽𝑦3 = −𝑥2 + 𝑦2 

… 

(5.6) da yerine yazılırsa 

𝑥(𝑡) = 𝑥0 + 𝑝𝑥1 + 𝑝
2𝑥2 + 𝑝

3𝑥3 +⋯ 

𝑥(0) = 𝑥0(0) + 𝑝𝑥1(0) + 𝑝
2𝑥2(0) + 𝑝

3𝑥3(0) +⋯ = 0 

𝑥0(0) = 0   ,   𝑥1(0) = 0   ,   𝑥2(0) = 0   ,  𝑥3(0) = 0 

 

𝑦(𝑡) = 𝑦0 + 𝑝𝑦1 + 𝑝
2𝑦2 + 𝑝

3𝑦3 +⋯ 

𝑦(0) = 𝑦0(0) + 𝑝𝑦1(0) + 𝑝
2𝑦2(0) + 𝑝

3𝑦3(0) + ⋯ = 0 

𝑦0(0) = 0   ,   𝑦1(0) = 0   ,   𝑦2(0) = 0  ,    𝑦3(0) = 0 

𝑥0 = 𝑥0(0) = 0 

𝑦0 = 𝑦0(0) = 1 

𝐷𝛼𝑥1 = 𝑥0 + 𝑦0 

𝐷𝛼𝑥1 = 1 ⇒ 𝐽𝛼𝐷𝛼𝑥1 = 𝐽
𝛼1 ⇒ 𝑥1 =

Γ(0 + 1)𝑡0+𝛼

Γ(0 + 𝛼 + 1)
=

𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
 

𝐷𝛽𝑦1 = 1 ⇒ 𝐽𝛽𝐷𝛽𝑦1 = 𝐽
𝛽1 ⇒ 𝑦1 =

𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
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𝐷𝛼𝑥2 = 𝑥1 + 𝑦1 

𝐷𝛼𝑥2 =
𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
+

𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
 

integral alınırsa 

𝑥2 = 𝐽𝛼
𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
+ 𝐽𝛽

𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
=

Γ(𝛼 + 1)𝑡2

Γ(𝛼 + 1)Γ(2𝛼 + 1)
+

Γ(𝛽 + 1)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛽 + 1)Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
 

𝑥2 =
𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
+

𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
 

𝐷𝛽𝑦2 = −𝑥1 + 𝑦1 

𝐷𝛽𝑦2 =
−𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
+

𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
 

integral alınırsa 

𝑦2 = 𝐽
𝛽

−𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
+ 𝐽𝛽

𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
=

−Γ(𝛼 + 1)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 1)Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
+

Γ(𝛽 + 1)𝑡2𝛽

Γ(𝛽 + 1)Γ(2𝛽 + 1)
 

𝑦2 =
−𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
+

𝑡2𝛽

Γ(2𝛽 + 1)
 

𝐷𝛼𝑥3 = 𝑥2 + 𝑦2 

𝐷𝛼𝑥3 =
𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
+

𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
−

𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
+

𝑡2𝛽

Γ(2𝛽 + 1)
 

𝐷𝛼𝑥3 =
𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
+

𝑡2𝛽

Γ(2𝛽 + 1)
 

integral alınırsa 

𝑥3 = 𝐽𝛼
𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
+ 𝐽𝛽

𝑡2𝛽

Γ(2𝛽 + 1)
 

𝑥3 =
Γ(2𝛼 + 1)𝑡3𝛼

Γ(2𝛼 + 1)Γ(3𝛼 + 1)
+

Γ(2𝛽 + 1)𝑡2𝛽+𝛼

Γ(2𝛽 + 1)Γ(2𝛽 + 𝛼 + 1)
 

 

𝑝 = 1 için  

𝑥(𝑡) =
𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
+

𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
+

𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
+

𝑡3𝛼

Γ(3𝛼 + 1)
+

𝑡2𝛽+𝛼

Γ(2𝛽 + 𝛼 + 1)
+⋯ 

𝑦(𝑡) = 1 +
𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
+

𝑡2𝛽

Γ(2𝛽 + 1)
−

𝑡𝛽−𝛼

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
−

𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)

− 2
𝑡2𝛽+𝛼

Γ(2𝛽 + 𝛼 + 1)
+

𝑡3𝛽

Γ(3𝛽 + 1)
+ ⋯ 

𝑡 = 1 , 𝛼 = 1, 𝛽 = 1 için  
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𝑟1 =
‖𝑥2‖

‖𝑥1‖
=
‖

𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
+

𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
‖

‖
𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1) 
‖

= 1 

𝑟2 =
‖𝑥3‖

‖𝑥2‖
=
‖

Γ(2𝛼 + 1)𝑡3𝛼

Γ(2𝛼 + 1)Γ(3𝛼 + 1)
+

Γ(2𝛽 + 1)𝑡2𝛽+𝛼

Γ(2𝛽 + 1)Γ(2𝛽 + 𝛼 + 1)
‖

‖
𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
+

𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
‖

= 0.333 < 1 

⋮ 

1’den küçük olduğundan yakınsak olduğu görülür. 

 

𝑡 = 1 , 𝛼 = 1, 𝛽 = 1 için  

𝑠1 =
‖𝑦2‖

‖𝑦1‖
=
‖

−𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
+

𝑡2𝛽

Γ(2𝛽 + 1)
‖

‖
𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
‖

= 1 

𝑠2 =
‖𝑦3‖

‖𝑦2‖
=
‖−

𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
− 2

𝑡2𝛽+𝛼

Γ(2𝛽 + 𝛼 + 1)
+

𝑡3𝛽

Γ(3𝛽 + 1)
‖

‖
−𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
+

𝑡2𝛽

Γ(2𝛽 + 1)
‖

= 0.333 < 1 

⋮ 

1’den küçük olduğundan yakınsak olduğu görülür. 
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Şekil 7. 𝛼, 𝛽 = 1,0.9,0.8,0.7 değerleri için 𝑥(𝑡)’nin çözüm davranışları 

 

 

 

Şekil 8. 𝛼, 𝛽 = 1,0.9,0.8,0.7 değerleri için 𝑦(𝑡)’nin çözüm davranışları 
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5.1 Katsayıları Rastgele Olan Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklem 

Sistemleri 

 

Örnek 1: 

𝐷∗
𝛼𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥 + (𝐵 − 𝐴)𝑦 

𝐷∗
𝛽
𝑦(𝑡) = (𝐵 − 𝐴)𝑥 + 𝐴𝑦                                                                                                             (5.9) 

x(0)=1,y(0)=-1 başlangıç koşulları olmak üzere,  

𝐴~𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝜁, 𝜃  ) → 𝐴~𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(2,4) Gamma dağılıma sahip,  

𝐵~𝐵𝑒𝑡𝑎(𝑢, 𝑣) → 𝐵~𝐵𝑒𝑡𝑎(3,2) Beta dağılıma sahip, rastgele değişkenler olmak üzere 

rastgele Homotopi Perturbasyon Yöntemiyle denkleminin çözüm davranışlarını elde 

ediniz. 

 

Çözüm: 

𝛼 = 𝛽 = 1 için tam çözüm 

𝑥(𝑡) = 𝑒(−𝐵+2𝐴)𝑡   ,   𝑦(𝑡) = −𝑒(−𝐵+2𝐴)𝑡 

Lineer kesirli mertebeden rastgele diferansiyel denklem sistemi (5.1) denklemine göre 

aşağıdaki homotopi oluşturulursa 

𝐷𝛼𝑥 = 𝑝(𝐴𝑥 + (𝐵 − 𝐴)𝑦) 

𝐷𝛽𝑦 = 𝑝((𝐵 − 𝐴)𝑥 + 𝐴𝑦)                                                                                                                     (5.10) 

𝑥(𝑡) = 𝑥0 + 𝑝𝑥1 + 𝑝
2𝑥2 + 𝑝

3𝑥3 +⋯ 

𝑦(𝑡) = 𝑦0 + 𝑝𝑦1 + 𝑝
2𝑦2 + 𝑝

3𝑦3 +⋯                                                                                             (5.11) 

(5.10) u (5.11) de yerine yazalım. 

𝐷𝛼𝑥 = 𝑝(𝐴𝑥 + (𝐵 − 𝐴)𝑦) 

𝐷𝛼[𝑥0 + 𝑝𝑥1 + 𝑝
2𝑥2 + 𝑝

3𝑥3 +⋯ ] = 𝑝[𝐴(𝑥0 + 𝑝𝑥1 + 𝑝
2𝑥2 + 𝑝

3𝑥3 +⋯) + (𝐵 −

𝐴)(𝑦0 + 𝑝𝑦1 + 𝑝
2𝑦2 + 𝑝

3𝑦3 +⋯)]                                                                                                  (5.12) 

𝐷𝛽𝑦 = 𝑝((𝐵 − 𝐴)𝑥 + 𝐴𝑦) 

𝐷𝛽[𝑦0 + 𝑝𝑦1 + 𝑝
2𝑦2 + 𝑝

3𝑦3 +⋯ ] = 𝑝[(𝐵 − 𝐴)(𝑥0 + 𝑝𝑥1 + 𝑝
2𝑥2 + 𝑝

3𝑥3 +⋯) +

𝐴(𝑦0 + 𝑝𝑦1 + 𝑝
2𝑦2 + 𝑝

3𝑦3 +⋯)]                                                                                                    (5.13) 

 

(5.12) ve (5.13) te 𝑝’nin aynı dereceli terimlerin eşitliğinden 𝑝’nin kuvvetlerine göre 

düzenleme yapılırsa, 

𝑝0:  𝐷𝛼𝑥0 = 0 
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𝑝1:  𝐷𝛼𝑥1 = 𝐴𝑥0 + (𝐵 − 𝐴)𝑦0 

𝑝2:  𝐷𝛼𝑥2 = 𝐴𝑥1 + (𝐵 − 𝐴)𝑦1 

𝑝3:  𝐷𝛼𝑥3 = 𝐴𝑥2 + (𝐵 − 𝐴)𝑦2 

… 

𝑝0:  𝐷𝛽𝑦0 = 0 

𝑝1:  𝐷𝛽𝑦1 = (𝐵 − 𝐴)𝑥0 + 𝐴𝑦0 

𝑝2:  𝐷𝛽𝑦2 = (𝐵 − 𝐴)𝑥1 + 𝐴𝑦1 

𝑝3:  𝐷𝛽𝑦3 = (𝐵 − 𝐴)𝑥2 + 𝐴𝑦2 

… 

(5.12) de başlangıç koşulları yerine yazılırsa, 

𝑥(𝑡) = 𝑥0 + 𝑝𝑥1 + 𝑝
2𝑥2 + 𝑝

3𝑥3 +⋯ 

𝑡 = 0   ,   𝑥(0) = 𝑥0(0) + 𝑝𝑥1(0) + 𝑝
2𝑥2(0) + 𝑝

3𝑥3(0) + ⋯ = 0 

𝑥0(0) = 1 

𝑥1(0) = 0 

𝑥2(0) = 0 

… 

𝑦(𝑡) = 𝑦0 + 𝑝𝑦1 + 𝑝
2𝑦2 + 𝑝

3𝑦3 +⋯ 

𝑦(0) = 𝑦0(0) + 𝑝𝑦1(0) + 𝑝
2𝑦2(0) + 𝑝

3𝑦3(0) + ⋯ = −1 

𝑦0(0) = −1 

𝑦1(0) = 0 

𝑦2(0) = 0 

𝑦3(0) = 0 

… 

𝐷𝛼𝑥1 = 𝐴𝑥0 + (𝐵 − 𝐴)𝑦0 

𝐷𝛼𝑥1 = 𝐴 + 𝐴 − 𝐵 ⇒ 𝐷𝛼𝑥1 = 2𝐴 − 𝐵 ⇒ 𝐽𝛼𝐷𝛼𝑥1 = 𝐽
𝛼(2𝐴 − 𝐵) ⇒ 𝑥1

=
Γ(0 + 1)𝑡0+𝛼

Γ(0 + 𝛼 + 1)
(2𝐴 − 𝐵) =

(2𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
 

𝐷𝛽𝑦1 = (𝐵 − 𝐴)𝑥0 + 𝐴𝑦0 

𝐷𝛽𝑦1 = 𝐵 − 𝐴 − 𝐴 ⇒ 𝐷𝛽𝑦1 = 𝐵 − 2𝐴 ⇒ 𝐽𝛽𝐷𝛽𝑦1 = 𝐷𝛽(𝐵 − 2𝐴)𝑡0 ⇒ 𝑦1

=
(𝐵 − 2𝐴)𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
 

 

 

𝐷𝛼𝑥2 = 𝐴𝑥1 + (𝐵 − 𝐴)𝑦1 
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𝐷𝛼𝑥2 =
𝐴(2𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
+ (𝐵 − 𝐴)

(𝐵 − 2𝐴)𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
 

integral alınırsa, 

𝑥2 =
𝐴(2𝐴 − 𝐵)𝐽𝛼𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
+
(𝐵 − 𝐴)(𝐵 − 2𝐴)

Γ(𝛽 + 1)
𝐽𝛼𝑡𝛽

=
𝐴(2𝐴 − 𝐵)

Γ(𝛼 + 1)

Γ(𝛼 + 1)𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
+ (𝐵 − 𝐴)

(𝐵 − 2𝐴)Γ(𝛽 + 1)𝑡𝛽+𝛼

Γ(𝛽 + 1)Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
 

𝑥2 =
𝐴(2𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
+
(𝐵 − 𝐴)(𝐵 − 2𝐴)

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
𝑡𝛽+𝛼 

 

 

𝐷𝛽𝑦2 = (𝐵 − 𝐴)𝑥1 + 𝐴𝑦1 

𝐷𝛽𝑦2 =
(𝐵 − 𝐴)(2𝐴 − 𝐵)𝑡𝛽

Γ(𝛼 + 1)
+
𝐴(𝐵 − 2𝐴)𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
 

integral alınırsa, 

 

𝑦2 =
(𝐵 − 𝐴)(2𝐴 − 𝐵)𝐽𝛽𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
+
𝐴(𝐵 − 2𝐴)

Γ(𝛽 + 1)
𝐽𝛽𝑡𝛽

=
(𝐵 − 𝐴)(2𝐴 − 𝐵)Γ(𝛼 + 1)𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)Γ(𝛽 + 𝛼 + 1)
+
𝐴(𝐵 − 2𝐴)Γ(𝛽 + 1)

Γ(𝛽 + 1)Γ(2𝛽 + 1)
𝑡2𝛽 

𝑦2 =
(𝐵 − 𝐴)(2𝐴 − 𝐵)

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
𝑡𝛼+𝛽 +

𝐴(𝐵 − 2𝐴)

Γ(2𝛽 + 1)
𝑡2𝛽 

 

𝐷𝛼𝑥3 = 𝐴𝑥2 + (𝐵 − 𝐴)𝑦2 

𝐷𝛼𝑥3 = 𝐴(
𝐴(2𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
+ (𝐵 − 𝐴)

(𝐵 − 2𝐴)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
) + (𝐵

− 𝐴) (
(𝐵 − 𝐴)(2𝐴 − 𝐵)

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
𝑡𝛼+𝛽 +

𝐴(𝐵 − 2𝐴)

Γ(2𝛽 + 1)
𝑡2𝛽) 

integral alınırsa, 

𝑥3 =
𝐴2(2𝐴 − 𝐵)𝑡3𝛼

Γ(3𝛼 + 1)
+
𝐴(𝐵 − 𝐴)(𝐵 − 2𝐴)𝑡𝛽+2𝛼

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐵 − 𝐴)2(2𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)

+
𝐴(𝐵 − 𝐴)(𝐵 − 2𝐴)

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
𝑡2𝛽+𝛼 

 

𝐷𝛽𝑦3 = (𝐵 − 𝐴)𝑥2 + 𝐴𝑦2 
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𝐷𝛽𝑦3 = (𝐵 − 𝐴) (
𝐴(2𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
+
(𝐵 − 𝐴)(𝐵 − 2𝐴)𝑡𝛽+𝛼

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
)

+ 𝐴 (
(𝐵 − 𝐴)(2𝐴 − 𝐵)

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
𝑡𝛼+𝛽 +

𝐴(𝐵 − 2𝐴)

Γ(2𝛽 + 1)
𝑡2𝛽) 

integral alınırsa, 

𝑦3 =
𝐴(𝐵 − 𝐴)(2𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐵 − 𝐴)2(𝐵 − 2𝐴)𝑡𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)

+
𝐴(𝐵 − 𝐴)(2𝐴 − 𝐵)

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
𝑡2𝛼+𝛽 +

𝐴2(𝐵 − 2𝐴)

Γ(3𝛽 + 1)
𝑡3𝛽 

⋯ 

bulduğumuz çözümleri (5.12) de yerine yazarsak, 

𝑥(𝑡) = 1 + (
(2𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
) 𝑝 + (

𝐴(2𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
+
(𝐵 − 𝐴)(𝐵 − 2𝐴)𝑡𝛽+𝛼

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
) 𝑝2

+ (
𝐴2(2𝐴 − 𝐵)𝑡3𝛼

Γ(3𝛼 + 1)
+
𝐴(𝐵 − 𝐴)(𝐵 − 2𝐴)𝑡𝛽+2𝛼

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)

+
(𝐵 − 𝐴)2(2𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
+
𝐴(𝐵 − 𝐴)(𝐵 − 2𝐴)𝑡2𝛽+𝛼

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
) 𝑝3 +⋯ 

𝑦(𝑡) = −1 + (
(𝐵 − 2𝐴)𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
) 𝑝 + (

(𝐵 − 𝐴)(2𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
+
𝐴(𝐵 − 2𝐴)𝑡2𝛽

Γ(2𝛽 + 1)
) 𝑝2

+ (
𝐴(𝐵 − 𝐴)(2𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐵 − 𝐴)2(𝐵 − 2𝐴)𝑡𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)

+
𝐴(𝐵 − 𝐴)(2𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
+
𝐴2(𝐵 − 2𝐴)𝑡3𝛽

Γ(3𝛽 + 1)
) 𝑝3 +⋯ 

 

𝑝 = 1 için 

𝑥(𝑡) = 1 + (
(2𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
) + (

(2𝐴2 − 𝐴𝐵)𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
+
(𝐵2 − 3𝐴𝐵 + 2𝐴2)𝑡𝛽+𝛼

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
)

+ (
(2𝐴3 − 𝐴2𝐵)𝑡3𝛼

Γ(3𝛼 + 1)
+
(𝐴𝐵2 − 3𝐴2𝐵 + 2𝐴3)𝑡𝛽+2𝛼

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)

+
(4𝐴𝐵2 − 𝐵3 − 5𝐴2𝐵 + 2𝐴3)𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐴𝐵2 − 3𝐴2𝐵 + 2𝐴3)𝑡2𝛽+𝛼

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
) 
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𝑦(𝑡) = −1 + (
(𝐵 − 2𝐴)𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
) + (

(3𝐵𝐴 − 𝐵2 − 2𝐴2)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐴𝐵 − 2𝐴2)𝑡2𝛽

Γ(2𝛽 + 1)
)

+ (
(3𝐵𝐴2 − 𝐴𝐵2 − 2𝐴3)𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐵3 − 4𝐴𝐵2 + 5𝐵𝐴2 − 2𝐴3)𝑡𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)

+
(3𝐵𝐴2 − 𝐴𝐵2 − 2𝐴3)𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐵𝐴2 − 2𝐴3)𝑡3𝛽

Γ(3𝛽 + 1)
) +⋯ 

sonucunu elde ederiz. 

Gamma dağılıma sahip 𝐴 rastgele değişkenin parametreleri, 𝐴~𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝜁, 𝜃) dir. 

Gamma dağılımın moment çıkaran fonksiyonundan faydalanılarak  

𝑀𝑥(𝑡) = 𝐸[𝑒
𝑡𝑋] = 1/(1 − 𝜃𝑡)𝜁                                                                                                           (5.14) 

ifadesi bulunur. 𝐴~𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝛼, 𝜃) rastgele değişkeninin, birinci momenti ve varyansı 

𝐸[𝐴] = 𝜁𝜃,  

𝐸[𝐴2] = 𝜁2𝜃2 + 𝜁𝜃2, 𝐸[𝐴3] = 𝜁3𝜃3 + 3𝜁2𝜃3 + 2𝜁𝜃3, 𝐸[𝐴4] = 𝜁4𝜃4 + 6𝜁3𝜃4 +

11𝜁2𝜃4 + 6𝜁𝜃4,                                                                                   

𝑉𝑎𝑟[𝐴] = 𝜁𝜃2, 𝑉𝑎𝑟[𝐴2] = 4𝜁3𝜃4 + 10𝜁2𝜃4 + 6𝜁𝜃4,  

𝑉𝑎𝑟[𝐴3] = 9𝜁5𝜃6 + 72𝜁4𝜃6 + 213𝜁3𝜃6 + 270𝜁2𝜃6 + 120𝜁𝜃6                      (5.15) 

dir (Akdeniz, 2014, Khaniyev vd., 2017). 

 

Beta dağılımına sahip 𝐵 rastgele değişkeninin, beklenen değeri ve varyansı sırasıyla 

aşağıdaki gibidir (Khaniyev vd., 2017). 

𝐸[𝐵] =
𝑢

𝑢 + 𝑣
 

𝐸[𝐵2] =
𝑢(𝑢 + 1)

(𝑢 + 𝑣)(𝑢 + 𝑣 + 1)
 

𝐸[𝐵3] =
𝑢(𝑢+1)(𝑢+2)

(𝑢+𝑣)(𝑢+𝑣+1)(𝑢+𝑣+2)
                                                                                               

𝐸[𝐵4] =
𝑢(𝑢 + 1)(𝑢 + 2)(𝑢 + 3)

(𝑢 + 𝑣)(𝑢 + 𝑣 + 1)(𝑢 + 𝑣 + 2)(𝑢 + 𝑣 + 3)
 

 

                                         

𝑉𝑎𝑟(𝐵) =
𝛼𝛽

(𝛼 + 𝛽)2(𝛼 + 𝛽 + 1)
 

𝑉𝑎𝑟(𝐵2) =
2(𝛼+1)𝛼𝛽(2𝛼2+2𝛼𝛽+6𝛼+3𝛽+3)

(𝛼+𝛽+3)(𝛼+𝛽+2)(𝛼+𝛽+1)2(𝛼+𝛽)2
                                                                                                  

𝑉𝑎𝑟(𝐵3) =

3(𝛼+2)( 𝛼+1)𝛼𝛽(40+99𝛼2+120𝛼+30𝛼3+45𝛼2 𝛽+99𝛼𝛽+60𝛽+6𝛼3𝛽+3𝛼2𝛽2+15𝛼𝛽2+20𝛽2+3𝛼4)

(𝛼+𝛽+5)(𝛼+𝛽+4)(𝛼+𝛽+3)(𝛼+𝛽+2)2(𝛼+𝛽+1)2𝛼+𝛽2
   (5.16) 
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𝑉𝑎𝑟[𝐴𝐵] = 𝐸[𝐴2]𝐸[𝐵2] − 𝐸[𝐴]2𝐸[𝐵]2 =
(𝜁2𝜃2+𝜁𝜃2)𝑢(𝑢+1)

(𝑢+𝑣)(𝑢+𝑣+1)
− (

𝑢

𝑢+𝑣
)
2
(𝜁𝜃)2                 

𝑉𝑎𝑟[𝐴𝐵2] = 𝐸[𝐴2]𝐸[𝐵4] − 𝐸[𝐴]2𝐸[𝐵2]2 =
(𝜁2𝜃2+𝜁𝜃2)𝑢(𝑢+1)(𝑢+2)(𝑢+3)

(𝑢+𝑣)(𝑢+𝑣+1)(𝑢+𝑣+2)(𝑢+𝑣+3)
−

(𝜁𝜃)2 (
𝑢(𝑢+1)

(𝑢+𝑣)(𝑢+𝑣+1)
)
2

                 

𝑉𝑎𝑟[𝐴2𝐵] = 𝐸[𝐴4]𝐸[𝐵2] − 𝐸[𝐴2]2𝐸[𝐵]2

=
𝑢(𝑢 + 1)(𝜁4𝜃4 + 6𝜁3𝜃4 + 11𝜁2𝜃4 + 6𝜁𝜃4)

(𝑢 + 𝑣)(𝑢 + 𝑣 + 1)

− (𝜁2𝜃2 + 𝜁𝜃2)2 (
𝑢

𝑢 + 𝑣
)
2

 

 

Yukarıdaki çözümlerin beklenen değerleri; 

𝐸(𝑥(𝑡)) = 𝐸 [1 + (
(2𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
) + (

(2𝐴2 − 𝐴𝐵)𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
+
(𝐵2 − 3𝐴𝐵 + 2𝐴2)𝑡𝛽+𝛼

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
)

+ (
(2𝐴3 − 𝐴2𝐵)𝑡3𝛼

Γ(3𝛼 + 1)
+
(𝐴𝐵2 − 3𝐴2𝐵 + 2𝐴3)𝑡𝛽+2𝛼

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)

+
(4𝐴𝐵2 − 𝐵3 − 5𝐴2𝐵 + 2𝐴3)𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐴𝐵2 − 3𝐴2𝐵 + 2𝐴3)𝑡2𝛽+𝛼

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
)]

= 1 + (
(2𝐸[𝐴] − 𝐸[𝐵])𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
)

+ (
(2𝐸[𝐴2] − 𝐸[𝐴]𝐸[𝐵])𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
+
(𝐸[𝐵2] − 3𝐸[𝐴]𝐸[𝐵] + 2𝐸[𝐴2])𝑡𝛽+𝛼

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
)

+ (
(2𝐸[𝐴3] − 𝐸[𝐴2]𝐸[𝐵])𝑡3𝛼

Γ(3𝛼 + 1)

+
(𝐸[𝐴]𝐸[𝐵2] − 3𝐸[𝐴2]𝐸[𝐵] + 2𝐸[𝐴3])𝑡𝛽+2𝛼

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)

+
(4𝐸[𝐴]𝐸[𝐵2] − 𝐸[𝐵3] − 5𝐸[𝐴2]𝐸[𝐵] + 2𝐸[𝐴3])𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)

+
(𝐸[𝐴]𝐸[𝐵2] − 3𝐸[𝐴2]𝐸[𝐵] + 2𝐸[𝐴3])𝑡2𝛽+𝛼

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
) 
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= 1 +

((2ζθ −
u

(u + v)
) tα)

Γ(α + 1)
+
(2(ζ2θ2 + ζθ2) −

ζθu
(u + v)

) t2α

Γ(2α + 1)

+

(
u(v + 1)

(u + v)(u + v + 1)
−

3ζθu
(u + v)

+ 2(ζ2θ2 + ζθ2)) tβ+α

Γ(α + β + 1)

+
(2(ζ3θ3 + 3ζ2θ3 + 2ζθ3) −

(ζ2θ2 + ζθ2)u
(u + v)

) t3α

Γ(3α + 1)

+

(
ζθ(u(v + 1))

(u + v)(u + v + 1)
−
3u(ζ2θ2 + ζθ2)

(u + v)
+ 2ζ3θ3 + 6ζ2θ3 + 4ζθ3) tβ+2α

 Γ(2α + β + 1)
 

+
(

4ζθu(v + 1)
(u + v)(u + v+ 1)

−
u(u + 1)(u + 2)

(u + v)(u + v + 1)(u + v + 2)
) t2α+β

Γ(2α + β + 1)

+

(−
5u (ζ2θ2 + ζθ2)

(u + v)
+ 2ζ3θ3 + 6ζ2θ3 + 4ζθ3) t2α+β

Γ(2α + β + 1)
 

+
(

ζθu(v + 1)
(u + v)(u + v + 1)

−
3u(ζ2θ2 + ζθ2)

(u + v)
+ 2ζ3θ3 + 6θ3 + 4ζθ3) t2β+α

Γ(α + 2β + 1)
 

 

𝜁 = 2, 𝜃 = 4, 𝑢 = 3, 𝑣 = 2 özel değerleri için beklenen değer; 

𝐸(𝑥(𝑡)) = 1 +

77
5
𝑡𝛼

Γ (𝛼 + 1)
+
936

5

𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
+
942

5

𝑡𝛽+𝛼

Γ(𝛽 + 𝛼 + 1)
+
15072

5

𝑡3𝛼

Γ(3𝛼 + 1)

+
28056

5

𝑡𝛽+2𝛼

Γ(𝛽 + 2𝛼 + 1)
+

𝑡2𝛽+𝛼

Γ(2𝛽 + 𝛼 + 1)
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Şekil 9. 𝛼, 𝛽 = 1,0.9,0.8,0.7 değerleri için 𝐸(𝑥(𝑡))’nin çözüm davranışları 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

0.5

1

1.5

2

2.5
x 10

4

t

E
(x

(t
))

x(t)'nin beklenen değeri

 

 

=1,=1

=0.9,=0.9

=0.8,=0.8

=0.7,=0.7
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𝐸(𝑦(𝑡))

= 𝐸 [−1 + (
(𝐵 − 2𝐴)𝑡𝛽

𝛤(𝛽 + 1)
) + (

(𝐵 − 𝐴)(2𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼+𝛽

𝛤(𝛼 + 𝛽 + 1)
+
𝐴(𝐵 − 2𝐴)𝑡2𝛽

𝛤(2𝛽 + 1)
)

+ (
𝐴(𝐵 − 𝐴)(2𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼+𝛽

𝛤(2𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐵 − 𝐴)2(𝐵 − 2𝐴)𝑡𝛼+2𝛽

𝛤(𝛼 + 2𝛽 + 1)
+
𝐴(𝐵 − 𝐴)(2𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼+𝛽

𝛤(2𝛼 + 𝛽 + 1)

+
𝐴2(𝐵 − 2𝐴)𝑡3𝛽

𝛤(3𝛽 + 1)
)]

= −1 + (
(𝐸[𝐵] − 2𝐸[𝐴])𝑡𝛽

𝛤(𝛽 + 1)
)

+ (
(3𝐸[𝐴]𝐸[𝐵] − 𝐸[𝐵2] − 2𝐸[𝐴2])𝑡𝛼+𝛽

𝛤(𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐸[𝐴]𝐸[𝐵] − 2𝐸[𝐴2])𝑡2𝛽

𝛤(2𝛽 + 1)
)

+ (
(3𝐸[𝐴2]𝐸[𝐵] − 𝐸[𝐴]𝐸[𝐵2] − 2𝐸[𝐴3])𝑡2𝛼+𝛽

𝛤(2𝛼 + 𝛽 + 1)

+
(𝐸[𝐵3] − 4𝐸[𝐴]𝐸[𝐵2] + 5𝐸[𝐴2]𝐸[𝐵] − 2𝐸[𝐴3])𝑡𝛼+2𝛽

𝛤(𝛼 + 2𝛽 + 1)

+
(3𝐸[𝐴2] − 𝐸[𝐴]𝐸[𝐵2] − 2𝐸[𝐴3])𝑡2𝛼+𝛽

𝛤(2𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐸[𝐴2]𝐸[𝐵] − 2𝐸[𝐴3])𝑡3𝛽

𝛤(3𝛽 + 1)
)

= −1 + (
(
𝑢

𝑢 + 𝑣 − 2𝜁𝜃) 𝑡
𝛽

𝛤(𝛽 + 1)
)

+ (
(3𝜁𝜃 (

𝑢
𝑢 + 𝑣) −

𝑢(𝑢 + 1)
(𝑢 + 𝑣)(𝑢 + 𝑣 + 1)

− 2(𝜁2𝜃2 + 𝜁𝜃2)) 𝑡𝛼+𝛽

𝛤(𝛼 + 𝛽 + 1)

+
(𝜁𝜃 (

𝑢
𝑢 + 𝑣) − 2(𝜁

2𝜃2 + 𝜁𝜃2)) 𝑡2𝛽

𝛤(2𝛽 + 1)
)

+
(
3𝑢𝜁2𝜃2 + 3𝑢𝜁𝜃2

𝑢 + 𝑣 −
𝜁𝜃𝑢(𝑢 + 1)

(𝑢 + 𝑣)(𝑢 + 𝑣 + 1)
− 2𝜁3𝜃3 + 3𝜁2𝜃3 + 2𝜁𝜃3) 𝑡2𝛼+𝛽

𝛤(2𝛼 + 𝛽 + 1)

+
(

𝑢(𝑢 + 1)(𝑢 + 2)
(𝑢 + 𝑣)(𝑢 + 𝑣 + 1)(𝑢 + 𝑣 + 2)

−
4𝜁𝜃𝑢(𝑢 + 1)

(𝑢 + 𝑣)(𝑢 + 𝑣 + 1)
+
5𝑢𝜁2𝜃2 + 5𝑢𝜁𝜃2

𝑢 + 𝑣 ) 𝑡𝛼+2𝛽

𝛤(𝛼 + 2𝛽 + 1)

+
(−2𝜁3𝜃3 + 3𝜁2𝜃3 + 2𝜁𝜃3)𝑡𝛼+2𝛽

𝛤(𝛼 + 2𝛽 + 1)
+
(3𝜁2𝜃2 + 3𝜁𝜃2 −

𝜁𝜃𝑢(𝑢 + 1)
(𝑢 + 𝑣)(𝑢 + 𝑣 + 1)

) 𝑡2𝛼+𝛽

𝛤(2𝛼 + 𝛽 + 1)

+
(−2𝜁3𝜃3 + 3𝜁2𝜃3 + 2𝜁𝜃3)𝑡2𝛼+𝛽

𝛤(2𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(
𝑢𝜁2𝜃2 + 𝑢𝜁𝜃2

𝑢 + 𝑣 − 2𝜁3𝜃3 + 3𝜁2𝜃3 + 2𝜁𝜃3) 𝑡3𝛽

𝛤(3𝛽 + 1)
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𝐸(𝑦(𝑡)) = 1 −
77𝑡𝛽

5Γ(𝛽 + 1)
 −

192𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
−

936𝑡2𝛽

5Γ(2𝛽 + 1)
−

29568𝑡𝛽+2𝛼

5Γ(𝛽 + 2𝛼 + 1)

−
13704𝑡2𝛽+𝛼

5Γ(2𝛽 + 𝛼 + 1)
−
15072𝑡3𝛽

5Γ(3𝛽 + 1)
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𝑉𝑎𝑟(𝑥(𝑡))

= 𝑉𝑎𝑟 [1 + (
(2𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
) + (

(2𝐴2 − 𝐴𝐵)𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
+
(𝐵2 − 3𝐴𝐵 + 2𝐴2)𝑡𝛽+𝛼

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
)

+ (
(2𝐴3 − 𝐴2𝐵)𝑡3𝛼

Γ(3𝛼 + 1)
+
(𝐴𝐵2 − 3𝐴2𝐵 + 2𝐴3)𝑡𝛽+2𝛼

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)

+
(4𝐴𝐵2 − 𝐵3 − 5𝐴2𝐵 + 2𝐴3)𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐴𝐵2 − 3𝐴2𝐵 + 2𝐴3)𝑡2𝛽+𝛼

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
)]

= (
(4𝑉𝑎𝑟[𝐴] + 𝑉𝑎𝑟[𝐵])𝑡2𝛼

Γ(𝛼 + 1)2
) +

(4𝑉𝑎𝑟[𝐴2] + 𝐸[𝐴2]𝐸[𝐵2] − 𝐸[𝐴]2𝐸[𝐵]2)𝑡4𝛼

Γ(2𝛼 + 1)2

+
(𝑉𝑎𝑟[𝐵2] + 9(𝐸[𝐴2]𝐸[𝐵2] − 𝐸[𝐴]2𝐸[𝐵]2) + 4𝑉𝑎𝑟[𝐴2])𝑡2𝛽+2𝛼

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)2

+ (
(4𝑉𝑎𝑟[𝐴3] + (𝐸[𝐴4]𝐸[𝐵2] − 𝐸[𝐴2]2𝐸[𝐵]2))𝑡6𝛼

Γ(3𝛼 + 1)2

+
((𝐸[𝐴2]𝐸[𝐵4] − 𝐸[𝐴]2𝐸[𝐵2]2) + 9(𝐸[𝐴4]𝐸[𝐵2] − 𝐸[𝐴2]2𝐸[𝐵]2) + 4𝑉𝑎𝑟[𝐴3])𝑡2𝛽+4𝛼

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2

+
(16(𝐸[𝐴2]𝐸[𝐵4] − 𝐸[𝐴]2𝐸[𝐵2]2) + 𝑉𝑎𝑟[𝐵3])𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2

+
25(𝐸[𝐴4]𝐸[𝐵2] − 𝐸[𝐴2]2𝐸[𝐵]2) + 4𝑉𝑎𝑟[𝐴3])𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2

+
((𝐸[𝐴2]𝐸[𝐵4] − 𝐸[𝐴]2𝐸[𝐵2]2) + 9(𝐸[𝐴4]𝐸[𝐵2] − 𝐸[𝐴2]2𝐸[𝐵]2) + 4𝑉𝑎𝑟[𝐴3])𝑡4𝛽+2𝛼

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)2
)

=
(4𝜁𝜃2 +

𝛼𝛽
(𝛼 + 𝛽)2(𝛼 + 𝛽 + 1)

) 𝑡2𝛼

Γ(𝛼 + 1)2

+
(44𝜁3𝜃4 + 10𝜁2𝜃4 + 6𝜁𝜃4 +

(𝜁2𝜃2 + 𝜁𝜃2)𝑢(𝑢 + 1)
(𝑢 + 𝑣)(𝑢 + 𝑣 + 1)

− (
𝑢

𝑢 + 𝑣)
2
(𝜁𝜃)2) 𝑡4𝛼

Γ(2𝛼 + 1)2

+
(

2𝛼𝛽(𝛼 + 1)(2𝛼2 + 2𝛼𝛽 + 6𝛼 + 3𝛽 + 3)
(𝛼 + 𝛽 + 3)(𝛼 + 𝛽 + 2)(𝛼 + 𝛽 + 1)2(𝛼 + 𝛽)2

) 𝑡2𝛽+2𝛼

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)2

+

(
9𝜁𝜃2𝛼𝛽

(𝛼 + 𝛽)2(𝛼 + 𝛽 + 1)
+ 44𝜁3𝜃4 + 10𝜁2𝜃4 + 6𝜁𝜃4) 𝑡2𝛽+2𝛼

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)2
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+
(36𝜁5𝜃6 + 288𝜁4𝜃6 + 852𝜁3𝜃6 + 1080𝜁2𝜃6 + 480𝜁𝜃6 + 4𝜁3𝜃4 + 10𝜁2𝜃4)𝑡6𝛼

Γ(3𝛼 + 1)2

+
(

6𝜁𝜃4𝛼𝛽
(𝛼 + 𝛽)2(𝛼 + 𝛽 + 1)

) 𝑡6𝛼

Γ(3𝛼 + 1)2

+
(
32𝜁𝜃2𝛼𝛽(𝛼 + 1)(2𝛼2 + 2𝛼𝛽 + 6𝛼 + 3𝛽 + 3)
(𝛼 + 𝛽 + 3)(𝛼 + 𝛽 + 2)(𝛼 + 𝛽 + 1)2(𝛼 + 𝛽)2

) 𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2

+

(
3𝛼𝛽(𝛼 + 2)( 𝛼 + 1)(40 + 99𝛼2 + 120𝛼 + 30𝛼3 + 45𝛼2 𝛽 + 99𝛼𝛽)
(𝛼 + 𝛽 + 5)(𝛼 + 𝛽 + 4)(𝛼 + 𝛽 + 3)(𝛼 + 𝛽 + 2)2(𝛼 + 𝛽 + 1)2𝛼 + 𝛽2

) 𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2

+
(
3𝛼𝛽(𝛼 + 2)( 𝛼 + 1)(60𝛽 + 6𝛼3𝛽 + 3𝛼2𝛽2 + 15𝛼𝛽2 + 20𝛽2 + 3𝛼4)
(𝛼 + 𝛽 + 5)(𝛼 + 𝛽 + 4)(𝛼 + 𝛽 + 3)(𝛼 + 𝛽 + 2)2(𝛼 + 𝛽 + 1)2𝛼 + 𝛽2

) 𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2

+

𝛼𝛽(100𝜁3𝜃4 + 250𝜁2𝜃4 + 150𝜁𝜃4)
(𝛼 + 𝛽)2(𝛼 + 𝛽 + 1)

𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2

+
(36𝜁5𝜃6 + 288𝜁4𝜃6 + 852𝜁3𝜃6 + 1080𝜁2𝜃6 + 480𝜁𝜃6)𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2

+

2𝜁𝜃2𝛼𝛽(𝛼 + 1)𝛼𝛽(2𝛼2 + 2𝛼𝛽 + 6𝛼 + 3𝛽 + 3)
(𝛼 + 𝛽 + 3)(𝛼 + 𝛽 + 2)(𝛼 + 𝛽 + 1)2(𝛼 + 𝛽)2

𝑡4𝛽+2𝛼

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)2

+
(94𝜁3𝜃4 + 10𝜁2𝜃4)𝑡4𝛽+2𝛼

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)2
+

6𝜁𝜃4𝛼𝛽
(𝛼 + 𝛽)2(𝛼 + 𝛽 + 1)

𝑡4𝛽+2𝛼

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)2

+
(36𝜁5𝜃6 + 288𝜁4𝜃6 + 852𝜁3𝜃6 + 1080𝜁2𝜃6 + 480𝜁𝜃6)𝑡4𝛽+2𝛼

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)2
 

 

𝑉𝑎𝑟(𝑥(𝑡)) =

3201
25

𝑡2𝛼

Γ(𝛼 + 1)2
+

2955531235926999
34359738368

𝑡4𝛼

Γ(2𝛼 + 1)2
+

5911769889781655
68719476736 𝑡2𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)2

+

2454138815376261
33554432

𝑡6𝛼

Γ(3𝛼 + 1)2
+

4909202225886709
33554432

𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2

+

306796221388367
4194304 𝑡2𝛼+4𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)2
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𝑉𝑎𝑟(𝑦(𝑡))

= 𝑉𝑎𝑟 (−1 + (
(𝐵 − 2𝐴)𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
) + (

(3𝐵𝐴 − 𝐵2 − 2𝐴2)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐴𝐵 − 2𝐴2)𝑡2𝛽

Γ(2𝛽 + 1)
)

+ (
(3𝐵𝐴2 − 𝐴𝐵2 − 2𝐴3)𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐵3 − 4𝐴𝐵2 + 5𝐵𝐴2 − 2𝐴3)𝑡𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)

+
(3𝐵𝐴2 − 𝐴𝐵2 − 2𝐴3)𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐵𝐴2 − 2𝐴3)𝑡3𝛽

Γ(3𝛽 + 1)
))

= (
(𝑉𝑎𝑟[𝐵] + 4𝑉𝑎𝑟[𝐴])𝑡2𝛽

Γ(𝛽 + 1)2

+
(9(𝐸[𝐴2]𝐸[𝐵2] − 𝐸[𝐴]2𝐸[𝐵]2) + 𝑉𝑎𝑟[𝐵2] + 4𝑉𝑎𝑟[𝐴2])𝑡2𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)2

+
((𝐸[𝐴2]𝐸[𝐵2] − 𝐸[𝐴]2𝐸[𝐵]2) + 4𝑉𝑎𝑟[𝐴2])𝑡4𝛽

Γ(2𝛽 + 1)2

+
(9(𝐸[𝐴4]𝐸[𝐵2] − 𝐸[𝐴2]2𝐸[𝐵]2) + (𝐸[𝐴2]𝐸[𝐵4] − 𝐸[𝐴]2𝐸[𝐵2]2) + 4𝑉𝑎𝑟[𝐴3])𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2

+
(𝑉𝑎𝑟[𝐵3] + 16(𝐸[𝐴2]𝐸[𝐵4] − 𝐸[𝐴]2𝐸[𝐵2]2))𝑡2𝛼+4𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)2

+
(25(𝐸[𝐴4]𝐸[𝐵2] − 𝐸[𝐴2]2𝐸[𝐵]2) + 4𝑉𝑎𝑟[𝐴3])𝑡2𝛼+4𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)2

+
(9(𝐸[𝐴4]𝐸[𝐵2] − 𝐸[𝐴2]2𝐸[𝐵]2) + (𝐸[𝐴2]𝐸[𝐵4] − 𝐸[𝐴]2𝐸[𝐵2]2) + 4𝑉𝑎𝑟[𝐴3])𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2

+
((𝐸[𝐴4]𝐸[𝐵2] − 𝐸[𝐴2]2𝐸[𝐵]2) + 4𝑉𝑎𝑟[𝐴3])𝑡6𝛽

Γ(3𝛽 + 1)2
)

= (
(

𝛼𝛽
(𝛼 + 𝛽)2(𝛼 + 𝛽 + 1)

+ 4𝜁𝜃2) 𝑡2𝛽

Γ(𝛽 + 1)2

+
(

9𝛼𝛽𝜁𝜃2

(𝛼 + 𝛽)2(𝛼 + 𝛽 + 1)
+

2𝛼𝛽(𝛼 + 1)(2𝛼2 + 2𝛼𝛽 + 6𝛼 + 3𝛽 + 3)
(𝛼 + 𝛽 + 3)(𝛼 + 𝛽 + 2)(𝛼 + 𝛽 + 1)2(𝛼 + 𝛽)2

) 𝑡2𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)2

+
(16𝜁3𝜃4 + 40𝜁2𝜃4 + 24𝜁𝜃4)𝑡2𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)2

+
(

𝜁𝜃2𝛼𝛽
(𝛼 + 𝛽)2(𝛼 + 𝛽 + 1)

+ 16𝜁3𝜃4 + 40𝜁2𝜃4 + 24𝜁𝜃4) 𝑡4𝛽

Γ(2𝛽 + 1)2

+
(
𝛼𝛽(36𝜁3𝜃4 + 90𝜁2𝜃4 + 54𝜁𝜃4)

(𝛼 + 𝛽)2(𝛼 + 𝛽 + 1)
) 𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2
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+
(
2𝜁𝜃2𝛼𝛽(𝛼 + 1)(2𝛼2 + 2𝛼𝛽 + 6𝛼 + 3𝛽 + 3)
(𝛼 + 𝛽 + 3)(𝛼 + 𝛽 + 2)(𝛼 + 𝛽 + 1)2(𝛼 + 𝛽)2

) 𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2

+
(36𝜁5𝜃6 + 288𝜁4𝜃6 + 852𝜁3𝜃6 + 1080𝜁2𝜃6 + 480𝜁𝜃6)𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2

+

2(𝛼 + 1)𝛼𝛽(2𝛼2 + 2𝛼𝛽 + 6𝛼 + 3𝛽 + 3)
(𝛼 + 𝛽 + 3)(𝛼 + 𝛽 + 2)(𝛼 + 𝛽 + 1)2(𝛼 + 𝛽)2

𝑡2𝛼+4𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)2

+

(
32𝜁𝜃2𝛼𝛽(𝛼 + 1)(2𝛼2 + 2𝛼𝛽 + 6𝛼 + 3𝛽 + 3)
(𝛼 + 𝛽 + 3)(𝛼 + 𝛽 + 2)(𝛼 + 𝛽 + 1)2(𝛼 + 𝛽)2

) 𝑡2𝛼+4𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)2

+

(
𝛼𝛽(100𝜁3𝜃4 + 250𝜁2𝜃4 + 150𝜁𝜃4)

(𝛼 + 𝛽)2(𝛼 + 𝛽 + 1)
) 𝑡2𝛼+4𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)2

+
(36𝜃6 + 288𝜁4𝜃6 + 852𝜁3𝜃6 + 1080𝜁2𝜃6 + 480𝜁𝜃6)𝑡2𝛼+4𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)2

+
(
𝛼𝛽(36𝜁3𝜃4 + 90𝜁2𝜃4 + 54𝜁𝜃4)

(𝛼 + 𝛽)2(𝛼 + 𝛽 + 1)
) 𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2

+

(
2𝜁𝜃2𝛼𝛽(𝛼 + 1)(2𝛼2 + 2𝛼𝛽 + 6𝛼 + 3𝛽 + 3)
(𝛼 + 𝛽 + 3)(𝛼 + 𝛽 + 2)(𝛼 + 𝛽 + 1)2(𝛼 + 𝛽)2

) 𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2

+
(36𝜃6 + 288𝜁4𝜃6 + 852𝜁3𝜃6 + 1080𝜁2𝜃6 + 480𝜁𝜃6)𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2

+

𝛼𝛽(4𝜁3𝜃4 + 10𝜁2𝜃4 + 6𝜁𝜃4)
(𝛼 + 𝛽)2(𝛼 + 𝛽 + 1)

𝑡6𝛽

Γ(3𝛽 + 1)2

+
(36𝜃6 + 288𝜁4𝜃6 + 852𝜁3𝜃6 + 1080𝜁2𝜃6 + 480𝜁𝜃6)𝑡6𝛽

Γ(3𝛽 + 1)2
) 

 

 

𝑉𝑎𝑟(𝑦(𝑡)) =

3201
25

𝑡2𝛽 

Γ(𝛽 + 1)2
+

5911769889781655
68719476736 𝑡2𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)2
+

2955531235926999
34359738368

𝑡4𝛽

Γ(2𝛽 + 1)2

+

306796221388367
2097152

𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2
+

2454832454779773
33554432

𝑡2𝛼+4𝛽

Γ(2𝛼 + 4𝛽 + 1)2

+

2454138815376261
33554432

𝑡6𝛽

Γ(3𝛽 + 1)2
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Şekil 12. 𝛼, 𝛽 = 1,0.9,0.8,0.7 değerleri için 𝑉𝑎𝑟(𝑦(𝑡))’nin çözüm davranışları 

             𝐴𝐺𝑆 = 𝐸(𝑦(𝑡)) − 3√𝑉𝑎𝑟(𝑦(𝑡)) alt güven sınırı ve 𝑈𝐺𝑆 = 𝐸(𝑦(𝑡)) +

3√𝑉𝑎𝑟(𝑦(𝑡)) olarak bulunur. 
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Şekil 13. 𝜁 = 2, 𝜃 = 4, 𝑢 = 3, 𝑣 = 2 değerleri ve 𝛼, 𝛽 = 0.9 için 𝑦(𝑡)’nin 𝐾 = 3 için 

güven aralıkları 𝐴𝐺𝑆 = 𝐸(𝑥(𝑡)) − 3√𝑉𝑎𝑟(𝑥(𝑡)) alt güven sınırı ve 𝑈𝐺𝑆 =

𝐸(𝑥(𝑡)) + 3√𝑉𝑎𝑟(𝑥(𝑡)) olarak bulunur. 
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Şekil 14. 𝜁 = 2, 𝜃 = 4, 𝑢 = 3, 𝑣 = 2 değerleri ve 𝛼, 𝛽 = 0.9 için 𝑦(𝑡)’nin 𝐾 = 3 için 

güven aralıkları 

 

 

 

5.2 Başlangıç Koşulları Rastgele Olan Kesirli Mertebeden Diferansiyel 

Denklem Sistemleri 

 

Örnek 2:  

Başlangıç koşulları rastgele olan lineer kesirli mertebeden diferansiyel denklem sistemi 

𝐷𝛼𝑥(𝑡) = 𝑥 − 𝑦 

𝐷𝛽𝑦(𝑡) = 𝑥 + 𝑦                                                                                                                                            (5.17) 

𝑥(0) = 𝐴  , 𝑦(0) = 𝐵 

başlangıç koşulları olmak üzere, 𝐴~𝑁(𝜇, 𝜎2  ) → 𝐴~𝑁(3,2) Normal dağılıma sahip, 

𝐵~𝐿(𝑎, 𝑏) → 𝐵~𝐿(4,2) Laplace dağılıma sahip, rastgele değişkenler olmak üzere 

rastgele Homotopi Pertürbasyon Yöntemiyle denkleminin çözüm davranışlarını elde 

ediniz. 
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Çözüm: 

𝛼 = 𝛽 = 1 olduğunda tam çözüm, 

𝑥(𝑡) = 𝑒𝑡[−𝐵𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝐴𝑐𝑜𝑠𝑡] 

𝑦(𝑡) = 𝑒𝑡[𝐵𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝐴𝑠𝑖𝑛𝑡] 

lineer kesirli mertebeden başlangıç koşulları rastgele olan diferansiyel denklem sistemi 

(5.17) ye göre aşağıdaki homotopi kullanılırsa 

𝐷𝛼𝑥 = 𝑝(𝑥 − 𝑦) 

𝐷𝛽𝑦 = 𝑝(𝑥 + 𝑦)                                                                                                                                           (5.18) 

𝑥(𝑡) = 𝑥0 + 𝑝𝑥1 + 𝑝
2𝑥2 + 𝑝

3𝑥3 +⋯ 

𝑦(𝑡) = 𝑦0 + 𝑝𝑦1 + 𝑝
2𝑦2 + 𝑝

3𝑦3 +⋯                                                                                              (5.19) 

(5.19),  (5.18) de yerine yazılırsa, 

𝐷𝛼[𝑥0 + 𝑝𝑥1 + 𝑝
2𝑥2 + 𝑝

3𝑥3 +⋯ ]

= 𝑝[(𝑥0 − 𝑦0) + 𝑝(𝑥1 − 𝑦1) + 𝑝
2(𝑥2 − 𝑦2) + 𝑝

3(𝑥3 − 𝑦3) + ⋯ ] 

𝐷𝛽[𝑦0 + 𝑝𝑦1 + 𝑝
2𝑦2 + 𝑝

3𝑦3 +⋯ ]

= 𝑝[(𝑥0 + 𝑦0) + 𝑝(𝑥1 + 𝑦1) + 𝑝
2(𝑥2 + 𝑦2) + 𝑝

3(𝑥3 + 𝑦3) + ⋯ ] 

(5.19) da 𝑝’nin aynı dereceli terimlerinin eşitliği 𝑝’nin kuvvetlerine göre düzenlenirse 

𝑝0:  𝐷𝛼𝑥0 = 0 

𝑝1:  𝐷𝛼𝑥1 = 𝑥0 − 𝑦0 

𝑝2:  𝐷𝛼𝑥2 = 𝑥1 − 𝑦1 

𝑝3:  𝐷𝛼𝑥3 = 𝑥2 − 𝑦2 

… 

𝑝𝑛:  𝐷𝛼𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 − 𝑦𝑛−1 

 

𝑝0:  𝐷𝛽𝑦0 = 0 

𝑝1:  𝐷𝛽𝑦1 = 𝑥0 + 𝑦0 

𝑝2:  𝐷𝛽𝑦2 = 𝑥1 + 𝑦1 

𝑝3:  𝐷𝛽𝑦3 = 𝑥2 + 𝑦2 

⋯ 

𝑝𝑛:  𝐷𝛽𝑦𝑛 = 𝑥𝑛−1 + 𝑦𝑛−1 

(5.17) denkleminde başlangıç koşulları yerine yazılırsa 

𝑥(𝑡) = 𝑥0 + 𝑝𝑥1 + 𝑝
2𝑥2 + 𝑝

3𝑥3 +⋯ 

𝑡 = 0, 𝑥(0) = 𝑥0(0) + 𝑝𝑥1(0) + 𝑝
2𝑥2(0) + 𝑝

3𝑥3(0) + ⋯ = 𝐴 

𝑦(0) = 𝑦0(0) + 𝑝𝑦1(0) + 𝑝
2𝑦2(0) + 𝑝

3𝑦3(0) + ⋯ = 𝐵 

𝑥0(0) = 𝐴 , 𝑥1(0) = 0, 𝑥2(0) = 0 , 𝑥3(0) = 0 , … , 𝑥𝑛(0) = 0 
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𝑦0(0) = 𝐵 , 𝑦1(0) = 0, 𝑦2(0) = 0 , 𝑦3(0) = 0 , … , 𝑦𝑛(0) = 0 

𝑥0 = 𝑥0(0) = 𝐴  , 𝑦0 = 𝑦0(0) = 𝐵 

 

𝐷𝛼𝑥1 = 𝑥0 − 𝑦0 

𝐷𝛼𝑥1 = 𝐴 − 𝐵 

her iki tarafın 𝐽𝛼 integrali alınırsa; 

𝐽𝛼𝐷𝛼𝑥1 = 𝐽𝛼(𝐴 − 𝐵)𝑡0 ⇒ 𝑥1 =
Γ(0 + 1)𝑡0+𝛼(𝐴 − 𝐵)

Γ(0 + 1 + 𝛼)
 

𝑥1 =
(𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
 

 

 𝐷𝛽𝑦1 = 𝑥0 + 𝑦0 

𝐷𝛽𝑦1 = 𝐴 + 𝐵 

her iki tarafın 𝐽𝛽 integrali alınırsa; 

𝑦1 =
Γ(0 + 1)𝑡0+𝛽(𝐴 + 𝐵)

Γ(0 + 1 + 𝛽)
 

𝑦1 =
(𝐴 + 𝐵)𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
 

 

𝐷𝛼𝑥2 = 𝑥1 − 𝑦1 

𝐷𝛼𝑥2 =
(𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
−
(𝐴 + 𝐵)𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
 

her iki tarafın 𝐽𝛼 integrali alınırsa; 

𝑥2 =
(𝐴 − 𝐵)Γ(𝛼 + 1)𝑡2𝛼

Γ(𝛼 + 1)Γ(2𝛼 + 1)
−
(𝐴 − 𝐵)Γ(𝛽 + 1)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛽 + 1)Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
 

𝑥2 =
(𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
−
(𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
 

 

𝐷𝛽𝑦2 = 𝑥1 + 𝑦1 

𝐷𝛽𝑦2 =
(𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
+
(𝐴 + 𝐵)𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
 

her iki tarafın 𝐽𝛽 integrali alınırsa; 

𝑦2 =
(𝐴 − 𝐵)Γ(𝛼 + 1)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 1)Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐴 + 𝐵)Γ(𝛽 + 1)𝑡2𝛽

Γ(𝛽 + 1)Γ(2𝛽 + 1)
 

𝑦2 =
(𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐴 + 𝐵)𝑡2𝛽

Γ(2𝛽 + 1)
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𝐷𝛼𝑥3 = 𝑥2 − 𝑦2 

𝐷𝛼𝑥3 =
(𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
−
(𝐴 + 𝐵)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
−
(𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
−
(𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛽

Γ(2𝛽 + 1)
 

her iki tarafın 𝐽𝛼 integrali alınırsa; 

𝑥3 =
(𝐴 − 𝐵)Γ(2𝛼 + 1)𝑡3𝛼

Γ(2𝛼 + 1)Γ(3𝛼 + 1)
−

2𝐴Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)𝑡2𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)

−
(𝐴 + 𝐵)Γ(2𝛽 + 1)𝑡𝛼+2𝛽

Γ(2𝛽 + 1)Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
 

𝑥3 =
(𝐴 − 𝐵)𝑡3𝛼

Γ(3𝛼 + 1)
−

2𝐴. 𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
−
(𝐴 + 𝐵)𝑡𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
 

 

𝐷𝛽𝑦3 = 𝑥2 + 𝑦2 

𝐷𝛽𝑦3 =
(𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
−
(𝐴 + 𝐵)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐴 + 𝐵)𝑡2𝛽

Γ(2𝛽 + 1)
 

her iki tarafın 𝐽𝛽 integrali alınırsa; 

𝑦3 =
(𝐴 − 𝐵)Γ(2𝛼 + 1)𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 1)Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
−

2𝐵Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)𝑡𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)

+
(𝐴 + 𝐵)Γ(2𝛽 + 1)𝑡3𝛽

Γ(2𝛽 + 1)Γ(3𝛽 + 1)
 

𝑦3 =
(𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
−

2𝐵𝑡𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
+
(𝐴 + 𝐵)𝑡3𝛽

Γ(3𝛽 + 1)
 

 

bulunan 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ve 𝑦0, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 (5.19) ifadesinde yerine yazılırsa, 

𝑥(𝑡) = 𝐴 +
(𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
𝑝 + (

(𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
−
(𝐴 + 𝐵)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
) 𝑝2

+ (
(𝐴 − 𝐵)𝑡3𝛼

Γ(3𝛼 + 1)
−

2𝐴𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
−
(𝐴 + 𝐵)𝑡𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
)𝑝3 +⋯ 

𝑦(𝑡) = 𝐵 +
(𝐴 + 𝐵)𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
𝑝 + (

(𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐴 + 𝐵)𝑡2𝛽

Γ(2𝛽 + 1)
) 𝑝2

+ (
(𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
−

2𝐵𝑡𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
+
(𝐴 + 𝐵)𝑡3𝛽

Γ(3𝛽 + 1)
) 𝑝3 +⋯ 

 

𝑝 = 1 alınırsa, 
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𝑥(𝑡) = 𝐴 +
(𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
+ (

(𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
−
(𝐴 + 𝐵)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
)

+ (
(𝐴 − 𝐵)𝑡3𝛼

Γ(3𝛼 + 1)
−

2𝐴𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
−
(𝐴 + 𝐵)𝑡𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
) 

 

 

𝑦(𝑡) = 𝐵 +
(𝐴 + 𝐵)𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
+ (

(𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐴 + 𝐵)𝑡2𝛽

Γ(2𝛽 + 1)
)

+ (
(𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
−

2𝐵𝑡𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
+
(𝐴 + 𝐵)𝑡3𝛽

Γ(3𝛽 + 1)
) 

 

sonucunu elde ederiz. 

Normal dağılıma sahip 𝐴 rastgele değişkenin parametreleri, 𝐴~𝑁(𝜇, 𝜎2)  dir. Normal 

dağılımın moment çıkaran fonksiyonundan faydalanılarak  

𝑀𝑥(𝑡) = 𝐸[𝑒
𝑡𝑋] = 𝑒𝑡𝜇+

𝑡2𝜎2

2                                                                                                                     (5.20) 

(5.20) ifadesi bulunur. 𝐴~𝑁(𝜇, 𝜎2)  rastgele değişkeninin, birinci momenti ve varyansı 

𝐸[𝐴] = 𝜇,  𝑉𝑎𝑟[𝐴] = 𝜎2                                                                          (5.21)                                           

dır (Akdeniz, 2014, Khaniyev vd., 2017). 

Laplace dağılımın moment çıkaran fonksiyonundan faydalanılarak  

𝑀𝑥(𝑡) = 𝐸[𝑒𝑡𝑋] =
𝑒𝑎𝑡

1 − 𝑏2𝑡2
 

Laplace dağılımına sahip 𝐵~𝐿(𝑎, 𝑏)   rastgele değişkeninin, beklenen değeri ve varyansı 

sırasıyla aşağıdaki gibidir (Khaniyev vd., 2017). 

𝐸[𝐵] = 𝑎 ,    𝑉𝑎𝑟(𝐵) = 2𝑏2           (5.22) 

                                                                                                  

Yukarıdaki çözümlerin beklenen değerleri; 

𝐸(𝑥(𝑡)) = 𝐸 [𝐴 +
(𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
+ (

(𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
−
(𝐴 + 𝐵)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
)

+ (
(𝐴 − 𝐵)𝑡3𝛼

Γ(3𝛼 + 1)
−

2𝐴𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
−
(𝐴 + 𝐵)𝑡𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
)] = 

𝐸[𝐴] +
(𝐸[𝐴] − 𝐸[𝐵])𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
+ (

(𝐸[𝐴] − 𝐸[𝐵])𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
−
(𝐸[𝐴] + 𝐸[𝐵])𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
)

+ (
(𝐸[𝐴] − 𝐸[𝐵])𝑡3𝛼

Γ(3𝛼 + 1)
−

2𝐸[𝐴]𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
−
(𝐸[𝐴] + 𝐸[𝐵])𝑡𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
) 
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= 𝜇 +
(𝜇 − 𝑎)𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
+ (

(𝜇 − 𝑎)𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
−
(𝜇 + 𝑎)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
)

+ (
(𝜇 − 𝑎)𝑡3𝛼

Γ(3𝛼 + 1)
−

2𝜇𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
−
(𝜇 + 𝑎)𝑡𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
) 

𝜇 = 3, 𝑎 = 4  özel değerleri için 

𝐸(𝑥(𝑡)) = 3 −
𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
−

𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
−

7𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
−

𝑡3𝛼

Γ(3𝛼 + 1)
−

6𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)

−
7𝑡𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
 

 

 

Şekil 15. 𝛼, 𝛽 = 1,0.9,0.8,0.7 değerleri için 𝐸(𝑥(𝑡))’nin çözüm davranışları 

 

 

 

𝐸(𝑦(𝑡)) = 𝐸 [𝐵 +
(𝐴 + 𝐵)𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
+ (

(𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐴 + 𝐵)𝑡2𝛽

Γ(2𝛽 + 1)
)

+ (
(𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
−

2𝐵𝑡𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
+
(𝐴 + 𝐵)𝑡3𝛽

Γ(3𝛽 + 1)
)] = 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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𝐸[𝐵] +
(𝐸[𝐴] + 𝐸[𝐵])𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
+ (

(𝐸[𝐴] − 𝐸[𝐵])𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐸[𝐴] + 𝐸[𝐵])𝑡2𝛽

Γ(2𝛽 + 1)
)

+ (
(𝐸[𝐴] − 𝐸[𝐵])𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
−

2𝐸[𝐵]𝑡𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
+
(𝐸[𝐴] + 𝐸[𝐵])𝑡3𝛽

Γ(3𝛽 + 1)
)

= 𝑎 +
(𝜇 + 𝑎)𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
+ (

(𝜇 − 𝑎)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝜇 + 𝑎)𝑡2𝛽

Γ(2𝛽 + 1)
)

+ (
(𝜇 − 𝑎)𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
−

2𝑎𝑡𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
+
(𝜇 + 𝑎)𝑡3𝛽

Γ(3𝛽 + 1)
) 

 

𝜇 = 3, 𝑎 = 4  özel değerleri için 

𝐸(𝑦(𝑡)) = 4 +
7𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
−

𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
+

7𝑡2𝛽

Γ(2𝛽 + 1)
−

𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)

−
8𝑡𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
+

7𝑡3𝛽

Γ(3𝛽 + 1)
 

 

 

 

 

Şekil 16. 𝛼, 𝛽 = 1,0.9,0.8,0.7 değerleri için 𝐸(𝑦(𝑡))’nin çözüm davranışları 
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Yukarıdaki çözümlerin varyansları; 

 

𝑉𝑎𝑟(𝑥(𝑡)) = 𝑉𝑎𝑟 [𝐴 +
(𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
+ (

(𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼

Γ(2𝛼 + 1)
−
(𝐴 + 𝐵)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
)

+ (
(𝐴 − 𝐵)𝑡3𝛼

Γ(3𝛼 + 1)
−

2𝐴𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
−
(𝐴 + 𝐵)𝑡𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
)]

= 𝑉𝑎𝑟[𝐴] +
(𝑉𝑎𝑟[𝐴] + 𝑉𝑎𝑟[𝐵])𝑡2𝛼

Γ(𝛼 + 1)2

+ (
(𝑉𝑎𝑟[𝐴] + 𝑉𝑎𝑟[𝐵])𝑡4𝛼

Γ(2𝛼 + 1)2
+
(𝑉𝑎𝑟[𝐴] + 𝑉𝑎𝑟[𝐵])𝑡2𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)2
)

+ (
(𝑉𝑎𝑟[𝐴] + 𝑉𝑎𝑟[𝐵])𝑡6𝛼

Γ(3𝛼 + 1)2
+
4𝑉𝑎𝑟[𝐴]𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2

+
(𝑉𝑎𝑟[𝐴] + 𝑉𝑎𝑟[𝐵])𝑡2𝛼+4𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)2
) 

=σ2 +
(σ2+2𝑏2)𝑡2𝛼

Γ(𝛼+1)2
+ (

(σ2+2𝑏2)𝑡4𝛼

Γ(2𝛼+1)2
+
σ2+2𝑏2)𝑡2𝛼+2𝛽

Γ(𝛼+𝛽+1)2
) + (

(σ2+2𝑏2)𝑡6𝛼

Γ(3𝛼+1)2
+

4σ2𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼+𝛽+1)2
+

(σ2+2𝑏2)𝑡2𝛼+4𝛽

Γ(𝛼+2𝛽+1)2
) 

σ2 = 2 ve 𝑏 = 2 özel değerler için 

𝑉𝑎𝑟(𝑥(𝑡)) = 2 +
10𝑡2𝛼

Γ(𝛼 + 1)2
+

10𝑡4𝛼

Γ(2𝛼 + 1)2
+

10𝑡2𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)2
      +

10𝑡6𝛼

Γ(3𝛼 + 1)2

+
8𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2
+

10𝑡2𝛼+4𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)2
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Şekil 17. 𝛼, 𝛽 = 1,0.9,0.8,0.7 değerleri için 𝑉𝑎𝑟(𝑥(𝑡))’nin çözüm davranışları 

 

𝑉𝑎𝑟(𝑦(𝑡)) = 𝑉𝑎𝑟 [𝐵 +
(𝐴 + 𝐵)𝑡𝛽

Γ(𝛽 + 1)
+ (

(𝐴 − 𝐵)𝑡𝛼+𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)
+
(𝐴 + 𝐵)𝑡2𝛽

Γ(2𝛽 + 1)
)

+ (
(𝐴 − 𝐵)𝑡2𝛼+𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)
−

2𝐵𝑡𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)
+
(𝐴 + 𝐵)𝑡3𝛽

Γ(3𝛽 + 1)
)]

= [𝑉𝑎𝑟[𝐵] +
(𝑉𝑎𝑟[𝐴] + 𝑉𝑎𝑟[𝐵])𝑡2𝛽

Γ(𝛽 + 1)2

+ (
(𝑉𝑎𝑟[𝐴] + 𝑉𝑎𝑟[𝐵])𝑡2𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)2
+
(𝑉𝑎𝑟[𝐴] + 𝑉𝑎𝑟[𝐵])𝑡4𝛽

Γ(2𝛽 + 1)2
)

+ (
(𝑉𝑎𝑟[𝐴] + 𝑉𝑎𝑟[𝐵])𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2
+
4𝑉𝐴𝑅[𝐵]𝑡2𝛼+4𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)2

+
(𝑉𝑎𝑟[𝐴] + 𝑉𝑎𝑟[𝐵])𝑡6𝛽

Γ(3𝛽 + 1)2
)]

= [2𝑏2 +
(𝜎2 + 2𝑏2)𝑡2𝛽

Γ(𝛽 + 1)2
+ (

(𝜎2 + 2𝑏2)𝑡2𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)2
+
(𝜎2 + 2𝑏2)𝑡4𝛽

Γ(2𝛽 + 1)2
)

+ (
(𝜎2 + 2𝑏2)𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2
+

4𝑏2𝑡2𝛼+4𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)2
+
(𝜎2 + 2𝑏2)𝑡6𝛽

Γ(3𝛽 + 1)2
)] 
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σ2 = 2 ve 𝑏 = 2 özel değerler için 

 

𝑉𝑎𝑟(𝑦(𝑡)) = 8 +
10𝑡2𝛽

Γ(𝛽 + 1)2
+

10𝑡2𝛼+2𝛽

Γ(𝛼 + 𝛽 + 1)2
+

10𝑡4𝛽

Γ(2𝛽 + 1)2
+

10𝑡4𝛼+2𝛽

Γ(2𝛼 + 𝛽 + 1)2

+
32𝑡2𝛼+4𝛽

Γ(𝛼 + 2𝛽 + 1)2
+

10𝑡6𝛽

Γ(3𝛽 + 1)2
 

 

 

 

Şekil 18. 𝛼, 𝛽 = 1,0.9,0.8,0.7 değerleri için 𝑉𝑎𝑟(𝑦(𝑡))’nin çözüm davranışları 

              𝐴𝐺𝑆 = 𝐸(𝑦(𝑡)) − 3√𝑉𝑎𝑟(𝑦(𝑡)) alt güven sınırı ve 𝑈𝐺𝑆 = 𝐸(𝑦(𝑡)) +

3√𝑉𝑎𝑟(𝑦(𝑡)) olarak bulunur. 
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Şekil 19. 𝜇 = 3, 𝑎 = 4, σ2 = 2 , 𝑏 = 2 değerleri ve 𝛼, 𝛽 = 0.9 için 𝑥(𝑡)’nin 𝐾 = 3 için 

güven aralıkları 𝐴𝐺𝑆 = 𝐸(𝑥(𝑡)) − 3√𝑉𝑎𝑟(𝑥(𝑡)) alt güven sınırı ve 𝑈𝐺𝑆 =

𝐸(𝑥(𝑡)) + 3√𝑉𝑎𝑟(𝑥(𝑡)) olarak bulunur. 

 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
-400

-350

-300

-250

-200

-150

-100

-50

0

50

t

3
 S

ta
n
d
a
rt

 S
a
p
m

a
lı
k
 G

ü
v
e
n
 A

ra
lı
ğ
ı

Güven Aralıkları

 

 

Ex-3*stdx

Ex

Ex+3*stdx



  

59 
 

  

Şekil 20.  𝜇 = 3, 𝑎 = 4, σ2 = 2 , 𝑏 = 2 değerleri ve 𝛼, 𝛽 = 0.9 için 𝑦(𝑡)’nin 𝐾 = 3 için 

güven aralıkları 𝐴𝐺𝑆 = 𝐸(𝑦(𝑡)) − 3√𝑉𝑎𝑟(𝑦(𝑡)) alt güven sınırı ve 𝑈𝐺𝑆 =

𝐸(𝑦(𝑡)) + 3√𝑉𝑎𝑟(𝑦(𝑡)) olarak bulunur. 
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6. KISMİ DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN ÇÖZÜMLERİ İÇİN HPM 

YÖNTEMİ 

 

Örnek 1:  

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 − 𝑢 = 0                                                                                                                                        (6.1) 

𝑢(0, 𝑦) = 𝑦,𝑢𝑥(0, 𝑦) = 𝑦 + 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦                                                                                                       (6.2) 

Başlangıç koşulları ile verilen Helmholtz Denklemini(Goodman,1968) HPM yöntemi ile 

çözünüz. 

 

Çözüm: 

𝑢 = 𝑢0 + 𝑝𝑢1 + 𝑝
2𝑢2 + 𝑝

3𝑢3 +⋯                                                                                                      (6.3) 

(6.3) ifadesini (6.1) de yerine yazalım. 

𝜕2𝑢0
𝜕𝑥2

+ 𝑝
𝜕2𝑢1
𝜕𝑥2

+ 𝑝2
𝜕2𝑢2
𝜕𝑥2

+⋯

= 𝑝(𝑢0 + 𝑝𝑢1 + 𝑝
2𝑢2 +⋯) − 𝑝(

𝜕2𝑢0
𝜕𝑦2

+ 𝑝
𝜕2𝑢1
𝜕𝑦2

+ 𝑝2
𝜕2𝑢2
𝜕𝑦2

+⋯) 

𝑥’e göre integral alalım. 

∫𝑢𝑥(0, 𝑦)𝑑𝑥 = ∫(𝑦 + 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦)𝑑𝑥 + 𝑐 

𝑢0(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑥 + 𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 + 𝑐 

𝑢0(0, 𝑦) = 𝑦. 0 + 0. 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 + 𝑐 = 𝑦 ⇒ 𝑐 = 0 

𝑝0:  𝑢0(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑥 + 𝑦 + 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 = 𝑦(1 + 𝑥) + 𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 

𝑝1 :  
𝜕2𝑢1
𝜕𝑥2

= 𝑢0 −
𝜕2𝑢0
𝜕𝑦2

⇒ ∫𝑢1𝑥𝑥 = 𝑦(1 + 𝑥) = ∫𝑦 + 𝑦𝑥 

∫𝑢1𝑥 = ∫𝑦𝑥 + ∫𝑦
𝑥2

2
+ ∫𝑐1 

𝑢1(0, 𝑦) = 0 , 𝑢1𝑥(0, 𝑦) = 0 

𝑐1 = 0 , 𝑐2 = 0 

𝑢1(𝑥, 𝑦) = 𝑦
𝑥2

2
+ 𝑦

𝑥3

6
+ 𝑐1𝑥 + 𝑐𝑥 =

1

2!
𝑥2𝑦 +

𝑥3𝑦

3!
 

𝑝2 :  
𝜕2𝑢2
𝜕𝑥2

= 𝑢1 −
𝜕2𝑢1
𝜕𝑦2

=
𝑥2𝑦

2!
+
𝑥3𝑦

3!
 

𝑥’e göre iki kere integral alınırsa; 

∫
𝜕2𝑢2
𝜕𝑥2

𝑑𝑥 = 𝑦
𝑥3

3!
+ 𝑦

𝑥4

4!
+ 𝑐1 
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∫
𝜕2𝑢2
𝜕𝑥2

𝑑𝑥 = 𝑦
𝑥4

4!
+ 𝑦

𝑥5

5!
+ 𝑐1𝑥 + 𝑐2 

𝑢2(𝑥, 𝑦) = 𝑦
𝑥4

4!
+ 𝑦

𝑥5

5!
+ 𝑐1𝑥 + 𝑐2 

𝑢2(0, 𝑦) = 0 ⇒ 𝑐1 = 𝑐2 = 0 

𝑢2(𝑥, 𝑦) = 𝑦
𝑥4

4!
+ 𝑦

𝑥5

5!
 

𝑝3:  𝑢3(𝑥, 𝑦) = 𝑦
𝑥6

6!
+ 𝑦

𝑥7

7!
 

𝑝4:  𝑢4(𝑥, 𝑦) = 𝑦
𝑥8

8!
+ 𝑦

𝑥9

9!
 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢0(𝑥, 𝑦) + 𝑝𝑢1(𝑥, 𝑦) + 𝑝
2𝑢2(𝑥, 𝑦) + 𝑝

3𝑢3(𝑥, 𝑦) + ⋯ 

𝛼 = 1, 𝐴 = 1 seçilerek yakınsaklığı incelersek, 𝑡 = 1, 𝑥 = 1 için 

𝑟0:
‖u1(𝑥,𝑦)‖

‖u0(𝑥,𝑦)‖
=

‖
1

2!
𝑥2𝑦+

𝑥3𝑦

3!
‖

‖𝑦(1+𝑥)+𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦‖
= 0.1882 

𝑟1:
‖u2(𝑥,𝑦)‖

‖u1(𝑥,𝑦)‖
=

‖𝑦
𝑥4

4!
+𝑦

𝑥5

5!
‖

‖
1

2!
𝑥2𝑦+

𝑥3𝑦

3!
‖
= 0.0750<1 

𝑟2:
‖u3(𝑥,𝑦)‖

‖u2(𝑥,𝑦)‖
=

‖𝑦
𝑥6

6!
+𝑦

𝑥7

7!
‖

‖𝑦
𝑥4

4!
+𝑦

𝑥5

5!
‖
= 0.0317<1 

𝑟3:
‖u4(𝑥,𝑦)‖

‖u3(𝑥,𝑦)‖
=

‖𝑦
𝑥8

8!
+𝑦

𝑥9

9!
‖

‖𝑦
𝑥6

6!
+𝑦

𝑥7

7!
‖
= 0.0174<1 

⋮ 

değerlerinin 1’den küçük olduğundan çözümün yakınsak olduğu görülür. 

 

𝑝 = 1 için 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑦 + 𝑦𝑥 + 𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 + 𝑦
𝑥2

2!
+ 𝑦

𝑥3

3!
+ 𝑦

𝑥4

4!
+ 𝑦

𝑥5

5!
+ 𝑦

𝑥6

6!
+ 𝑦

𝑥7

7!
+⋯

= 𝑦(1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+
𝑥3

3!
+
𝑥4

4!
+
𝑥5

5!
) + 𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑒𝑥 + 𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 
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Şekil 21. Helmholtz Denkleminin çözüm davranışları 

 

 

 

6.1 Katsayıları ve Başlangıç Koşulları Rastgele Olan Kısmi Diferansiyel 

Denklemlerin Çözümleri İçin HPM Yöntemi 

 

Örnek 2 :  

𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 − 𝑢 = 2𝐴𝑦𝑒𝑥 − 2𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦                                                                                         (6.4) 

𝑢(0, 𝑦) = 𝐴𝑦 + 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦                                                        (6.5) 

𝑢𝑥(0, 𝑦) = 2𝐴𝑦 

𝐴~𝐵𝑒𝑡𝑎(𝛼, 𝛽) → 𝐴~𝐵𝑒𝑡𝑎(1,2)  Beta dağılımına sahip rastgele değişken olsun. Verilen 

rastgele kısmi diferensiyel denklemi HPM yöntemi ile çözünüz. 

 

Çözüm: 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢0(𝑥, 𝑦) + 𝑝𝑢1(𝑥, 𝑦) + 𝑝
2𝑢2(𝑥, 𝑦) + 𝑝

3𝑢3(𝑥, 𝑦) + ⋯                                       (6.6) 

(6.6) ifadesini (6.4)’te yerine yazarsak 

𝑢𝑥𝑥 = 𝑝(𝑢 + 𝑢𝑦𝑦 + 2𝐴𝑦𝑒
𝑥 − 2𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦) 
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𝜕2𝑢0
𝜕𝑥2

+ 𝑝
𝜕2𝑢1
𝜕𝑥2

+ 𝑝2
𝜕2𝑢2
𝜕𝑥2

+⋯

= 𝑝(𝑢0 + 𝑝𝑢1 + 𝑝
2𝑢2 +⋯+

𝜕2𝑢0
𝜕𝑦2

+ 𝑝
𝜕2𝑢1
𝜕𝑦2

+ 𝑝2
𝜕2𝑢2
𝜕𝑦2

+⋯+ 2𝐴𝑦𝑒𝑥

− 2𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦) 

başlangıç şartları 

𝑥 = 0 için  

𝑢(0, 𝑦) = 𝑢0(0, 𝑦) + 𝑝𝑢1(0, 𝑦) + 𝑝
2𝑢2(0, 𝑦) + ⋯ = 𝐴𝑦 + cosh (𝑦) 

𝑢0(0, 𝑦) = 𝐴𝑦 + cosh (𝑦)  , 𝑢1(0, 𝑦) = 0  , 𝑢2(0, 𝑦) = 0  , …   ,

𝑢𝑛(𝑜, 𝑦) = 0  

𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) =

𝜕𝑢0(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
+ 𝑝

𝜕𝑢1(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
+ 𝑝2

𝜕𝑢2(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
+ ⋯ 

𝑥 = 0 için 

𝑢𝑥(0, 𝑦) = 𝑢0𝑥(0, 𝑦) + 𝑝𝑢1𝑥(0, 𝑦) + 𝑝
2𝑢2𝑥(0, 𝑦) + ⋯ = 2𝐴𝑦 

𝑢0𝑥(0, 𝑦) = 2𝐴𝑦 

𝑢1𝑥(0, 𝑦) = 0 

𝑢2𝑥(0, 𝑦) = 0 

⋯ 

𝑝0 :  
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥2

= 0 

x’e göre iki kez integral alırsak 

𝑢0(𝑥, 𝑦) = 𝑐1𝑥 + 𝑐2 

𝑢0(0, 𝑦) = 𝑐2 = 𝐴𝑦 + cosh (𝑦) 

𝑢0𝑥(0, 𝑦) = 𝑐1 = 2𝐴𝑦 

𝑢0(𝑥, 𝑦) = 2𝐴𝑦𝑥 + 𝐴𝑦 + cosh (𝑦) = 𝐴𝑦(1 + 2𝑥) + 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 

𝑝1 :  
𝜕2𝑢1
𝜕𝑥2

= 𝑢0 +
𝜕2𝑢0
𝜕𝑦2

+ 2𝐴𝑦𝑒𝑥 − 2cosh (𝑦) 

𝜕2𝑢1
𝜕𝑥2

= 𝐴𝑦(1 + 2𝑥) + 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 + 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 + 2𝐴𝑦𝑒𝑥 − 2cosh (𝑦) 

𝜕2𝑢1
𝜕𝑥2

= 𝐴𝑦(1 + 2𝑥 + 2𝑒𝑥) 

x’e göre iki kez integral alırsak 

𝑢1(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑦 (
𝑥2

2!
+
𝑥3

3!
+ 2𝑒𝑥) + 𝑐1𝑥 + 𝑐2 

𝑢1(0, 𝑦) = 2𝐴𝑦 + 𝑐2 = 0 ⇒ 𝑐2 = −2𝐴𝑦 
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𝑢1𝑥(0, 𝑦) = 2𝐴𝑦 + 𝑐1 = 0 ⇒ 𝑐1 = −2𝐴𝑦 

𝑢1(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑦 (
𝑥2

2!
+
𝑥3

3!
+ 2𝑒𝑥 − 2𝑥 − 2) 

𝑝2 :  
𝜕2𝑢2
𝜕𝑥2

= 𝑢1 +
𝜕2𝑢1
𝜕𝑦2

 

x’e göre iki kez integral alırsak 

𝑢2(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑦 (
𝑥4

4!
+
𝑥5

5!
+ 2𝑒𝑥 −

𝑥3

3
− 𝑥2) + 𝑐1𝑥 + 𝑐2 

𝑢2(0, 𝑦) = 2𝐴𝑦 + 𝑐2 = 0 ⇒ 𝑐2 = −2𝐴𝑦 

𝑢2𝑥(0, 𝑦) = 2𝐴𝑦 + 𝑐1 = 0 ⇒ 𝑐1 = −2𝐴𝑦 

𝑢2(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑦 (
𝑥4

4!
+
𝑥5

5!
+ 2𝑒𝑥 −

𝑥3

3
− 𝑥2 − 2𝑥 − 2) 

⋯ 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢0(𝑥, 𝑦) + 𝑝𝑢1(𝑥, 𝑦) + 𝑝
2𝑢2(𝑥, 𝑦) + 𝑝

3𝑢3(𝑥, 𝑦) + ⋯

= 𝐴𝑦(1 + 2𝑥) + 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 + 𝑝(𝐴𝑦 (
𝑥2

2!
+
𝑥3

3!
+ 2𝑒𝑥 − 2𝑥 − 2))

+ 𝑝2 (𝐴𝑦 (
𝑥4

4!
+
𝑥5

5!
+ 2𝑒𝑥 −

𝑥3

3
− 𝑥2 − 2𝑥 − 2)) +⋯ 

𝑝 = 1 için  

𝑢(𝑥, 𝑦) =  𝐴𝑦(1 + 2𝑥) + 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 + (𝐴𝑦 (
𝑥2

2!
+
𝑥3

3!
+ 2𝑒𝑥 − 2𝑥 − 2))

+ (𝐴𝑦 (
𝑥4

4!
+
𝑥5

5!
+ 2𝑒𝑥 −

𝑥3

3
− 𝑥2 − 2𝑥 − 2)) +⋯ 

 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑦(1 + 2𝑥 +
3

2
𝑥2 +

2

3
𝑥3 +

5

24
𝑥4 +

1

20
𝑥5 + 𝑂(𝑥6)) + 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 

 

Tam çözümü; 

 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝐴𝑦(1 + 𝑥)𝑒𝑥 + 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 

Beta dağılıma sahip 𝑋 rastgele değişkeninin parametreleri, 𝐴~𝐵𝑒𝑡𝑎(𝑢, 𝑣) dir. Beta 

dağılımın moment çıkaran fonksiyonundan (Feller, 1968) faydalanarak 𝐵 rastgele 

değişkeninin beklenen değeri ve varyansı sırasıyla aşağıdaki gibidir (Khaniyev vd., 

2017). 



  

65 
 

𝐸[𝐴] =
𝛼

𝛼+𝛽
,      

𝑉𝑎𝑟(𝐴) =
𝛼𝛽

(𝛼+𝛽)2(𝛼+𝛽+1)
                                                                             (6.7)                 

 

𝐸(𝑢(𝑥, 𝑦)) = 𝐸(𝐴)𝑦(1 + 𝑥)𝑒𝑥 + 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 =
𝛼𝑦(1 + 𝑥)𝑒𝑥

𝛼 + 𝛽
+ 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 

𝑉𝑎𝑟(𝑢(𝑥, 𝑦)) = 𝑉𝑎𝑟(𝐴)𝑦2(1 + 𝑥)2𝑒2𝑥 =
𝛼𝛽(1 + 𝑥)2𝑒2𝑥

(𝛼 + 𝛽)2(𝛼 + 𝛽 + 1)
 

𝛼 = 1, 𝛽 = 2  özel değerler için, 

𝐸(𝑢(𝑥, 𝑦)) =
1𝑦(1 + 𝑥)𝑒𝑥

1 + 2
+ 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 =

1

3
𝑦(1 + 𝑥)𝑒𝑥 + 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 

 

 

 

 Şekil 22. 𝑢(𝑥, 𝑦) denkleminin beklenen değer grafiği 
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𝑉𝑎𝑟(𝑢(𝑥, 𝑦)) =
2𝑦2(1 + 𝑥)2𝑒2𝑥

324
=
1

18
𝑦2(1 + 𝑥)2𝑒2𝑥 

 

 

 

 

Şekil 23. 𝑢(𝑥, 𝑦) denkleminin varyansının grafiği 
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Şekil 24. 𝑢(𝑥, 𝑦)’nin 𝐾 = 3 için güven aralıkları 𝐴𝐺𝑆 = 𝐸(𝑢(𝑥, 𝑦)) − 3√𝑉𝑎𝑟(𝑢(𝑥, 𝑦)) 

alt güven sınırı ve 𝑈𝐺𝑆 = 𝐸(𝑢(𝑥, 𝑦)) + 3√𝑉𝑎𝑟(𝑢(𝑥, 𝑦)) olarak bulunur. 

 

 

 

Örnek 3: 

𝜕2𝑣(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
= 6𝐴𝑥 − 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑦 

0 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 1 

𝑣(0, 𝑦) = 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑦 

𝑣𝑥(0, 𝑦) = 0 

𝑣(𝑥, 0) = 𝐴𝑥3 

𝑣𝑦(𝑥, 0) = 𝐵 

eliptik denklemi ele alalım.  

𝐴~𝑁(𝜇, 𝜎2), 𝐵~𝑈(𝑎, 𝑏) 

sırasıyla Normal ve Düzgün dağılıma sahip rastgele değişkenler olsunlar. Verilen rastgele 

kısmi diferansiyel denklemi HPM yöntemi ile çözünüz. 
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Çözüm :  

Homotopi denklemi göz önüne alalım, aşağıdaki homotopiyi oluşturalım. 

𝜕2𝑣(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2
+ 𝑝 (

𝑣(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2
− 6𝐴𝑥) = −𝐵𝑠𝑖𝑛𝑦                                                                                                (6.8) 

𝑣’nin düzgün pertürbasyon açılımı yapılırsa; 

𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑣0 + 𝑝𝑣1 + 𝑝
2𝑣2 + 𝑝

3𝑣3 +⋯ = ∑ 𝑝𝑛𝑣𝑛
∞
𝑛=0                                                              (6.9) 

(6.9) denklemi (6.8) de yerine yazılırsa oluşturulan denklemler: 

𝜕2 (
𝑣0 + 𝑝𝑣1 + 𝑝

2𝑣2 +⋯

𝜕𝑥2
) + 𝑝 (

𝜕2(𝑣0 + 𝑝𝑣1 + 𝑝
2𝑣2 +⋯)

𝜕𝑦2
− 6𝐴𝑥) = −𝐵𝑠𝑖𝑛𝑦 

𝜕2𝑣0
𝜕𝑥2

+ 𝑝(
𝜕2𝑣1
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑣0
𝜕𝑦2

− 6𝐴𝑥) + 𝑝2 (
𝜕2𝑣2
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝑦2

) + 𝑝3 (
𝜕2𝑣3
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑣2
𝜕𝑦2

)

= −𝐵𝑠𝑖𝑛𝑦 

𝑝0 :  
𝜕2𝑣0
𝜕𝑥2

= −𝐵𝑠𝑖𝑛𝑦 

𝑝1 :  
𝜕2𝑣1
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑣0
𝜕𝑦2

− 6𝐴𝑥 = 0 

𝑝2 :  
𝜕2𝑣2
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝑦2

= 0 

𝑝3 :  
𝜕2𝑣3
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑣2
𝜕𝑦2

= 0 

⋯ 

𝑝𝑛 :  
𝜕2𝑣𝑛
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑣𝑛−1
𝜕𝑦2

= 0   ,   𝑛 = 0 

𝑣0 değerini bulmak için; 

𝑝0 :  
𝜕2𝑣0
𝜕𝑥2

= −𝐵𝑠𝑖𝑛𝑦 

her iki tarafın iki katlı integrali alınırsa, 

∫∫(
𝜕2𝑣0
𝜕𝑥2

)𝑑𝑥𝑑𝑥 = ∫∫(−𝐵𝑠𝑖𝑛𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑥

𝑥

0

𝑥

0

𝑥

0

𝑥

0

 

∫(
𝜕𝑣0(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
−
𝜕𝑣0(0, 𝑦)

𝑑𝑥
) 𝑑𝑥 = ∫(−𝐵𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦)𝑑𝑥

𝑥

0

𝑥

0

 

𝜕𝑣0(0, 𝑦)

𝜕𝑥
= 0 

tekrar integral alınırsa 

∫(
𝜕𝑣0(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
) 𝑑𝑥 = ∫(−𝐵𝑠𝑖𝑛0)𝑑𝑥

𝑥

0

𝑥

0
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𝑣0(𝑥, 𝑦) − 𝑣0(0, 𝑦) =
−𝐵𝑥2

2!
𝑠𝑖𝑛𝑦 

𝑣(0, 𝑦) = 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑦 

(𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑣0(𝑥, 𝑦) + 𝑝𝑣1(𝑥, 𝑦) + 𝑝
2𝑣2(𝑥, 𝑦) + 𝑝

3𝑣3(𝑥, 𝑦) + ⋯ ) 

𝑥 = 0 için 

𝑣(0, 𝑦) = 𝑣0(0, 𝑦) + 𝑝𝑣1(0, 𝑦) + 𝑝
2𝑣2(0, 𝑦) + 𝑝

3𝑣3(0, 𝑦) + ⋯ = 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑦 

𝑣0(0, 𝑦) = 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑦 koşulu kullanılırsa; 

𝑣0(𝑥, 𝑦) = 𝑣0(0, 𝑦) −
𝐵𝑥2

2!
𝑠𝑖𝑛𝑦 

𝑣0(𝑥, 𝑦) = 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑦 −
𝐵𝑥2

2!
𝑠𝑖𝑛𝑦 

𝑝1 :  
𝜕2𝑣1
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑣0
𝜕𝑦2

− 6𝐴𝑥 = 0 

𝜕2𝑣1
𝜕𝑥2

+ (−𝐵𝑠𝑖𝑛𝑦 +
𝐵𝑥2

2!
𝑠𝑖𝑛𝑦) − 6𝐴𝑥 = 0 

𝜕2𝑣1
𝜕𝑥2

= 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑦 −
𝐵𝑥2

2!
𝑠𝑖𝑛𝑦 + 6𝐴𝑥 

𝑥 değişkenine göre iki katlı integral alınırsa; 

∫∫(
𝜕2𝑣1
𝜕𝑥2

)𝑑𝑥𝑑𝑥 = ∫∫(𝐵𝑠𝑖𝑛𝑦 −
𝐵𝑥2

2!
𝑠𝑖𝑛𝑦 + 6𝐴𝑥) 𝑑𝑥𝑑𝑥

𝑥

0

𝑥

0

𝑥

0

𝑥

0

 

𝑣1(𝑥, 𝑦) = ∫(𝐵𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑦 −
𝐵𝑥3

3!
𝑠𝑖𝑛𝑦 + 3𝐴𝑥2)𝑑𝑥

𝑥

0

 

𝑣1(𝑥, 𝑦) =
𝐵𝑥2

2!
𝑠𝑖𝑛𝑦 −

𝐵𝑥4

3!
𝑠𝑖𝑛𝑦 + 𝐴𝑥3 

𝑝2 :  
𝜕2𝑣2
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝑦2

= 0 

𝑣1(𝑥, 𝑦) yerine yazılırsa 

𝜕2𝑣2
𝜕𝑥2

=
𝐵𝑥2

2!
𝑠𝑖𝑛𝑦 −

𝐵𝑥4

4!
𝑠𝑖𝑛𝑦 

iki katlı integral uygulanırsa 

𝑣2(𝑥, 𝑦) =
𝐵𝑥4

4!
𝑠𝑖𝑛𝑦 −

𝐵𝑥6

6!
𝑠𝑖𝑛𝑦 

𝑝3 :  
𝜕2𝑣3
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑣2
𝜕𝑦2

= 0 

𝜕2𝑣3
𝜕𝑥2

=
𝐵𝑥4

4!
𝑠𝑖𝑛𝑦 −

𝐵𝑥6

6!
𝑠𝑖𝑛𝑦 

iki katlı integral uygulanırsa 
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𝑣3(𝑥, 𝑦) =
𝐵𝑥6

6!
𝑠𝑖𝑛𝑦 −

𝐵𝑥8

8!
𝑠𝑖𝑛𝑦 

𝑣0, 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3 değerleri pertürbasyon açılımında yerine yazıp, 𝑝 = 1 alırsak 

𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑣0 + 𝑝𝑣1 + 𝑝
2𝑣2 + 𝑝

3𝑣3 +⋯

= 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑦 −
𝐵𝑥2

2!
𝑠𝑖𝑛𝑦 +

𝐵𝑥2

2!
𝑠𝑖𝑛𝑦 −

𝐵𝑥4

4!
+ 𝐴𝑥3 +

𝐵𝑥4

4!
𝑠𝑖𝑛𝑦 −

𝐵𝑥6

6!
𝑠𝑖𝑛𝑦

+
𝐵𝑥6

6!
𝑠𝑖𝑛𝑦 −

𝐵𝑥8

8!
𝑠𝑖𝑛𝑦 = 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑦 + 𝐴𝑥3 

Yakınsaklığını hesaplarsak 

𝐴~𝑁(𝜇, 𝜎2) , 𝐵~𝑈(𝑎, 𝑏) 

𝐴 = 1, 𝐵 = 2  seçersek yakınsaklık için 

𝑥 = 1    ,    𝑦 = 1 

𝑟0 =
‖𝑣1‖

‖𝑣0‖
= 2.105661773 

𝑟1 =
‖𝑣2‖

‖𝑣0‖
= 0.03826754949 < 1 

𝑟2 =
‖𝑣2‖

‖𝑣1‖
= 0.03386699507 < 1 

𝑟3 =
‖𝑣3‖

‖𝑣2‖
= 0.01797979798 < 1 

⋮ 

1’den küçük olduğundan yakınsak olduğu görülür. 

 

Normal dağılıma sahip 𝐴 rastgele değişkeninin parametreleri, 𝐴 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2) dir. 

Normal dağılımın moment çıkaran fonksiyonundan (Feller, 1968) faydalanarak 

𝑀𝑋(𝑡)  =  𝐸[𝑒
𝑡𝑋]  =  𝑒(𝜇𝑡+

1

2
𝜎2𝑡2)

      (6.10) 

𝐴 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2) rastgele değişkeninin birinci, ikinci momentleri ve varyansı 

𝐸[𝐴] = 𝜇, 𝐸[𝐴2] =  𝜇2   +  𝜎2 ve 𝑉𝑎𝑟[𝐴] = 𝜎2    (6.11) 

bulunur. Momentler kullanılarak 𝐴 ve 𝐵 bağımsız rastgele değişkenler için  

 𝐸[𝐴𝐵 ] = 𝐸[𝐴]𝐸[𝐵 ] olur. 

Düzgün dağılıma sahip 𝐵 rastgele değişkeninin parametreleri, 𝐵 ∼ 𝑈(𝑎, 𝑏) dir. 

Düzgün dağılımın moment çıkaran fonksiyonundan (Feller, 1968) faydalanarak 

𝑀𝑋(𝑡) =  𝐸[𝑒
𝑡𝑋] =

𝑒𝑏𝑡−𝑒𝑎𝑡

(𝑏−𝑎)𝑡
       (6.12) 

𝐵 ∼ 𝑈(𝑎, 𝑏) rastgele değişkeninin birinci momenti ve varyansı 

𝐸[𝐵] =
𝑎+𝑏

2
, 𝑉𝑎𝑟[𝐵]  =

(𝑏−𝑎)2

12
                                      (6.13) 
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bulunur. 

𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑦 + 𝐴𝑥3 

Beklenen değer ve varyans,  

𝐸[𝑣(𝑥, 𝑦)] = 𝐸[𝐵𝑠𝑖𝑛𝑦 + 𝐴𝑥3] = 𝑠𝑖𝑛𝑦𝐸[𝐵] + 𝑥3𝐸[𝐴] = 𝜇𝑠𝑖𝑛𝑦 + 𝑥3 (
𝑎 + 𝑏

2
) 

𝑉𝑎𝑟[𝑣(𝑥, 𝑦)] = 𝑉𝑎𝑟[𝐵𝑠𝑖𝑛𝑦 + 𝐴𝑥3] = 𝑉𝑎𝑟[𝐵𝑠𝑖𝑛𝑦] + 𝑉𝑎𝑟[𝐴𝑥3]

= 𝑠𝑖𝑛2𝑦𝑉𝑎𝑟[𝐵] + 𝑥6𝑉𝑎𝑟[𝐴] = 𝑠𝑖𝑛2𝑦 (
(𝑏 − 𝑎)2

12
) + 𝑥6𝜎2 

𝑎 = 1, 𝑏 = 3, 𝜇 = 2, 𝜎2 = 3  özel değerler için, 

𝐸(𝑣(𝑥, 𝑦)) = 2𝑠𝑖𝑛𝑦 + 𝑥3 (
1 + 3

2
) = 2𝑠𝑖𝑛𝑦 + 2𝑥3 

 

  

Şekil 25. 𝑣(𝑥, 𝑦) denkleminin beklenen değer grafiği 
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𝑉𝑎𝑟(𝑣(𝑥, 𝑦)) = 𝑠𝑖𝑛2𝑦 (
(3 − 1)2

12
) + 𝑥63 =

𝑠𝑖𝑛2𝑦

3
+ 3𝑥6 

 

 

 

Şekil 26. 𝑣(𝑥, 𝑦)’nin 𝐾 = 3 için güven aralıkları 𝐴𝐺𝑆 = 𝐸(𝑣(𝑥, 𝑦)) −

3√𝑉𝑎𝑟(𝑣(𝑥, 𝑦)) alt güven sınırı ve 𝑈𝐺𝑆 = 𝐸(𝑣(𝑥, 𝑦)) +

3√𝑉𝑎𝑟(𝑣(𝑥, 𝑦)) olarak bulunur. 
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Şekil 27. 𝑣(𝑥, 𝑦) denkleminin 3 standart sapmalık güven aralığının grafiği 

 

 

 

 

6.2 Laplace Dönüşümü Homotopi Pertürbasyon Metodu (LD-HPM)  

 

(LD-HPM)’nin nasıl çalıştığını göstermek için genel bir lineer olmayan diferansiyel 

denklemi aşağıdaki formda düşünelim. 

𝐷∗
𝛼𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡) − 𝐿𝑦(𝑡) − 𝑁𝑦(𝑡)                                                                                                        (6.14) 

𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ,𝑚 ∈ ℕ , 𝑡 > 0  aşağıdaki sınır koşulları, 

𝛽 (𝑦,
𝑑𝑦

𝑑𝑡
)                                                                                                                                                            (6.15) 

Burada 𝐿 lineer bir operatör, 𝑁 ise lineer olmayan bir operatör, 𝑓(𝑡) bilinen bir analitik 

fonksiyon ve 𝐷 Caputo anlamında kesirli türevi belirtir. 𝛽 sınır operatörü ve 𝑦(𝑡) bilinen 

bir fonksiyonun çözümü şu şekilde yazılır. 

İlk önce aşağıdaki gibi homotopi oluşturacağız. 

(1 − 𝑝)[𝐷∗
𝛼𝑦(𝑡) − 𝐷∗

𝛼𝑦0(𝑡)] + 𝑝[𝐷∗
𝛼𝑦0(𝑡) − 𝑓(𝑡) + 𝐿𝑦(𝑡) + 𝑁𝑦(𝑡)] = 0                 (6.16) 

veya 

𝐷∗
𝛼𝑦(𝑡) = 𝐷∗

𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑝[−𝐷∗
𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑓(𝑡) + 𝐿𝑦(𝑡) − 𝑁𝑦(𝑡)] , 𝑝 ∈ [0,1]                    (6.17) 
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Burada 𝑝 bir homotopi parametresidir ve 𝑝 ∈ [0,1] , 𝑦0 sınır koşuluna uyan (6.15) 

denkleminin çözümü için ilk yaklaşımdır. 

Şimdi, Laplace dönüşümünü (6.17) denkleminin her iki tarafına uygulayıp aşağıdaki 

denklemi elde edeceğiz. 

ℒ[𝐷∗
𝛼𝑦(𝑡)] = ℒ[𝐷∗

𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑝(−𝐷∗
𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑓(𝑡) − 𝐿𝑦(𝑡) − 𝑁𝑦(𝑡))]                            (6.18) 

Laplace dönüşümü için formülü uygulayarak şunu elde ederiz. 

𝑠𝛼ℒ[𝑦(𝑡)] − ∑ 𝑠𝛼−𝑘−1𝑓(𝑘)(0) = ℒ[𝐷∗
𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑝(−𝐷∗

𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑓(𝑡) − 𝐿𝑦(𝑡) −
𝑚−1
𝑘=0

𝑁𝑦(𝑡))]                                                                                                                      (6.19)                     

burada, 𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 veya 

ℒ[𝑦(𝑡)] =
1

𝑠𝛼
[∑ 𝑠𝛼−𝑘−1𝑓(𝑘)(0)𝑚−1

𝑘=0 ] +
1

𝑠𝛼
ℒ[𝐷∗

𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑝(−𝐷∗
𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑓(𝑡) − 𝐿𝑦(𝑡) −

𝑁𝑦(𝑡))]                                                                                                                                                              (6.20) 

(6.20) denkleminde her iki tarafın ters Laplace dönüşümünü kullanarak şunu elde ederiz: 

𝑦(𝑡) = ℒ−1 [
1

𝑠𝛼
[∑ 𝑠𝛼−𝑘−1𝑓(𝑘)(0)𝑚−1

𝑘=0 ] +
1

𝑠𝛼
ℒ[𝐷∗

𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑝(−𝐷∗
𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑓(𝑡) −

𝐿𝑦(𝑡) − 𝑁𝑦(𝑡))]]                                                                                                                                         (6.21) 

(6.21)’in çözümünü aşağıdaki gibi bir 𝑝 kuvvet serisi olarak yazabiliriz. 

𝑦(𝑡) = ∑ 𝑝𝑛𝑦𝑛
∞
𝑛=0                                                                                                       (6.22) 

Şimdi, (6.22)’yi (6.21)’te yazarak şunu elde ederiz: 

∑ 𝑝𝑛𝑦𝑛 = ℒ
−1 [

1

𝑠𝛼
[∑ 𝑠𝛼−𝑘−1𝑓(𝑘)(0)𝑚−1

𝑘=0 ] +
1

𝑠𝛼
ℒ[𝐷∗

𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑝(−𝐷∗
𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑓(𝑡) −

∞
𝑛=0

𝐿 ∑ 𝑝𝑛𝑦𝑛
∞
𝑛=0 − 𝑁∑ 𝑝𝑛𝑦𝑛

∞
𝑛=0 )]]                                                                                                            (6.23) 

Terimleri 𝑝 nin aynı kuvvetleriyle eşitleyerek şu denklemleri elde ederiz: 

𝑝0: 𝑦0(𝑡) = ℒ−1 [
1

𝑠𝛼
[∑ 𝑠𝛼−𝑘−1𝑓(𝑘)(0)𝑚−1

𝑘=0 ] +
1

𝑠𝛼
ℒ[𝐷∗

𝛼𝑦0(𝑡)]]                                            (6.24) 

𝑝1: 𝑦1(𝑡) = ℒ
−1 [

1

𝑠𝛼
[ℒ(−𝐷∗

𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑓(𝑡) − 𝐿𝑦0(𝑡) − 𝑁𝑦0(𝑡))]]  

𝑝2: 𝑦2(𝑡) = ℒ−1 [
1

𝑠𝛼
[ℒ(−𝐿(𝑦0, 𝑦1) − 𝑁(𝑦0, 𝑦1))]]   

𝑝3: 𝑦3(𝑡) = ℒ−1 [
1

𝑠𝛼
[ℒ(−𝐿(𝑦0, 𝑦1, 𝑦2) − 𝑁(𝑦0, 𝑦1, 𝑦2))]]  

⋯ 

İlk yaklaşımın şu forma sahip olduğunu varsayarsak 𝑦(0) = 𝛼0 , 𝑦
′(0) = 𝛼1 , …  ,

𝑦𝑚−1 = 𝛼𝑚−1 

Bu nedenle kesin çözüm aşağıdaki gibi elde edilebilir: 

𝑦 = lim
𝑝→1

𝑦 =𝑦0 + 𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3 +⋯                                                                                                 (6.25) 
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Örnek 4:  

𝐷∗

3

2𝑦(𝑡) = −𝑦′′(𝑡) − 𝑦(𝑡) + 𝑡2 + 𝑡 +
4

√𝜋
√𝑡 + 3                                                            (6.26) 

𝑦(0) = 1 , 𝑦(1) = 3, sınır koşulları ile 1 < 𝛼 ≤ 2, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 

verilen, Bagley-Torvik (Torvik ve Bagley, 1984) sınır değer problemini (LD-HPM) 

yöntemi ile çözünüz. 

 

Çözüm: 

(6.26) denklemine HPM yöntemini uygulayalım. 

𝐷∗
𝛼𝑦(𝑡) = 𝐷∗

𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑝[−𝐷∗
𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑓(𝑡) − 𝐿𝑦(𝑡) − 𝑁𝑦(𝑡)]                                (6.27) 

𝑝 ∈ [0,1]                                                                                                                      

(6.27) ifadesine Laplace Dönüşümü uygulanırsa; 

ℒ[𝐷∗
𝛼𝑦(𝑡)] = ℒ[𝐷∗

𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑝(−𝐷∗
𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑓(𝑡) − 𝐿𝑦(𝑡) − 𝑁𝑦(𝑡))] 

Caputo kesirli türevin Laplace dönüşümü 

ℒ[𝐷∗
𝛼𝑓(𝑡)] = 𝑠𝛼𝐹(𝑠) − ∑ 𝑆𝛼−𝑘−1𝑓(𝑘)(0),𝑚 − 1 < 𝛼 < 𝑚𝑚−1

𝑘=0                              (6.28) 

𝑠𝛼ℒ[𝑦(𝑡)] − ∑ 𝑠𝛼−𝑘−1𝑚−1
𝑘=0 𝑓(𝑘)(0) = ℒ[𝐷∗

𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑝(−𝐷∗
𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑓(𝑡) − 𝐿𝑦(𝑡) −

𝑁𝑦(𝑡))]                                                                                                                      (6.29) 

𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 ya da  

ℒ[𝑦(𝑡)] =
1

𝑠𝛼
[∑ 𝑠𝛼−𝑘−1𝑓(𝑘)(0)𝑚−1

𝑘=0 ] +
1

𝑠𝑘
ℒ[𝐷∗

𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑝(−𝐷∗
𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑓(𝑡) − 𝐿𝑦(𝑡) −

𝑁𝑦(𝑡))]                                                                                                                      (6.30) 

Her iki tarafın ters Laplace Dönüşümünü alırsak, 

𝑦(𝑡) = ℒ−1 [
1

𝑠𝛼
[∑ 𝑠𝛼−𝑘−1𝑚−1

𝑘=0 𝑓(𝑘)(0)] +
1

𝑠𝛼
ℒ[𝐷∗

𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑝(−𝐷∗
𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑓(𝑡) −

𝐿𝑦(𝑡) − 𝑁𝑦(𝑡))]]                                                                                                       (6.31) 

𝑦(𝑡) = ∑ 𝑝𝑛𝑦𝑛
∞
𝑛=0                                                                                                       (6.32) 

(6.32) ifadesini (6.31) te yerine yazarsak; 

∑ 𝑝𝑛𝑦𝑛 = ℒ
−1 [

1

𝑠𝛼
[∑ 𝑠𝛼−𝑘−1𝑚−1

𝑘=0 𝑓(𝑘)(0)] +
1

𝑠𝛼
ℒ[𝐷∗

𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑝(−𝐷∗
𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑓(𝑡) −

∞
𝑛=0

𝐿 ∑ 𝑝𝑛𝑦𝑛
∞
𝑛=0 − 𝑁∑ 𝑝𝑛𝑦𝑛

∞
𝑛=0 )]]                                                                                 (6.33) 

 

p’nin aynı dereceli terimlerinin denklemi 

𝑝0: 𝑦0(𝑡) = ℒ
−1 [

1

𝑆𝛼
[∑ 𝑆𝛼−𝑘−1𝑚−1

𝑘=0 𝑓(𝑘)(0)] +
1

𝑆𝛼
ℒ[𝐷∗

𝛼𝑦0(𝑡)]]  
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𝑝1: 𝑦1(𝑡) = ℒ
−1 [

1

𝑠𝛼
ℒ[−𝐷∗

𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑓(𝑡) − 𝐿(𝑦0) − 𝑁(𝑦0)]] 

𝑝2: 𝑦2(𝑡) = ℒ
−1 [

1

𝑠𝛼
ℒ[−𝐿(𝑦0, 𝑦1) − 𝑁(𝑦0, 𝑦1)]] 

𝑝3: 𝑦3(𝑡) = ℒ
−1 [

1

𝑠𝛼
ℒ[−𝐿(𝑦0, 𝑦1, 𝑦2) − 𝑁(𝑦0, 𝑦1, 𝑦2)]] 

Başlangıç yaklaşımları 𝑦(0) = 𝛼0 , 𝑦′(0) = 𝛼1 , 𝑦′′(0) = 𝛼2 , … , 𝑦𝑚−1(0) = 𝛼𝑚−1 

olan denklemler çözülürse 

𝑦 = lim
𝑝→1

𝑦 = 𝑦0 + 𝑦1 +⋯+ 𝑦𝑛 +⋯ 

(6.30) denkleminin çözümünü LD-HPM ile bulmak için (6.32) te yerine yazalım. 

𝑦0(𝑡) = 1 + 𝐴𝑡 , 𝑦(0) = 1 , 𝑦
′(0) = 𝐴 başlangıç koşullarını seçelim. 

∑𝑝𝑛𝑦𝑛

∞

𝑛=0

= 1 + 𝐴𝑡 + ℒ−1 [
𝑝

𝑠
3
2

ℒ [−∑𝑝𝑛𝑦𝑛
′′ −∑𝑝𝑛𝑦𝑛

∞

𝑛=0

+ 𝑡2 + 𝑡 +
4

√𝜋
√𝑡 + 3

∞

𝑛=0

]] 

𝑦0(𝑡) + 𝑝𝑦1(𝑡) + 𝑝
2𝑦2(𝑡) + 𝑝

3𝑦3(𝑡) + ⋯

= 1 + 𝐴𝑡

+ ℒ−1 [
𝑝

𝑠
3
2

ℒ[−(𝑦0
′′ + 𝑝𝑦1

′′ + 𝑝2𝑦2
′′ +⋯)] − (𝑦0 + 𝑝𝑦1 + 𝑝

2𝑦2 +⋯)

+ 𝑡2 + 𝑡 +
4

√𝜋
√𝑡 + 3] 

𝑝0: 𝑦0(𝑡) = 1 + 𝐴𝑡 

𝑝1: 𝑦1(𝑡) = ℒ
−1 [

1

𝑠
3
2

(ℒ[−𝑦0
′′] − ℒ[𝑦0] + ℒ(𝑡

2 + 𝑡 +
4

√𝜋
√𝑡 + 3))] 

𝑦1(𝑡) = ℒ−1

[
 
 
 
1

𝑠
3
2
(

 −
1

𝑠
+ 𝐴

1

𝑠2
+
2!

𝑠3
+
1

𝑠2
+
4

√𝜋

√
𝜋
2

𝑠
3
2

+
3

𝑠

)

 

]
 
 
 

 

𝑦1(𝑡) =
8

3

𝑡3/2

√𝜋
+
32

105

𝑡7/2

√𝜋
+ 𝑡2 −

8

15

(𝐴 − 1)𝑡5/2

√𝜋
 

𝑝2: 𝑦2(𝑡) = ℒ
−1 [

1

𝑠
3
2

(ℒ[−𝑦1
′′] − ℒ[𝑦1])] 

𝑦2(𝑡) = −2𝑡 −
2𝑡3

3
−
𝑡5

60
−
8𝑡

3
2

3√𝜋
−

32

105√𝜋
𝑡
7
2 +

𝑡2(𝐴 − 1)

2
+
𝑡4(𝐴 − 1)

24
 

𝑝3: 𝑦3(𝑡) = ℒ
−1 [

1

𝑠3/2
(ℒ[−𝑦2

′′] − ℒ[𝑦2])] 
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𝑦3(𝑡) = 2𝑡 +
2

3
𝑡3 +

𝑡5

60
+

256𝑡
13
2

135135√𝜋
+
16𝑡

5
2

5√𝜋
+

64𝑡
9
2

315√𝜋

−
4(𝐴 − 1)(3465 + 16𝑡4 + 792𝑡2)𝑡

3
2

10395√𝜋
 

⋮ 

Yukarıda hesaplanan değerler yerine yazılırsa, 

𝑦(𝑡) = lim
𝑝→1

𝑦(𝑡) = 𝑦0(𝑡) + 𝑦1(𝑡) + ⋯+ 𝑦𝑛(𝑡) + ⋯ 

𝑦(𝑡) = 1 + 𝐴𝑡 +
8

3

𝑡3/2

√𝜋
+
32

105

𝑡7/2

√𝜋
+ 𝑡2 −

8

15

(𝐴 − 1)𝑡
5
2

√𝜋
− 2𝑡 −

2𝑡3

3
−
𝑡5

60
−
8𝑡

3
2

3√𝜋

−
32

105√𝜋
𝑡
7
2 +

𝑡2(𝐴 − 1)

2
+
𝑡4(𝐴 − 1)

24
+ 2𝑡 +

2

3
𝑡3 +

𝑡5

60
+

256𝑡
13
2

135135√𝜋

+
16𝑡

5
2

5√𝜋
+

64𝑡
9
2

315√𝜋
−
4(𝐴 − 1)(3465 + 16𝑡4 + 792𝑡2)𝑡

3
2

10395√𝜋
 

𝑦(0) = 1 , 𝑦(1) = 3 ifadeleri yerine yazılırsa, 𝐴 = −5.135838304 bulunur, bulunan 

değer yukarıdaki denklemde yerine yazılırsa, 

𝑦(𝑡) = 1 − 5.135838304𝑡 + 𝑡2 +
6.472447095

√𝜋
𝑡
5
2 − 0.2556599293𝑡2(12 + 𝑡2)

+

64
315

𝑡
9
2

√𝜋
+

256
135135

𝑡
13
2

√𝜋
+ 0.2361072940𝑡

−
2𝑡

3
2(3465 + 16𝑡4 + 792𝑡2)

√𝜋
 

denklemin yaklaşık analitik çözümü bulunmuş olur. 
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Şekil 28: y(t) nin yaklaşık olarak analitik çözüm davranışı 

 

 

Örnek 5:  

𝐷∗

3

2𝑦(𝑡) + 𝑦′′(𝑡) − 2𝑦(𝑡) =
4𝐵

√𝜋
√𝑡 − 2𝐵𝑡2 + 2𝐴𝑡 + 2(𝐵 − 𝐴)                                        (6.33) 

1 < 𝛼 ≤ 2 , 0 ≤ 𝑡 ≤ 1                                                                                                                

sınır koşulları 𝑦(0) = 1 , 𝑦(1) = 4                                                                                                   (6.34) 

𝐴~𝑁(𝜇, 𝜎2  ) → 𝐴~𝑁(2,1) Normal dağılıma sahip, 𝐵~Ü𝑠𝑡𝑒𝑙(𝜆) → 𝐵~Ü𝑠𝑡𝑒𝑙(𝜆 = 3) 

üstel dağılıma sahip, rastgele değişkenler olmak üzere rastgele Bagley-Torvik (Torvik ve 

Bagley, 1984)  sınır değer problemini (LD-HPM) yöntemi yardımıyla çözüm 

davranışlarını inceleyiniz. 

 

Çözüm:  

(6.33) ifadesi 
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∑𝑝𝑛𝑦𝑛 = ℒ−1 [
1

𝑠𝛼
[∑ 𝑠𝛼−𝑘−1𝑓(𝑘)(0)

𝑚−1

𝑘=0

]

∞

𝑛=0

+
1

𝑠𝛼
ℒ [[𝐷∗

𝛼𝑦0(𝑡)

+ 𝑝 (−𝐷∗
𝛼𝑦0(𝑡) + 𝑓(𝑡) − 𝐿∑𝑝𝑛𝑦𝑛

∞

𝑛=0

− 𝑁∑𝑝𝑛𝑦𝑛

∞

𝑛=0

)]]] 

𝑦0(𝑡) = 1 + 𝑐𝑡 seçilerek (6.33)’te yerine yazılması ile LD-HPM yolu ile denklem 

çözülebilir. 

∑𝑝𝑛𝑦𝑛 = 1 + 𝑐𝑡

∞

𝑛=0

+ ℒ−1 [
𝑝

𝑠3/2
ℒ [−∑𝑝𝑛𝑦𝑛

′′ + 2∑𝑝𝑛𝑦𝑛 − 2𝐵𝑡
2 + 2𝐴𝑡 + 2(𝐵 − 𝐴)

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

]] 

𝑦0(𝑡) + 𝑝𝑦1(𝑡) + 𝑝
2𝑦2(𝑡) + 𝑝

3𝑦3(𝑡) + ⋯

= 1 + 𝑐𝑡

+ ℒ−1 [
𝑝

𝑠3/2
ℒ[−(𝑦0

′′ + 𝑝𝑦1
′′ + 𝑝2𝑦2

′′ +⋯)] − (𝑦0 + 𝑝𝑦1 + 𝑝
2𝑦2 +⋯)

− 2𝐵𝑡2 + 2𝐴𝑡 + 2(𝐵 − 𝐴)] 

𝑝0: 𝑦0(𝑡) = 1 + 𝑐𝑡 

𝑝1: 𝑦1(𝑡) = ℒ
−1 [

1

𝑠3/2
(ℒ[−𝑦0

′′] − ℒ[𝑦0] + ℒ(−2𝐵𝑡
2 + 2𝐴𝑡 + 2(𝐵 − 𝐴))] 

𝑦1(𝑡) = ℒ−1 [
1

𝑠
3
2

(−
1

𝑠
− 𝑐

1

𝑠2
− 2𝐵

2!

𝑠3
+ 2𝐴

1

𝑠2
+
2(𝐵 − 𝐴)

𝑠
)] 

𝑦1(𝑡) =

4(16𝐵𝑡
7
2 + 35(−1 − 2𝐴 + 2𝐵)𝑡

3
2 + 14𝑡

5
2(−𝑐 + 2𝐴))

105√𝜋
 

 𝑝2: 𝑦2(𝑡) = ℒ
−1 [

1

𝑠3/2
(ℒ[−𝑦1

′′] − ℒ[𝑦1])] 

𝑦2(𝑡) =  
𝑡(4𝐵𝑡4 + 5𝑡3𝑐 − 10𝐴𝑡3 + 40𝐵𝑡2 + 40𝐴𝑡2 + 20𝑡2)

120

+
𝑡(−120𝐴𝑡 + 60𝑐𝑡 + 240𝐴 − 240𝐵 + 120)

120
 

𝑝3: 𝑦3(𝑡) = ℒ
−1 [

1

𝑠3/2
(ℒ[−𝑦2

′′] − ℒ[𝑦2])] 
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𝑦3(𝑡) =

4(−128𝐵𝑡
13
2 − 36036𝑡

5
2(1 + 2𝐴) − 1144𝑡

9
2(1 + 6𝐵 + 2𝐴))

135135√𝜋

+ 

4 (13(−𝑐 + 2𝐴)𝑡
3
2(3465 + 16𝑡4 + 792𝑡2))

135135√𝜋
 

⋮ 

 

Yukarıda hesaplanan değerler yerine yazılırsa, 

𝑦(𝑡) = lim
𝑝→1

𝑦(𝑡) = 𝑦0(𝑡) + 𝑦1(𝑡) + ⋯+ 𝑦𝑛(𝑡) + ⋯ 

𝑦(𝑡) = 1 + 𝑐𝑡 +

4(16𝐵𝑡
7
2 + 35(−1 − 2𝐴 + 2𝐵)𝑡

3
2 + 14𝑡

5
2(−𝑐 + 2𝐴))

105√𝜋

+ 
𝑡(4𝐵𝑡4 + 5𝑡3𝑐 − 10𝐴𝑡3 + 40𝐵𝑡2 + 40𝐴𝑡2 + 20𝑡2)

120

+
𝑡(−120𝐴𝑡 + 60𝑐𝑡 + 240𝐴 − 240𝐵 + 120)

120
 

𝑦(0) = 𝐴 , 𝑦(1) = 4 ifadeleri yerine yazılırsa, 𝑐 = 2.083863547 + 0.3809863674𝐵 −

0.2799051480𝐴 bulunur, bulunan değer yukarıdaki denklemde yerine yazılırsa, 

𝑦(𝑡)

= 1 + (2.083863547 + 0.3809863674𝐵 − 0.2799051480𝐴)𝑡

+
4(−16𝐵𝑡

7
2 + 35(−1 − 2𝐴 + 2𝐵)𝑡

3
2

105√𝜋

+
56𝑡

5
2(−2.083863547 − 0.3809863674𝐵 + 2.279905148𝐴)

105√𝜋

+
𝑡(4𝐵𝑡4 + 5𝑡3(2.083863547 + 0.3809863674𝐵 − 0.2799051480𝐴)

120

−
𝑡(10𝐴𝑡3 + 40𝐵𝑡2 + 40𝐴𝑡2 + 20𝑡2 − 120𝐴𝑡)

120

+
60𝑡(2.083863547 + 0.3809863674𝐵 − 0.2799051480𝐴)𝑡 + 240𝐴 − 240𝐵 + 120)

120
 

denklemin yaklaşık analitik çözümü bulunmuş olur. 

Normal dağılıma sahip 𝐴 rastgele değişkenin parametreleri, 𝐴~𝑁(𝜇, 𝜎2)  dir. Normal 

dağılımın moment çıkaran fonksiyonundan faydalanılarak  

𝑀𝑥(𝑡) = 𝐸[𝑒
𝑡𝑋] = 𝑒𝑡𝜇+

𝑡2𝜎2

2                                                                                                                     (6.35) 

(6.35) ifadesi bulunur. 𝐴~𝑁(𝜇, 𝜎2)  rastgele değişkeninin, birinci momenti ve varyansı 
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𝐸[𝐴] = 𝜇,  𝑉𝑎𝑟[𝐴] = 𝜎2                                                                          (6.36)                                           

dır (Akdeniz, 2014, Khaniyev vd., 2017). 

 

Üstel dağılıma sahip 𝐵 rastgele değişkenin parametreleri, 𝐵~Ü𝑠𝑡𝑒𝑙(𝜆) dir. Üstel 

dağılımın moment çıkaran fonksiyonundan faydalanılarak  

𝑀𝑥(𝑡) = 𝐸[𝑒
𝑡𝑋] =

𝜆

𝑡−𝜆
                                                                                                                    (6.37) 

(6.37) ifadesi bulunur. 𝐵~Ü𝑠𝑡𝑒𝑙(𝜆) rastgele değişkeninin, birinci momenti ve varyansı 

𝐸[𝐵] =
1

𝜆
,  𝑉𝑎𝑟[𝐵] =

1

𝜆2
                                                                          (6.38)                                           

dır (Akdeniz, 2014, Khaniyev vd., 2017). Beklenen değer ve varyansı, 

 

𝐸[𝑦(𝑡)] = 1 + (2.083863547 + 0.3809863674𝐸[𝐵] − 0.2799051480𝐸[𝐴])𝑡

+
4

105√𝜋
((−16𝐸[𝐵]𝑡

7
2 + 35(−1 − 2𝐸[𝐴] + 2𝐸[𝐵])𝑡

3
2

+ 14𝑡
5
2(−2.083863547 − 0.3809863674𝐸[𝐵] + 2.279905148𝐸[𝐴]))

+
1

120
𝑡(4𝐸[𝐵]𝑡4 + 5𝑡3(2.083863547 + 0.3809863674𝐸[𝐵]

− 0.2799051480𝐸[𝐴]) − 10𝐸[𝐴]𝑡3 + 40𝐸[𝐵]𝑡2 + 40𝐸[𝐴]𝑡2 + 20𝑡2

− 120𝐸[𝐴]𝑡 + 60(2.083863547 + 0.3809863674𝐸[𝐵]

− 0.2799051480𝐸[𝐴])𝑡 + 240𝐸[𝐴] − 240𝐸[𝐵] + 120)

= 1 + (2.083863547 + 0.3809863674
1

𝜆
− 0.2799051480𝜇)𝑡

+
4

105√𝜋
((−16

1

𝜆
𝑡
7
2 + 35 (−1 − 2𝜇 + 2

1

𝜆
) 𝑡

3
2 + 14𝑡

5
2(−2.083863547

− 0.3809863674
1

𝜆
+ 2.279905148𝜇)) +

1

120
𝑡(4

1

𝜆
𝑡4

+ 5𝑡3(2.083863547 + 0.3809863674
1

𝜆
− 0.2799051480𝜇) − 10𝜇𝑡3

+ 40
1

𝜆
𝑡2 + 40𝜇𝑡2 + 20𝑡2 − 120𝜇𝑡 + 60(2.083863547

+ 0.3809863674
1

𝜆
− 0.2799051480𝜇)𝑡 + 240𝜇 − 240

1

𝜆
+ 120) 
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𝑉𝑎𝑟[𝑦(𝑡)] = (0.3809863674𝑡)2𝑉𝑎𝑟[𝐵] + (0.2799051480𝑡)2𝑉𝑎𝑟[𝐴]

+ (
64

105√𝜋
)
2

𝑡7𝑉𝑎𝑟[𝐵] + (
56

17√𝜋
)
2

𝑡3(𝑉𝑎𝑟[𝐵] + 𝑉𝑎𝑟[𝐴])  

+ (
2

17√𝜋
)
2

𝑡5((0.3809863674)2𝑉𝑎𝑟[𝐵] + (2.279905148)2𝑉𝑎𝑟[𝐴])

+
𝑡2

1202
(16𝑡8𝑉𝑎𝑟[𝐵]

+ 25𝑡6((0.3809863674)2𝑉𝑎𝑟[𝐵] + (0.2799051480)2𝑉𝑎𝑟[𝐴])

+ 100𝑉𝑎𝑟[𝐴]𝑡6 + 1600𝑉𝑎𝑟[𝐵]𝑡4 + 1600𝑉𝑎𝑟[𝐴]𝑡4 + 14400𝑉𝑎𝑟[𝐴]𝑡2

+ 602((0.3809863674)2𝑉𝑎𝑟[𝐵] + (0.2799051480)2𝑉𝑎𝑟[𝐴])𝑡2

+ 2402𝑉𝑎𝑟[𝐴] + 2402𝑉𝑎𝑟[𝐵]) =

= (0.3809863674𝑡)2
1

𝜆2
+ (0.2799051480𝑡)2𝜎2 + (

64

105√𝜋
)
2

𝑡7
1

𝜆2

+ (
56

17√𝜋
)
2

𝑡3(
1

𝜆2
+ 𝜎2)  + (

2

17√𝜋
)
2

𝑡5((0.3809863674)2
1

𝜆2

+ (2.279905148)2𝜎2) +
𝑡2

1202
(16𝑡8

1

𝜆2

+ 25𝑡6 ((0.3809863674)2
1

𝜆2
+ (0.2799051480)2𝜎2) + 100𝜎2𝑡6

+ 1600
1

𝜆2
𝑡4 + 1600𝜎2𝑡4 + 14400𝜎2𝑡2

+ 602 ((0.3809863674)2
1

𝜆2
+ (0.2799051480)2𝜎2) 𝑡2 + 2402𝜎2

+ 2402
1

𝜆2
) 

 

𝜆 = 3, 𝜇 = 2, 𝜎 = 1  özel değerleri için  
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𝐸[𝑦(𝑡)] = 1 + (2.083863547 + 0.3809863674
1

3
− 0.2799051480 ∗ 2)𝑡

+
4

105√𝜋
((−16

1

3
𝑡
7
2 + 35 (−1 − 2 ∗ 2 + 2

1

3
) 𝑡

3
2

+ 14𝑡
5
2(−2.083863547 − 0.3809863674

1

3
+ 2.279905148 ∗ 2))

+
1

120
𝑡(4

1

3
𝑡4 + 5𝑡3(2.083863547 + 0.3809863674

1

3

− 0.2799051480 ∗ 2) − 10 ∗ 2𝑡3 + 40
1

3
𝑡2 + 40 ∗ 2𝑡2 + 20𝑡2 − 120

∗ 2𝑡 + 60(2.083863547 + 0.3809863674
1

3
− 0.2799051480 ∗ 2)𝑡

+ 240 ∗ 2 − 240
1

3
+ 120) 

 

 

 

Şekil 29: y(t) nin beklenen değerinin yaklaşık olarak analitik çözüm davranışı 
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𝑉𝑎𝑟[𝑦(𝑡)] = (0.3809863674𝑡)2
1

32
+ (0.2799051480𝑡)212 + (

64

105√𝜋
)
2

𝑡7
1

32

+ (
56

17√𝜋
)
2

𝑡3(
1

32
+ 12)  + (

2

17√𝜋
)
2

𝑡5((0.3809863674)2
1

32

+ (2.279905148)212) +
𝑡2

1202
(16𝑡8

1

32

+ 25𝑡6 ((0.3809863674)2
1

32
+ (0.2799051480)212) + 100 ∗ 12𝑡6

+ 1600
1

32
𝑡4 + 1600 ∗ 12𝑡4 + 14400 ∗ 12𝑡2

+ 602 ((0.3809863674)2
1

32
+ (0.2799051480)212) 𝑡2 + 240212

+ 2402
1

32
) 

 

Şekil 30: y(t) nin varyansının yaklaşık olarak analitik çözüm davranışı 
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Şekil 31: y(t) nin 3 standart sapmalık güven aralığının davranışı 
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7. İRDELEME 

 

Bu tez çalışmasında elde edilen bulgulardan çıkarılan sonuca göre, adi ve kısmi 

diferansiyel denklemler ile diferansiyel denklem sistemlerinin yanı sıra, kesirli 

mertebeden adi ve kısmi diferansiyel denklemler ile kesirli mertebeden diferansiyel 

denklem sistemleri başlangıç koşulları veya katsayılar rastgele seçilerek, rastgele hale 

dönüştürülmüşlerdir. Kesirli mertebeden adi ve kısmi diferansiyel denklemler ile 

diferansiyel denklem sistemleri rastgele etkiler altında incelenmesi için normal, düzgün, 

beta, gamma, Laplace ve üstel dağılımlarına sahip rastgele etki terimleri kullanılmıştır. 

Bu rastgele kesirli mertebeden adi ve kısmi diferansiyel denklemlerin yaklaşık analitik 

çözümleri için literatürde çok sık kullanılan yöntemlerden birisi olan HPM (Homotopi 

Pertürbasyon Metodu) ve LD-HPM (Laplace Dönüşüm-Homotopi Pertürbasyon Metodu) 

yöntemlerinden istifade edilmiştir. Elde edilen bu çözümlerin beklenen değer, varyans ve 

güven aralıkları hesaplanarak MATLAB paket programı yardımıyla grafiksel olarak 

gösterilmiştir. 
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8. SONUÇ VE DEĞERLENDİRME 

 

Bu çalışmada kesirli ve kesirli mertebeden olmayan adi, kısmi ve diferansiyel 

denklem sistemleri başlangıç koşulları ya da katsayıları sürekli zamanlı olasılık 

dağılımları olan düzgün, normal, beta, Laplace, gamma ve üstel dağılımlarından herhangi 

biri seçilerek denklemler rastgele hale dönüştürülmüştür. Bu rastgele hale getirilen 

denklemlerin olasılık karakteristiklerinden beklenen değer, varyans ve güvenlik aralıkları 

hesaplanmıştır. Rastgele hale dönüştürülen adi, kısmi ve diferansiyel denklem 

sistemlerini çözmek için yaklaşık analitik çözüm yöntemlerinden literatürde çok yaygın 

olarak kullanılan HPM ve LD-HPM yöntemlerinden faydalanılmıştır. Buna ek olarak 

kesirli türevin farklı değerleri için analizler yapılmıştır. Son olarak elde edilen çözümlerin 

olasılık karakteristiklerinden beklenen değer, varyans ve güven aralıklarının çözüm 

grafikleri MATLAB 2013 paket programı yardımıyla çizilmiştir. 
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9. ÖNERİLER 

 

Bu çalışmada lineer ve lineer olmayan kesirli ve kesirli olmayan mertebeden adi ve 

kısmi diferansiyel denklemler ve denklem sistemleri rastgele hale dönüştürülerek olasılık 

karakteristikleri incelenmiştir. Rastgele hale getirilen denklemler HPM yöntemiyle 

yaklaşık analitik çözümleri elde edilmiştir. Rastgele lineer ve lineer olmayan adi ve kısmi 

diferansiyel denklemler kesirli mertebeden diferansiyel denklemlere dönüştürülerek 

gecikme terimi eklenerek HPM ve LD-HPM yöntemleriyle yaklaşık analitik çözümleri 

bulunabilir. Literatür de çok sık kullanılan homotopi analiz, sumudu, aboodh, diferansiyel 

dönüşüm, varyasyonel iterasyon ve Adomian ayrışım yöntemi yardımıyla yaklaşık 

analitik çözümler bulunabilir. 
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