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OZET

Bu tez G¢ bolimden olugmaktadir.
Sifirinci bélimde tezde kullanacagimiz temel tanim ve kavramlar verildi.

Birinci bélimde Simplisil Steenrod Cebirleri, Kros Moddller, Serbest Kros Modiiller
anlatildi ve 6rnekler sunuldu.

ikinci bolimde Degismeli Simplisil Steenrod Cebirleri, Steenrod Hiperkros Kompleks

Ciftleri, Simplisil Steenrod Cebirlerinden 2 —kros modiiller, Kros Karelerden 2 —kros modilller,
Simplisil Steenrod Cebirlerinden Steenrod Kros Kareler incelendi.

Uglincti  bélimde 2—kros_ modiullerden Kuadratik modduller, Simplisil Steenrod
Cebirlerinden Kuadratik Modillerin Insasi, Kros Karelerden Kuadratik Modiiller incelendi ve
Kuadratik Kompleks tanimi verildi.



ABSTRACT

This Thesis consists of three chapters.

In the preface chapter basic definations and concepts which will be used in the Thesis
are given.

In the first chapter Simplicial Steenrod Algebras, Cross Modules, Free Cross Modules
explained and examples are presented.

In the second chapter Commutative Simplicial Steenrod Algebras, Steenrod Hypercross
Complex Pairs, 2— Cross Modules from Simplicial Steenrod Algebras, 2 — Cross Modules from
Cross Squares, Steenrod Cross Squares from Simplicial Steenrod Algebras are investigated.

In the third chapter Quadratic Modules from 2 —Cross Modules, Quadratic Modules
from Simplicial Steenrod Algebras, Constructions of Quadratic Modules from Simplicial
Steenrod Algebras, Quadratic Modules from Cross Squares are searched and the defination of
Quadratic Complex is given.

vi



BOLUM 0:
TEMEL TANIMLAR VE KAVRAMLAR

0.1. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 0.1.1. (Homotopi). f ve f', X uzayindan Y uzayinin igine siirekli déniisiimler olsun.
Her X € X igin

F(x,0)=f(x) ve F(x,1)= f'(x)
olacak sekide F:X x| —Y déniusimi varsa f f' ye homotopiktir denir. (Burada
I =[0,1].) F,f ve f’ arasinda homotopi olarak adlandiriir. f, f’ ye homotopik ise,

f = f' yazanz.

Tanim 0.1.2. (Homoloji). X bir topolojik uzay olsun. Bir homoloji teori
H.(X)=> H,(X)
n=1

n=12,.. igin X uzayim H_(X) abel gruplarinin bir ailesine aynstinr. H,(X) direkt

toplamina X ’in bir homolojisi ve her n igin Hn(X) direkt toplam terimine de X'in n.

homoloji grubu denir.

Tanim 0.1.3. (Eshomoloji). C bir diferansiyel grup ve G bir degismeli grup olsun.
C* =Hom, (C,G) degismeli grubunu olusturalim; elemanlari ‘katsayilar G 'de olmak izere
eszincirler olarak adlandirilan f :C — G grup homomorfizmleridir. d :C — C diferansiyeli
d'f=fd:C—>G ile tanmli d*":C* —>C" dénisimini dogurur; d"f, f eszincirinin
essiniri olarak adlandirilir; genellikle 5f =d*f olarak yazilir. d> =0 oldugundan (d*)*>=0.
Béylece C*, d* diferansiyeli ile birlikte bir diferansiyel gruptur. Bunun homolojisi G 'deki

katsayilarla birlikte C’nin eshomolojisi olarak adlandiriir ve H™(C,G) = H (Hom(C,G))

olarak yazilr.



Tanim 0.1.4. (Kros Modiil). Bir kros modiil tim reR ve ¢,c'eC icin d(c-r)=0(c)-r ve
c'd(c) =cc’ olacak sekilde R’nin C izerindeki etkisi ile birlikte bir 0:C — R Steenrod Cebiri

homomorfizmidir. ikinci baginti Peiffer 6zdegligi olarak adlandiriir. Béylece bir kros mod(ilii

(C,R,0) ile gbsterecegiz.

Tanim 0.1.5. (Yan Kros Modiil). Bir yari-kros modil tim reR ve ceC igin

o(c-r)=0(c)-r bagintisini saglayan reR ve ceC igin C-r olarak yazilan R'nin C

Uzerindeki bir etkisi ile birlikte 0:C — R homomorfizmidir.

Tanim 0.1.6. (2 - Kros Modiil). K - cebirlerin bir 2 —kros modiilii
d,:C, >C,

Bir kros modiil olacak sekilde C; kendi tizerinde ¢arpimla etki etmek lizere C; — cebirlerinin bir

A A

C,——C,——>C,

kompleksinden ve C; — cebirlerinin 0,,0, morfizmlerinden olusur. Su halde C, C, Ulzerinde
C, ile etki eder ve tim XeC,,yeC,,z€C, icin (Xy)z=X(yz) olmasini istiyoruz. Ustelik
tim X, X,X, €C,,¥,Y,, Y, Y, €C, ve zeC, icin asagidaki aksiyomlari saglayan, Peiffer
Lifting olarak adlandirilan

{-®-}:C,®. C,—>C,
olarak verilen verilen bir {,} bilineer fonksiyonu vardir.
2CM1) 0,{Y, ® ¥} = VoY1 = Yo - OrYs
2CM2) {0, (%) ® 0, (X,)} = XX,
2CM3) {Y, ® ¥,Y,}={YoYs ® Y.} +{¥o ® V1}-01Y,
2CM4) a) {0,Xx®Yy}=x-y—x-0,y

b) {y®0,x}=x-y

2CM5) {Y, ® Y.} 2 ={Y, - 2@ ¥} ={Y, ® ¥, -7}
Steenrod Cebirlerinin bir 2 —kros moduliiniin bir morfizmi

f,0,=0,f, f0,=0,f,
olacak sekilde ve

f.(c,-c) = f(c,)- f.(c), f,(c,-c,)=f,(c,)- f,(c,)

vetim ¢,eC,, ¢, €C,, ¢, €C; icin



{®} f1 ® fl = f2{®}

olacak sekilde

O
N
N
A4
i)
ASH
A4
O
o

diyagramiyla gosterilebilir. Degismeli Steenrod cebirlerinin 2 —kros moddil kategorisi SXZMOd

ile gosterilir.

Tanim 0.1.7. (Moore Kompleksi). Verilen bir SA simplisil Steenrod cebiri igin SA’nin
(NSA, 0) Moore kompleksi 0, : NSA, — NSA , d’den kisitlamayla tretiimek tizere
NSA, = cekd; Nncekd,' N---Ngekd; ,

ile tanimli zincir kompleksidir.

Tanim 0.1.8. (Homotopi Modiili). SA’nin n. homotopi moduli 7,(SA), SA Moore

kompleksinin N. homolojisidir, yani

n n
7, (SA) = H_(NSA,0) = Ngekd" /d" (N gekd™™).
i=0 i=0
Tanim 0.1.9. (Homotopi Tipi). S ve T iki topolojik uzay olsun. ge f:S—>S,1:S—>S
dzdeslik fonksiyonuna homotop ve fog:T —»T, j:T > T 6zdeslik fonksiyonuna homotop
olacak sekilde f:S—T, g:T — S sirekli fonksiyonlari varsa, S uzayr T ile ayni homotopi
tipindedir denir. Agcikga S, T ye topolojik olarak es yapili ise, S, T 'nin homotopi tipindedir.

Fakat ayni homotopi tipindeki uzaylarin topolojik es yapili olmasi gerekmez.

Tanim 0.1.10. (Zincir Kompleksi). C zincir kompleksi C_ abel gruplarinin bir uzun dizisi ile

0, :C, — C,, homomorfizmalarindan olusur &yle ki

Ons N %
A—>C > C, > A

dizisinde her n igin 0, °0,,, =0 dir. Bagka bir deyisle gord,,,  ¢ekd, .

n+1



Tanim 0.1.11. (Simpleks). X;,X,..., X, (p=0) R"in lineer bagimsiz noktalari olsun, bu

takdirde

p

s, ={XA4X%:

i=0 i

Mo

21 =1ve 21 ZO, i=011121"'1 p}

Il
o

kimesine bir afin simpleks denir.

Tanim 0.1.12. (Simpligil Kompleks). S R" deki afin simlekslerin asagidaki iki bagintiy

saglayan sonlu bir kiimesi olsun.

(K1) Eger S, simpleksi S ye aitise, bu takdirde S, nin her ylzeyi de S ye aittir.

(K2) S nin iki simpleksinin arakesiti ya bostur ya da bir ortak ytizeydir.

R"’in bir alt uzayi simplekslerin béyle bir S kimesinin simplekslerinin birlesimi olarak

gOsterilebilirse, bu sonlu geometrik simplisil kompleks olarak adlandirilir.

Tanim 0.1.13. (Kategori). Bir K kategorisi
(a) Obj(K) nesneler sinifindan,

(b) Her sirali (X,Y) nesneler gifti icin HomK (X,Y) ile gésterilen morfizmalar kiimesinden,

(c) Her sirali (X,Y,Z) nesneler Gglusi icin f: X —>Y ve g:Y —Z morfizmler olmak
uzere gf =go f: X — Z ile tammli agagidaki aksiyomlari saglayan fonksiyonlardan olusur:

i) Her X,Y,ZW nesneleri icin f eHomK(X,Y), geHomK(Y,Z) ve
h e HomK(Z,W)ise h(gf)=(gh)f birlesme aksiyomu saglanir.

ii) Her Y nesnesi icin f e HomK(X,Y), g eHomK(Y,Z) ise 1, f =f ve 1,9 =0 olacak

sekilde 1, e HomK(Y,Y) birim homomorfizmasi vardir.

Tanim 0.1.14. (Fanktor). Bir C kategorisinden bir D kategosisine bir F fanktéri F (1) =1 ve
F(fog)=F(f)oF(g) olacak sekiide C’deki her bir X nesnesini D’deki bir F(X)
nesnesine ve C'deki her bir f € Mor(X,Y) morfizmini D’deki bir F(f) eMor(F(X),F(Y))

morfizmine tasiyan bir donisimddr.

Tanim 0.1.15. (Cebir). C, F cismi Uzerinde bir lineer uzay olsun. Her X,y,z2€C ve her
a€F igin -:CxC — C iglemi asagidaki sartlari saghyorsa C’ye F (izerinde cebir denir.
C1) a(x-y) = (ax)-y =x-(ay)

C2) X-(Y+Z)=Xy+XzZ ve (X+Yy)z=X2+Yyz

C3) x-(y-z)=(x-y)-z.



Tanim 0.1.16. (Kros Kare). Bir kros kare R’nin L,M ve N Uzerindeki etkisi ile birlikte
degismeli bir

L —24 5 M

N — R
diyagramidir. Su halde M 'nin L ve N Uzerinde 4 ile degismeli etkileri ve bir h — déntsumii
olan bir
h:MxN—>L
fonksiyonu vardir. Bu veri agagidaki aksiyomlari saglamaldir:

timleL,mmeM ve nn"eN,reR,k € A icin
1. L, A, u,v ve ud =vA' kros modiillerdir.

2. 1,A" doénisiimleri R ’nin etkisini korur.

3. kh(m, n) = h(km,n) = h(m, kn);
4

. h(m+m’,n) =h(m,n)+h(m’,n);

i

h(m,n+n") =h(m,n)+h(m,n’);
r-h(m,n)=h(r-m,n)=h(m,r-n);
Ah(m,n)=m-n

A'h(m;n)=n-m

h(m,A1)=m-1;

10. h(Al,n)=n-1I.

Béyle bir kros kare (L, M, N, R) ile gosterilir.

© o N o

Tanim 0.1.17. (nil(2) -modiil). Bir nil(2) -modiil ilave olarak ‘nilpotence’ bagintisiyla birlikte bir

0:C — R vyari-kros moddliidr.

Tanim 0.1.18. (Kuadratik Modiil). Bir (®,0,0) kuadratik modulii asagidaki aksiyomlar

saglanacak sekilde cebir homomorfizmlerinin degismeli bir
C®C

L—§>M—6>N



diyagramidir:
QM1) 0:M — N homomorfizmasi bir Nil(2)—modiildir ve M — C =M /(M “)?boliim
doénisimi, [x]eC xe M ile temsil edilen sinifi géstermek tzere X [X] ile verilir. W

doénlistima Peiffer garpimiyla tanimlidir, yani

W(IX]®[y]) = xy —x-o(y) .

QM2) 6 ve 0 homomorfizmleri 60 =0"1 saglar ve @ doénisimi W nin bir liftingidir, yani

Ow = Wveya denk olarak X,y € M icin do([X]®[Y]) = @([X]®[Y]) = xy — x-0(y)

QM3) L bir N — Steenrod cebiridir ve diyagramdaki tim homomorfizmler N ’'nin etkisine gore
denktir. Ustelik N ’'nin L Gzerindeki etkisi a € L ve X € N igin agagidaki esitligi saglar:
a-o(x) = w([oa]l®[x]+[x]®[oa]).

Tanim 0.1.19. (Degismeli Diyagram). Verilen bir C kategorisinde, verilen bir cikis
nesnesinden verilen bir varig nesnesine bitin bileske morfizmleri esit ise, nesnelerin ve

morfizmlerin diyagramina degismelidir denir. Ornegin A,B,C ve D, C’deki nesneler olmak

Uzere
f AT B
A B _ >
h g a g
C C T D

diyagramlari degismelidir ancak ve ancak, sirastyla, h=go f ve foa=gec f olmasidirr.

2.STEENROD CEBIRI

Matematigin bir brangi olan cebirsel topolojide Steenrod cebiri eshomoloji operatérlerinin
teorisinde icerilen bir yapidir. Bu 6zellikle homotopi teoristleri icin blylik 6nem tasiyan bir
konudur.

Daha agik olarak verilen bir p asal sayisi igin, katsayilar modilo p olmak tzere Z/ p cismi
Uzerindeki graded cebirdir. Kisaca modp singller eshomoloji icin stable eshomoloji
operatorlerinin  cebiridir. indirgenmis p. Steenrod kuvvetleriyle veya p=2 ise Steenrod

kareleriyle uretilir. Homotopi gruplarinin hesaplanmasi igin gerekenler Steenrod cebiri

Uzerindeki homolojik cebirin gbz 6niinde bulundurulmasi anlamindadir.



2.1. Eshomoloji Operatorleri

Bir eshomoloji operatérlii, eshomoloji fanktorleri arasindaki eshomoloji fanktorleri arasindaki
dogal bir dénisimdir. Ornegin eshomolojiyi bir halkadaki katsayilarla birlikte alirsak cup carpim

kareleme igslemi eshomoloji operatodrlerinin bir
H"(X;R) > HZ”(X;R)
X = XX

Eshomoloji operatorlerinin grup homomorfizmalari olmasi gerekmedigine dikkat edelim.

Bu operatorlerin kullanimi sinirlidir, ginkd suspansiyon ile degismezler, yani dengeli degildirler

(unstable). Bu, Y bir X uzayinin stspansiyonu ise Y 'nin kohomolojisi Uzerindeki cup
carpimin asikar (trival) olmasindan kaynaklanir.

Norman Steenrod sifirdan biiyiik tim i ’ler igin
Sq' :H"(X,Z/2) > H"™(X,Z12)
p' i H"(X:ZIp)—> H™ D (X:Z] p)
dengeli (stable) islemlerini insa etti.
Sq gosterimi ve adi, Steenrod kareleri, Sq"’in n. dereceden siniflara kisitlanan cup kare
olmasi durumundan gelir. Tek asal katsayilar igin, genellikle pi ile gosterilen ve indirgenmis p.
kuvvet iglemleri olarak adlandirilan benzer iglemler vardir. Carpim islemlerin bileskesiyle

veriimek tizere Sq' Z/2 iizerinde bir baglantili graded cebiri Gretir. Bu mod2 Steenrod
cebiridir. P> 2 durumunda mod P Steenrod cebiri p' ile tiretilir ve B Bockstein islemi

05ZIp—>ZIp>*—>ZIp—>0
kisa tam dizisine birlestirilir.

(Bockstein ayrica mod 2 durumunda da, Sq' gibi meydana gelir.)
2.2, Aksiyomatik Karakterizasyon

Sq" Steenrod kareleri asagidaki aksiyomlari saglar.

1. Dogallik: Herhangi bir f : X —Y déniisiimii igin,
f7(Sq"x) =Sq" f " (x).

2. Toplamsallik: Sq"(x+Y)=Sq"(x)+Sq"(y).

3. Cartan Formiilii: Sq"(Xx — y)= Y. (S0'x) —(Sq'y)

i+j=n



4. Dengelilik (Stability): (Eger dikkatli olursak) Kareler stispansiyon izomorfizmleriyle degisir.

5. Sq" n. dereceden siniflar {izerinde cup karedir.
6. Sq° birim homomorfizmasidir.
7. 5q',
0>Z12->5714—-712—0

tam dizisinin Bockstein homomorfizmasidir.

Asagida tanimlanan Adem bagintilari ile birlikte, bu aksiyomlar Steenrod Karelerini bir tek

bigimde karakterize eder. Benzer aksiyomlar p > 2 igin indirgenmis p. kuvvetlere uygulanir.

Adem Bagintilari ve Serre - Cartan Bazi

Steenrod cebirleri hakkindaki ilk sorulardan biri, islemlerin bileskesinin ne zaman sifirdan
farkli olacagidir. Steenrod cebirinin halka yapisi oldukga karisiktir. Gergekten, asagida tarif
edildigi gibi eshomolojisi kirelerin dengeli homotopi gruplarina bir yaklagim olarak géz 6nulne
alinabilir, modern matematigin nesneleri tanimlanmasi zor oldugu icin meshurdur. Jean — Pierre
Sere ve Henri Cartan, bulucusu José Adem ile adlandirilan Adem bagintilarini inceleyerek

Steenod cebiri icin iyi bir baz buldular. Bu baz tamsayi dizileri igin admissibility’nin belirli bir

gosterimi izerine dayanir. Her bir | icin i, > 2i;,, ise

iy 0y,

dizisinin admissible oldugunu sdyleriz. Bu takdirde
Sq' _ Sqi1 '__Sqi,,
elemanlari | bir admissible dizi olmak lizere mod 2 Steenrod cebiri igin bir baz (Sere-Cartan
bazi) olusturur. p>2 igin de benzer bir baz vardir. Admissibility gésterimi i<2] olacak
sekilde tim i, j >0 igin
sq'sq :Wf{_j —k—ljsqﬂ,-ksqk

= \i—-2k

olan Adem bagintilarindan gelir. (Binom katsayilari mod 2'ye gére diizenlenmistir.) Adem

bagintilari Steenrod karelerinin keyfi bir birlesimini Serre - Cartan baz elemanlarinin bir toplami
olarak yazma imkani saglar.

Son olarak Adem bagintilari Steenrod karelerinin mimkun olan tim birlesimlerini p elemanh
Fp cismi Uzerindeki sonsuz boyutlu bir cebiri elemanlari olarak ifade etmemize olanak saglar.
Bu Steenrod cebiri teriminin ne anlama geldigidi. p=2 durumunda bu ayni yolla insa
edilebilir. M., Sq' sembolii tizerindeki serbest F, —modili ve M , i. dereceden homojen

kismi M, ’ye esit olmak Ulzere bir graded F, modil olsun. Bu takdirde Steenrod cebiri M



modulinin tensér cebirinin Adem bagintilariyla Uretilen ideal ile bélimadur. Bu tanimla

herhangi bir uzayin mod p eshomolojisi mod p Steenrod cebiri izerinde bir graded modil

olusturur.

2.3. ilk Uygulamalar
Steenrod cebirinin en meshur ilk uygulamalari Hopf invaryant probleminin J. Frank Adams
tarafindan verilen ¢ozimleri olan topolojik problemleri ve kire problemi Uzerindeki vektor

cisimlerini anlamaya yoneliktir. Milnor ve Bott, ve Kervaire de bir Hopf invaryanti probleminin
ikinci bir ¢ézimiinii K — teorideki islemleri kullanarak verdi; bunlar Adams islemleridir. mod 2

Steenrod cebirinin bir uygulamasi oldukga elemanter olan asagidaki teoremdir.

2.4. Teorem: Eger bir Hopf invaryantinin bir S?"* — S" déniisiimii varsa, bu takdirde N 2’nin

bir kuvvetidir.

ispat qu’nln 2 ’nin bir kuvveti olmayan K igin ayrisabilir olmasi durumunu kullanir; yani béyle

bir eleman oldukga kiguk dereceden karelerin bir carpimidir. [
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BOLUM I:
SIMPLISIL STEENROD CEBIRLERI

Bu bolimde iyi bilinen birkag tanimi ve simplisil Steenrod cebirleri ve homoloji modiilleri
hakkindaki durumlari tekrarlayacagiz. Bunlarla ilgili daha fazla detay i¢cin M. André’nin

Homologie des algébres commutatives kitabini referans veririz.

GIRIS

Bu calismanin ilk baslangig motivasyonu degismeli Steenrod cebirlerin kavramini genellestiren
kros homotopik cebirlerin grup teoretik kisimlarinin ne oldugunu gérmek ve degismeli Steenrod
cebirlerin benzerlikle aktif olabilen kisimlarinin nasil meydana geldigini gérmektir. Teorik grup
durumun bir siniflandirmasi igin amag belki de degismeli Steenrod cebirler igcinde "yeni" araglar
tanitmaktir.

Simpligil Steenrod degismeli cebirler Homolojik Cebir, Homotopi Teorisi, Cebirsel K — Teori
ve Cebirsel Geometri arasinda yer alir. Her bir konuda (bransta) zamanla meydana gelen
gelismelerde 6nemli bir rol oynamistir. Bunlarin kendi icindeki yapisiyla bereber degismeli
cebirler [4,6,7] 'de galisiimistir. Ginimuzdeki calismalar degismeli simplisil Steenrod cebirlerin
cesitli tiplerine 11k tutar ve esas olarak gesitli homolojik yapilardaki sonuglara uygulanacaktir.

Gruplarin kros modiilleri gegen yizyilin ortalarina dogru Whitehead [42] tarafindan tanitildi.
Bunlar ikiden bulyldk boyuttaki asikar homotopi gruplu homotopi tipleri icin modeldir.

2—uzunluklu gruplarin kros modil cinsinden baglantih 3—tipleri igin cebirsel modeller

Conduché [18] tarafindan tanimlanan 2 —kros modil ve Guin - Walery, Loday [26] tarafindan
tanimlanan kros karelerdir. Bu yapilarin degismeli cebir versiyonlari sirasiyla Grandjean - Vale
[25] ve Ellis [22] tarafindan tanimlanmistir. Porter ( [4,6,7]) ayrica bu yapilar ve simplisil cebirler
arasindaki bagintilari verdi. Alternatif bir model i¢in gruplarin kuadratik modul fikri Baues ([13])
tarafindan tanimlandi. Bu ek olarak nilpotent bagintilari ile birlikte bir 2 —kros modulddir.

Bu ¢alismada kuadratik moddillerin degismeli Steenrod cebiri versiyonunu tanimlariz ve daha
yuksek boyutlu Peiffer elemanlarini degismeli simplisil Steenrod cebirlerinden kuadratik
modillere bir fanktér inga ederiz. Bu yapida hiperkros kompleks ciftlerinin rolini uygulariz.
Ustelik kuadratik modiller 2—kros moddller, kros kareler ve 2 uzunlugundaki Moore
Kompleksli degismeli Simplisil Steenrod cebirleri arasindaki bagintiyi veririz. (3 — tiplerinin diger
bir cebirsel modeli [15]'de Brown ve Gilbert tarafindan tanitilan "braided reguler kros modul"ddr.

Bu model ayri bir makalede analiz edilmistir.)
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Quillen [41] ve lllusie [27]'nin ikisi de simplisil cebirlerin temel homotopik cebirini ve bunlarin
deformasyon teorisindeki uygulamalarini tartist. André [1] bunlarin yapisinin detayh bir

incelemesini verir ve bunlari kotanjant kompleks yapisiyla eshomolojiye uygular.
Su halde bu galismada incelenen ve [4], [6] gibi modellerle ilgili olan durumlar A, A, ve

diyagramdaki sayilar referanslara karsilik gelmek Uizere asagidaki diyagramla 6zetlenebilir.

QM < Crs’
A 13]

A SimpSAlg [3]
[4]

X,Mod

Tanim 1.1.1: Bir SA Steenrod cebiri, her bir N >0 igin sirasiyla yiiz operatérleri ve dejenereler

olarak adlandirilan
d":SA —SA | 0<i<n=z0
s':SA, > SA, 0<j<n
A Steenrod cebiri homomorfizmleriyle birlikte SA, (neN) A Steenrod cebirlerinin bir
koleksiyonudur. Bu homomorfizmlerin asagidaki aksiyomlari saglamasi gerekir.
1. 0<i<j<n ign d'*d] =d] d/,

2.0<i<j<n igin s's! =s]s],

3.0<i<j<n igin d™s] =s]7d,
4.i=j veyai= j+1igin dir”ls? =id,
5.0<j<i-1<n igin d™s]=s{"d,.

Hesaplamadaki kullanim igin yukaridaki esitliklerin asagidakileri sagladigini hatirlatmak
uygundur.
1.0<j<i<n igin dd;=dd,,,
2.0<j<i<n igin §8;=5;5,,

3. j<iicin sd; =d;s;,,

4.i>jicin sd, =d ;5.

Bu esitlikler standarttir ve [20],[21],[29] ve [30]'da bulunabilir.
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X € SA, elemanlari N—boyutlu simpleksler olarak adlandirilir. Bir X simpleksi bazi Y ’ler
icin X =5,(y) ise dejenere olarak adlandirilir.
Simplisil Steenrod cebirlerinin bir f:SA — SB homomorfizmi tiim yiiz operatérleri, din ve
dejenere operatorler, S;‘ ile degisen yani;
df =f d, fs=sf

olan f, :SA, — SB, Steenrod cebiri homomorfizmlerinin bir kiimesidir.

Su halde SIimpSAlg ile gosterecegimiz simplisil Steenrod cebirlerinin  kategorisini

tanimlamis olduk.

Bu tanimin kiigik boyutlar icin geometrik yorumu asagidaki gibi diisundlebilir:

n=0 icin bir 0—simpleks basit olarak X € SA, noktasidir ve bir 1—boyutlu simpleks

X e SA icin bir dogrudur. X e SA, igin 2—boyutlu simpleksler lGggenlerdir ve 3— boyutlu

simpleksler dortylzlilerdir ve bu sekilde devam eder.

/\

A° Al A? A3

Tanim 1.1.2: Bir simplisil Steenrod modiilii N >0 igin SA, simplisil Steenrod moddillerinin ve

Tanim 1.1.1’deki esitlikleri saglayan Steenrod modil homomorfizmlerinin bir ailesidir.

Uyar 1.1.3: Herhangi bir SA simplisil Steenrod modiilii igin Steenrod modiillerinin birlegsmeli

bir zincir kompleksi vardir. 0, : SA, — SA, ; diferansiyelleri
n .
0, = Z(—l)' df
i=0

ile tanimhdir. Simplisil Steenrod cebirlerinin tanimindaki birinci aksiyomdan 0, .0, =0. Su

halde bu SA simpligil Steenrod modiiliine birlestirilen bir zincir kompleksidir. Boylece SA
simplisil Steenrod modulindn
Cekd,

H (SA) =
(A Goro,

ile tanimli N. homoloji modiili H, (SA) 'dan bahsedebiliriz.
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Tamim 1.1.4: Bir SA Steenrod cebiri, fd; = fd, : SA — SA olmak tizere f =d; :SA, — SA
oérten bir Steenrod cebir homomorfizmini ve sabit bir K(SA,0) simpligil Steenrod cebirini

belirleyerek eklenmisidir (augmented). Bir SA simplisil Steenrod cebirinin eklemesi
(augmentasyonu) bir
SA - K(SA,0)
doéntsUmudur.
Eger karsilik gelen kompleks devirsiz ise, yani n >0 igin H (SA)=0 ve H, (SA)=SA

ise bir eklenmis simplisil Steenrod cebiri devirlidir.

BiR C STEENROD CEBIRININ SiMPLIiSIL YENIDEN COZUMLEMESI
Tanim 1.1.5: C bir degismeli Steenrod cebiri olsun. C’nin serbest simplisil yeniden

goztimlemesi (SA, f) devirli ve her bir SA, serbest olacak sekilde f :SA, — C eklemesi ile

birlikte SA simpligil Steenrod cebirlerinden olugur.
(Bu bolimdeki simplisil yeniden ¢ézimlemenin André yapisini Simpligil Steenrod cebir yapisi

Uzerinde 6zetleyecegiz.)

MOORE KOMPLEKSI VE BiR SIMPLiSIL STEENROD CEBIRININ HOMOTOPi MODULU
Verilen bir SA simplisil Steenrod cebirinin 0, : NSA, — NSA, , kisittama ile d; den

dogrulmak tzere
n-1
(NSA), = DO cekd;’

ile tanimlanan bir zincir kompleksi olan SA’nin (NSA,J0) Moore kompleksi olduguna dikkat
edelim.

SA'nin 7,(SA) n.homotopi modilli SA Moore kompleksinin n. homolojisidir, yani,
7,(SA) = H,(NSA,0)
= Ngekd" /d" (N gekd™™).
i=0 i=0
NSA ve 7,(SA) 'nin yorumu asagidaki gibidir:

n=1icin @ e NSA ve we SA, asagidaki gibidir ve béyle devam eder.

Not: Eger 3. ylzeyinde W ile birlikte bir X 3— simpleksi varsa ve diger tim ylzler sifir ise

7,(SA) nin asikar elemani verilmek tzere asagidaki sekildeyse W € NSA, ¢ekd 'dedir.
(NSA ve 7,(SA)’nin elemanlarinin bu basit yorumu diger durumlardaki elemanlarin

bazilarinin yorumlarinin katilmasiyla daha sonra sonuglanacaktir.)
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1.3. KROS MODULLER

Gegen yuzyllin ortalarina dogru J.J.C. Whitehead (1949) tarafindan tanimlanan kros
modiillerin degisik kavramlarda o6zellikle de relatif homotopi gruplarinin cebirsel yapilardaki
incelemeleri yapildi. Bu bdélimde T. Porter tarafindan verilen degismeli cebirlerin kros
modudllerinin elemanter teorisini Steenrod cebir yapisina uydurarak tanima giris yapacagiz.

Bununla ilgili daha fazla detay [39],[22] ve [23]'da bulunabilir, ayrica [11]'e bakiniz.
M ve R degismeli Steenrod cebirleri ise
RxM —> M
(r,m)i>r-m
déniisimii bir degismeli etkidir ancak ve ancak tim k ek, m,m’e M, r,r' e R icin
1. k(r-m)=(kr)-m=r-(km),
2.r-(m+m)=r-m+r-m’,
.(r+r)ym=r-m+r'-m,
4. r-(mm")=(r-m)m'=m(r-m’)
5. (rr)-m=r(r'-m).

Bu tez boyunca I € R’'nin m e M (izerindeki etkisini I -m ile gosterecegiz.

Tanim 1.3.1: R bir birimli Steenrod cebiri olsun. Degismeli Steenrod cebirlerinin yari kros
moduli tim ¢ € C ve r € R’lerigin
CM1) o(r-c)=raoc
olacak sekilde
0:C—>R

Steenrod R —cebir morfizmi ve R 'nin C etkisiyle birlikte bir C Steenrod R — cebiridir.
Ek olarak eger tiim ¢,c’ € Cler igin
CM2) oc-c’'=cc’
ise bu bir kros Steenrod R —moduldr.

Son baginti Peiffer 6zdesligi olarak adlandirilir. Béyle bir kros moduli (C,R,0) ile

gOsterecegdiz. Acik olarak herhangi bir kros moddl, bir yari-kros modualdur.

Tanim 1.3.2: (C,R,0)’den (C',R’,0") ye kros modiillerin bir morfizmi
A(r-c)=w(r)-6(c) ve 0'6(c) =y o(c)

olacak sekilde
0:C->C', yw:R>R
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Steeenrod cebir morfizmlerinin bir giftidir.

Bu durumda R=R’' ve y birim ise @’nin bir Steenrod R —modil morfizmi oldugunu

soyleyecegiz. Bundan dolayr SXMod ile géstererek Steenrod kros modiillerinin kategorisini

tanimlayabiliriz.

1.3.1. ORNEKLER
Ornek 1.3.3: | bir R Steenrod cebirinin herhangi bir ideali olsun.
inc:1 >R
kapsama donlsimini goéz 6niine alahm. Bu takdirde (I, R,inc) bir kros moddldir. Tersine

olarak verilen herhangi bir 0:C — R Steenrod kros R —modiili igin 6C =1'nin R ’de bir

ideal oldugu kolayca elde edilebilir.

Ornek 1.3.4: M herhangi bir Steenrod R —modiilii olsun. Bu sifir garpani ile birlikte bir R

Steenrod cebiri olarak gdz oniine alinabilir, ve bu takdirde tim ¢,c'eC igin
o(c)-¢'=0c"=0=cc’ ile 0:M — R bir Steenrod kros R modiildiir.
Tersine olarak verilen herhangi bir 0:C — R Steenrod kros moduilli igin, bu takdirde ¢eko

bir R/A6C moduldir. Bunun igin Onerme 1.3.6’ya bakiniz.

Lemma 1.3.5: Bir SA Simplisil Steenrod cebirinin ve bir simpligil | idealinin verildigini kabul
edelim.
inc: 13- SA
kapsamasi
0:7y(1) = 7,(SA)

donlstimiini dogurur ve carpma ile | lzerindeki SA etkisi 7,(l) Uzerindeki 7,(SA) etkisini

dogurur. Bu takdirde (7, (l), 7,(SA),0) bir kros simpligil moduildir.

ispat: CM1) Tim e € SA icin
o([e]-[i]) = [ei],
= [e][inc(i)],
=[e]o([i]).

CM2) Tim i,i"' el icin
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o([i) - [I'T=[inc(i) ']
=[ii']
=[i][i'].
Herhangi bir simpligil kros modiil simplisil Steenrod cebirlerinin | & SA ideal kapsamasinin

7,1 olarak elde edilebilir, fakat ispata burada yer vermeyecegiz.

Asagidaki sonu¢ N.M.Shammu [39]'ye goéredir.

Onerme 1.3.6: (C,R,0) bir Steenrod kros R —maodiil ise, bu takdirde

i) cek 0, C ’nin merkez idealidir.

ii) C/C? ve ¢ek O nin her ikisi de dogal R/AC modiil yapisina sahiptir.

ispat: i) c € C icin a € cek & oldugundan, istendigi gibi
ac=0a-c=0c=0=cO0=c-ca=ca.
ii) OC 'nin cek & ve C/C? iizerinde asikar olarak etki ettigini gostermek yeterlidir.
aecekd, 0ceoC icin oc-a=c-0a=c0=0 ile 0C, ¢ek @ Uzerinde asikar olarak etki
eder.
dcedC, ¢ +C eC/C? icin asagidaki esitlikleri elde ederiz,
oc-(c'+C?*) =aoc-c'+C?
=cc'+c?
-0,
boylece 0C C/C? uzerinde asikar olarak etki eder. Bdylece siiphesiz
R/0C x gekd — gekd R/6CxC/C? —>C/C?
(r+oc,a) > ra (r+ac,c+C?) > rc+C?

dénustimlerini tanimlayabiliriz ve bunun R/AC modiileri iginde ¢ek & ve C/C? degismeli

gruplarina déniisecegini kontrol etmek normaldir. Su halde cekd ve C/C? R/6C modil

yapisina sahiptir. [

1.4. Serbest Kros Modiiller
Degismeli Steenrod cebirlerin serbest kros modil fikri, daha édnceden E.R. Aznar tarafindan
tarif edilen degismeli cebirlerin serbest kros modiil fikri Steenrod cebirlerine uygulanacaktir. Bu

bélimde bir Steenrod cebirinde serbest kros moduliin nasil olusturuldugunu verelim.
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Tanim 1.4.1: (C,R,0) bir Steenrod kros modiilii olsun, Y bir kime ve v:Y —C bir
fonksiyon olsun, bu takdirde (C,R,d)'nin v baziyla birlikte bir Steenrod kros R —modiilii

oldugu séylenir, veya farkli olarak 0'v'=0v olacak sekilde v':Y — C’ fonksiyonu ve
herhangi bir (C',R,0") Steenrod kros R —modiilii igin 0v:Y — R (izerinde, ¢v =Vv' olacak
sekilde bir tek
¢:(C,R,0) > (C'",R,0")
morfizmi vardir.
Eger R bir serbest Steenrod cebiri ise, (C, R,0) Steenrod kros modiilii total serbesttir. 'kros'

kelimesinin yerini 'yari kros' ile degistirerek (total) serbest Steenrod kros modilin yukaridaki
taniminda (total) serbest Steenrod yari kros modulin uygun bir tanimini elde ederiz. Sonucun

asagidaki ispati Steenrod cebirlerinde T. Porter'a gore yapilmistir.

Teorem 1.4.2: Bir (C,R,0) serbest Steenrod R—modiili R esdeger bolgeli herhangi bir

f :Y — R fonksiyonu lizerinde mevcuttur.

ispat: Bir Y kiimesinden bir R Steenrod cebirine verilen bir fonksiyon icin f :Y — R igin

E =R'[Y]'yi g6z 6niine alalim, R, E {zerinde carpmayla etki edecek sekilde Y (izerindeki
polinom halkasinin pozitif graded (dereceli) kismidir. f fonksiyonu @(y)= f(y) ile verilen
Steenrod R —cebirlerinin
6:R[Y]>R

morfizmini dogurur.

(A/R,0) herhangi bir Steenrod kros modili olsun. d@ = f olacak sekilde @:Y — A
verildigini kabul edelim. P,

P={pa-6(p)a: p.qeR[Y]}

Seklindeki tim elemanlarla Gretlen R*[Y]'nin bir ideali olsun. @(P)=0 oldugu kolayca

gérilir. C = E/P alirsak, bu takdirde
E —2> E/P
9\ /@
R

dogal degismeli diyagramina sahip oluruz. Burada ® Steenrod cebirlerinin kanonik bolim

dénusumadur. Simdi Peiffer bagintisinin asagidaki gibi saglanabilecegini gosterecegiz:
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Tum y, +P,y, + P eC igin,

8(3/1 + P)'(yz + P) = ‘9y1(y2 + P)
= 0y1y2 +P
=Yy,Y,+P modp
= (yl + P)(yz + P)-

0¢ = 0 olacak sekilde @¢(y+P)=w(y) ile verilen bir tek ¢:C — A morfizmi mevcuttur, yani

0

Y ‘5 C —4— R

3!l¢

Y—m>A—5>R

Béylece (C(f),R,0), f (izerindeki istenen serbest kros Steenrod R —modiildiir. "
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BOLUM II:
DEGISMELI CEBIRLERIN HOMOTOPIK GORUNUSLERI

Bu calisma homolojik uygulamalara1 bakis agisiyla degismeli simpligil Steenrod Cebirlerinin

homotopi Teorisini inceler.

2.1. DEGISMELI SIMPLISIL STEENROD CEBIRLERI
ON BILGILER

ilerleyen boélimlerde ‘cebirler’ belirlenmis degismeli bir K - halkasi (zerindeki degigsmeli

cebirler olacaktir, fakat uygunluk acgisindan carpimsal terse sahip olmaya gerek yoktur.

Degismeli Steenrod cebirlerinin kategorisi SA ile gosterilecektir.

Bir SA degismeli simpligil Steenrod Cebiri André [1] veya lllusie [19]'da verilen aligiimis
simplisil ozelliklerini saglayan d,=d":SA, > SA,,, 0<i<n, (n=0) ve
s;=5:SA, —>SA,, 0<i<n dejenere dénisimleri ve yiz ddénisimleriyle birlikte
Steenrod cebirlerinin bir {SA } ailesinden olusur. Bu tamamen A sonlu [n]={0<1<---<n}
ordinallerinin ve azalan déniisiimlerin kategorisi olmak lizere bir SA:A%” — SAlg fanktéri
olarak tarif edilebilir. Simplisil Steenrod cebirlerinin kategorisini SIMPSAIQ ile gdsterecegiz.

Verilen bir SA simplisil Steenrod cebiri icin SA’nin  (NSA,0) Moore kompleksi
0, :NSA — NSA , d'den kisitlamayla tretilmek iizere

NSA, =g¢ekd; Neekd, M---Ngekd
ile tanimli zincir kompleksidir.

SA’nin n. homotopi modiili 7, (SA), SA Moore kompleksinin N. homolojisidir, yani

7 (SA) = H, (NSA,0) = rn)gekdi” 1dr(N gekd™).
i=0 i=0

n+l

Eger tim n>k+1 igin NSA =0 ise bir simplisil Steenrod cebirinin  NSA Moore

kompleksinin K uzunlugunda oldugunu sdyleriz, bdylece K uzunlugundaki bir Moore
kompleksi, ayrica | >k igin | uzunlugundadir. Su halde k uzunlugundaki Moore kompleksli

simplisil Steenrod cebirlerinin kategorisini SIMPSAIlg_, ile gosteririz.

! Kuadratik Modiiller, Simplisil Degismeli Cebirler, 2 —Kros Modiiller, Kros Kareler.
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Asagidaki terminolojiler ve goésterimler [16]'dan ve teorik grup durumuna benzer olan,

yayinlanmis versiyonu [17]'den tiretilmistir. Detayl arastirmalar igin [6]'e bakiniz.
[nN]={0<1<---<n} siral kimesiigin ¢ :[n+1] > [n]
i J J<i ise
o (J) ={ : L
J=1 J>1 ise
ile verilen azalan 6rten donlsum olsun. S(n,n—r) [n]'den [n—r]’ye tim monoton artan

Orten donusumlerin kiimesi olsun. Bu bileske ile cesitli ai” doénltgumlerinden turetilebilir. Bu
tretilen donisimlerin bileskesi su kurala géredir: a;o; = a;, 1<]. Bu |, indisleri
{i,,..i.}={i:a(i)=a(i+1)} olacak sekilde [n]’in elemanlar iken
0<i, <i, <---<i, <n—1 olmak lizere her a€ S(n,n—1) elemaninin a =, o, o --oq;
seklinde bir tek ifadeye sahip olmasini gerektirir. Su halde
{G,,...,i):0<i, <i, <---<i, £n=1} kimesi ile birlikte S(n,n—r)'yi belirleyebiliriz. Ozel
olarak, S(n,n)’nin tek elemani [n] tzerindeki birim déndstimuyle tanimlanir, ¢, ile gosrterilen
() bos 0—hya karsilik gelir. Benzer sekilde S(n,0)’in tek elemani (n—1,n—2,...,0) dr.
Tim n >0 igin

S(n)= U S(n,n-r)

0<r<n
olsun. I, = j,..,0, =j, fakat i, > j., (K=0) veya i, =], ..,I,=] ve r<s ise

a=(...5) <B=C(Jg . J)’in S(N) de oldugunu sdyleriz. Bu S(N) i sirali bir kiime yapar.

STEENROD HIPERKROS KOMPLEKS GIFTLERI
ilerleyen ifadeleri [6]'dan veririz. Detaylar icin [17] (grup durumu) ve [4]'e bakiniz. Amacimiz [6]

(Grup  durumu [11]) deki fikri simplisil Steenrod cebir yapisina uygulamaktir.

a=(.,.i), B=(j,J) €S, ken anf=D ve B<a olmak lizere S(n)'den
(a, ) elemanlarinin giftlerindan olusan bir P(n) kiimesi tanimlanir. intiyag duyacagimiz

{E, ,:NSA,_,, ®NSA_,, — NSA, : (a, f) € P(n), n> 0}

K - lineer morfizmleri agagidaki islemlerle verilir:

Asagidaki degismesli diyagramla
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NSA,_,, ®NSA_,, —=—> NA,

SA ®SA  —“>»  SA

j=0,1..,n-1 icin P, :l—sjdj ile birlikte
S, =S, S, NSA ,, > SA, s;=5; ---s; INSA ,, >SA, p=p,, P bileske

Iy

izdUgtimleri ile tanimlanmak tzere ve g :SA, ® SA, — SA, carpimi géstermek lizere

Ea,ﬂ (x, ® y/j) = pu(s, ® sﬂ)(xa ® yﬁ)
= p(s, (X,)85(Y,))
=(1=s,,d, 1) (L=50d,)(s, (X, )85 (Y,))-

Simdi tim (&, B) € B, igin X, € NSA_,, ve y, € NSA , olmak iizere
Ea,ﬁ(xa ® yﬂ)
seklindeki tim elemanlar tarafindan iretilecek sekilde SA,’de | idealini géz 6niine alalim ve

#o'minanlami @ cumlesindeki elemanlarin sayisidir. #  da benzer sekilde tanimlanir.

Onerme 2.1.1: ([6]) SA bir simplisil Steenrod cebiri N>0 ve D, dejenere elemanlar
tarafindan dretilen SA, ’de bir ideal olsun. SA, = D, oldugunu farz edelimve I, 1<r,s<n
olmak tizere X, € NSA, , .y, €NSA .,  iken
a, € P(n) olmak tizere E, ,(X, ®Y,)
seklindeki elemanlar tarafindan Uretilen bir ideal olsun. Bu takdirde,
0,(NSA)=0,(1,).

Simdi yukaridaki énermeye gére N=2,3 igin |,’in 0, ile goriintistiniin nasil olacagi

gOsterilir.

D, = SA, oldugunu kabul edelim. = (1), =(0) ve X,y € SA =c¢ekd, aliriz. I, idealinin

Ewo (X®Y) = PPy (5,XS,Y) =S, X(8,Y — S, Y)
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seklindeki elemanlar tarafindan retilir. Bu takdirde X €gekd, ve y—s,d,y €cekd, olmak
tizere |,’nin 0, ile gorintisti  d,[E ) (X® y)] = X(y —S,d,Y) . Bundan dolayi I,nin 0, ile
goriintust cekd, gekd, 'dir.

N = 3 igin lineer morfizmler

Eeno
E

E(LO),(Z) ! E(2,0),(1) ’

E E

(2).(0)° (2),(1)" ®.(0)

Bu takdirde |, ideali; X € NSA ve y e NSA, igin
Epop@ (X®Y) = (8,5, X—5,5X)S,Y
B0 (X®Y) = (5,5, X—8,8,X)(S,Y —S,Y)
Eow(X®Y)=5,5X(SY —S,Y +5,Y)
ve X,y e NSA, icin
B0 (X®Y) =8X(Sy —S,Y) +S,XY
B0 (X®Y) =8,Xs,Y
B0 (X®Y) =8,X(8,Y —S,Y)
elemanlariyla tretilir. Su halde 1;’nin 83 ile goérintisu
05(E 1.0y 2) (X®Y)) = (55,0, X — 5, X) Y € gekd, (cekd, Mgekd,)
05(Ep0,0 (X®Y)) = (s)x —8,X)(5,d, Y — ¥) € cekd, (gekd, Ncekd,)
05(E (5.0, (X® Y)) = 8,X(5,d, Y —5,d, Y + Y) € cekd, (cekd, Mgekd, )
05(Egy o) (X®Y)) = x(s,d,Y — Y) € (cekd, N¢ekd, )(cekd, Ngekd,)
03(E2),0)(X®Y)) = X8,d, Y € Ky 3 Ky oy + Ko 3 Kpo. 3
05(E) o) (X®Y)) =8,d,x8,d,y —8,d,x8,d, Yy + Xy € Ky n Ky 5 + Ko 3Ky oy + Ko s Ko

n =4 ise bu takdirde | UJ =[n—1] ile birlikte J#1,J c[n-1]={0,1,....n—2} ve
K, =gekd, ve K, =[]gekd,

iel ied

olmak izere SA simplisil Steenrod cebirinin Moore kompleksinin gériintiisi

0,(NSA,) = > KK,

seklinde verilebilir.

2.2. SIMPLISIL STEENROD CEBIRLERINDEN 2- KROS MODULLER
Kros modul teknikleri bir homotopi tipi Gzerinde bilgi edinmek icin faydali bir yol verir. Bunlar bir

2 — tipine karsilik gelir. Kros modidillerin benzeri olan degismeli cebirler Porter tarafindan [38]'de
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verilmigtir. Bu fikri Steenrod cebirleine aktaraca@iz. Bu galisma boyunca r€ R'nin ceC
Uzerindeki etkisini C-I ile gosterecegiz.

Bir kros modiil tim reR ve ¢,c’'e€C igin d(c-r)=0(c)-r ve c'0(c) =cc’ olacak sekilde
R’nin C Uzerindeki etkisi ile birlikte bir 0:C — R Steenrod Cebiri homomorfizmidir. ikinci
baginti Peiffer 6zdesligi olarak adlandirilir. Bdylece bir kros modiilii (C, R, 0) ile gésterecegiz.
(C,R,0)’den (C',R’,0")’ye kros modiillerin bir morfizmi @(C-r) = ¢@(C)-@(r) olacak sekilde
Steenrod Cebiri homomorfizmlerinin ¢:C - C',¢:R —> R’ giftidir. Su halde SXMod ile
gOsterilen degismeli Steenrod Cebirlerinin kros modul yapisi tanimlanir.

Giriste hatirlattigimiz gibi gruplarin 2 —kros modiilii distincesi, baglantili 3— tipleri igin bir
model olarak Conduché tarafindan [18]'de tanitildi. Conduché 2 —kros modiillerin kategorisinin
2 uzunlugundaki Moore Kompleksli Simpligil gruplarin kategorisine denk olarak gosterdi.
Grandjean ve Vale, [25], 2—kros modul disiincesini degismeli cebirler izerinde verdi. Simdi
[25]'den Steenrod Cebirlerinde 2 —kros moduliin tanimini tekrarlayalim:

K - cebirlerin bir 2 —kros modiilii

9,:C, >C,

Bir kros modiil olacak sekilde C, kendi lizerinde garpimla etki etmek tizere C, — cebirlerinin bir

C,—%-C,—%5C,
kompleksinden ve C; — cebirlerinin 0,,0, morfizmlerinden olusur. Su halde C, C, Ulzerinde
C, ile etki eder ve tim XxeC,,yeC,,ze€C, igin (Xy)z=x(yz) olmasini istiyoruz. Ustelik
tim X, X,X, €C,,¥,Y,, Y1, Y, €C, ve 2eC, icin asagidaki aksiyomlari saglayan, Peiffer
Lifting olarak adlandirilan
{-®-}:C,®. C,>C,
olarak verilen verilen bir {,} bilineer fonksiyonu vardir.
2CM1) 0,{Y, ® Vi} = Yo¥s — Yo - OuYs
2CM2) {0,(X,) ®0,(X,)} = XX,
2CM3) {Y, ® ¥1Y,3=1{YoYs ® Y.} +{¥o ® V1}-01Y,
2CM4) a) {0,Xx®Yy}=x-y—x-0,y
b) {y®0o,x}=x-y
2CM5) {Y, ® Y.} 2 ={Y, 2@ ¥} ={Y, ® ¥, -7}

Steenrod Cebirlerinin bir 2 —kros moduliiniin bir morfizmi

fo,=0,f, f0,=0,f,
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olacak sekilde ve
f.(c-c,) = f(cy)- f.(c), f,(c,-c,)= f,(c,)- f,(c,)
vetim ¢, e€C,, ¢, €C,, ¢, €C; igin
{®}H, ® f, = {,{®}

olacak sekilde

diyagramiyla gosterilebilir. SXZMOd ile degismeli Steenrod cebirlerinin 2 —kros modil

kategorisi gosterilir.
2.3. KROS KARELERDEN 2- KROS MODULLER
Kros kareler baslangi¢ olarak Guin- Waléry ve Loday tarafindan [26]'de tanitildi. Kros karelere
benzer degismeli cebirler Ellis tarafindan ¢alisildi.([22])
Simdi (Ellis’e gore olan) Steenrod cebirlerinin bir kros karesinin tanimini hatirlatacagiz. Bir

kros kare R’nin L,M ve N {zerindeki etkisi ile birlikte degismeli bir

L —4 5 M

N — R
diyagramidir. Su halde M ’nin L ve N (izerinde u ile degigmeli etkileri ve bir h — déniisimii

olan bir

h:MxN—>L
fonksiyonu vardir. Bu veri asagidaki aksiyomlari saglamalidir:

timleL,mm eM ve nn"eN,reR,k e A icin
1. L, A, u,v ve ud =vA' kros modillerdir.

2. A, A’ donisiimleri R ’nin etkisini korur.

3. kh(m,n) = h(km, n) = h(m, kn);

4. h(m+m’,n) =h(m,n)+h(m’,n);

5. h(m,n+n")=h(m,n)+h(m,n’);

6. r-h(m,n)=h(r-m,n) =h(m,r-n);
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7. Ah(m,n)=m-n
8. A’h(m,n)=n-m
9. h(m, A')=m-1;
10. h(Al,n)=n-1.
Boyle bir kros kare (L, M, N, R) ile gosterilir.
Kros karelerin @ :(L,M,N,R) = (L',M’,N"/R") morfizmi me M,neN ve ® ,®,,, D,
Steenrod homomorfizmleri @, —denk olmak lizere
® h(m,n)=h(d,,m,d,n)
degismeli Steenrod homomorfizmlerin kiibi olacak sekilde
o L>L d,:M->M
®d,:N>N' O,:R->FR

homomorfizmlerinden olusur. Steenrod kros karelerin kategorisi SCrs? ile gOsterilecektir.
Conduché (Brown ile isbirligi iginde, (ayrica yayinlanmis versiyonu olan [19]e bakiniz))

gruplarin bir kros karesinden bir 2 —kros modiiliin yapisini verir. Diger taraftan [4]'de bir kros

kareden cebirlerin bir 2—kros modulinin diizgln bir tarifini verdi. [4]'de degismeli cebirlerin bir

kros karesinden bir 2 —kros modiildiir.

L — 5 M

N — R

Conduché tarafindan grup durumunda verilene benzer olarak ([19]) Steenrod cebirlerinde

L2485 M3 N—25R

seklinde insa etti. Bu yapi kisaca asagidaki gibi 6zetlenebilir:

Bir bisimpligil cebir elde etmek icin her iki ydnde nerve uygulayalim, daha sonra bir simplisil
Steenrod cebiri elde etmek ve Moore kompleksi almak icin diyagonali veya Artin-Mazur
esdiyagonal fanktérii ([2]) uygulayalim. Sonug olarak [4, Onerme 5.1] de bu simplisil Steenrod
cebirinin Moore kompleksinin koni kompleks déntsumune izomorfik oldugunu gdsterdi, Loday’in
durumunda kros karenin ve bu kare doéniisimiin cebirlerin 2 —kros moddil yapisina sahip
oldugunu gosterdi.

Yukarida 6zetlenen yapinin homotopi modullerini koruduguna dikkat edelim. Aslinda Ellis
[23]de



kros karesinin homotopilerinin
L2 M xN—4Y 5R——0

kompleksinin homolojileri oldugunu ispatladi. Bu yapi ve ispat tarzi aynen Steenrod cebirlerinde

de korundu.

2.4. SIMPLISIL STEENROD CEBIRLERDEN STEENROD KROS KARELER

1991°'de Porter simplisil gruplarin kategorisinden [24]'da Ellis ve Steiner tarafindan tanimlanan,
Loday'in dusuncesini temel alan ([28]) kros N — kiplerine bir fanktér tanimladi. Degismeli
cebirler, Jordan cebirleri, Lie Cebirleri gibi cebirsel yapilardaki kros n—kipleri [22]'de Ellis
tarafindan tanimlandi. Ellis tarafindan tanimlanan degismeli cebirlerin kros N — kipleri
distincesi sliphesiz 6nemlidir, bununla birlikte bu galismada sadece N =2, yani kros kareler
icin olan durum kullanilir. Boylece bir kros h—kibin genel tanimini hatirlatmayiz. [22]'den
kiiglik boyutlarda bir kros 1—kiip bir kros modiil ile ve bir kros 2 —kiip bir kros kare ile aynidir

ve hatta 2 —kros moddildir. Bu yapilar Steenrod cebirine aktarilir.

[41de, Arvasi degismeli cebir durumu icin Porter tarafindan verilen fanktoriin agik bir benzerini
vermeye yonelik tarifini yeniden diizenledi. Bu ¢alismada yeniden dizenlenen tanim Steenrod
cebir yapisina transfer edildi.

Aslinda asagidaki sonug¢ grup durumunda Porter tarafindan verilene benzer olarak, Arvasi [4]
tarafindan verilen bir simplisil cebirden cebirlerin kros N — kiibliniin genel yapisinin 2 —boyutlu
durumunun simplisil Steenrod cebir yapisindaki durumunu ifade eder.

SA bir simpligil Steenrod cebiri olsun. Bu takdirde asagidaki

NSA, / 9,;NSA, —%— NSA

’

0, Y7

Diyagrami bir kros karede dikkate alinan karedir. Ekstra yapi asagidaki gibi verilir;
NSA =cekd;, NSA =cekd; . SA NSA,/9,NSA,, NSA ve NSA iizerinde etki ettiginden

NSA 'in 4 ile NSA,/0,NSA, ve NSA uzerinde etkileri vardir ve NSA,u ile
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NSA, / 5,NSA,ve NSA iizerinde etki eder. 4 ve ' kapsamalar ve tiim etkiler carpmayla
verilir. h — dénisimii
h:NSA x NSA — NSA, / 6,NSA,
(X, ¥) = h(X,¥) =s,X(s,Y — S, ¥) + O,NSA,.
Burada NSA ve @ arasinda bir dogal bijeksiyon X ve Yy NSA 'dedir. Bu agik olarak

fanktoreldir ve bunu
M(-,2) : SimpSAlg — SCrs?

ile gosterilir.



28

BOLUM I1I:

SIMPLISIL STEENROD CEBIRLERINDEN KUADRATIK MODULLER

3.1. 2- KROS MODULLERDEN KUADRATIK MODULLER

Girigte bahsettigimiz gibi, Baues baglantili 3— tiplerinin cebirsel bir modeli olarak gruplarin
kuadratik modulini tanimladi. Bu bdolimde bu yapinin degismeli Steenrod cebiri versiyonu

verilir ve 2 —kros modiillerin kategorisinden bu Steenrod cebirlerinin kuadratik modillerine bir
fanktori tanimlariz. Kuadratik moddlin  tanimini vermeden Once bazi temel bilgileri

hatirlatacagiz.

Bir yari-kros moddilin ttm r € R ve c e C igin d(C-r) =0(C)-r bagintisini saglayan r € R

ve CeC igin C-r olarak yazilan R’nin C Uzerindeki bir etkisi ile birlikte 0:C —> R

homomorfizmi olsugunu hatirlatalim.
Bir C Steenrod cebiri icin C/C?, C Steenrod cebirinin karelerin idealleri ile bélimiidir. Bu
takdirde K —cebirlerinin kategorisinden K —modidillerinin kategorisine bir fanktdr vardir. Bu

fanktor C'’den C/C?'ye gider, K —cebirlerinin kategorisinde abelyenlestirme rolii oynar.
Modduller sik sik singller Steenrod cebirler olarak adlandinidigindan (6rnegin singiler

geniglemeler teorisinde) bu fanktoru "singllerizasyon" olarak adlandiracagiz.

Simdi bu distinceleri yari-kros moduillere genellestirelim. 0:C — R bir yari-kros modiillere
genellestirelim. 0:C — R bir yari-kros modiil ve P, (0)=C ve P,(0) X,yeC igin Peiffer
elemanlari olarak adlandirilan

<X, Y>=Xy—X-0y
Seklindeki elemanlar tarafindan tretilen C 'nin Peiffer elemani olsun.
Bir nil(2) -moddil ilave olarak ‘nilpotence’ bagintisiyla birlikte bir 0:C — R yari-kros

modulidir. Bu baginti P,(0) 3 uzunlugundaki < X, X,,X; > Peiffer elemanlari tarafindan

uretilen C ’nin ideali olmak tizere P;(0) =0.

[X]=x+PR,(0), [yl=y+P, () eC” icin
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<[X],[y]>=(x+PR,(3))(y + P,(9)) — (x+ P,(0)) - 0" (y + P, (9))
= (xy + B, (0)) - (x+ F,(9))- 6 (y + F,(9))
=Xy = X-0(y) + P, (Yy)
=P,(0) (- <xy>ePR,(9))

=[0]
oldugundan

8" :C" =C/P,(0) >R

homomorfizmi 0:C — R yari-kros modiiliine birlestirilen kros moduilduir.

Simdi Steenrod cebirlerin kuadratik modul tanimini verebiliriz.

Tanim 3.1.1: Bir (@,d,0) kuadratik modlli asagidaki aksiyomlar sadlanacak sekilde cebir

homomorfizmlerinin degismeli bir

C®C

L —-—> M — N
diyagramidir:
QM1) 0:M — N homomorfizmasi bir Nil(2) —modiildir ve M — C =M /(M )?bélim
déntsimi, [x]eC xe M ile temsil edilen sinifi géstermek lzere X+ [X] ile verilir. w

doénlisUima Peiffer garpimiyla tanimlidir, yani

W(IX]®[y]) = xy —x-0(y) .

QM2) 6 ve 0 homomorfizmleri 60 =0"1 saglar ve @ doénisimi W nin bir liftingidir, yani

Ow = Wveya denk olarak X,y € M icin do([X]®[Y]) = @([X]®[Y]) = xy — x-3(y)

QM3) L bir N — Steenrod cebiridir ve diyagramdaki tim homomorfizmler N ’nin etkisine gére
denktir. Ustelik N ’'nin L Gzerindeki etkisi @a € L ve X € N igin agagidaki esitligi saglar:
a-o0(x) = w([oa] ®[x]+[x]®][0a]).
Kuadratik modiiller arasindaki bir ¢:(w,0,0) = (®',6',0") dénisimi | bir n—denk
homomorfizm ve (M,n) ¢, :C — C' dénlsimiini doguran yari-kros modiiller arasindaki bir

doéniistim olmak tizere, ¢ = (I, m,n)



30

cC®C 25> L <23 M —> N
[ | m ln
C'®C’ o L' > M —— N’

degismeli diyagramiyla verilir. SQM Steenrod kuadratik moddllerin ve yukaridaki diyagramdaki
gibi dénusumlerin kategorisi olsun.

Simdi 2 —kros moddllerin kategorisinden kuadratik moddllerin kategorisine bir fanktdr insa
edecegiz.

0 0
C,—%C,—25C,

Steenrod cebirlerinin bir 2 —kros modiilii olsun. P, X, Y,z € C, igin

<KX Y > Z>=<XY>I-<X,Y>0,Z
ve

<X <Y, Z>>=X<VY,2>-X-0,<Y,Z>
seklindeki elemanlar tarafindan dretilen C,’in bir ideali olsun.

q,:C,—>C,/P

Bir bolim dontisimii ve M =C, /P, bolim cebiri olsun. 0, bir yari-kros modiil oldugundan
X,y,zeC, igin

0,(<< X, y>2>)=0,(< X, y>7—-<X,y>-0,2)
=0,((xy —X-0,Y)z—(Xy —Xx-0,Y) - 0,2)
= 0,X0,Y0,Z —0,X0,Y0,Z —0,X0,Y0,Z + 0,X0,Y0,Z
=0
ve
0,(<X,<y,2>>)=0,(X<VY,2>-X-0,<Y,2>)
=0,(X(yz—-y-0,z)-x-0,(yz-y-0,2))
=0,(x(yz—-y-0,2) —x-(0,y0,2 - 0,Y0,2))
=0,(X(yz—-y-0,2))
= 0,X0,Y0,Z —0,X0,Y0,2
=0
elde ederiz. Yani 0,(P;)=0. Su halde tim xeC, icin 0,(Xx+P,)=0,(X) ile verilen

0:M — C, déntsumi 0,(P;) =0 oldugundan iyi tanimli bir homomorfizmdir. Bundan dolay!

g, :C, & M bolim doénlisimii olmak tizere
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C, —2> C,
N/
M
degismeli diyagramini yazabiliriz. P, , {—® —} Peiffer lifting déntisiimi olmak tizere
{x®<y,z>}ve {<x,y>®z}
seklindeki elemanlar tarafindan dretilen C, 'nin ideali olsun.
L=C,/P/
esitligine sahibiz. 2CM1)’den
0,{x®<y,z>}=<x,<Yy,2>>
ve
O, {< X y>®z}=<<x,y> 2>
yazabiliriz ve su halde 0,(P;)=P, elde ederiz. Bu takdirde o(I+P;)=0,1+P,; ile verilen
0:L—>M iyi tanimh bir homomorfizmdir. Gergekten |+P/=1"+P; ise bu takdirde
I-1"eP/, ve 0,(1-1"e0,(R). 0,(R)=P, oldugundan, 0,(1)-0,(l')eP;, vyani,
O +P,=0,I"+P,.

C= M >
(M)

olsun. Su halde ¢, ve (, bolim déndglmleri olmak lzere agagidaki degismeli diyagrami elde

ederiz.

C®C

7 ’
v

<45 M —25 N

L
A
g, { q,
C

2 5 C P C,.

@.:C®C — L kuadratik donisuml Peiffer lifting donusimiyle verilir, yani tim
x,yeC,, gx qyeM[gx]®[q,y]eCOC ve [4,x]®[q,y]eC&C icin

o([gx]®[a,Y]) € 4 {x®y}.
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Onerme 3.1.2:

/lw
'——5> M—5>N

diyagrami Steenrod cebirlerinin bir kuadratik modultudur.

ispat: Tiim kuadratik modiil aksiyomlarinin saglandigini gésterecegiz.

Qm1), M =C,/P,'deki uglu Peiffer elemanlari agikar oldugundan 0:M — N bir nil(2) -
modldir. Gergekten X+ P, y+P,,z+P, € M igin,

<X+P,<y+PB,z+P>>=<Xx,<y,2>>+F,
=0+P, (<X,<Y,z>>€P, oimasindan)
=P,
ve
<<X+P,y+P>7+P >=<<X,y>7>+P
=0+P, (<<X,y>z>€eP, olmasindan)
=P,
QM2)g,x,0,y € M ve [0,x]®[q,y]e C®C igin

So([0,X]®[q,y]) = 50,{x® y}
=0, 0{x®y}
=0, Xq Yy —G,X-0(qy)  ( 2CM1)'den)
=w([q,x]®[a,Y])
esitligine sahibiz.
Qm3) g,aeL,gxeM ve [00,a]®[g,x]e C®C igin
w([60,a] ®[0a,X]) = o([0,0,2] ®[q;X])
=0,{0,a®x}
=—0,a-X+0,a-0q,(x) (2CM4)'den)
ve
o([g,x]®[50,a]) = o([a,X]®[q,0,a])
= qz{x ® 82a}
=(,a-X (2CM4)'den)
esitliklerine sahibiz. Bu takdirde
w([69,a]®[q,x]+[a,X] ®[J0,a]) = 0,a- o0, X

esitligine sahip oluruz.
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QM4) g,a,q9,b € L ve [00,a]®[5q,b]e CRC igin
o([69,a]®[60,b]) = w([0,0,a] ®[,0,b])

= qz{aza@)azb}

=(0,8)(0,0)  (2CM2)den)
esitligine sahibiz.

Bundan dolay! Steenrod 2—kros modiillerin kategorisinden Steenrod cebirlerinin kuadratik
moddillerine bir fanktér tanimlamis olduk. Bunu
A :SX,Mod - SQM

ile gosteririz.

Simdi yukarida tarif edilen A fankt6riinin homotopi modidillerini korudugunu gosterecegiz.

Onerme 3.1.3: C,—%->C,—2-C,

2 —kros moddil ve tim i >0 igin 7z, bunun homotopi modiilleri olsun. ﬂi' bunun

C®C
/ lw
'——5> M — N

kuadratik moduiliinii gdsteren homotopi modiilleri olsun. Bu takdirde tim i >0 igin = 7zi'.

ispat: 2 —kros modiiliin homotopi modiilleri

C,/0,(C) i=1
cekd, /goro, 1=2
B cekd, =3
0 i=0,i>3
ve bunun birlestirilmis kuadratik modulinin homotopi moddlleri
N/o(M) =1
. |cekdlgéro 1=2
B ceko i=3
0 i=0,i>3.

Simdi tim i>0 igin 7, =7 oldugunu gésterecegiz. 9,(P,)=0,M =C,/P,,N=C, ve

0(M) = 0,(C,) oldugundan, agik olarak

7, =Cyl0,(C)=N/O(M) =7
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eko oro
% e gord = 90T% oldugundan bdylece

3 3
» cekd _cekd, /P, _ cekd,
Ty = <= =— = =
gord  goro, /P, goro,

esitligine sahibiz. ¢eko =

esitligine sahibiz. Simdi, 7, = 713' oldugunu gosterecegiz.
r, ={x+P, :0,(x) e P}
esitligini goz éniine alalim. ﬂ3"nijn bir X+ P3’ elemani igin X+ P3’ =X+ PS’ ve X' €gekd,

olacak sekilde bir 7r3"n'L'|n bir X'+ P3' elemani oldugunu gdsterecegiz. Aslinda 2CM1)’den

O, {<X, y>®z}=<<X, Yy >,2> ve 0,{X®<Y,z>}=<X,<Y,Z>> oldugunu elde ederiz ve
0,(P,) = P, esitligine sahibiz. Boylece 0,(X) € P, olmasi 8,(X) =08,(W),we P, olmasini
gerektirir; Su halde 0,(X—w) =0; bu takdirde X' =X—W alalim, bdylece X+ PS' =X+ Ps' ve
0,(X)=0. w:m —m, doénisimini X +P X ile ve viz,—> 7, donisimini

X+ X+ P, ile tanimlayalim. Bu takdirde 1 ve v ters bijeksiyonlardir, yani 7z, = 7r3' ‘e sahibiz.

Su halde 2-—kros moduiliin homotopi modiilleri kendisinin birlestirilmis kuadratik modiiline
izomorfiktir.

Tanim 3.1.4. Bir N quadratik kompleksi d, bir kuadratik modiil olmak tzere N, Steenrod
cebirleri ve N, ,n>3 abelyen ve 7, =escek(d,) iken N,’in etkisiyle bir 7z, moduli

arasindaki

dy N3 ds > N2 d N]_
homomorfizmalarinin bir dizisidir. Ustelik n>3 igin d_ _,d =0. Bir f:N — N’ morfizmi

f,—denklerini d, ile  degistiren f,:N, —> N,  homomorfizmalarinin  bir

dizisidir. 7, (N) = gek(d,,) /g6r(d,,,), N ’nin homolojisi olsun. Bu taktirde tim n'’ler igin

7, (f) birizomorfizmise f bir zayif denkliktir.

3.2. SIMPLISIL STEENROD CEBIRLERINDE KUADRATIK MODULLERIN INSASI

Baues, [12], simplisil gruplardan kuadratik modillere bir fanktér tanimladi. Bu fanktérin
insasinda @ kuadratik dénidsimini tanimlamak igin, Baues [12]'de verilene benzer olarak
hiperkros kompleks ciftleri cinsinden simplisil Steenrod cebirlerinin kategorisinden kuadratik

modyillerin kategorisine bir fanktor insa edilir. Bu yapida @ kuadratik donistimind tanimlamak
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igin [6, Onerme 5.2] de Arvasi ve Porter tarafindan verilen Peiffer lifting dénlsimini

kullanacagiz.

Simdi simplisil Steenrod cebirlerinden kuadratik modiillere bir fanktori Eaﬁ fonksiyonlarini
kullanarak insa edecegiz. Eaﬁ fonksiyonlarini kuadratik modul aksiyomlarinin saglanmasinda
kullanilir.

SA, NSA Moore kompleksi ile birlikte bir simplisil Steenrod cebiri olsun. X,y € NSA igin
W doénisimu

W(X, y) =Xy —x-0,y
ile ve X,y € NSA icin @' déntisimi
@' (X, Y) =S X(8,Y — oY) =S, X(S,Y — S;Y) + 05 (NSA,)
ile verilmek lizere asagidaki

NSA x NSA,

NSA, /0,(NSA,) P NSA > NSA,
degismeli diyagrami kullanarak bir kuadratik modul elde edecegiz.
P,(0,), X,¥,z e NSA icin
<X<VY,2>> ve <X, Yy>1>
Seklindeki elemanlar tarafindan Uretilen NSA 'in ideali olsun. 0, bir yari-kros modiil
oldugundan, 0,(P,(0,)) =0 vyazabiliriz. Bu takdirde X € NSA igin O(x+P,(0,)) =0,X ile

verilen 0 NSA / P,(0,) — NSA, iyi tanimli bir homomorfizmdir. Su halde @, bélim dénisimi

olmak Uzere asagidaki dedismeli diyagrami elde ederiz.

NSA —%—> NSA

NSA /R,(2,).
P/(0,), X, Y,z Peiffer elemanlariyla yani X, Y,z € NSA igin
@'(< XY >12)=s(<XYy>)s2-5,2)

ve
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@' (X,<Y,2>)=8,(X)(s,(<y, 2>)=5s,(< Y, 2>))
seklindeki elemanlarla tretilen NSA, /0,(NSA,) tin bir ideali olsun.
0,0'(X,< Y, 2>)=d,(s,(X)(5,(< ¥, 2>) =S, (< ¥, Z>)))
=X(<y,2>)—-xs,d,(<y,z>)
=<X,<VY,Z>>
ve

0,0/ (< %,y >,2) =y (5,(< X, ¥ >)(8,(2) = 5,(2)))
=< X,y >(z-5s,d,2)
=<<X, Y >, 2>

olduguna dikkat edelim. &, (P;(6,)) = P,(8,) 'i elde ederiz.
M = NSA /R,(3,)
ve
L = (NSA, /2,(NSA))/ P}(,)
Steenrod  bolim  cebirleri  olsun. Su  hade  8,(P)(8,)) = P,(d,) oldugundan
S(a+P)(0,)) = 0,(a)+P,(d,) ile verilen
0 :(NSA, /0;NSA,) I B)(6,) > NSA / B, (0,)
doniiglimiiniin iyi tanimli bir homomorfizm oldugunu goriiriz. C=M* /(M®)* ve q,,0,
bolim doniisiimleri ve @ kuadratik déniisimi g X, 0,y € M igin
o([aXI®[A,Y]) = G/ (X, ) = G (s,X(5,Y — 5,Y) + 05 (NSA))
ile verilebilmek ve [g,X]®[0,y] € C ®C olmak lizere

C®C
/ w
v
A
a, a,

NSA, /3,(NSA,) ——> NSA ——> NSA,

Degismeli diyagramini elde ederiz.
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Onerme 3.2.1:

/lw
L—5> M—6>N

diyagrami Steenrod cebirlerinin bir kuadratik modultudar.

ispat: Eaﬂ fonksiyonlarini  kullanarak kuadratik modul aksiyomlarinin  saglandigini

gOsterecediz. Uyumu saglamak agisindan hesaplamamizdaki Ust cizgileri ihmal eden

elemanlari g6z 6nlne alacagiz.

Qm1) Acik olarak 0:M —> N bir nil(2) — moduildar. Cunku
X+PR,(0,), y+P;(0,), 2+ P,(6,) e M = NSA / R,(0,) icin
<x+PR(0,),<y+PR(0,), 2+ PR(0,) >=<X,<y,2>+P(0,)
=0+PR,(0,) (<xx,<Y,2>€PR,(0,)den)
=R(0,)
ve benzer sekilde
<< X+R(0,), y+PR(0,) > 2+ R(0,) >=<< X,y >, 2>+P,(0,)
=0+PR,(0,) (<xx<Y,z>>eP,(0,) oldugundan)
=P (0y)-
QM2) x,y € NSA, g,X,q,yeM ve [0,x]®[q,y]e CR®C igin
5([g,X]®[6,Y]) = 56, (5, ()(5,Y ~ $,Y))
= 0,(d,(5,((sy - %Y)) (50, =0,3, oldugundan)
= 0,(x)0,(y) - 0,(x)-6,(q,(y)) (g, =d, oldugundan)
= w([g,x]®[q,y]).

QM3) g,aeL ve g xeM igin
o([00,a]®[q;x]) = a’([qléza] ®[a,x])
ve

a)([qléza] ®[q,x]) = d,(s,d,a(s,x — $,X))
esitliklerine sahibiz. Diger taraftan
93(Ep 00 (X ® @) = (8, —5,X)8,d,@ — (S,X — 8, X)a € 0, (NSA)

olmasindan
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a)([chéza] ®[a,x]) = 5,0, X(q,a) —,X(0,2)  mod(6;(NSA;))
=(q,a) '51Q1X -x-(q,a) (51q1 =d, oldugundan)

esitliklerine sahibiz. Benzer sekilde
o([q,x1®[59,a]) = @([0,X] ®[,0,2a])
=, (s,x(s,d,a—s,d,a))
esitliklerine sahibiz.
05(E 00 (x®Q)) = 5,x(s,d,a —5,d,a) + s, xa € 95(NSA,)

olmasindan

o([0,x]®[q,0,a]) = x-(q,8)  mod(3;(NSA,))
yazabiliriz. Bundan dolayi

o([60,2] ®[q,x] + [0, X] ®[50,a]) = (a,) - (0, X) -
QM4) g,a,q,b € L igin

o([69,a]®[60,b]) = q,(s,d,a(s,d,b—s,d,b))

yazabiliriz.
05(E g0 (@®Db)) = 5,d,a(s,d,b—s,d,b) +ab € (NSA,)
olmasindan
([0,0,2]®[0,3,b]) = 9, (a)a, (b) mod(0;(NSA;))
elde ederiz. .

Boylece simplisil Steenrod cebirlerinin  kategorisinden Steenrod cebirlerinin  kuadratik

modyuiliine bir fanktér tanimlamis olduk. Bunu
A:SimpSAlg — SQM
ile gosteririz.
Farkh olarak bu 6nerme Arvasi ve Porter ([6]) tarafindan simpligil bir cebirden olusturulan
2 —kros modulin kullanimiyla degisik bigimde yeniden ispatlanabilir. Simdi tartismanin kisa bir

bolimini verecegiz. [6, Onerme 5.2] de verilen bir SA simplisil Steenrod cebiri igin

X,y € NSA icin {X® y}=sX(S,y—S,Y) +95(NSA, " D;) olmak tizere bir 2 —kros moduiliin

NSA, /3, (NSA, N D,)—%—> NSA —%— NSA, (1)
insa edilebilecegdi gosterildi. Agik olarak

NSA, / 9, (NSA, N D;) —=— NSA —2— NSA,

lj

NSA, /9,(NSA,) ——> NSA —2 5 NSA,
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degismeli diyagramina sahip oluruz. Bu galismada (3.1'de) oldugu gibi (1) 2 —kros modiiline

birlestirilen kuadratik moduli géz éntine alalim.

C®C
M —— N
NSA, - > NSA1—>61 NSA,

5,(NSA,~D,)  ©
Bu takdirde A, NSA, nin
S (<X, Yy >)(5,2-5,2) ve s, (X)(S,(<Y,2>))=Sy(<Y,2>)
Seklindeki elemanlar tarafindan Uretilen ideali olmak tizere L'= A/0,(NSA, "D;) oldugu
goriilebilir. Diger taraftan 3.1'den L = A/ 0,(NSA,) 'e sahibiz. Béylece
w=iw', & =7 (2)
olmak iizere bir i :L"— L déniisimii vardir.
C®C—2>»L'—2>M—5N
yapl ile bir kuadratik modiil oldugundan (2)’yi kullanarak
C®C—25L—25M—2>N

kisa tam dizinin de ayrica bir kuadratik modul oldugunu kontrol etmek uygundur.

Simdi yukarida tarif edilen A fanktériinin homotopi modiillerini korudugunu goésterecegiz.

Onerme 3.2.2: SA bir simplisil Steenrod cebiri olsun, T, SA’nin siniflandirimis uzaylarin
siniflandiriimig uzayinin homotopi modulleri olsun, ve 7[{, bunun birlestiriimis kuadratik

moduliniin homotopi mod(ili olsun; bu takdirde 1 =0,1,2,3 igin 7, = 7/ .

ispat: SA bir simplisil Steenrod cebiri olsun. SA’nin N.homotopi modiili SA’nin Moore

kompleksinin  N.homolojisine izomorfiktir, yani 7z, (SA)=H_ (NSA). $u halde SA’nin

7,,(SA) = 7, homotopi modidilleri
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NSA, /d,(NSA) n=1
cekd; N NSA o
| dsa)
" |¢ekd, " NSA, _3
d;(NSA,)
0 n=0veya n>3

ve bunun birlestirilmis kuadratik modulindn 7zr'] homotopi moddlleri

NSA, /o(M) n=1,

B cekd/gekd n=2,

= ceko n=3,
0 Nn=0veya N>3

n=0,1,2,3 i¢in z, =, oldugunu iddia ediyoruz. M =NSA /PR,(0,) ve 0,(R,(0,))=0
oldugundan

o(M) =0(NSA /F;(0,)) = d,(NSA)
esitligine sahibiz ve bu takdirde

7 = NSA, /(M) = NSA, /0(M) = NSA, / d, (NSA,) = 7,.

Ayrica ¢ekd :M ve Goro =d,(NSA,)/ P,(0,) . Boylece
R(4,)
s cekd _ (gekd, MNSA)/P,(0,) _ gekd, MNSA

= = 7,
ceks  d,(NSA)/P(@,)  d,(NSA)
esitliklerine sahibiz. 7z§ ve 7, arasindaki izomorfizm Onerme 3.1.3'in ispatina benzer bir

sekilde ispatlanabilir.

Uyari: Bir 6nceki bélimde 2 —kros modilllerin kategorisinden kuadratik moddillerin kategorisine
A fanktor tanimladigimizi not edelim. 2.2 ve yukarida hatirlatildigi gibi Arvasi ve Porter, [6],
2 uzunlugundaki Moore kompleksli simplisil cebirler ve cebirlerin 2 —kros modiilleri arasinda

bir fanktor insa etti. Bu ifadeleri agagidaki diyagramda 6zetleyebiliriz.

SX,Mod «— SimpSAlg._,

AN
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3.3. KROS KARELERDEN KUADRATIK MODULLER

Bu bélimde Steenrod cebir yapisinda kros karelerden cebirlerin kuadratik moddllerine bir
fanktoér tanimlayacagiz. Yapimiz kisaca asagidaki gibi agiklanabilir:

Steenrod cebirlerin verilen bir kros karesi igin, 2.2'den birlestirilmis 2 —kros modili goz
ondne alalim ([4]) ve bu takdirde 3.1'deki gibi bu 2 —kros modiile karsilik gelen 2 —kros moduli
insa ederiz. Diger bir ifadeyle sadece iki fanktorii birlestiriyoruz. Ozel olarak her bir adimda
korundug@u gibi homotopi tipi acik olarak korunur.

Simdi 3. Bélimde bahsettigimiz gibi Conduché tarafindan grup durumunda verilene benzer
olarak ([19])

L—4 sMxN—4Y 3R (3)

N @ — R

v

seklinde degismeli cebirlerin bir

kros karesinden bir 2 —kros modiil inga ettigini tekrarlayalim.
Simdi

L — 5 M

N @ — R

Steenrod cebirlerinin bir kros karesi olsun. Bunun birlestiriimis 2 —kros modiil (3)'li g6z 6niine
alalim. Bu 2—kros modilden N=R,M’'=(M xN)/P,,L'=L/P/,C=(M")"/((M")")?

olmak Uzere 3.1’deki gibi bir

C®C
/ lw

kuadratik moduli inga edilebilir.

M x N ’deki Peiffer elemanlari
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<(m,n),(c,a) >=(m,n)(c,a) —(m,n)-(x(c) +v(a))
=(mc+m-v(a)+c-v(n),na)

—(m-u(c)+m-v(a),n-u(c)+n-v(a))
(c-v(n),—n-u(c))
ile verilir. 3.1°den M x N 'nin P, idealinin (m,n),(c,a),(m’,n’)e M x N igin
<<(m,n),(c,a) > (m',n’) >=(-m"-v(n- (c)), u(m’)- (n- (c)))
ve
<(m,n),<(c,a),(m’,n") >>=((m"-v(a))-v(n),—n- u(m"-v(a)))
seklindeki elemanlar tarafindan dretilir. Su halde (u+Vv)(P,)=0 esitigine ve
a((m,n)+P,) = z(m)+v(n) ile verilen &: (M x N)/P, — R déniisiimii elde edilir.
Ayrica L'nin P, idealinin ttm m’,ce M ve n,ae N igin
h(m',—n- u(c)) ve h(m'-v(a),n)
seklindeki elemanlar tarafindan Uretilir. Kros kare aksiyomlarindan

(=2, A)(h(m’,—n- u(c))) = (=m"-v(n- u(c)), (M) - (n- u(c)))
=<<(m,n),(c,a)>,(m",n") >

ve
(=4, 2)(h(m"-v(a),n)) = ((m"-v(a))-v(n),—n- u(m"-v(a)))
=< (m,n),<(c,a),(m’,n") >>
Esitlikleri  bulunur. Su halde O&:L'"—> M’ dénisimi tim lel’ler icin

o(1+PR) =(-Al, A1) + P, ile verilir.
®:C®C > L'

kuadratik ~ dénGsimi  tim (m,n),(c,a)e M xN ¢, (m,n),q,(c,a)e M’ ve
[g9,(m,n)]®[q,(c,a)] e C®C igin ve h kros karenin h— dénistimi olmak tizere

o([g,(m, n]®[q,(c,a)]) = g,(h(c,na))

a

L — M'—6>N

ile verilebilir.

Onerme 3.3.1:

diyagrami Steenrod cebirlerinin bir kuadratik modultudar.

ispat: Tiim kuadratik modiil aksiyomlarinin saglandigi gésterilir.
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QM1) Acik olarak 0:M'— N, M’ deki {iclii Peiffer elemanlari asikar oldugundan bir nil(2) —
moduildar. Bu 3.1.2’nin ispatina benzer bir sekilde ispatlanabilir.

am2) g,(m,n) ve g,(c,a) e M’ ve [g,(m, n)].[q,(c, )] C igin

da([g,(m, n)]®[a,(c,a)]) = (-4,4)a,(h(c, na))
=@, (—4h(c,na), A'h(c, na))

=w([q,(m,n)]®[a,(c,a)]).
Qm3) g,(c,a),o(d,) e M ve [64,1],[g,(c,a)] € C igin

o([69,11®[q,(c,a)]) + o([q,(c, a)] ® [5q,I1) = w[q, (~Al, A1) ®[q,(c,a)]]
+a[g,(c,a)]®[q,(-Al, A1)]
=0, (h(c,(A1)a)) +q,(-Al,ar'l)
=0, (h(c, 4'(1a))) + q, (h(=4l, 2'(1a)))
= (u(c)+v(a))-q,(I).

am4) 5(a,1) = g, (=1, A1) ve 5(g,l,) =g, (<A1, A1 ) e M ve [6G,11,[5a,l, 1€ C icin,

o([5,11®[5,),]) = @, (~A1, 1) @[, (~Aly, 1,)]
=0, (h(al, 2'(11,)))
= (qzl)(qzlo)-
Su halde kros karelerin kategorisinden degismeli Steenrod cebirlerinin kuadratik moddillerine
bir fanktér tanimlanmis oldu. Bunu

w :SCrs* - SQM
ile gosteririz.
Su halde giriste verilen asagidaki diyagram tamamlanmigtir.

7%
QM < Crs’

X 3]
A

SimpSAlg [3]
[4]

X,Mod



44

KAYNAK

[11 M. André, Homologiedes algebrés commutatives, Die Grundlehren der Mathematischen
Wissenchaften, 206 Springer-Verlag (1970).

[2] Artin M. And Mazur B., On The Van Kampen Theorem,Topology, 5, 179-189, (1966).

[3] Ashley N., Simplcial T-Complexes: A non abelian version of a Theorem of Dold-Kan, Dissertation of
Math. 165 (1988), 11-58, Phd Tsesis, UCNW (1978).

[4] Arvasi Z., Crossed Squares and 2—crossed modilles of commutative algebras, Theory and
Applications of Categories, Vol. 3, No.7 pp 160-181, (1997).

[5] Arvasi Z., Applications in Commutative Algebra of The Moore Complex of A Simplicial Algebra, Ph.D.
Thesis, University of Wales Bangor, (1998).

[6] Arvasi Z. And Porter T., Higher Dimensional Peifer Elements in Simplicial Commutative Algebras,

Theory and Applications of Categories, Vol. 3, No.1 pp 1-23, (1998).

[7] Arvasi Z. and Porter T., Freeness conditions for 2 — crossed module of commutative algebras, Applied
Categorical Structures, 6, pp 455-477, (1998).

[8] Arvasi Z. and Ulualan E.,Homotopical Aspects of Commutative algebras Freeness Conditions of
Crossed Square (Preprint) , (2007)

[9] Z. Arvasi and E. Ulualan, Quadratic and 2-Crossed Modules of algebras Algebra Colloquium, Vol. 14,
Issue 4, 2007, page 669-686 , (2007).

[10] Z. Arvasi and E. Ulualan, On Algebraic Models For Homotopy 3-types, "Journal of Homotopy and
Related Structures" 1, No.1, 1-27, (2006).

[11] Aznar E.R., Cohomologia no Abeliana in Categories de Interes, Phd Thesis, Universidad de Santiago
de Compostela, Alxebra, 33, (1981).

[12] Baues H.J., Combinatorial homotopy and 4-dimenional complexes, Walter de Gruyter, 15, 380 pages,
(1991).

[13] Baues H.J., Algebraic Homotopy, Cambridge Studies in Advanced Mathematics, 15, 450 pages,
(1998).

[14] Berger C., Double loop spaces, braided monoidal categories and algebraic 3-types of spaces,
Contemporary Mathematics, 227, 46—66, (1999).

[15] Brown R. and Gilbert N.D., Algebraic models of 3 — types and automorphism structures for crossed
modules, Proc. London Math. Soc. (3) 59, pp 51-73, (1989).

[16] Carrasco P., Complejos hipercruzados, cohomologia Y extensiones. Ph.D. Thesis, Univ. de

Granada, (1987).

[17] Carrasco P. and Cegarra A.M., Group-theoretic algebraic models for homotopy types, Journal of Pure
and Applied Algebra, 75, pp 195-235, (1991).

[18] Conduché D., Modules croisés Généralisés de longueur 2, Journal of Pure and Applied Algebra, 34,
pp 155-178, (1984).

[19] Conduché D., Simplicial crossed modules and mapping cones, Georgian Mathematical Journal, 10,
No. 4, 623-636, (2003).

[20] Curtis E.B., Simplicial Homotopy Theory, Adv. in Math. 6, (1971),107-209.

[21] Duskin J., Simplicial Methods and Interpretation of Triple Cohomology, Memoir A.M.S., Vol:3, 163
(1975).



45

[22] Ellis G.J., Higher dimensional crossed modules of algebras, Journal of Pure and Applied Algebra, 52,
277-282, (1988).
[23] Ellis G.J., Crossed squares and combinatorial homotopy , Math.Z. , 214, 93-110, (1993).

[24] Ellis G.J. and. Steiner R, Higher dimensional crossed modules and the homotopy groups of

(n +l) —ads., Journal of Pure and Applied Algebra, 46, pp 117-136, (1987).

[25] Grandjéan A.R. and Vale M.J., 2 —modulos cruzados an la cohomologia de André-Quillen, Memorias
de la Reai Academia de Ciencias, 22, (1986).
[26] Guin D. -Waléry and Loday J-L., Obsructional’excision en K-theories algébrique, In:Friedlander,

E.M.,Stein, M.R.(eds.) Evanston conf. on algebraic K — Theory 1980, (Lect. Notes Math., vol. 854, pp
179-216), Berlin Heidelberg New York: Springer (1981).

[27] lllusie L., Complex cotangent et deformations |, Il. Springer Lecture Notes in Math., 239 (1971) 1l 283
(1972).

[28] Loday J-L., Spaces with finitely many non-trivial homotopy groups, Journal of Pure and Applied
Algebra, 24, pp 179-202, (1982).

[29] May J.P. Simplicial Objects in Algebraic Topology, Van Nostrand,Math. Studies .

[30] Morgenegg C. Sur les Invariants d’'un Anneau Local A Carps Residuel de Characteristique 2.Phd.
Thesis, Lausanne EPFL (1979).

[31] Munkres Elements of Algebraic Topology.

[32] Mutlu A., Free 2-crossed complexes of simplicial algebras, Mathematical & Computational
Applications. Vol. 5, No: 1, pp. 13-22, (2000).

[33] Mutlu A., Peiffer pairings in the Moore complex of a simplicial group, Ph.D. Thesis, University of
Wales Bangor, (1997).

[34] Mutlu A. And Porter T., Applications of Peiffer pairings in the Moore complex of a simplicial group,
Theory and Applications of Categories, Vol. 4, No: 7, pp. 148-173, (1998).

[35] Mutlu A. And Porter T., Freeness conditions for 2-crossed modules and complexes, Theory and
Applications of Categories, Vol. 4, No: 8, pp. 174-194, (1998).

[36] Porter T., N —type of simplicial groups and crossed N — Cubes, Topology, 32, pp 5-24, (1993).

[37] Porter T., Some categorical results in the theory of crossed modules in commutative algebras, Journal
of Algebra, 109, pp 415429, (1987).

[38] Porter T., Homology of commutative algebras and an invariant of Simis and Vasconceles, Journal of
Algebra, 99, pp 458-465, (1986).

[39] Shamnu N.M., Algebraic and Categorical Structure of Category of Crossed Modules of Algebras, Phd
Thesis, U.C.N.N. (1992).

[40] Steenrod N. And Eilenberg S., Foundations of Algebraic Topology, Princeton, New Jersey, Princeton
University Pres, 1952.

[41] Quillen D., On the homology of commutative rings, Porc. Sympos. Pure Math, 17, (1970).

[42] Whitehead J.H.C., Combinatorial homotopy Il, Bull. Amer. Math. Soc., 55, pp 453-496, (1949)



46



47



OzZGEGMIS

Adi ve Soyadi : Simge OZTUNC
Baba Adi : Huseyin

Ana Adi : Hesna

Dogum Tarihi 26/12/1982
Dogum Yeri izmir

ilk 6grenimini Edirne’de Trakya Birlik ilkégretim Okulunda , Ortaokulu Bornova Yahya Kemal
Beyatli ilkdgretim Okulunda, lise égrenimini Suphi Koyuncuoglu Lisesinde tamamladi. 2005
yilinda Celal Bayar Universitesi Fen-Edebiyat Fakiltesi Matematik Béliminden mezun oldu.
2005-2006 Ogretim yilinda Celal Bayar Universitesi Fen Bilimleri Enstitisiinde Yliksek Lisansa
basladi ve hala 6grenimine devam etmektedir.



