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ABSTRACT

HORADAM INTEGER AND MATRIX SEQUENCES

TUMBAS, Abdulkadir
M.Sc. Thesis in Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Siikran UYGUN
November 2018

97 pages

In this study, after a detailed introduction of the literature concerning the Horadam
sequence, information about its most popular ones such as Fibonacci, Lucas,
Jacobsthal, Jacobsthal Lucas, Pell and Pell Lucas and their basic features are
presented. Besides, polynomial sequence, which is an aggregation of these number

sequences, is also introduced.

Then, Horadam number and polynomial sequences are analyzed in detail. In the
following part, Horadam polynomials and Chebyshev polynomials are associated
with each other. Following this, features related with the generalized Horadam

sequences are acquired through the use of matrix.

Finally, in the last part, after the introduction of Generalized Fibonacci and
Generalized Lucas number sequences, and some of their basic features, Generalized

Fibonacci, Generalized Lucas and Horadam matrix sequences are examined in detail.

Keywords: Generalized Fibonacci sequences, Generalized Lucas sequences,

Horadam sequences, Binet formula, Generating functions



OZET

HORADAM SAYI VE MATRIS DIZILERI

TUMBAS, Abdulkadir
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Tez Yoneticisi: Dr. Ogr. Uyesi Siikran UYGUN
Kasim 2018

97 sayfa

Bu c¢alismada Horadam dizileri hakkinda ayrintili bir literatiir bilgisi verildikten
sonra popiiler olan Fibonacci, Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal Lucas, Pell, Pell Lucas
gibi dizileri ve temel 6zellikleri hakkinda bilgiler verilmistir. Bu say1 dizilerinin bir

genellestirmesi olan polinom dizileri de kisaca tanitilmistir.

3. Boliimde Horadam say1 ve polinom dizileri ayrintili bir sekilde incelenmistir.
Sonra 4. boliimde Horadam polinomlar1 ve Chebyshev polinomlar1 arasinda bir bag
kurulmustur. Sonrasinda genellestirilmis Horadam dizileri ile ilgili 6zellikler matris

kullanarak elde edilmistir.

Son béliimde ise Genellestirilmis Fibonacci, Genellestirilmis Lucas say1 dizileri ve
temel baz1 6zellikleri tanitildiktan sonra, Genellestirilmis Fibonacci, Genellestirilmis

Lucas ve Horadam matris dizileri ayrintili bir sekilde incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis Fibonacci dizileri, Genellestirilmis Lucas

dizileri, Horadam dizileri, Binet formiilii ve Urete¢ fonksiyonu
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BOLUM 1
GIRIS

Say1 dizileri ozellikle sayilar teorisinde ¢ok onemli bir yere sahiptir. Bir¢cok
arastirmact tarafindan {izerinde c¢alismalar yapilan say1 dizileri, rasyonel
fonksiyonlar1 temsil eden kuvvet serileri teorisinde, Hilbert serilerinde, grup teoriden
gelen iirete¢ fonksiyonlarinda ve bunun gibi bir¢ok bilimde kullanilmistir. Bu gibi
konularda ciddi ilerlemeler elde edilmistir. Tamsay1 dizileri denilince ilk akla gelen

dizi Fibonacci dizisidir.

Fibonacci dizisinin elemanlart Leonardo Fibonacci tarafindan iiretilen bir
tavsan probleminden esinlenilerek elde edilmistir. Leonardo Fibonacci 1170 yilinda
Italya‘nin Pisa sehrinde diinyaya gelmistir (1170-1240). Cocuklugu babasmin
ticaretle ugrasmasindan dolayr Cezayir’de ge¢mistir. Burada, Miisliiman bilim
adamlarindan onluk Arap say1 sistemini 6§renmis boylece Roma rakam sistemimin
onluk Arap say1 sistemine nazaran hi¢ fonksiyonel olmadigini anlamistir. Bagka bazi
matematikgiler ile birlikte Fibonacci sayesinde, Hint Arap say1 sistemi,
Hindistan’dan Iran’a ve daha sonrasinda Orta Dogu ve Kuzey Afrika’ya, oradan da
Avrupa’ya ge¢mistir. O, Arap rakamlarim tiim sayilar ve oranlarda, bir sayiyr asal
carpanlara ayirmada, kokli sayilarda vb. kullanmayr diistinmiistiir. Fakat sayisiz
avantajlarina ragmen bu sistemi oturtmak kolay olmamistir. O donemde gerceklesen
Hacli Seferleri, iizerinde “Arap” etiketi olan herhangi bir seyi siipheli hale
getiriyordu. Hatta 1299 yilinda Arap rakamlari, “iizerlerinde degisiklik yapilmasi

Romen rakamlarina gére daha kolay” oldugu gerekcesiyle yasaklanmistir.

Babasmin isi dolayisiyla, birlikte Arap ve Akdeniz iilkelerine yaptiklar
seyahatler sayesinde Fibonacci, Dogu {ilkelerinde (Misir, Suriye, Cezayir,
Yunanistan, vs.) yasayan biiylik matematikgilerle tanigma sans1 yakalamistir. Kendisi
daha sonra Italya’ya donmiis ve 32 yasindayken, Arap rakam sisteminin &nemini
aciklayan Liber Abaci (1202) adli kitabin1 yayimmlamistir. Bu yontemi ticaret

diinyasinda karsisina ¢ikan sorunlara (doviz alim satimi, ticari muhasebe, agirlik ve

1


https://en.wikipedia.org/wiki/History_of_the_Hindu–Arabic_numeral_system
https://en.wikipedia.org/wiki/Liber_Abaci

uzunluklarin birimlerini ¢evirmek vs.) uygulayarak Romen rakamlarindan daha
pratik oldugunu gostermeye ugrasmustir. Ceyrek asir sonra, 1227°de ise, “Liber
Abaci”’nin ikinci (el yazist ile hazirlanan ilk metnin bir kopyasi olmadigi igin)
versiyonunu yaymmlamistir. Italya’ya dondiikten sonra, kitabmin ikinci versiyonunu
ilham aldig1 bir matematik¢i ve astrolog olan Michael Scotus’a adamistir. Michael
Scotus’la devam ettirdigi yazigmalar1 sayesinde Fibonacci’nin c¢aligsmalarindan
donemin Roma imparatoru Federico II de Hohentaufen (1194-1250) haberdar
olmustur. Sarayin bir calisani olan Palermolu Johannes de Scotus, Fibonacci’ye

¢Ozmesi i¢in verdigi problem ile onun tarihe gegcmesine 6n ayak olmustur.

Tavsan Problemi: Bir adam kapali alana 2 tavsan koyar. Eger her ay her ¢ift yeni

bir ¢ift doguruyor ise, 1 y1l sonunda toplam kag ¢ift tiremis olur?

Fibonacci, bu soruyu “Flos (1225)” adin1 verdigi bir makalede ele almistir.
Ayrica, bu calismada tarithe Fibonacci sayilari olarak gececek bir sayr dizisi
tiretmistir. Dizi, 0 ve 1 sayilari ile baslayacak ve tiglincii elemandan itibaren 6nceki
iki saymin toplamina esit olacak sekilde diisliniilmiistiir. S6z konusu model, bir
kovanda sadece kralice armnin yumurtalarim1 birakarak iiremeyi gerceklestirdigi,

arilarin iireme semasinit miikemmel sekilde agiklar.

Yumurtalar dollenirse is¢i (disi) arillar dogmaktadir. Bu arilarin genetik

bilgisinin yaris1 anneden (kralige ar1) yaris1 da babadan (erkek ar1) gelmektedir.

Yumurtalar dollenmezse erkek arilar dogmaktadir. Bu nedenle, is¢i arilarin
iki, erkek arilarin tek ebeveyni vardir. Bunlarin genetik bilgilerinin tamami anneden

gelir (Sekil 1).

Arilar tek ornek degildir. Fibonacci sayilar1 dogadaki bir¢ok fenomenin perde
arkasinda bulunmaktadir: Tac¢ yapraklarin dizilimi, hortumlarin olusumu vs.
Etrafimizdaki bircok matematiksel yapmin arkasinda bulunan bu sayilarin gizemi
yiizyillar boyunca uzmanlari biiylilemeye devam etmistir ve hatta giiniimiizde sadece
Fibonacci sayilarinin  gézlemlenebildigi yeni alanlar1 belirleyen yayinlar

bulunmaktadir.


https://en.wikipedia.org/wiki/Frederick_II,_Holy_Roman_Emperor

Q4O

Orta ¢cag matematiginden “altin oran” kavramina

Peki gercekte Fibonacci sayilarinin ardinda ne kadar “sihir” var? Fibonacci ne

oranda bu sayilarin ve aralarindaki iligkiyi ortaya ¢ikaran oranin kasifi sayilabilir?

Tarihe baktigimizda, Gopala (1135) ve Hemanchandra (1150) gibi bir¢ok
Hintli matematik¢inin s6z konusu formiile atiflar yaptigi gbéze carpmaktadir;
Fibonacci henliz dogmadan ¢ok Once yaptiklar1 c¢alismalarda bu formiilden
bahsedilmektedir. Birka¢ yiizyil sonra, Fibonacci dizisi iizerine yaptig1 arastirmalar
sonucu biiylilenen Kepler ise “Strena Seu de Nive Sexangula” (1611) adli eserinde

tarthe “altin oran” olarak gececek kavrami gelistirmistir.

Kepler ardisik sayilar arasindaki orani kullanarak diziyi yeniden kesfetmistir.
2’nin 3’e, 3’ln 5’e, 5’in 8’e¢ oram1 seklinde devam ederek biitiin elemanlari
incelemistir. Bu islemin sonucunda, her asamadan sonra daha da belirginlesen bir
oranin s6z konusu oldugunu (altin oran) gormiistiir. Bu oram1 (Yunan heykeltirag

Fidas’in onuruna, Fibonacci’nin degil) phi sayisi ile sembolize etmistir: ¢ = 1.618.

Kepler’in Fibonacci dizisinden esinlenerek gelistirdigi biyolojik oto-

replikasyon (kendini kopyalama) siireci kisa bir siire Oncesine kadar (Phyllotaxis


https://en.wikipedia.org/wiki/Phyllotaxis

denilen ve yapraklarin, bitkilerin gdvdesinde dizilisini ifade eden fenomen bilimsel

olarak da incelenene kadar) biyologlar tarafindan goz ard1 edilmistir.

Fibonacci dizisi, her saymin kendisinden bir 6nceki sayr ile toplanmasi
sonucu elde edilen sayilar dizisidir. Fibonacci sayilar1 ii¢ nedenden dolay1 biiyiik
onem arz etmektedir: Birincisi dizinin ilk elemanlarimin dogada bitkilerde,
boceklerde kisacasi birgok yerde karsimiza ¢ok sik ¢ikmasidir. Ikincisi Fibonacci
disizinde yer alan rakamlarin Ozelligi, Fibonacci dizisinde yer alan sayilarin
kendilerinden bir oncekiyle oranlandiginda olusan serinin altin orana yaklasarak
ilerlemesidir. “Altin oran” denilen bu say1 viicudumuzdaki oranlarda, ¢evremizdeki
agaclarda, c¢igeklerde, Misir’daki piramitlere kadar sayisiz alanda karsimiza
cikmaktadir. Fibonacci dizisi ile ulasabildigimiz altin oran insan yiiziindeki duyu
organlarinin  oranlamasiyla da ortaya ¢ikmaktadir. Ornegin, kulaklarimizn,
burnumuzun altindan g¢enemize kadar olan alan altin orani vermektedir. Isaret
parmagimizin bir 6nceki bogum ile orani altin oran1 vermektedir. Fibonacci dizisinde
yer alan altin orani eski Misirlilar bulmuslardir. Yunanhlar da, Misirlilar gibi bu
saytyt mimaride kullanmiglardir. Misir piramitlerinde de tabaninin yiiksekligine orant
altin oram1 vermektedir. Fibonacci dizisi finans sektoriinde finansal varliklarin
alacaklar1 degeri tahmin etmekte kullanilir. Ugiincii neden, bu sayilarmn sayilar
teorisinde ¢ok ilging 6zelliklerinin bulunmasidir. Dizinin terimlerini olusturabilmek
icin ilk iki elemanm verilmesi gerekir. Fibonacci dizisi en kolay sayilar olan

Fy=0, F;=1 ilebaslar. Ama istenirse baslangi¢ sartlar1 degistirilerek tamamen bu

diziden bagimsiz baska bir say1 dizisi de olusturulabilir. Buna 6rnek olarak Fransiz
matematik¢i Edward Lucas baslangic sartlar1 i¢in segilebilecek baska en basit
Ly=2, L;=1 degerlerini kullanarak Lucas say1 dizilerini olugturmustur ve bu sayi
dizisi de kayda deger bir popiilerite kazanmistir. Lucas say1 dizisinin literatiirde bu
kadar ¢ok kullanilmasinin nedeni Fibonacci say:r dizileri ile arasinda birgok ilging

bagintinin bulunmasidir.



Horadam Dizisi:

Bir genel lineer, ikinci dereceden yineleme bagmtisi ile tiretilen Horadam
dizileri hakkinda g¢aligmalar devam etmektedir. Bu boliimde Horadam dizileriyle

ilgili yapilan ¢alismalar hakkinda bilgi verilecektir.

Keyfi baslangi¢ degerleri w, =a ve w, =b seg¢ilerek
Wn = pwn—] - qwn—2

ikinci mertebeden, lineer yineleme bagmntisma sahip  {w, }::0 dizisine

A.F.Horadam’in lizerinde ¢alismasindan dolayr Horadam dizisi denmistir. Bu dizi,
iyi bilinen Fibonacci, Pell, Lucas, Pell-Lucas, Jacobsthal, Jacosbstal-Lucas, Tagiuri,
Fermat, Fermat-Lucas, ... gibi dizilerin popiilerligini artirmistir. Bu manada tamsay1
dizilerine pozitif bir etkisi olmustur. Horadam dizisinin yineleme bagintis1 Fibonacci
ve Lucas dizilerinin bir genellestirmesinin yineleme bagimtis1 olarak da
adlandirilabilir. Ciinkii {wn(O,l;l,—l)};’ Fibonacci ve {wn(2,1;1,—1)};° Lucas dizilerini
vermektedir. Ama Horadam yineleme bagmtisi olarak adlandirmak daha uygun

olacaktir. Bazi yazarlar {w,(0.1; p,q)};o ve {w, (2, p:p. q)}: dizilerine, E. Lucas’in

1891 deki saygin ¢aligmasina “Theorie des Nombres” (Bolim XVIII te) bagl olarak

genellestirilmis Fibonacci ve Lucas olarak adlandirmaktadir. Dikkat edilirse 7, (x)
l.gesit, U,(x) 2.cesit Chebyshev polinomlar, Horadam yineleme bagmtisinda
p=2x ve g=1 |yerlestirilerek elde edilir: 7, (x)=w,(,x2x1) ve

U,(x)=w,1,2x;2x,1).

Yineleme dizileri sayilar teorisindeki caligmalarin ana parcast oldugundan
biiyiilk bir oneme sahiptir. Bu diziler matematik ve bilgisayar biliminin farkl
alanlarinda karsimiza ¢ikmaktadir. Ureteg fonksiyonlari teorisinde, k —diizenli ve

otomatik dizilerde, hiicresel otomobilde, Diophantine denklemlerinde...

Hilbert serileri, kuvvet serilerinin 6nemli bir ¢esidi olan iirete¢ fonksiyonlari,
Poincare serileri gibi durumlarda serilerin katsayilari, lineer yineleme dizileri
olduklart i¢in 6nemli sonuglar elde edilebilir. Ek olarak ortogonal polinomlar

(Chebyshev polinomlar1 dahil) yineleme bagmtilarina sahiptir ve lineer yineleme



dizileri bir ¢ok alanda mesela bilgisayar grafiginde, yaklasim teorisinde, kriptolojide,

zaman seri analizinde karsimiza ¢ikar.

1960’larin baginda Horadam, L. Carlitz ve digerleri tarafindan Horadam

dizileri ¢alisilmaya baslanmistir. Horadam 1961 yilinda {wn(a,a+b;l,—1)};° ozel

dizisi lizerine calismistir. Arkasindan 1962 yilinda {wn(l,p;p,q)}i dizisinin

terimlerinin  kuvvetleri icin iireteg¢ fonksiyonlarmin Carlitz formulasyonunu
calismistir (Es zamanli olarak Riordan tarafindan Fibonacci dizileri i¢in benzer bir
calisma yapildig: belirtilmektedir). Bir sonraki yi1l Buschman, Horadamin 1961
yilindaki ¢alismasini belirtmis ve Horadam yineleme denkleminden elde edilen genel
Horadam dizileri i¢in baz1 6zdeslikler elde etmistir. Bu esnada Raab kesin kosullarda

w,.(a,b; p,q)

n nin ¢ok biiyiikk degerleri igin
w,(a,b; p,q)

oranini incelemistir. Bu da Raab’1

Pascal tli¢geninin bir genellestirmesi kavramina yoneltmistir. Sonra, 1965 yilinda iki
makale yaymlanmis: Bu makalelerde Carlitz’in sonuglari iyilestirilmis daha genel

Horadam dizilerini kapsayacak sekilde genisletilmis ve diizenlenmis sonuclar elde

edilmistir. Bu sirada, yineleme bagmtis1 kullanilarak olusturulan A* — pA+¢q =0

karakteristik denkleminin sirasiyla es kok (p° =4q) ve ayrik kokler (p* #4q)

durumu dizinin temel aritmetik 6zellikleri verilmistir. Horadam makalesinin giris
boliimiinde, makaledeki niyetinin Horadam dizisinin ozelliklerini aragtiran ilk
calisma olmasini istedigini yazmistir. Ancak bunu baska yaymlar hizlica takip
etmistir. 1967 yilinda dizinin ti¢ 6nemli 6zelligini: “Pythagorean” 6zelligi, geometrik
paradoks ve yeni kompleks durumu arastirilmistir. 1969 yilinda dizinin Chebyshev
fonksiyonlart ile ilgisi arastirilmis ve Riordan tarafindan 10 y1l 6nce kullanilan bazi

fonksiyonlarla da ilgisi incelenmistir. Ek olarak goriiniiste pek bilinmeyen 1966
yilindaki makalede Horadam yineleme dizisi {wn (a,b; p, q)}:, Fibonacci dizisini

iceren K. Subba Rao tarafindan elde edilen sonuglar1 genellestirmistir. Bunlar i¢in

genel Horadam sayisinin rankini ve asimptotik davranisini incelemistir.

Horadam’in ilk calismasi caginin 6nemli ilging bir temsilcisidir. Ozellikle

1965 yilinda dejenere olmayan durum i¢in Horadam dizisinin iirete¢ fonksiyonu

o0

. a+(b—-pa)x
w() =3 wr = TG pax
‘= 1-px+gx



olarak belirtmistir. Hemen sonra keyfi k —kuvvet i¢in lireteg¢ fonksiyonu olan

w, (x)=2(wn)"x” ifadesi ile ilgilenmistir. w, i¢in lineer olmayan (kuadratik)
n=0

yinelemeleri gelistirmistir ve Carlitz’in makalesine bagvurarak
[%] (_ l)j

(A-a*x)(1-B'x)=a" —(pa—b) x+kx) ~——e'a,w,_, (q'x),
j=l

esitligini elde etmistir. Burada @ ve B, e= pab—qa’ —b’‘nin ayrik karakteristik

koklerdir. a,; ise Zaijk’” =(1—px+gx*)”’ ters j kuvvet agilimindan elde edilir.
k=2

b—apf B_aa—b
a—pf _a—ﬂ

Kapali formu makalede A = olmak tizere

L (k
W () = Z(JA“FO —a 0

seklinde verilmistir.

Dejenere durum (a =p= % ) 1¢in ana sonug

w()=3 H%) {%” —a(n— 1)H X"

seklinde verilmistir. Horadam u, (p,q)=w,(, p;p,q) ve v, (p,q)=w,(2, p;p,q)
6zel durumlart i¢cin bulunan sonuglarla ilgilenmistir. Horadam, dizisinin lineer

ozelliklerini arastirmaya devam etmeden once, u,,v,,w, yineleme ¢iftlerini

gelistirmis ve Y jle Y oranlarinim asimptotik formlarina dikkat ederek dizinin
w Wn—k

n—1

cift indisli elemanlari i¢in

wocor$72)

formunu elde etmistir. Horadam dizilerinin non-lineer 0&zellikleri non-lineer

yinelemeler kullanilarak elde edilir. Soyle ki; kareli ve kiiplii terimler i¢in



Wiy — qzwnzfl =bw,,,, +(b— pa)gw,,

n+l

veE

wjﬂ +Q@Bpg — p3)w3 + q3w371 =-3pqg ew,

sonuclarini bulmustur.

Literatiirde Horadam ve Horadam tipi dizilerle ilgili var olan kaynaklarin
genisligi bu dizileri incelemeye deger oldugunu gosterir. Siiphesiz, Horadam veya
“yakin komsuluktaki” diziler (Bu diziler genel Horadam dizisinin kismi veya tam
Ozellestirmesiyle elde edilir.) icin kaynak bollugu daha kapsamli bir c¢alismaya

yOneltmistir.

Zeitlin 1965 yilinda, Horadam sayilarinin genellestirilmis versiyonu i¢in ¢ift

kuvvetli Ozellikler elde etmistir. Sonraki yil Carlitz kuadratik formun lineer

transformasyonel igin iyi bilinen bir sonu¢ kullanarak ‘(Wn )"‘ determinantlari i¢in

+r+s

bir kapali form elde etmistir. 1970 yilinda Zeitlin, Horadam sayilar1 i¢in yeni
yineleme ve formiiller elde etmistir. 1973 yilinda, Alter ve Kubota 1950 ve 1960’11
yillarda elde edilmis 6zel sonuglar1 genellestirmislerdir. Hilton, Horadam dizilerinin
genellestirilmis  Fibonacci  ve  genellestirilmis  Lucas  dizileri  olarak
parcalanabilecegini 1974 yilinda belirtmistir. Sonraki 10 yil i¢inde Shannon
tarafindan Horadam dizilerinin daha genel bir smifin1 parcalama fikri ortaya
atilmistir. Ayrica 1974 yilinda Waddill, 1960 yilinin baslarindan ortalarina kadar
olan calismalar1 toplamis, Horadam’in buldugu 6zdeslikleri yeniden olusturmus ve

matris vektor temeline dayanarak yeni O6zdeslikler bulmustur. Shannon’un 1979

yilindaki ¢aligmasina ek olarak Shannon ve Horadam ayn1 yil i¢inde {w, |7

i¢in bir g-
serisinin yineleme bagintisin1 iceren fonksiyonel bir yineleme bagintis1 elde
etmislerdir. Shannon, Horadam sayilarinin bir degismeli halkanin elemanlar1 olarak

kabul edilebilecegini onermistir.

Horadam ve Shannon, Morgado’nun Fibonacci sayr 06zdesliklerini
genellestirmis, bu sayede genel Horadam dizisiyle ilgili 6zdeslikler olusturmustur.
Bu ¢alisma Morgado tarafindan genisletilmistir. Lee, w,_ Horadam sayilarinin bazi

n—l

Ozelliklerini vermis ve Z(wk )’ kuvvetin sonlu toplamlarmi incelemistir. Bir sonraki
k=0



. .. . . 1
yil Horadam ters Horadam sayi terimlerinin sonsuz toplamlarini analiz etmis Z—
n>1 Wn

mutlak yakinsakligini bulmus ve Lambert serisini, bir elliptik integral terimiyle

! ve Lserilerini incelemeye devam etmistir zizz 1 +L .
w2n

W2n—l W2 n Wz n—1

n>l1 Wn n>l1

Bunun arkasindan 1993 yilinda Horadam, Freitag ve Phillips’ten bir fikir alarak
Horadam temel yinelemesinden yeni bir tip birlesmis Horadam dizileri diye
adlandirdig1r diziyi olusturmus, bunun o6zelliklerini analiz etmistir. 1994 yilinda
Melham ve Shannon tarafindan verilmis genel ve 6zellestirilmis Horadam dizileriyle
ilgili baz1 ilgin¢ kongriians yineleme formdilleri verilmistir. Aynmi yazarlar tarafindan
non — kongriians formiilleri verilmistir. Udrea, Horadam’in bazi yeni 6zelliklerini
vermis ve bunlarin her iki tip Chebyshev polinomlariyla ilgisini elde etmistir. Daha
sonra Zhang, Horadam dizileriyle ilgili Carlitz’in bir metodunu uyarlayarak bir
diizine 6zdeslik elde etmistir. Zhang ve Liu bulduklar1 sonuglar1 genisletmisler, Kilig

ve Tan bu sonuglar1 10 yil sonra bir adim daha ilerletmislerdir.

N
1990’1 yillarda Rabinowitz iki 6zel toplam ZL(O,]); p,x1) icin kapali

= W,
form elde etmis. Ayrica w,  i¢in “sade” formiil olarak adlandirilan problemi
¢ozmiis Reiter, Waddill tarafindan Horadam sayilari i¢in matris olusturulmasin
vurgulamis ve matris Ozellikleri ve kuvvetini kullanarak yerlestirildigi programlama
dilinde Horadam sayilarimmi elde etmistir. Kerf, standart Binet tipi kapali formu

kullanarak Horadam sayilarini hesaplamay1 6rneklendirmistir.

1960 ve 1970’11 yillarda c¢ogu arastirmalar sayilarin teorik sonuglart ve
siiflara ayrilmasiyla ilgiliydi. Arkasindan gelen 10 yil boyunca Horadam dizilerinin
cesitli genellestirmeleri incelenmistir. 1990’larda deneysel matematigin teknikleri

Horadam dizi analizine uyarlanmistir.

Ozel Horadam sayist w,(0,b; p,q) ic¢in 6zel konvoliisyon formiilleri

gelistirilmistir. Dairesel matrislerin 6zelliklerini vurgulayarak Kocer ve arkadaslari
ilk kez Horadam sayili dairesel matrislerin spektral normu i¢in en iyi sinirlar: elde
etmis ve Ozdegerleri bulmuslardir. Ayrica uygun yar1 dairesel Horadam matrisini
tanimlamis ve iki matris tipi i¢in baz1 normlar elde etmislerdir. Gould ve Quaintance

bir genel Horadam tipi yinelemesini saglayan terimlerin ¢arpiminin bir gdsterimini

9



bulmuslardir. Carson, periodik olan bir genel ii¢ terimli yineleme bagintisina bakmis
ve yakin periyotlu uygun dizi elemanlari arasinda bir degismez {i¢ terimli yineleme
bagintisinin var oldugunu gostermistir. Kilic ve Irmak, bir¢ok 6zel durumu igceren
Horadam sayilarimin k. kuvvetinin ters toplami ile ilgili yeni 6zdeslikler elde
etmistir. He ve Shiue, Horadam dizisinin genel terimi i¢in bir agik formiil olusturmak
icin yeni bir metot olusturmuslardir. Kili¢ ve Tan, Fibonacci ile ilgili sonuglari temel
alip Horadam dizileri i¢in yenilerini gelistirmislerdir. Yazlik ve Taskara k-Horadam

dizisi diye adlandirdigi {H o }nzo dizisini H, ., = f(k)H,,, +g(k)H,, incelemis

ozellikle kapali Binet formu icin yineleme temeline dayanan bir ispat vermis ve

ZH t.pirg toplammni, elemanlart k-Horadam sayilari olan 2x2°lik matrislerin
i=0

determinantini kullanarak bazi 6zdeslikler elde etmistir.

Horzum ve Koger Horadam polinom dizisi {hn(x)}nzo’i tanimlamig diger

bilinen polinom dizilerinin bir genellestirmesi oldugunu belirtmisler ve 1. ve 2.
polinom kuvvetlerini igeren toplam formiilleri vermistir. Kili¢ ve Stanica, bu genel

polinom dizisinin gosterimini, faktorizasyonunu (carpanlara ayrilisini) vermislerdir.

10



BOLUM 2
OZEL TAM SAYI DiZiLERI

Bu boliimde literatiirde 6nemli bir yer tutan bazi tamsay1 dizileri tanimlanacak ve

bunlarla ilgili temel baz1 6zellikler verilecektir.
2.1 Fibonacci ve Lucas Say1 ve Polinom Dizileri
Tanmm 2.1.1. f, =0 ve f, =1 olmak iizere; f,,, =f, + f,., yineleme bagintisi ile

verilen { f. }::1 seklindeki tamsayr dizisine Fibonacci sayr dizisi denir. Fibonacci

1++/5 1-+/5
= A\ :T

olmak uzere

dizisinin Binet benzeri formiili 7 5 r,
r]" —-r 2" - - . e qee . f n+l -
f. = seklindedir. Binet formiilinden hareketle lim~*==7r  oldugu
rl —_ ]"2 n—oo n

kolayca goriilmektedir. Buradaki a sayis1 “Altin Oran” olarak adlandirilmaktadir.
Altin Oran, sayis1 insanlik, bilim ve sanat tarihinde oynadig1 inanilmaz bir rol oynar.
Altin oran dogada, bitkilerde, ¢iceklerde, ideal insan viicudunda, mimari eserlerde ve
bircok alanda karsimiza cikar. Altin oran, evren ve yasami anlama konusunda
bizlere yeni kapilar agmaya devam etmektedir. Fibonacci sayilarmin ireteg

fonksiyonu

X

g(x) =§:fnxn .

seklindedir (T. Koshy, 2001). Simpson formiilii
fn+1 n-1" fn2 :(_1)"

bagintisi ile tanimlanir. Kismi toplam formiilii

Zn:fk :fn+2 _1

11



seklindedir.

Tanmm 2.1.2. [, =2 ve [, =1 olmak izere; [, =l +/ , yineleme bagintisi ile

n+l

verilen {ln }::1 seklindeki tamsay:1 dizisine Lucas say1 dizisi denir. Lucas dizisinin

1++/5 _1—\/3
2

ve r, 5 olmak tizere I, =r" +r," seklindedir

Binet formiilii r, =

(Lupas,1999).

. . .
Binet formiiliinden hareketle lim -~ =7, oldugu kolayca goriilmektedir. Bu deger

n—w |

sayesinde Lucas say1 dizisi de en az Fibonacci sayr dizisi kadar onemli hale
gelmistir. Fibonacci sayilar1 ile Lucas sayilar1 arasinda asagidaki bagintilar

mevcuttur.

L+l ,=5f,

n+l
fnln = f2n
I?=5f7=4(-1)"

Lucas sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

g(x) = glnx" _ IZj_:r;cZ
seklindedir (T. Koshy, 2001).
Simpson formiilii
[ —0=5-D)""

bagintisi ile tanimlanir. Kismi toplam formiilii

ilk :ln+z -3
k=1

seklinde verilir (T.Koshy, 2001).

Fibonacci ve Lucas sayilari i¢cin Koshy ‘nin (2001) kitab1 6nemli bir kaynaktir.
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Tamm 2.1.3: n>1 tamsayisi i¢in; {Fn (x)} Fibonacci polinom dizisi, baslangic
sartlar1 F,(x) =0, F,(x) =1 olmak iizere;
F.,(x)=xF,(x)+F,(x)

yineleme bagintisi ile tanimlanir (Lupas,1999).

Teorem 2.1.4 (Binet Formiilii): Fibonacci polinomlar1 i¢in Binet formiili

_ x+vx*+4
2

a olmak tizere

ile verilir (Lupas, 1999).
Tanmm 2.1.5: n>1 tamsayisi i¢in; {Ln (x)} Lucas polinom dizisi, baslangi¢ sartlari
L,(x)=2, L (x)=x olmak lizere;

L. (x)=xL (x)+L,  (x)

yineleme bagintisi ile tanimlanir (T.Koshy, 2001).

Fibonacci ve Lucas polinomlar i¢in iirete¢ fonksiyonlari;

SF, ()" = —

~ 1—xt—1*

ve

seklinde verilir (Horadam, 1999).

Tanim 2.1.6: n > 2 tamsayisi igin; {bn (x)} genellestirilmis Fibonacci-Lucas

polinom dizisi, baslangig sartlar1 b,(x) =2b, b,(x) =s olmak iizere;
b (x)=xb, (x)+b,,(x)

yineleme bagintisi ile tanimlanir. Genellestirilmis Fibonacci-Lucas polinomlari igin

tirete¢ fonksiyonu asagidaki gibidir:

13



- 2b(1— xt )+ st
b (x)p" =
>,

(a )
(Singh, 2014).
n,r tamsayilari ve n > rig¢in Catalan 6zdesligi
F,,(OF,,()~F ®=1)""F®
seklindedir.
Yukardaki esitlikte » =1 i¢in Cassini 6zdesligi
Fo(OF, (0= F (0)=(-1)

seklinde elde edilir.

a,b,c,d ve r tamsayilar olmak lizere a +b =c+d ig¢in genel lineer formiilii
F,()F,(0)=F.(0F,(0)=1) (F,,(OF, ()= F_ (0)F, ,(x))
olarak bulunmustur. n < m tamsayilari icin; d’Ocagne’s Ozdesligi
F,,(0)F,(x)= F,(0)F,, (x)=(D""F,_,(x)

olarak elde edilmistir.

[k 7 polinomun toplami

Zn:Fi(x) _ F. (x)+F,(x)-1
i=1 X

olarak bulunmustur.

Teorem 2.1.7: Fibonacci polinomlari i¢in tiirev formiilii

nF  (x)—xF (x)+nF _ (x)

= x*+4

ile verilir.
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ve I—a? =2 dir.O

olmaktadir. Bu nedenle &' =

_ x+x* +4
2

a a+a’ a
halde
F,(x):na" +(-a)” _a” —(~a)™ X

’ (a+a_1)2 a+a” (a+a_1)2

a" + (— a)f" xF, (x)

(a+a‘1 )2 (a+a" )2
dir. Diger yandan

an+1 _(_ a)—n—l 4 an—l _(_ a)—n+l

a+a a+a’

F. . (x)+F (x)=

olarak elde edilir.
Cesitli Tiirev Ozellikleri

{%1} n—i ,
i FL=) (n—zi)( _ Jx"”’, n>1 igin
l

i=0

[%l} n—i 4
i ElL®=) (n-2i)n-1- 21')( , Jx"—z—z’, n>2 icin
l

i=0

x(n —1)F, (x) + 2nF, , (x)
x> +4 ’

n>1 igin

iii. HZ_I‘,E(x)F,,_i (x) =

15



iv.  Fl(x0)= Z (=1) (= 2i)F, (=), n>1 igin

i=0
v. F (x)= 1[ F! (x)+F' (0] n>1 icin

2.2 Pell, Pell Lucas Say1 ve Polinom Dizileri
Tamm 2.2.1. P, =0 ve P, =1 olmak iizere; P,

n+l

=2P + P, , yineleme bagintisi ile

verilen {Pn }:zl seklindeki tamsay1 dizisine Pell say1 dizisi denir. Pell dizisinin Binet

2 seklindedir. Negatif

n—n

formiilu r, =1+~/2 ve r, —1-+/2 olmak iizere P =
indisli Pell say1 dizisi P, =(—1)""' P, seklinde tanimlanir (Horadam, Mahon, 1985).

Pell sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

o0

g(x)=> Px

p 1 2x—x’
seklinde olup Simpson formiilii

P, 1Pn—l _Pn2 =(_1)’Z

n+

bagintisi ile tanimlanir. Kismi toplam formiilii

n+l

ipkz (P, +P, -1

seklinde verilir (Horadam, 1971).

Tamm 2.2.2: Q, =2 ve Q, =1 olmak iizere; Q,,, =20, +Q, , yineleme bagintisi
ile verilen {Qn }:: , seklindeki tamsay1 dizisine Pell Lucas say1 dizisi denir. Pell Lucas
dizisinin Binet formiilii 7 =1++/2 ve T, —1-+/2 olmak fiizere Q, =r"+n"

seklindedir. Negatif indisli Pell Lucas sayr dizisi Q  =(—1)"'Q, seklinde

tanimlanir (Horadam, Mahon, 1985).

Pell Lucas sayilariin tirete¢ fonksiyon

16



o . 2—-2x
g(X)Zanx =

S ]-2x—x
seklinde tanimlandiktan sonra Simpson formiili
Qn+] n—1 Qj = 8( _1 )ﬂ—l

bagintisi ile tanimlanir. Kismi toplam formiilii
n 1
20, =%(0,,+0,-2)
k=1 2

seklinde verilir (Horadam, 1971).

Pell ve Pell Lucas sayilar1 arasinda asagidaki esitlikler gecerlidir:
P. =2P0O —(-1)'P,_,
Q, = 2B +(=1)"
Q,, =20, —2(~1)"
(Horadam, 1971).

Tamm 2.2.3: n >0 tamsayisi i¢in; {Pn (x)} Pell polinom dizisi, baslangi¢ sartlari

B, (x)=0, P(x)=1 olmak iizere;

f)n+2 (X) = 2xpn+l (X) + Pn (X)

yineleme bagintisi ile tanimlanir (Horadam, 1971).

Tanim 2.2.4: n>0 tamsayisi i¢in; {Qn(x)} Pell Lucas polinom dizisi, baslangi¢

sartlart Q,(x) =2, Q,(x) =2x olmak iizere;

0,.2(%) =2x0,.,(x)+0,(x)

yineleme bagintisi ile tanimlanir (Horadam, Mahon, 1985).
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A +2xA-1=0 fark denklemi kullanilarak kokler;  7,(x) = x++ X+ 1,

rz(x)zx—\/x2 +1 seklinde bulunur. Pell ve Pell Lucas polinomu i¢in Binet

formiilleri;

K-n"(x)
r(x) -7, (x)

Q,(x)=r"(x)+n"(x)
seklinde verilir (Horadam, 1971).

Pell ve Pell Lucas polinomu i¢in iirete¢ fonksiyonlari;

o 1
P )y =——,
; l 1-2xy—y*

2x+2y
0.,y =————
Z 2xy -y

seklinde verilir (Horadam, 1995).

P, (x), Q,(x) icin Temel Ozellikler

) P (x)+P_(x)=0,(x)=2xP,(x)+2F,_(x)
ii) 0, (0)+0,, () =4(x* +1)P,(x)

i) B, (x)Q,(x) =P, (x)

) 0,,(0=> {0 +ale* + )20

V) P ()P, (x)=P}(x)=(-1)"

V) 0,,(00, () -0 () = (1) 4(x* +1)

vii) P, (x)— P>, (x) =2xP,, (x)
viii) 4(x* +1)P?(x) - 02 (x) = 4(-1)""

18



ix) Q,,(x)—2=4(x* +1)P2 (x)

x) P (0P, (x)+0, ,(0,,,(x)= (4x2 + S)Pnz (x)+ (— 1)”71 (4)C2 — 1)

P (x), Q,(x) icin Temel Toplam Formiilleri

i) rZ::Ph (x) =(P,,,, (x)—1)/2x

i) ZPZ,_I (x) =P, (x)/2x

iii) gpr (x)=(P,,,(x)+ P, (x)—1)/2x
) 30, (9 =(0s(9-20)/2¢

) ZQ (0 =(0,, ()~ 2)/2x

vi) 30,0 =(Q, () +0,(x)~2-24)/2x

n-1

2 me
Vll) Pn (x) = Z (l’l m 1}(2)6)”—2;71—1
m

m=0

viii) Q. (x) = 22: L (" - mJ(Zx)"m,n #0

moh—m\ m

Teorem 2.2.5: n > 0 olmak {izere Pell Lucas polinomlarinin x ’e gore tiirevi

asagidaki gibi verilir:

M =2nP,(x)
dx

2.3 Jacobsthal, Jacobsthal Lucas Say1 ve Polinom Dizileri

Tanmm 2.3.1: j,=0, j =1 olmak iizere; j, =j,+2j,, yineleme bagntisi ile
verilen { Ja }:=o seklindeki say1 dizisine Jacobsthal sayr dizisi denir. Yineleme
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bagmtisinin fark denklemi x* —x—2=0 seklinde elde edilir. Bu denklemin kokleri

2 ve -1 sayilaridir (Horadam, Flipponi, 1997).

Tamm 2.3.2: ¢, =2, ¢, =1 olmak iizere; c,, =c,+2c,, yineleme bagntis1 ile

0

verilen {cn} say1 dizisine Jacobsthal Lucas say1 dizisi denir (Koshy, 2001).

n=1

Teorem 2.3.3: Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas sayilar1 i¢in Binet formiilii

X —xy 2" (="

jl‘l
X, — X, 3

ve
c,=x +x,=2"+(-1"
seklindedir (Horadam, Flipponi, 1997).
Onerme 2.3.4 (Catalan ézdesligi): n > 0 tamsayis1 igin
Juvdwee = dn = (1) G127
esitligi saglanir (Horadam, Flipponi, 1997).
Onerme 2.3.5 (D’ocagne ézdesligi): m,n >0 tamsayilar1 ve m > n igin
s = dirdy =(=2)" Ji
dir (Horadam, Flipponi, 1997).

Teorem 2.3.6: k herhangi iki tamsay1 olmak iizere, Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas

sayilarinin iirete¢ fonksiyonlar1 i¢in

1-x—2x

= 2—x
kxk = 2
s 1-x—2x

esitligi saglanir.
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Teorem 2.3.7: n,k herhangi iki tamsay1 olmak iizere, Jacobsthal ve Jacobsthal

Lucas sayilariin kismi toplam formiilii

Z]l .]n+2 )

Z C n+2

sekilde yazilir.

Tanm 2.3.8: {J ; (x)} Jacobsthal polinomlar ve { Jn (x)} Jocabsthal Lucas

polinomlar dizisini gostermek iizere asagidaki yineleme bagintilar1 kullanilarak

tanimlanir:
Jon(X)=J,,(x)+2x], (x), J,(x)=0, J,(x)=1
Ju2 (0 = J (0 +24,(0),  jo(0=2, j(x)=1
{J ; (x)} ve { Jn (x)} polinomlar dizisi i¢in karakteristik denklemi
A —2-2x=0
seklinde verilir. Bu denklemin kokleri

1++/8x+1 1—-+/8x+1
rl(X)=T ve rz(x):T

olarak bulunur. Kokler arasinda
r(x)+n(x) =1
r(x)r,(x) =—2x
1 (x) =1 (x) =J8x+1 = A(x)
A(l)=3

Bagintilar kolaylikla goriilebilir. Diger taraftan
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1’ () +2x = A7 (x)
12 (X) + 2x = —A(X)r, (x)
esitlikleri de gecerlidir.
ilk 10 Jacobsthal polinomu {J,(x)}:0<n<10 asagidaki gibi verilir:
Jo(x)=0
J (x)=1
J,(x)=1
Ji(x)=1+2x
J,(x)=1+4x
Jo(x) =1+6x+4x°
J(x) =1+8x+12x°
J,(x) =1+10x +24x> +8x°
Jo(x) =1+12x +40x" +32x°
Jo(x) =1+14x+60x> +80x” +16x*
J,o(x) =1+16x +84x> +160x” +80x"
[k 10 Jacobsthal - Lucas polinomu { J, (x)}: 0<n<10 asagidaki gibi verilir:
Jo(x) =2
Jix) =1
Jo(x)=1+4x

J3(x)=1+6x
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Ja(x) =1+8x+8x>

Js(x) =1+10x +20x

Je(x)= 1+12x+36x* +16x°

Jo (%) =1+14x+56x" +56x°

Jg(x) =1+16x +80x” +128x" +32x*

Jo(x) =1+18x+108x" +240x" +144x*

Jio(X) =1+20x+140x" +400x* +400x"* +64x°

{J N (x)} Jacobsthal polinomlar ve { Jn (x)} Jocabsthal Lucas polinomlar dizisinin

tirete¢ fonksiyonlari

-1

i"f(x)y” =(1-y-297)
ve
S o ctsso s 20

seklinde elde edilir. {J 0 (x)} Jacobsthal polinomlar ve { Jn (x)} Jocabsthal Lucas

polinomlar dizisinin Binet formiilleri

Rt -n"(x)

IO ="00

ve
J. ) =1"(0)+1"(x)

seklinde verilir. {J . (x)} Jacobsthal polinomlar ve { Jn (x)} Jocabsthal Lucas

polinomlar dizisinin Simpson formiilleri
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Jn+1 (x)Jn,l (X) — Jj (x) = (_1)" (2)()”71
jn+1 (x)j,,,l (.X) — Jr? (x) = _A2 (x)(_l)n (2)(,')"71

= N2 (x)(Jn+1 ), ()= T, (x))

seklindedir. Jacobsthal polinomlar ve Jocabsthal Lucas polinomlar dizisinin kismi

toplam formiilleri
% J -1
Z J (%)= -1
i=1 2x
Ve

3 9= Lt

dir. {J 0 (x)} Jacobsthal polinomlar ve { j,(x)} Jocabsthal Lucas polinomlar dizisinin

kapal1 formlari

J, ()= @[" _i ) rJ(2x)’

r=0

veE

—
[ SR
[

Jan(0) =

W

dir (Horadam, 1997). {J N (x)} Jacobsthal polinomlar ve { j,(x)} Jocabsthal Lucas

polinomlar dizisi i¢in ¢esitli esitlikler asagidaki gibi verilir:
i) J,(0)J,(x)=J,, (%)

i) J,(0)=J,,(0)+2x/, (%)

iit) N (), (X) = jpy (X)+2%,, (%)

w) J,(0)+j,(x)=2J,,(x)
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v) N (0T, () +j, () =2],,(x)

vi) A(x)J, (x)+ j, (x) =2a" (x)

vii) A(x)J, (x) = j, (x) = =25"(x)

viii) J, ()}, () +J,(x) ], () =2J,., (x)

x) J,, ()], () + A (0], (0, (x) = 2j,., (%)

Teorem 2.3.9: n > 0 olmak iizere Jacobsthal Lucas polinomlarinin x ’e gore tiirevi

asagidaki gibidir:
Ji
4D s )
x
Ispat:
. 1+/8x+1 1—+/8x+1
j, () =1"(xX)+n,"(x) denkleminde r(x)= %  h)= 2x +

degerleri yerine yazilr ve tiirevi alinirsa

’

(rln(x) . rz,l(x))' _ [(1+\/8x+1jn +[1\/8x+1jn]

2 2

_n£1+\/8x+1J’H 8 (1—\/8“1}"_' -8
4

+n
2 4~/8x+1 2 V8x+1
n—1 n—1
_0p i) 5,1 )

V8x+1 V8x+1

esitligi bulunur 7 (x) —r,(x) =+/8x+1 = A(x) ifadesi esitlikte yerine yazilip gerekli

diizenlemeler yapildiginda

A NP €))

n —zn
nX)=nx)  r(x)-rkx)
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P I CO N S ) J

n(xX) =) nx)-rn)

=2n

rlnfl (X) ~ rznfl (X)
Alx) A

_ 2,{ rln—l (x) _ rzn—l (X)J
A(x)

= 2an—l (‘x)
elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 2.3.10: Jacobsthal polinomlarinin x ’e gore tiirevi asagidaki gibidir:

dJ
25D o (-4, (x)
X
Ispat:
J (x)= M denkleminde r,(x) = I+v8x+1 r,(x) = I-v8x+1
A(x) 2 ’ 2
ve V8x+1 =A(x) degerleri yerine yazilr tiirevi alinirsa
[1+\/8x+1jn _(1—\/8x+1Jn
2 2
N @D _(gxi1
dx 8x+1
n-1 n-1
. 1++/8x+1 8 n 1-~/8x+1 8 M
2 4+/8x +1 2 4+/8x+1
(1 Bxr1) (1-VEx+1)| 8
2 2 2V8x+1
= (8x + 1)
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elde edilen denklemde

1++/8x+
2

1
=r(x) ve

1-8x+1
2

yerine yazilirsa gerekli islemler yapilirsa asagidaki forma doniisiir

=r,(x) degerleri

=2, ,(x)—4J, (%)

seklinde olur. Bu da bize ispat1 verir.
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BOLUM 3
HORADAM SAYI ve POLINOM DiZiLERIi

Bu boliimdeki bilgiler Tugba Horzum’un yiiksek lisans tezinden

faydalanilarak yazilmstir.

3.1 Horadam Say1 Dizileri

Tamm 3.1.1: n>2; a,b,p,ge Z ve p°+4q+#0 olmak iizere;

h,(a,b; p,q) = ph,_,(a,b; p,q) +qh,_,(a,b; p,q) (3.1.1)
rekiirans bagintisi ve
h,(a,b; p,q) = a, h(a,b;p,q) =b (3.1.2)
baslangig sartlar1 ile tanimlanan diziye Horadam dizisi denir (Horzum, Koger, 2009).
(3.1.1) bagintisinin karakteristik denklemi
A —pAi-q=0 (3.1.3)

olup (3.1.3) denkleminin kokleri

_p+yP +4q L _P\P +4q

£ 2 ve 2 2

dir. Kokler toplam fark ve ¢arpimi r, +r, = p, 1, —r, =/p° +4q, r.r, =—q ile

verilir.
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Horadam dizisinin ilk birkag elemanin1 tabloda gorebiliriz.

n h,(a,b; p,q)

0 a

1 b

2 pb+qa

3 p’b+ pga+gb

4 p’b+p’ga+2pgb+qia

5 p'b+ p’ga+3p*gb+2pgia+q’b

6 p’b+piga+4p’gb+3pqg*a+3pg’b+q’a

h (a,b; p,q), n. Horadam sayisi olmak iizere, Horadam dizisi i¢in bazi dzel

durumlar asagida verilmistir.

1) a=0,b=1;p=g=11i¢in h (0,;1,1) = f, olup f,, n. Fibonacci sayisidir.

2) a=2,b=1;p=qg=1igin h, (2,;L1) =1 olup [, , n. Lucas sayisidir.

3) a=0,b=1;p=2,q=11i¢in h, (0,1;2,1) = p, olup p,, n. Pell sayisidir.

4) a=2,b=2;p=2,q=1 i¢in h (2,2;2,1) =g, olup g,, n. Pell-Lucas sayisidir.
5) a=0,b=Lp=1,g=2 i¢in h, (0,;,2) = j, olup j,, n.Jacobsthal sayisidir.
6) a=2,b=1;p=1,q=1i¢in h, (2,1;1,2) =c, olup c,, n. Jacobsthal-Lucas sayisidir.
7) p=q=1icin h (a,b;1,1)=T, dir. T, n. Tagiuri sayisidir.

Teorem 3.1.2: h(r) Horadam sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

a+tb—ap)

h(t) =
© 1-pt—qt®

seklinde verilir (Horadam, 1965).
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Teorem 3.1.3: Horadam dizisinin tek ve ¢ift indisli elemanlarindan olusan dizilerin

tirete¢ fonksiyonlari sirasiyla;

bt —qt* (b —ap)

h (1) = Zthth

(1= pt—qt*)(1+ pt—qr®)
Ve
= " a(l—qt*)+ pt>’(b—a
B0 =Y Iyt == d-gq )2 pt( pz
pa (1= pt—qt*)A+ pt —gt~)
seklindedir.

Teorem 3.1.4 (Binet Formiilii): Horadam dizisi i¢in Binet formiili

—ra)r," —(b-nra)r,"

b
h,(a,b; p,q)= (

n—r
seklindedir.

Ispat: Ispat igin farkli yontemler kullanilabilir ama burada Horadam say1 dizileri igin

iirete¢ fonksiyonu kullanilacaktir.

Bu ifadeyi basit kesirlerine ayirirsak

Hx.t) = a+t(b—ap) _ A N B
(l—l’ll)(l—l"zt) l—l’it 1—1’2[ (3.1.4)

sekline doniisiir. Payda esitleme yapildiginda

A+B=a
Ar, + Br, =—(b—ap)

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistem ¢oziiliirse

A:b—ar2 B:_b—ar1

Hh=n h=nr

elde edilir. Bu degerler (3.1.4) de yerine yazilirsa
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b—ar, b-arn

Hxr) = n-=r, _n-n _ 1 b—ar, b-an
l-rnt 1-rt rn-nr|l-nt 1-nt

bulunur. ) ab"'x"" = % ifadesinden faydalanilirsa
n=1 —bX

H(t)y=) h, 1" = > (b—ar)r" 't —Z(b—arl)rzn_]fnl}
n=l1 ol

r] _rz | n=lI

= _i“[(b—arz)rl"1 —(b-ar )7’2"1}‘"4}

n—="r [
elde edilir. Buradan

_(b—ar, )rI"_l —(b—ar )r2"_]

n—n

hn—l
olur. Dolayisiyla A =b—ar, ve A, =b—ar, olmak lizere Horadam dizisinin Binet

formila
() = A A

n—rn

seklindedir.

Lemma 3.1.6: n > ] olmak tlizere

kismi toplam formiilii

k-1

Zh _ h, +gh,_, —a—-b+ap
=i p+q-1

seklindedir.
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Teorem 3.1.8 (Cassini Ozdesligi): » > 0 ve ,, n. Horadam sayilari olmak iizere;

h.h_, —hn2 =(b* —abp —azq)(—l)”_l q"_2

n+l" "n—

dir (Horadam, 1965).

Teorem 3.1.9 (Catalan Ozdesligi): » >0, n >r ve h,, n. Horadam sayilar1 olmak

n?’

lizere;

n—r—1 2
hj _ hn+r -hn,r — (_Q) > [bhr+l — a2hr+2]
b° —abpg—a“q

seklindedir

Teorem 3.1.10 (D’Ocagne’s Ozdesligi): n >0, m >0 ve h,, n. Horadam sayilari

olmak iizere;

h hrH—l - hn hm+1 = (_q) " [bhm—n+1 - ahm—n+2 ]

esitligi gegerlidir.

Teorem 3.1.11 (Honsberger Ozdesligi): » > 2, m > 2, h, n. Horadam sayilari

olmak iizere;

_[bp—ap® —aq)h,., + gb—ap)h, 1h, + q((b — ap)h,,., — agh, 1, ,
b> —abp —a’q

h

m+n

bigimindedir.

Teorem 3.1.12 (Konvoliisyon Ozdesligi): » > 2, m >2, h,, n. Horadam sayilari

olmak tizere;

h’m+n = h h

m”"n+l +qhnhm—1
seklindedir.

Teorem 3.1.13: >0, m>0,r>0, h,, n. Horadam sayilar1 ve

W=hh —h, h

m n m-—r n+r
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olmak lizere

—ah

n+r—m+2 ]

m—r—1 I:bhr+l — ahr+2 ] [bhn
b*—abp—a’q

+r—m+l

W=(=q)

dir.

Teorem 3.1.14: A, =b—ar, ve A, =b—ar, olmak lizere;

1_ _ k
hy o (g, _qzhkl)_AlAZ(zl(_'_;])_'_ (_‘])kj"‘ (b_ap)z -a’

> -

n=1 (p2+2q_q2_1)
dir (Horzum, Kocer, 2009).

3.2 Horadam Polinomu Dizileri
Bu boliimde Horadam sayilarinin genellestirmesi olan Horadam polinomunu
tanimlayarak bu polinomun 6zelliklerini inceleyecegiz. Bu boliimdeki bilgiler Tugba

Horzum’un yiiksek lisans tezinden faydalanilarak yazilmistir. Horadam polinomunu

h, (x;a,b, p,q) ya da kisaca h, (x) ile gosterecegiz.
Tamm 3.2.1: n>3; a,b, p,q reel sayilar ve p°x” +4g#0 olmak iizere;

h,(x;a,b, p,q) = pxh,_(x;a,b, p,q)+qh,_,(x;a,b, p,q)

rekiirans bagintist ve h (x;a,b, p,q)=a, h,(x;a,b, p,q)=bx baslangic sartlar ile

tanimlanan polinom dizisine Horadam polinom dizisi denir (Horadam, 1965).

Bu bagmtinin karakteristik denklemi ¢> — pxt —g =0 olup, kokleri

px+1/p2x2 +4q p)c—w/pzx2 +4q
r, =

] > ve r, = )

dir. Kokler toplam fark ve carpimu #, +7, = px, r,—r, =+/p°x" +4q, r,r, =—q ile

verilir.
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Horadam polinomunun ilk birkag¢ elemanin1 asagidaki tabloda verilebilir.

n h,(x;a,b, p,q)

1 a

2 bx

3 bpx® +aq

4 bp*x’ +(apq +bq)x

5 bp’x* +(ap*q +2bpg)x* +aq’

6 bp*x’ +(ap’q+3bp°q)x’ + 2apq® +bq*)x

7 bp’x® + (ap*q+4bp’q)x* + Bap’q® +3bpg*)x* +aq’

h,(a,b; p,q), n. Horadam sayisi olmak iizere, Horadam dizisi i¢in baz1 ozel

durumlar agagida verilmistir.

1) a=b= p=g=1 i¢in Horadam polinomu, Fibonacci polinomuna doniisiir. Yani
h,(x;LLLY) = F, (x) dir.

2) a=2,b=p=¢q=1 i¢in Horadam polinomu, Lucas polinomuna doniisiir. Yani
h,(x;2L,L1) =L, (x) dir.

3) a=g=1,b= p=2 i¢in Horadam polinomu, Pell polinomuna doniisiir. Yani
h,(x;1,2,2,1) = P, (x) dir.

4) a=b=p=2,q=1 i¢in Horadam polinomu, Pell-Lucas polinomuna doniisiir. Yani
h,(x;22,21) =0, ,(x) dir.

5) a=b=p=x=1,g=2y i¢in Horadam polinomu, Jacobsthal polinomuna doniisiir.

Yani

h (LLL1L2y) =7, (y) dir.
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6) a=2,b=p=x=1,g=2y i¢cin Horadam polinomu, Jacobsthal-Lucas polinomuna

doniisiir. Yani
h,(1;21,1,2y) = j, ,(y) dir.

7 a=1,b=1,p=2,g=-1 i¢cin Horadam polinomu, birinci c¢esit Chebyshev

polinomuna doniisiir. Yani
h,(xL1,2,-1) =T, ,(x) dir.

8 a=1Lb=p=2,gq=-1 1i¢in Horadam polinomu, ikinci ¢esit Chebyshev

polinomuna dontisiir. Yani
h,(x1,2,2,-1)=U, ,(x) dir.
9) x=1 i¢in Horadam polinomu Horadam sayilarina doniistir. Yani

h,(1;a,b,p,q) =h, (a,b; p,q) dir.

Teorem 3.2.2: n>1; a,b, p,q tamsayilar ve h, (x), n. Horadam polinomu olmak

uzere

() =a

O R o

seklinde ifade edilir.

Lemma 3.2.3: n > ] olmak tlizere

R Y Lt G T T

esitligi gecerlidir.

Tamm 3.2.4: g,,g,,4;,... tek degiskenli fonksiyonlarn kiimesi olmak {iizere

G(x,t)= Z g,(x)t"" ifadesine {gn (x)} dizisininin iirete¢ fonksiyonu denir.

n=1
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Teorem 3.2.5: {h,l (x)} Horadam polinomlari dizisinin iirete¢ fonksiyonu

Hx.t) = a+ xt(b— alz)
1— pxt —qgt
seklinde verilir.

Teorem 3.2.6: Horadam polinom dizisinin tek ve ¢ift lirete¢ fonksiyonlar sirasiyla;

bxt —gxt® (b —ap)

H (x,t)=
1(60) (1—pxt—qt2)(1+pxt—qt2)

veE

a(l- qt2) + px2t2(b —ap)

H, (x,t)=
2(%,0) (l—pxt—qtz)(lerxt—qtz)

dir.

Teorem 3.2.7: h (x), n. Horadam polinomu ve n > 0 olmak iizere; Horadam

polinom dizisinin kismi toplam formiili

$ )+ ah () —a-x(b-ap)
;h"(x)_ px+q—1

seklinde yazilir.
Teorem 3.2.8 (Cassini Ozdesligi): n > 0 icin
h, (X)h_ (x)—h(x)=(b"x" —abpx’ —a’q)(-1)""q"”
dir.
Teorem 3.2.9 (Catalan Ozdesligi): » > 0, n > olmak iizere;

(=q)"" ' [bxh, , (x) —ah,, (O]
b’x* —abpqx® —a’q

hy (x)=h,,, (x)h, ,(x) =

n+r n—-r

dir.

Teorem 3.2.10 (D’Ocagne’s Ozdesligi): n >0, m >0 olmak iizere;
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hm ('x)hn+l ('x) - hn (x)hmH ('x) = (_q)'kl [thm—nH (.X') - ahmfnJrZ ('x)]
dir.
Teorem 3.2.11 (Honsberger Ozdesligi): n > 2, m > 2 olmak iizere;

_ [px* —ap®x* —aq)h,., (x) + qx(b — ap)h,, ()], (x)
b>x* —abpx® —a’q
N qlx(b—ap)h,, (x)—aqgh, (x)]h,  (x)
b*x* —abpx® —a’q

Py (X)

dir.
Teorem 3.2.12: n >0, m >0, r >0, ve

W=h (x)h,(x)—h, (X)h,, (x)

n+r

olmak lizere

m—r-1 12 xhr+l (X )~ ahr+2 ()] [bxhn+r—m+l (x) - ahn+r—l71+2 ()]

W=(-
a) b’x* —abpx® —a’q

dir.

Teorem 3.2.13: 1 (x), n. Horadam polinomu, A, =bx—ar, ve A, =bx—ar, olmak

lizere
b (x)(h _a*h _AA 21_(_Q)k Nk 2p— 2 2
‘ et Oy () —q " hy_ () — AA, 14 +(=q)" |[+x"(b—ap)” —a
Zhj(x): 2 2 2
p (p"x"+2q—q -1
dir .
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BOLUM 4
GENELLESTIRILMIS k-HORADAM DIiZiSi

Tanmm 4.1: k herhangi bir pozitif reel say1 ve f(k),g(k) skaler degerli polinomlar
olsun. n > 0 icin f’(k)+4g(k) >0, olmak iizere genellestirilmis k-Horadam dizisi

{Hk,n }neN
H,,=fH ., +8kH,, 4.1)

yineleme bagmntis1 ile tamimli ve baslangi¢ kosulu H,,=a, H, =b dir.

Karakteristik denklemi

2 = fk)A+gk) (4.2)
olup kokleri
. J )+~ f2 (k) +4g(k) ve r = Jk) =+ f? (k) +4g(k) > 1)
1 2 2 T 2 4 1 2

seklindedir. r,,r, sayilar1 i¢in asagidaki bagintilar gegerlidir:

n+n, = f(k), n—r, =~ f10)+4gk), nr, =—g(k). (4.3)
Lemma 4.2: r, ve r, (4.2) denkleminin kokleri olmak tizere
H,,=nH,, ,+ (Hk,l - rlHk,o)rznil 4.4)

esitligi gecerlidir (Yazlik, Taskara, 2012).
Ispat: (4.3) kullanarak, (4.1) denklemini asagidaki gibi yazabiliriz:

H,,=n+n)H, , ,—(hrn)H,, .
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H,,—-rnH,  ,=nH,,,—nhH,,). 4.5)
Benzer sekilde

H, =+ r2)Hk,n72 —(nn)H,, 5,
H,, ,=nH,, ,+nrH,,, _(r]r2)Hk,n73' (4.6)
(4.5) denklemine (4.6) denklemi yerlestirilirse

)
H,,-nH,, ,=rH,,,—rH,,3)

ve siirekli indirgeme islemine devam edilirse
H,,—nH,,  =r"(H,~1H,),

oldugu goriilebilir.

Teorem 4.3: Her n € N igin, Binet formiili

A}n_A’n
171 272
H _—=

k,n
n—n

A =b—ar, ve A, =b-—ar, seklinde oldugundan H, , =a, H, , =b degerlerini
yerine yazdigimizda A =H, —-H,,r, ve A, =H, —H r seklinde yazilir

(Yazlik, Tagkara, 2012).
Ispat: Lemma (4.2) deki (4.4) esitliginin her iki tarafim r, ile bolersek

Hk,n n Hk,n—l 4 Hk,l _rlHk,O

r

seklinde olur. Bu denklemin ¢6ziimii
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olur. En sonunda

esitligi elde edilir.
Teorem 4.4: Genellestirilmis £ — Horadam denkleminin kismi toplam formiili,
q>p =0igin,

(_ g(k))p (Hk,pr1+q - Hk,qu )_ Hk,pn+p+q + Hk,q
(—g®) —r” —r) +1

n
ZHk,qu =
i=0

seklindedir (Yazlik, Taskara, 2012).

Ispat: Genellestirilmis k —Horadam denklemi i¢in Binet formiiliinii kullanilarak

yukaridaki sonugu ispat edilebilir. O zaman

H,,-nH,, H,,-nH,,
A=Kkl 27k0 - p_ Tkl VRO
h—n n—rn
n n pitq __ Pitq 9 n q9 n
o B Ar, Br) _ An s Br; i
k,pi+q — - 1 2
i=0 i=0 n—rn n—=rio n—=r o

elde edilebilir. Geometrik dizi toplamindan,

U VA R | Br) [ rf™7 -1
sz,Pi*-q = P _1 o 7 _1
i=0

n—n = n—n\ n
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bulunur. Teorem 4.3 ve (4.3) esitligi dikkate alinirsa

ZH:H = (_ g(k))l’ (Hk,pn+q _Hk,qu)_ Hk,pn+p+q + Hk,q
Ca) - —rf +1

elde edilir.

kullanilarak verilir.

Teorem 4.5: Elemanlarn1  genellestirilmis k& —Horadam  sayilar1  olan

H H
Xn — |: k,m—1 k,m

H H

k,m

} matrisinin determinantt m > / igin
k,m+1

X, = (= g(k))" (a2 g (k) + abf (k) ~b* )

seklinde gosterilir.

Ispat: m iizerindeki matematiksel timevarim ilkesi kullanilirsa

m=1 i¢in;
H, H
x[=[, =6 g(k))(a®g (k) + abf (k) — b* )
k.1 k,2

Bunu m=2 i¢in kolaylikla goriiliir.

k,1 Hk,2

= (- 8(0) (a*g (k) +abf (k) - b*)

k.3
n < m tim pozitif tamsayilar i¢in dogru olsun. Yani

k,m—1 Hk,m

x|

= (— g (a>g (k) + abf (k) — b*). (4.7)

k.m k,m+1

m+1 i¢in dogru oldugunun gosterilmesi gerekir. Yani

1X,..| = (= g0 )" (> (k) + abf (k) — ). (4.8)
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Denklem (4.7) deki matriste elementer matris satir islemleri yapilarak (4.8) denklemi
elde edilir. Once ilk satir1 g(k) ile carpip ikinci satir1 da f{k) ile garpip birinci satira

eklenir. Sonug olarak bu iki satir yer degistirilse istenen elde edilir. Soyle ki

f(k)g(k)Hk,mfl H,, :g(k)Hk,Wl g(kH,,,
. H., H.,.l |fH, [fEH,,.,

H,,, H,, fH, , +g(H, , , [f(OH,,., +gk)H,,,

f(k).g(k) =

Hk,m Hk,m+l f(k)Hk,m f(k)Hk,mH
f(k) g(k) Hk,m—l Hk,m — Hk,m+l Hk,m+2

Hk,m Hk,m+1 f(k)Hk,m f(k)Hk,mH

Hk,m Hk,m+l
H

f).gk)|X,|=—f k) =—g(k)|X,...|

k,m+1 k,m+2

sadelestirmelerden sonra

1X 0| = —g ()= g (0))"" (a® g k) + abf (k) ~b*)
istenene ulasilir.

fk)y=gk)=1,a=0 ve b=1,seqcilirse Fibonacci sayilar1 bilinen Cassini

0zdesligine indirgenir.
Teorem 4.6: » > 0 i¢in elemanlar1 genellestirilmis k —Horadam sayilar1 olan

H H . . . . . 1
Y = {H fomer H o } matrisi i¢in asagidaki 6zellikler gecerlidir:

k,n+r+l k,n+1

)

Yr+2

= fk)

Yr+1

+ g (k)

Y,

Gi) |Y,|= (- g(0)) (bH,, —aH,, )

Ispat : Ilk olarak, (i) esitliginin dogru oldugunu gosterelim.

@) A= fKY,|+ gy, igin
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Hk,n+r+1 Hk,n k.,n+r Hk,n

A= f(k) +g(k)

kin+r+2 k.,n+1 k,n+r+l k,n+1

= fONH s H o = Hiy i)+ 8ONH i H oy = HyH )
=H i OH, i+ 8OH, . )= H (fUOH s+ 80OH,,...0)
elde edilir.
(4.1) esitligi kullanilarak son esitlik tekrar yazilirsa

H, € H

S )

Yr+1

+g(k)

Y,

= Hk,n+lHk,n+r+2 T My a3

=Y

r+2

oldugu gortiliir.

(ii) r degeri i¢in tiimevarim uygulayalim. r = 0 i¢in |Y0| =0 oldugunu gostermek

kolaydir. r = [ igin Teorem 4.5 kullanilarak
|Yl| = (_ g(k))n (ka,l - aHk,Z)

= (- g®))' (b> —a?g (k) —abf (k)

bulunur. » < n tiim pozitif tamsayilar i¢in dogru olsun. Yani

=(~gW))'(bH,, —aH,,.,). (4.9)

Y,

r+1 i¢in ifadenin dogrulugunu gosterelim. Diger bir deyisle

Y . |= (_ g(k))n (ka,r+l —aH, ., )

r+l

esitlilignin gecerliligini gostermek istiyoruz. (1) ve (4.9) esitligini kullanilarak

Yr+]

=fk)

Y,

+g(k)

Y,

= fUO(- ) (bH,, —aH, ., )+ g(k)(- g(k))'(bH, , , —aH,,)

— (—gw)plraoH,, +gH,, ) -alrdoH,,, +gOH,, )]
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= (_ g(k))n (ka,m - aHk,r+2)
ispat sona erer.

Yukaridaki teorem 4.6 dan n+r yerine m alirsak genellestirilmis k — Horadam

dizisi i¢in d’Ocagne 6zdesligini buluruz.
Hk,mHk,n+l - Hk,mHHk,n = (_ g(k))n (ka,mfn - aHk,mfnJrl )

H

k,n k.n—r

Teorem 4.7: Her matrisin girdileri Z_ :[ .

} genellestirilmis & —

k.,n+s k.,n—r+s

Horadam sayilaridir. s > 0 i¢in asagidaki 6zellikler gecerlidir.

)

Z.o|=f(&)

Zs+1

+ g (k)

ZS

(ka,r —aH, ., buk,s —aH, )

(ii) &
b” —a”g(k)—abf (k)

=(~g)™

ZS

(Yazlik, Tagkara, 2012).
Ispat : Bu teoremin ispat1 Teorem 4.6 ile benzer bigimde daha kolay gosterilebilir.

Burada gbze c¢arpan, yukaridaki teoremde s yerine m—n+r alinirsa
genellestirilmis k —Horadam dizisi i¢in d’Ocagne ve Catalan gibi bazi esitlikler

elde edilir.

(_ gk ))nir (bH ke aH Ko+l XbH kn—n+r aH ko m—n+r+l )

B =
b> —a’g(k) — abf (k) (4.10)

B=H, H

- k.m

H H

k.n - k,m+r k.n—r

Ayrica, genellestirilmis &k —Horadam dizisi i¢in (4.10) esitliginin  farkh

uygulamalarindan su sonugclar elde edilir:

(4.10) da r =1 ve nyerine n+ lalinirsa, Teorem 4.7 deki d’Ocagne 6zdesligi
elde edilir.

e (4.10)da m yerine n alinirsa, Catalan 6zdesligini elde edilir.
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Teorem 4.8: Genellestirilmis k — Horadam dizisinin tirete¢ fonksiyonu

S H = H,+x(H,, ~ f(k) IZ“’)
i=0 ’ 1_f(k)x_g(k)x

esitligi ile verilir.
Ispat : {H i }%N dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu H(x) olsun:

H(x)=H,,=H, ,+xH,  +..+x"H_, +..

4.11)
(4.11) denklemi sirasiyla f(k)x ve g(k)x* ile carpilirsa
FUOXH,, = fFU)XH, o+ F)XH, | + ...+ fOOX" H, , +... 4.12)
g(k)szk’n = g(k)sz,(,O + g(k)xz’Hk’] +...+f(k)x"+2Hk,n +... (4.13)

elde edilir. Sonug olarak, denklem (4.11) , (4.12) ve (4.13) dikkate alinirsa
(1= f(x—gx* JH,, = H o+ (H,, — FUOH, )

ini'xi _ H,, +x(Hk,1 _f(k)l;lk,o)
Pl 1= f(k)x—gk)x

esitligi elde edilir.
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BOLUM 5

HORADAM DiZiSi iLE CHEBYSHEYV POLINOMLARI ARASINDAKI
BAGINTILAR

5.1 Chebyshev Polinomlari
Bu bdliimde G. Udrea’nin “A note on the sequence (W, ), of A.F. Horadam” adl

makalesinden esinlenilmistir.

Tamm 5.1.1: a,b; p,qreel sayilari, n > 3 tamsayilar1 i¢in A.F.Horadam tarafindan

1965 yilinda

W, =W, (a.b: p.q) = pW,., —qW, . Wy=a, W, =b
dizisi tanitmlanmistir (Horadam, 1965). Bu dizinin Binet formiili
A =b-ar,, A, =b-ar, olmak lizere

n n
A — Ay,

h—n

W =

n

ile verilir. A — pA + g =0 karakteristik denkleminin kokleri

_ptip -4q _p-p -4

r s
: 2 : 2

seklindedir. Kokler arasinda
nhn+n=p, n_rz:\/p2_4% nrn=q

esitlikleri gecerlidir. a,b,p,q sayilarinin 6zel degerleri i¢in asagidaki say1 dizileri elde

edilir. Bunlar;

F =W (0,-1)= A0 —An _ 1 [[“‘/gj _(l‘ﬁj ] neN

n—r, ﬁ 2
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Fibonacci say1 dizisi

A f’l_A n
H, =W, (0,1;p, q):M
h—n

_ [pwm}"_{p—m}"

a 2 2

VP’ —4q

Horadam say1 dizisi

n n
A —Apr,

h—=n

(1B (15 ) |, 2| (1) _(1=45)"
NG 2 s 2 2
Lucas say1 dizisi

P, Wn(o,l;z,l)MﬁﬁHﬁJ" (kﬁﬂ

n—=r, 4 2 2

L =W, (211-1)=

Pell say1 dizisi ve

n n
A" — A,

T =W (a,b;l,—1)=—

n—r

U5 (1235 ) | =N (1445 )15 (145 Y
NG 2 )l 2 97 2 )2 2

Tagiuri say1 dizisi elde edilir (Morgado,1995).

Tamim 5.1.2: n > 3 tamsayilar1 i¢in

T (x)=2xT _,(x)-T, ,(x); T,(x)=1, T)(x)=x, T,(x)= 2x% -1
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rekiirans bagimtis1 ve baslangic sartlar1 ile tanimlanan polinoma birinci ¢esit

Chebyshev polinomu denir (Udrea, 1995).
Birinci ¢esit Chebyshev polinomunun ilk birkag elemani
T, (x)={0, x2x* —1,4x* —3x,8x* —8x? +1,16x° —20x° +5x,...}
seklindedir ve
T (cosp)=cosnp, neN, peC
seklinde de gosterilir.

Tanim 5.1.3: » > 3 tamsayilar1 i¢in
U,(x)=2xU, ,(x)-U,_,(x); Uy(x) =1, U (x)=2x, U,(x)=4x" -1

rekiirans bagintis1 ve baglangi¢ sartlart ile tanimlanan polinoma ikinci cesit

Chebyshev polinomu denir (Udrea, 1995).

Bu tanima gore ikinci ¢gesit Chebyshev polinomunun ilk birka¢ eleman
U,(x)=1{12x, 4x* —1, 8x° —4x, 16x* —12x* +1, 32x° —32x° +6x,...}
seklindedir ve

sinnge

U, (cosp)= , neN', peC, sinp#0

sin @
seklinde de gosterilir.

Horadam dizisinde, p=2x,g=1, a=1,b=x veya b=2x, xe(C yerlestirilirse

strasiyla birinci ve ikinci tiir Chebyshev polinom dizileri elde edilir:
T,(x)=W,(1,x;2x,1), n=>0, xeC
U, (x)=W,(1,2x;2x,1), n>0, xeC

Birinci tiir Chebyshev polinomlar dizisi (7)),.,, ve ikinci tiir Chebyshev polinomlar

n=0°

dizisi, (U,),.0» W,),0-di1zis1 ile aym 6zelliklere sahiptir.
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Tersine, cos @ = P e (; olarak secilirse
@ @

2Jq’

> 2
n,rzzuzﬁ[ p ji (Zp ] —1=\/5(cosqoiisinqp),

elde edilir.
E, =—-AA, = pab—qa’ —b’
tanimlansin. Bu durumda

n n
A —Apr,

n—=rn

H,=W,(01p,q)=

_ (\/E)n (cosg0+ isin qo)" — (\/E)" (cosgo—isin qo)"
a-p

n
q? (cos ne+isinne —cosne +isin nqp)"

\/521' sin @

n-1 . n—1
22 g2y, (cos )

sin @
olarak elde edilir.

Ayrica, birinci tiir Chebyshev polinomlar dizisi i¢in, p=2x,¢g=1, a=1,b=x

oldugundan
E, =—AA, =pab—qga’ -b*=E, =x> -1, xeC

elde edilir. Ayn1 sekilde ikinci tiir Chebyshev polinomlar dizisi i¢in, p =2x, g =1,

a =1, b =2x oldugundan
E, =—AA, = pab—qa’ —b*=E, =1

elde edilir.
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Sonug¢ 5.1.4: n >/ tamsayilar i¢in

esitligi gecerlidir.
ispat:

Arn' —Ar) _ (\/E)n_l sinng

no—=r, sin @

n-1 n-1

Y E p
Hn =q g Un—l(cosgp) =q : Unl( }
( 27

Sonug 5.1.5: n >/ tamsayilari i¢in,

v\ o) 2o 34 )

H =W 0.1l p,q) =

esitligi gegerlidir.

Ispat: W, = ;(Alrl" —Azrz")

h—n
Bty = \/E (cos @ *isin (o) denklemi yukardaki esitlikte yerine yazilirsa

1

S NI To—

n—r

elde edilir ve gerekli matematiksel islemler yapilirsa

- @ [(4, — A, )cos ng+i(A, + A, )sinng]

h—n
oA - LA+ A,
=q? ‘—Azcosn(p+z ! A2s1nn(p
n-r -,
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ifadesi bulunur A, =b-ar,, A, =b—ar, oldugundan A -A, = a(rl - rz) ve

A +A, =2b—al(r, +r,)=2b—ap esitliklerini elde edilir ve bu esitlikler denklemde

kullanilirsa
= qE acos ngp+Msinn¢
2\/gsing
- sinng e .
elde edilir 7, (cos @) =cosng ve U,  (cosp) =— esitlikleri denklemde yerine
sin @

yazilirsa

= q5 l:aTn (cos @) + 2b—ap U, (cos go):l

2q

pP

2\q

dlanlete) 2 58]

elde edilir. Boylece

VVn:q{aTn[zjg]quzb\/pr (Zfﬂ neN".

bulunur. Ayrica,

bulunur cos ¢ = ifadesi kullanilirsa

T,(x)=xU, (x)-U, ,(x), VxeC, YneN, n=>2

0zdesligi kullanilirsa

il () e (5]
W,,=qz._a.{25gUnz[2ng_U"2(2,33}} 2’;\/“_1”(/ ( 3_]]
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n

W =q? {% Unl[ﬁJ —aU, [%H nen,

seklinde de ifade edilebilir. Diger yandan

J(A-B)Y +(i(a+B)) =2JE

ozelligi kullanilirsa

W, = @.[(Al —A, )cos ngo+i(Al +A, )Sin n(p]

n—n
_ A A, _
DAy ra)y
2 — i
_lq— 1 y i(Al +Alz) y ‘ \/(Al _Az)z +(i(Al +A2))2
q?2ising |+ smne
\/(Al A, )2 + (Z(Al + 4, i
- 2Eq {Al —4 cos nqo+i—A1 4, sinnfp}
ﬂpz —4q Z\E 2\/E

elde edilir. Denklemde A4 ve A4,

ifadelerini cos¢ ve sing olarak

2VE 2VE
2 2
kulanilabilir. Ciinkii sin® @+cos> ¢ =1 oldugundan (—A‘ —4 j + (—Al *4 ] =1
2VE 2WE
bulunacagindan ~ 4 cos ¢ ve — t4 sin¢ olarak almabilir.
2WE 2WE
2WE .qE

= COS @.cos n@ —sin g.sin ne
2
VP~ —4q

b
VP —4q
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A —-A
,peCve cosgp=—"—=>
2WE

pP

2Jq

cos @ =

Sonug olarak,

n

2JEq?
W (a,b;p,q) = el

ﬁCOS(H(ﬁ + ¢),
p —3q

2
P a\p~ —4q
cosp=——, peC ve cosp=———-, ¢eC
N VE
elde edilir.

Sonugc 5.1.6: Asagidaki 6zdeslikler gecerlidir.

n i
a) Fn+l = l3 Un (Ej’

b) L =i"2T (iJ
2

c) Pn+l = iann (l)’
d) T, =aF,  +bF,

(Udrea, 1995).
Ispat: Bu ifadelerin ispat1 asagidaki gibidir:

a) F, =W, (a.b;p,q) =W, (0.1:1-1)

e e
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= in71U11—l L_ l}
2
— in71 (_1)}171 U"_l i
2
— l-:i(rlfl)l]n_1 (Lj
2

elde edilir. Benzer sekilde digerleri asagidaki sekilde yapilir.
b) L =W, (2LL-1)=2i"T, Gj

Lucas say1 dizisinin Binet formiilii kullanilirsa

L =r"+r'= (\/E)” (2cos qo)

— (\/—_1 )" 2T, (cos @) = 2i"T (i]

n 21

=2i"T, (— i] =2i" (—1)"Tn(ij
2 2
~ 2i3"Tn(ij
2

ifadesi elde edilir.
¢) P, =W, (0,1:2-1)=i"U, (i)
Pell say1 dizisinin Binet formiilii kullanilirsa

n_ Lo -
p_r-n _ 5 sinng
n

n—n sSm @

n—1
=(-1)2 U, (cosp)=i""U, ,(—E=)

2Vq
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=i"'U, (=) =i""-D)""U,_ (i)
=0, ()
ifadesi elde edilir.

d) L —F, =2F, ,, ozelligi ve bu teoremin a ve b 6zellikleri kullanilarak

T -w(abii~1)=i"|ar [L)+22=9y (L
2i 2i 2i

T L N Y
2) 2 2

.n 1\ L Zb_a _ 1\l L
=i"| a(-1) Tn(2j+ D Unl(zﬂ

=i"l a(-1)" %i”Lﬂ + 21’2;“ (—1)”’1i”‘1Fn}

- L-F
_ap yBodp _Lioh e _aF
2 2 2

+bF,,

ispat elde edilmis olur.

Teorem 5.1.7: n,r,s € N olmak lizere

WW. . -W._ W, _ =E,q"HH,

U ntr+s n+r n+s

esitligi gegerlidir (Udrea, 1995).

Ispat:
W, = 2YE G eosnpr i) 22E g cos((n s+ )+ )
Vp?—4q Vp’—4q
4-E 2n+2r+s
=— q cos(ng + g)cos((n+r+s)p+ @)
P —4q
4E 2n+r+s
Wy =25 (o o Dos(o+ o )
P —4q
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Wq"/I/n+r+s _Wﬁ—r'm-ﬁ
4 2 cos(n(p+¢5).cos((n+r+S)(ﬂ+¢)
p’ —4q'q . —cos((n+r)(p+¢)-005((”+s)(/’+¢)

Trigonometrik toplam formiilii kullanilarak

cos((2n + 7+ 5)@ +24) +cos(r + s)p
4E 2 —cos((2n+ 7+ 5)p + 20) + cos(r — s)p

— 2

_p2—4q 2

_4E q$ cos(r +5)p —cos(r—s)p

p’ —4q 2
4-E 2n+r+s
=— g * (=1)sinresinse
P —4q

) 4E 2n+r+s . o
:(—SIHZ(D) . g 5 Smr@ S s@

p-—4q sing sin@
2n+r+s
“feos’ 1) E g 2 U, (cos o, ,(cosp)
P —4q
2 4E 2n+r+s
P P p
= _— —1 q 2 Ur_ - — Us— - =
MZJEJ ]P““q {ZJEJ {2\/5J

2n+r+s-2

RS CORs)

elde edilir. Dolas1yla

2n+r+s-2

Wl'vI/rﬁ—H—s _Wn+r 'Wﬁ-s = Eq ? ‘Ur—l (LJ'U.Y—] (
2\q

esitligi elde edilir. Diger yandan, sonug 5.1.4 kullanilarak
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r—1 s—1
n n 2 p 2 P
Eq HrHs = Eq q : Ur—l {_]q g Us—l {_]
2Jq 2Jq
2n+r+s-2 ( p ] p
= Eq g Ur—l N Us—l N
2Jq) "\ 2Jq

2n+r+s—2
n p p
Eq HrH.r = Eq : Ur—] ( JUS—I ( ]
2Jq) "\ 2Jq

esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

b
Teorem 5.1.8: A= {a d} e M ,(C) olsun. O zaman
C

A=k 5. A=
A" =3 A, -4, A=A
nA"'A—(n-1)8, 271, A =21 =24,

seklinde yazilir (Udrea, 1996).
1 0 L -
Sonu¢ 5.1.9: 6, =detA=ad —bc, I, = {0 J, A, ve A, A matrisinin karakteristik

denklemi olan 2> —(a+d)A+6, =0 esitliginin kokleri olsun.

Diger yandan,

\.

A=A —

n—1
— a+d
——=W (0,I;a+d,0, )=H, 2 ,_ 02U, _ — |

oldugunu biliniyor. Sonug 5.1.4 den dolay1

_5n21 atd |, sy axd ], 5.1

T (x)=xU, (x)—U,_,(x),0zelligi kullanilarak

= a+d a+d 2 a+d
- {U (3725 jg(ﬁ” 2
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A #A, ve o, #0.

(5.1) ve (5.2) de 8, =1 yazilirsa

An =Un_1(a;d]A—Un_2[a+dJ12

2

U a+d A—a+d,12 T a+d 1,
2 2 2

elde edilir. Ayrica, 6, =—1 i¢in

A" = l-3(n—l)|:Un_] (i a+ de N iU”_{a +d ijh }
2 2

elde edilir. i* =—1, ne N" dir. (5.3) esitliginde a+d =1 almirsa

%

A"=F A+F, I, neN,
sonucu ¢ikarilir.

Ornek 5.1.10:

3 1
A :( | 0) icin a+d =3 ve J, =1 oldugu asikardir. (5.3) kullanilarak

o oo f2)
(P
— (-1 {U (— ng ; U,,_z(— %)I}

. -2
7’2 (é} =cos2a =2cos’ o —1 = 2lZ —] = —% eslthglnden

oo 3
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U (1,0) =299 vp ke N, xeC; szelligi kullanilarak
U, (x)

2 sina

Ay (i i
v lfon (Do ()]
=1y |:U2nl (LJA + U2n—3 (ijlz :|

2 2

_ ;23 [ianl F, A+ i2"73F2(n71)I2]

U2—1 (Lj = sin2q =2cosca = 2(%) =1 esitliginden

2n 2(n-1)

-1 0 _an _Fz(ml) ,

3 1 ! 3 1 ! FZ(n+1) FZn 2
1=| det = det = det =F,, = Fy Py
-1 0 -1 0 _an _F2(n—l)

Ayrica

FZ(rH—l) F2n
ZFZnA_FZ(n—l)IZZ(_F _F 5

F_F _+(-)""F*=F’, mreN, m>2 m>r. Catalan 6zdesliginde

m-—r m+r

(Morgado, 1980). m =2n ve r =2 segilerek

Fy = Fyy-Faguny =1, YneN"

esitligi elde edilir.

59



(7,) ., ve (U,) ., Chebyshev polinomlari i¢in asagidaki 6zellikler mevcuttur:

n

a) I'T,.,, _(x2 —1)]371 = Tnir’
b) Tn+2rTn+4r - (xz _1>JV2—1 = T’l2+3r’
oTT,., - (x2 _1y/22r—1 = Tn2+2r7

2
n+r " n+2r " n+3r n+3r +_7;+r'7;+2r) 4

d) 41,1, T, T, +(x ~1) U2, U3, =(T,T,
n+r " n+2r " n+3r * n+4r n+2r " n+3r n+r " n+4r

&) 4T, T, T, T, +(x ~1) U, U3, =(T,, T, +T,.,T,.,) .

f) 4T, T2, T, +(x ~1) UL, =(T,, T, +T;

n+r T n+2r T n+3r r—1 n+r T n+3r n+2r) 2

g U,U,., +U’,=U,_,

hwu,,U,., +U>,=U",.,

D) U, U, +Us, =Ups,

4,0, 0,0, +U, U, =(U,U,., +U,.U,,Y

K) 4U,,,, U5, U, 3, U,y +U2 U3 = (U0, U, +U,, U, )
D 4U,, U U, +(¢=1) UL, =(U,.,U,.., +U.. ),

(Udrea, 1995).

Simdi S, =T,(A) ve R, =U,(A), AeM ,(C), p,keN, p=2 matris dizileri

olarak tanimlayalim.
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Uyan 5.1.11:

a) Catalan dzellifine benzer (S,)  dizisi i¢in ve (R,) _, kullanilarak asagidaki

esitlik saglanir:

S, ,.S,..—(A*—=L)R>, =S;, (b sikki kullanilarak)

n—r n+r

R R . +R' =R, mreN", m>r. (gskk kullanilarak)

n—r’" ‘n+r

C

b) Her A= (a Zj eM,(C)i¢in A’ =(a+d)A-35,1,, oldugu biliniyor.

A" =(a+d)A™ -5,A", Vne N sonucunu verir.

ll

n

=A" oesitliginin  dogrulugu  gosterilirse ("‘Zj dizisi elde edilir.
n=0
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BOLUM 6

GENELLESTIRILMIS FIBONACCI, GENELLESTIRILMIiS LUCAS ve
HORADAM MATRIS DiZiLERI

Bu boliimde bulunan sonuglar tarafimizca, incelenmek {izere bir dergiye

gonderilmistir.

6.1 Genellestirilmis Fibonacci, Genellestirilmis Lucas ve Horadam Say1 Dizileri

Tanim 6.1.1: Baslangig sartlar1 u, =0, u, =1 olan, yineleme bagintisi
u, = pu, , +qu, , ile verilen say1 dizisine, genelestirilmis Fibonacci say1 dizisi denir.
[lk birkag elemant u, =0, u, =1, u, = p, u, =p>+q, u, = p° +2pq

seklindedir. Karakteristik denklemi 4> — pA —g =0 seklindedir. Karakteristik

+.p’+4 no_ o
denklemin kokleri  r,r, = % olarak bulunur. Binet formiilii -2

h—n
seklindedir. Kokler toplam fark ve ¢arpimi r, +r, = p, 1, —r, =+/p° +4q,

r,.r, = —q ile verilir (Horadam, 1961).

Tanmm 6.1.2: Baslangi¢ sartlar1 sirasiyla v, =2, v, =p olan yineleme bagintisi
v, =pv,, +qv,, ile verilen say1 dizisine genellestirilmis Lucas say1 dizisi denir. Ik
birkag elemant v, =2, v, = p, v, =p>+2q, v, =p’+3pq, v, = p* +4p*q+24*
seklindedir. Karakteristik denklemi 4> —pAi—¢q=0 dir. Karakteristik denklemin

+p>+4
kokleri r,,r, = % olarak bulunur.

Teorem 6.1.3: Binet formiilii v, =" +r," seklindedir.

Ispat: Genelestirilmis Fibonacci say1 dizisinin Binet formiilii u, _hTh
n—n
denklemde yerine yazilip gerekli islemler yapilirsa
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vn = pun +2qun—l = p

2 n 2 n n n
(p+q}l —(p+q]rz np+2qu _r2p+2qr2

h n h T
n—n nh—rn
2 2 S —rr v —rr
n+q . r +tqg . 1 1 | 2 17 | n
v, — o — I-
1 2 1 2
_on r, _ n r,
n—r nh—nr
n n
=n +rn

genellestirilmis Lucas say1 dizisinin Binet formiilii elde edilir.

Teorem 6.1.4: n,r >0 olmak iizere Genellestirilmis Fibonacci, Lucas ,Horadam say1

dizileri i¢in Catalan 6zelligi

Ve Vier =V = (P2 + 4q)(— q) " u?
oy, = an Yo ar Y-g)

seklinde verilir (Morgado, 1980).

Ispat: Genellestirilmis Fibonacci say1 dizileri icin ispat1 asagidaki gibidir:

2
rnfr_rnfr rn+r_rn+r rn_rn
2 _|h 2 1 2 A 2
un—rurHr _un -
n=n n=n n=n
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Genellestirilmis Lucas sayi dizileri i¢in ispat1 asagidaki gibidir:

2
2 n—-r n—r n+r n+r n n
) ) ) (7"1 r2 Xj 1 r2 ) (rl L 2 )

=(-q)"”" —(}(1 - :2—;2 (n=n)

= (p2 + 4qX— q) " u?
Horadam sayi dizileri i¢in ispat1 agagidaki gibidir:

A =b—ar, ve A, =b—ar, oldugundan

2
n+r n+r n—r n—r n n
(A]rl —Ayr, XA]rl —A,r, )_(Alrl —A,r, )

(’"1_’"2)2

hoh_, —h>=

n+r-"n—r

2 2n 2 2n n+r_ n—r n+r_ n—r 2 2n 2 2n ( )n
A+ AT —AARTT T —AAR T AT AT +2AA\n

(’”1"’2)2
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=-AA(-q) " u’
Teorem 6.1.5: n,m >0 i¢in ve tamsay1 olmak iizere D’ocagne 6zeligi
g =t = (=)',
Vb =V =—(p* +4q)-q)'u,,,
Mol = b = (= q) " (Bl —ah, )
seklinde verilir (Hilton, 1974).
Ispat: Genellestirilmis Fibonacci say1 dizileri igin ispat1 asagidaki gibidir:

Binet formiilu kullanilarak

(l" m r m Xr n+l r n+l ) (r n r n Xr m+1 r m+1 )
T h 1 — I 1 T h 1 — I
u,u,  —uu, .= ( P )
n—r) (n=7)

m+n+1 m+n+1 m_ n+l n+l _m n+m+1 m+n+1 n__ m+l m+l n
_h +7 -nhrn —-n rn —n - tnr, +th on
) (n=r)

h—n
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elde edilir.

Genellestirilmis Lucas say1 dizileri i¢in ispat1 agagidaki gibidir:

m m n+l n+l n n m+l m+l1
VmVn+1_Van+1_(r1 +r, Xr] +7, )_(rl +7, Xrl +7, )
_ . mtntl m_ n+l m__ n+l m+n+1 m+n+1 n__ m+l n__m+l m+n+1
=h +tnn +rnn +n —h —hn —nLn —n

m n n m
=nn (rz_rl)"'rl r (r]_rz)

_( X )n( m—n m—n)
= —nhAnn)\n —h

m-n m-n
=~(n =1 ) ()|
=—\n—n)\nn

—(p* +49)-q)u, .

Genellestirilmis Fibonacci say1 dizileri ve Genellestirilmis Lucas say1 dizilerinin

ispatlar1 gibi Horadam say1 dizilerinin de ispat1 benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 6.1.6: Genelestirilmis Fibonacci say1 dizisi, Genellestirilmis Lucas say1

dizisi ve Horadam say1 dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu

— " B 1- pt—qt’

W 2-1p
= 1-pt —qr*

seklinde verilir (Hilton, 1974).

Ispat:

Z‘Z)unt” =u, +ut+ut’ +..
"=

—ptYut" =—puyt— put’ +...
n=0
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—qt’ i ut" =—qu,t’ +...
n=0
Esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
(1—pt—qt’ )iunt" =t
n=0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. Diger ispatlar da benzer sekilde
yapilabilir.

Teorem 6.1.7: n > 0 tamsayilari i¢in

_4 _p\ntl
uil —qu,f _ PV2n+12 )
P +4q

seklindedir.

Ispat: Genelestirilmis Fibonacci sayr dizisinin Binet formiilii u, = hoTh
n—n

denklemde yerine yazilip gerekli islemler yapilirsa

rn+1 rn+l 2 rn rn 2
2 2 _|'h — N 1~ "
un+l_qun - _q
n=r n—-n
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_ PV _4(_Q)”+l
p’+4q

esitligi elde edilir.

Teorem 6.1.8: Genellestirilmis Fibonacci, Genellestirilmis Lucas, Horadam say1

dizilerinin elemanlar1 arasinda asagidaki esitlikler gecerlidir:

v, =pu, +2qu,  =u,, 6 +qu

n—l1,
(p2 +4q)un =pv, +2qv, |,
U, =u,v

n n’'n?

hn = bun + qaun—] o
(p? +4q ), = (bp +2aq)v, +q(2b—ap)y, ,.

T 4=q)""
p~ +4q

u

6.2 Genellestirilmis Fibonacci Matris Dizileri

0

1
Tanim 6.2.1: Baslangig sartlan U = {0 X

1
} U, = [p } olan yineleme bagintisi
qg 0

U,=pU,,+qU, , ile verilen matris dizisine genellestirilmis Fibonacci matris
dizisi denir

Teorem 6.2.2: Genellestirilmis Fibonacci matris dizisi, genellestirilmis Fibonacci

say1 dizisinin elemanlar1 kullanilarak asagidaki gibi verilir:

|:un+] un :|

U, =

qun qun—l

Ispat: Ispat timevarim kullamilarak yapilacaktir.n=1 igin dogrulugu kolaylikla

goriliir. n<k i¢in dogru olsun. n=k +1 i¢in

Uin=prU,+qU,,
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| U Yy Uy U
=p +q
qu,  quy, qu,y  quy
_ |: Uiy uk+1i|
Uiy qUy
esitliginin dogru oldugu goriilebilir ve ispat tamamlanmis olur.

u u 1
Teorem 6.2.3: U, :{ 2 : }:{p } matrisi verilmis olsun. Bu matrisin 7.
qu,  qu, g 0

kuvveti

n un+1 un
Ul F Un =
qun qun—l

matrisi ile ifade edilir.

Ispat: Ispat timevarim kullanilarak yapilacaktir. n=1 i¢in dogrulugu kolaylikla

goriillir. n =k i¢in dogru olsun. n=%k +1 i¢in
n+. n _un+ uﬂ __p 1

U, ‘= Uu, = 1 }

Lqu, qu,,]q O

u u
n+2 n+l
— — l 7

_qun+l qun n

n+l

dogrulugu goriiliir. Boylece istenen saglanmis olur.

Teorem 6.2.4: Matris dizileri kullanilarak genellestirilmis Fibonacci say1 dizileri i¢in
un+m = umun+1 + qumflun
esitligi yazilabilir.

Ispat:

u

u
n+m+l n+m
Un+m - |: :|
qun+m qunﬂnfl
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n+m |:p 1j|n|:p 1:|m |:un+1 Mn :||:um+l um :|
Ul = =
q 0 q 0 qun qunfl qum qumfl
Matrisin (1,2) elemanini esitlenirse istenen ifade elde edilir.

U, =U,U

n+ mlnn T QU U,
m=n ig¢in

Uy, =u,U,, +qu, u,
Uy, = pu, +2qu,u,
Ozdesligi gegerlidir.
Teorem 6.2.5:

i) detU,)=—q

det(U,) =det(U;") = (—q)"

ii) Cassini(= Simpson) Ozelligi

de{um . j = g, ,, —u?)=(~q)

qu, qu,,

_ 2 _ 1 n—l
- un+lun—l - Mn - (_ 1 q

saglanir.

Teorem 6.2.6: m >0, n>0 icin

dir.
Ispat: Tiimevarim metodu kullanilarak ispat1 yapilirsa
n=0 i¢in U, =U,U, dogrulugu kolaylikla goriiliir. n=k i¢in dogru olsun.

n=k+1 i¢in dogru oldugunu gosterelim:
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Um+k+1 = pUm+k + qUWl‘Fk*]

=pUU, +qU, U,
=U,(pU, +qU,.,)
=U,U,,
ifadesinin dogru oldugu goriliir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 6.2.7: Genellestirilmis Fibonacci matrisinin Binet formiilii

n+l n+l n

n
no o —-n n —n
U = n-r n—r | U u,
n rn rn rn—l rnfl g qu qu
1 ik 1 — N n n—1
q q
n—n n—n

seklindedir.

Teorem 6.2.8: Genellestirilmis Fibonacci matrisinin Binet formiili

u-nu,) , (U -1rU R
Un:[ 1" ojrj _[ I Ojrz
I =n =

seklinde verilir.

Ispat: U, =c,r” +¢,r,” seklinde belirtelim.

bz

- 1 0
n=01gmUyU,=c, +c, = 0 1l

.. 1
n=lign U, =c;n, +c,r, =|:p }
qg 0

¢, =U, —c, oldugundan

p 1
U, :(Uo _Cz)rz +C,0 :{q 0}

U,=U,r, —c,1 6,1,

U =U,r,—c,(r,—1,)
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¢, = olur
n—n
rUu, —U
CIZU _(1 0 1}
n=n

nU,—nU,-nU,+U,

Ui

_rz

_ -nU, +U, _ U -nU,

I =n I =n

o n . .
U, =c,1,;" +c,r," denkleminde yerine yazarsak

U,_nrU , (U, —rU R
h=n n=n
seklinde bulunur.

Teorem 6.2.9: Genellestirilmis Fibonacci say1 dizileri i¢in kismi toplam formiili

asagidaki gibi verilir:

1 |: un+2 - 1 + qun+l un—2 - 1 - pun+l + un+l :|

zUk = Sn = 2
pay qu,, —qu,—q qu,,+pqu,—qu,+p-—1

Cp+g-l
Ispat:
Esitligin iki tarafin1 da U, ile ¢arparsak:
SU =U,U,+U,+..+U,)
=U,+U,+..+U, , (6.2.1)
elde edilir. (6.2.1) esitliginden S, esitligi ¢ikarilirsa:

SnUl - Sn = Sn (Ul - I) = Un+1 _UO
S pP— 1 1 _ un+2 un+1 1 O
! q - 1 - qun+1 - qun O 1
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S p _1 1 — Mn+2 _1 un+l
! q - 1 qunﬂ - qun - 1

-1
seklinde bulunur. Esitligin her iki tarafini {p J matrisin tersi ile ¢arpilirsa:
qg -
S — 1 —un+2 _1 un+1 :||:1 1 :|
" p+q-1 qu, —qu,—1]q 1-p
S — 1 i un+2 - 1 + qun+l uan - 1 - pun+l + un+l :|
" p+q_1_qun+l_q2un_q qun+l+pqun_qun+p_]‘

seklinde bulunur.

Teorem 6.2.10: Genellestirilmis Fibonacci sayr dizileri i¢in genel kismi toplam

formiili asagidaki gibi verilir:

~

= U i Un - (_ q)m Un—m + (_ q)m Um(k—l)Jrn e Umk+n
1=V, +(-q)"

mi+n

T
(=]

Ispat: Binet formiilii, geometrik seri toplam1 ve bazi cebirsel islemler yapilarak ispat

asagidaki gibi elde edilir.

U — ArlmHn _ Br2mi+n

mk mk
ol ol
1-r" 1-r"
_ Ar]n (1 _ r2m _ rlmk + (_q)m rlm(kfl) )_ Brzn (1 _ r]m _ rzmk + (_q)m rzm(kfl))
1- (rl”' + rz'”)+ (—q)"

(Ar = Br)=(=q)" (Ar/™ = Bri ™)
~ +(_q)m (Ar]’””"“” _Brzm(k—uw)_(Ar]mkm _Berk+11)

1-v, +(—q)m
A_Ul_rzUo B=U1—’”1Uo
n—n ’ Hh=rn
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esitlikleri denklemde yerine yazilirsa

= — U” B (_q)m U”*m + (_q)m Um( k—=1)+n Umk+n
i=0 ] _ Vm + (_q)m

ifadesi elde edilir.

Teorem 6.2.11: Genellestirilmis Fibonacci matris dizileri icin {irete¢ fonksiyonu

asagidaki gibidir:

iU o :U0+(U, —pU, )t
w0 1—pt—qgt’

Ispat:

YU =U, +Ut+U,t" +...

n=0
—ptS UL =—pUyt—pUt +..
n=0
g’ YU " =—qU, " +...
n=0
esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
(I-pt—qtf® )X UL =U, +t(U, - pU,)
n=0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Teorem 6.2.12: n>0 i¢in

iﬂ: szo _'x(_Ul +on)_ U,.x+qU,
k

= x X' —px—gq X' - px—q)
seklindedir.

Ispat: Genellestirilmis Fibonacci say1 dizisi igin ikinci bir Binet formiilii kullanilirsa
k k
U U -rU, |\~ U —-rU, \\&(r
z_/f:( 1 2 0)2(_1) _( 1 1 0}2(_2}
k=0 X H=r Jio\X h=rn Jio\X
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n+l n+l n+l n+l
1 (Ul—rzUOJ(x —r, ]_(UI—F]UOJ(X -7
n
X n—r X—r n—r X—r,

)

¥ (x=rNx—1,)

h—n

1
xn(xZ _px—q) _[Ul —;’IUOJ(X,HZ _,
1

n—r

n—=r

1 |:(U1 _rzUo)(xn+l _”111+1 Xx_rz)_(Ul -

n+l n+l
’]Uo)(x - h Xx_rl)j|

(Ul —nU, J(xwz B (_ Cl)”ln)

xn+1 _ xr2n+2 + (_ q)rzn)

n—nr

u -nU U -nU
- — 21 X 1~ hYy el _| 21 hty 7
X (x _PX_Q) h=—n h=—n

u-rnU,\), (U-rU,)\ .,
_q( 1~ h ojrl _( 1~ h 0]’"2]
n—=nr n=nr

1

n+l

U -nU,-U, +’”1Uo]_xn+1[”2U1 —r22U0 —nU, +’"12Uoj

J

n=nr

= n 2 [on"+2 - x’”’] (_ Ul + pUO)_ 'xUn+1 - qUn]
X ix - px—qi

N _k:szO_x(_Ul +pU,)
x*—px—gq

Un+]'x + qUn
x" (x2 — px— q)

k
k=0 X

esitligi saglanmais olur.

Teorem 6.2.13:

n—rn

A= (MJ B= [M) olmak tizere, r tek pozitif tamsay1 i¢in
n—n

r-1

k

iU-’xi _ i[l’j(_ 1)k(ArkBk _A*BTF 4 (_ q)k (AkBr—krlr—Zk _ Ar—kBkrzr—Zk )XJ
i=0

1+(-q) 2 = (- q) (™

k=0

ve r ¢ift pozitif tamsayi i¢in
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S - S 1)k(rJ(AB){A"2" B 4 () (Br) (A )

el pay k 1-(=q)v, ,,x+(=q) x*
( r J<A)”2<—B>f/2
r/2) 1-(~q)"x
bigimindedir.

Ispat: |r"r/ "+ <1 olsun.

r tek alinirsa,

S (ur ) =S 0 - é@(w o urca)

1-r'r, "x 1-r " rfx
7 . Arkak AkBrfk
(_1) K k. k_r—k
k 1-r"nx 1-nr "x

(r)(_ l)k(ArkBk AR 4 (AkBr—krir—krzk —ATEBR R )XJ

2 Kk —k k
k 1+(r1r2)x _(’]rz +n rz)x

‘
L

M

il
(=)

\
i

M

T
(=)

r

-1
2 [FJ(_ 1)" (Ar—kBk _ AR 4 (_ C[)k (AkBr—k ey e )\,]
0

k 1+ (_ q)r e _(_ q)k (rzr—Zk + rlrfzk)x

k=l

r ¢ift alinirsa,
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e )

i=0 i=0 k=0 -—nhr X r,x
+(r}mmeBW2
r/2) 1-(-¢)" x

2‘1 r Ar—kBk AkBr—k r (A)r/2 (_ B)r/2
=S (=1) -
;( ) [kj{l - r’fkrzkx " 1- rkr;ka i (r/Z] 1- (— q)r/zx

-1 Y AT B* 4+ Ak B —(I”Ikrzr_kAr_kBk +AkBr—krlr—kr2k)X
1—x(— q)k (r]r—2k + rzr—Zk)+ (_ q)’xz

E r ](A)’/ ‘(-B)"”

1-(-¢)"x

- QZS(— 1)"(rJ(AB)k[Ar2k 87 g (ar) ™+ (o)™ )‘J "

=0 k 1—(— q)k vr_2kx+(— q)rx2
(1 )arcar
21—y

Boylece ispat tamamlanmis olur.
6.3 Genellestirilmis Lucas Matris Dizileri

2
Tammm 6.3.1: Baslangig sartlann V, :[p 2 } V =[‘D t2q P } olan
2g —p ap  2q

yineleme bagintist V, = pV,_, +¢V, _, ile verilen matris dizisine genellestirilmis

Lucas matris dizisi denir.

Teorem 6.3.2: Genellestirilmis Lucas matris dizisi, genellestirilmis Lucas say1

dizisinin elemanlar1 kullanilarak agsagidaki gibi verilir:

vV = |:Vn+] Vn :|
! an qvn—l
Ispat: Ispat tiimevarim kullanilarak yapilacaktir. n =1 igin dogrulugu kolaylikla

goriiliir. n <k icin dogru olsun. n=k +1 igin

Vi =PV +4V,,
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I L 75 . Vi Vi
=p +q
Qv 4V Vi 4Vi2

| Virz o Vi
Vi1 9V

dogru oldugu bulunur. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 6.3.3: Genellestirilmis Lucas matris dizisinin Binet formiili

VA LBt A7) P B Bl L/ M
= =

seklindedir.

Ispat: v, =c¢,r" +¢,r," seklinde belirtelim.

.. 2
n:Olgln‘/Ozcﬁcz:{p }

2qg -p
p’+2q p
nzlig:inV]=c1r1+czr2={ }
qp 2q

¢, =V, —c, oldugundan

2
p t+2q p
‘/]:(‘/()_CZ)’-]+C2’-2=|: }
qp 2q

V, =Vor, —cn + oy
V,=Von—c,(r,—n,)

rnV, -V,
¢, =—— olur
n=n

vV, -V
CIZVO—(;}O 1]
n—n

_nV, =V —nV, +V,

i

1
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:—7"2‘/0+‘/1 ZVJ -5V,

i

— T

5 T,

T —F

2

V., =c,r" +c,r," denkleminde yerine yazarsak

n

Vi.-rV,) , [(V,-1rV,) .,
Vn:[z ZOJFI _[ 1 Iojrz
h=n h=n

seklinde bulunur.

Teorem 6.3.4: n >0 icin genellestirilmis Lucas matris dizisinin determinanti
det(V,.,) = qlp’ +4q)-a)".
VustVoa — VZ = (p2 + 4qx_ Q)n .

seklinde verilir.

Ispat: det(V,,,) =detV,detU, = q(p2 + 461)(—q)"

Teorem 6.3.5: n>0 icin A= (MJ, B= [MJ olmak tizere;

n—rn n—r

V.V, —V? =—AB(p® +4q)-q)"

n+l
dir.

Teorem 6.3.6: Genellestirilmis Lucas matris dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu asagidaki

gibidir:

Ispat:

< 2
%Vnt" =V, +Vit+V,t" +...

—ptS VAL =—pVit—pVii +...
n=0
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g YVt =gVt +...
n=0
Esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
(1-pt=qt’ )L V1" =V, +1(V, - pV,)
n=0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

fonksiyonu asagidaki gibidir:

SV Vi +xV,—pV) AV, +4qY,

= x* x’—px—gq X" (x2 — px— q)
Ispat: A= Vo =¥ , B=| 22" | Glmak iizere
n—n n—rn

—A Y |_B a
_h _nh
X X

_ 1 Vo-nV, [ x" -7 (V= x"—r
I n-n N x-n n-r, \ x-n

s v =y =+ g Vs V) =+ (q)n )
¥ = pr—qfr —r,)

xn+l[vz -nV, -V, +”1V1]+Xn [_ nV, +r22V1 +nhV, _rlz‘/l]
¥ = pr—g)n —1,)
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+ —x[(V2 -V, )”1’1 _(Vz -nV )rzn]
¥ = px—gqln - 1,)

— q[(vz -V = (v, -nV, )rznil]
x o = px—g)n - 1)

XIMV1(”1 —r2)+x"[V2(r1 _rz)_Vl(rlz —rzz)]—x[(Vz —rZVI)rl” _(Vz —erl)rZ"]
a2 = px—g)r - 1)

‘I[(Vz -nY )”1’1_l _(Vz -nV )rzn_l]
xnil(xz _px_qxrl _rz)

S A R IR VA ey B e
x”’l(xz—px—qul—rz) x" —pX-— qxrl_rZ)

+_x[(V2—r2V -(v,-nv) rz] CI[ T )r;_l]
)c"’l(x2 pX — qu] ) x" 1( —px— C]X’”l 2)

_ anrl‘/l + x” (VZ B le )_ ‘XVnH r an
X" (x2 — px— q)

_ i+, —pW) AV, 4V,

x*—px—q x" l( Px—Q)

elde edilir. Dolayisiyla teoremin ispati tamamlanmais olur.

Teorem 6.3.8: Genellestirilmis Lucas matris dizisi i¢in toplam formiilii

< 1%4 _ V.~ (_ q)m Vi + (_ q)m Vm(k—l)+n = Vokin

mi+n

e -

seklindedir.

6.4 Horadam Matris Dizileri

Bu boliimde Uygun S., Tiimbas A., tarafindan 3. Uluslararas1 Mesleki ve
Teknik Bilimler Kongresi’nde “The Generalized Fibonacci, Generalized Lucas,
Horadam Matrix Seqences” adli sunumdan faydalanmastir.
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b a b+ga b
Tamim 6.4.1: Baglangig sartlart H = qa b—ap | H, :{p bqa } olan
q qa
q

yineleme bagintist H, = pH, | + gH, _, ile verilen matris dizisine Horadam matris

n-2

dizisi denir.

Teorem 6.4.2: Horadam matris dizisi, Horadam say1 dizisinin elemanlari

kullanilarak asagidaki gibi verilir:

|:hn+1 hn :|

HI'L =

qhn qhnfl

Ispat: ispat tiimevarim kullamlarak yapilacaktir.n=1 icin dogrulugu kolaylikla

goriiliir. n<k icin dogru olsun. n=k +1 igin

H_,=pH +qH,_,
_ ., hy hy h_,
=p tq
qh, qh_, qh. ., qh,
— |: hk+2 hk+1j|
qh.., qh,
dogru oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Teorem 6.4.3: Horadam matrisinin Binet formiuli
H rnH n H, -rH n
n—rn n—rn

seklinde verilir.

Ispat: H, =c,r," +c,r," seklinde belirtelim.

b a
n=0i¢in Hy=c,+¢,=| ,, b=ap
q
. . b+qga b
n=1 1¢in H1=clrl+czr2={p K }
gb qa
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¢, = H, — ¢, oldugundan

pb+qga b
le(Ho_Cz)”l+C2”2={ :|
gb  qa

H, =Hn —c,n +c,n,

H, =H—c,(r,—r,)

1

rH,—H
cz—] 2 lolur
n—rn
H, H
¢, =H,— nii, 1,
n—rn

nH,-nH,-nH,+H,

n—n

-rnH,+H, r H, -rH,

n—=n n—rn

H, =c,r," +c,r,” denkleminde yerine yazarsak

H _rH " H —-rH n
an[ 1= ojrl _( 1~ h 0},2
n—rn n—n

seklinde bulunur.

Teorem 6.4.4: Horadam dizisinin iirete¢ fonksiyonu;

$H = H,+(H,— pH,)t
o 1—pt—qt’

seklindeki gibidir.

Ispat:

SH{" =H,+Ht+H/7 +..

n=0
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—pty H t"=—pH,t—pHt +..
n=0

g’ Y H 1" =—qH,\ +...
n=0
esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
(1-pt—qi® )Y Hy" =H, +t(H, - pH,)
n=0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 6.4.5: n>0, m >0 icin Simpson formiilii

H, H,  —H = (pba +ga’® —b* X— q)"
sekildeki gibidir.
Teorem 6.4.6: Horadam matris dizileri i¢in determinant formiilii asagidaki gibidir:
det(H,) = (pbga + ¢*a® —b*q ) )"
hyh, o —h2 = (pba+qa® —b* \—q)".
Ispat: Horadam matris dizilerinin determinanti
1, = |10, = ||, = (pbaa + 4’ - bg)- )

ile verilir.

Teorem 6.4.7: j > m icin Horadam sayilar i¢in toplam formiilii

N H,-(-q)"H,,-H +(-q)"H,,..
H = J Jj—m m(n+1)+j mn+ j
; mi+j 1_(,«”’

s rzm)+(_ Q)m

esitligi yazilabilir.

Ispat:

A= [Mj’ B = [M] olmak lizere

n=nr

84



n 1 (1= m(n+l) (1— m(n+1)
ZHmi+j = Arlj rl— - Br2j rz—
P ”1 _ r2 1 _ r]m 1— rzm

J m m(n+l) m(n+l)_.m J m m(n+l) m_, m(n+l)
P R R A B U e A |

1 I=n" =n" +(nn)"

{[Arlj — Br,’ ]— (rr,)" [Arlj_m - Brzj_m] ‘}
1

m(n+1)+j m(n+1)+j m mn+ j mn+ j
— [Ar1 — Br, ]+ (r1 r, ) [Ar1 — Br,

e Cal

Hj - (_ q)mHj—m - Hm(n+1)+j + (_ q)m Hmn+j
1- (rlm +r," )+ (— q)m

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 6.4.8: n>0 icin, Horadam sayilari i¢in

Zn:ﬂ: x*H, _x(_Hl +pH0)_ H,,x+qH,
k

= X X’ —px—gq x”(xz—px—q)

esitligi verilir.

Ispat: Horadam sayi dizisi i¢in ikinci Binet formiilii kullanilirsa

k k

iﬂ: H, -nrH, i nY) _(H,-rH, i n

k=0 x* r,—r, k=0\ Xx r,—1, =0\ X

:i [HI_rZH0J£Xn+I_r]n+]J_(H]_r]H0J£xn+l_r2n+]J
x" r,—r, x—r r,—r, X—r,

l:(HI _rzHo)(xn” —r]"”)(x—rz)—(H] —r]HO)(x"” rz””)(xrl)]

) 2" (x=n)(x=n)(r = 1)

H —nHy \ w2 wed el ( \on
[
x" ()C2 _PX—Q) _(H] _rlH()j(anrZ _r}xnﬂ _xr2n+2 +(_q)r2n)
h=n
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nh=n

2 [Hj -nhH,-H, +”1Hoj

2 2
_xn+]£r2Hl -nH,-nH, +r HOJ

nh=n

n 2
X (x —px—q) —x H,-nH, P H,-nrH, -
n=n h=n

H, -rH ; H, —-rH R
—C](( 1~ h ojr[ _[ 10 0]’,2}
=5 nh=rn
1

= xn(xz _px_q)[Hoanr2 _xnﬂ(_Hl +pH0)—an+1 _an]

ii_szO_x(_H]_'_pHO) Hn+l'x+an
= —

k=0 X xz—px—q xn(xz_px_q)

ispat tamamlanmis olur.

6.5 Genellestirilmis Fibonacci Genellestirilmis Lucas ve Horadam Matris
Dizileri Arasindaki Bagintilar
Teorem 6.5.1: n >0 tamsayisi i¢in genellestirilmis Fibonacci ile genellestirilmis

Lucas matrisleri arasinda

V,=pU, +2qU,,
esitligi gecerlidir.
Ispat: Ispat tiimevarim kullanilarak yapilacaktir.

n=1i¢in V, = pU, +2qU,

242 1 1 O
pir2q Pl

pPq 2q g 0O 0 1

_|p* p| |2 O
pqg O 0 2g

n <k icin dogru olsun.

n=k+1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.
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Vin = PUiy +2qU,
=p(pU, +qU, ) +2q(pU,_, +qU,,)
=p(pU, +2qU, D) +q(pU,_, +2qU,_,)
=pVi+4qV.,
=Via
dogru oldugu goriiliir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 6.5.2: n >0 tamsayisi i¢in genellestirilmis Fibonacci ile genellestirilmis

Lucas matrisleri arasinda
Vn+l = ‘/lUn
esitligi gecerlidir (Uygun, Tiimbag, 2018).

Ispat:

Tiimevarim yontemini kullanacagiz. n = 0 i¢in; ifadenin dogrulugu kolaylikla

goriliir. n = 1 i¢in,

) 1
V2=V1U1={p q p|P
qp 2q|gq O

=[ p’+3qp p’ +2q}
ar’ +2q°  qp

_ |: Vs VW, :|
qv, 4V
elde edilir. n <N i¢in dogru oldugunu kabul edelim. n = N + [ i¢in ifadenin

dogrulugu asagidaki gibi gosterilir.

iUy, =VUU, =V, U,
_ |: Vniz Vi :|{p 1}
QVna vy Jlg O
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_ |: Vnis  Vna2 :|
VN2 9VNu
=Vyi

dogru oldugu bulunur. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Teorem 6.5.3: n >0 tamsayisi i¢in genellestirilmis Fibonacci ile genellestirilmis

Lucas matrisleri arasinda

(p2 +4q)]n =pV, +2qV,
esitligi gegerlidir.

Teorem 6.5.4: n > 0 tamsayisi i¢in genellestirilmis Lucas ile Horadam matrisleri

arasinda
2
(p + 4q)Hn = (bp + Zaq)Vn + q(2b — ap)VH
esitligi gecerlidir.

Teorem 6.5.5: m,n>0 tamsayilar1 i¢in genellestirilmis Fibonacci ile
genellestirilmis Lucas matrisleri arasinda
UmVrH—l = Vn+1Um

esitligi gecerlidir.

Ispat: Genellestirilmis Fibonacci ile genellestirilmis Lucas matrisleri arasinda
V. =pU, +2qU, , esitligi, Teorem 6.2.6’da soyledigimiz U,  =U, U, esitligi ve
Teorem 6.5.2°de soyledigimiz V ,, =V,U,, esitligi kullanilirsa
Um‘/lUn = Um (pUl + ZqUO )(]n

= (pUm+] + 2qu y]n

= pUm+n+] + 2qu+n

=pUUU, +2qU U,
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=(pU,U, +2qU,U, U,

=(pU, +2qU, U, U,,

=V,U,U,

=V,..U,

denklemi saglanmis olur ve ispat tamamlanur.

Teorem 6.5.6: Genellestirilmis Fibonacci say1 ile Horadam matrisleri arasinda
H,=bU, +aqU,

seklinde bir bagint1 vardir.

Ispat: Tiimevarim yontemi kullanilirsa n=1 i¢in esitligin dogrulugu goriiliir. m<n

icin dogru olsun. m=n+1 i¢in dogru oldugunu gdsterelim.

Hn+] = pHn +an—1
= p(bUn + aqUnfl )+ Q(bUnfl + aqUn72 )

=b(pU, +qU,_,)+aq(pU,., +qU,.,)

=bU,,, +aqU,

n+l

dogru oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 6.5.7: n+m. Horadam matris dizisi genellestirilmis Fibonacci matris,

Horadam matris dizisi kullanilarak sekildeki gibi verilir:

H _=UH

n+m n m

Ispat: Ispat icin tiimevarim yontemi kullanilacaktir. n=1 igin dogru oldugunu

gorelim:

Hm+] = U] Hm

|:hm+1 hm :||:p 1:| |: hm+2 hm+l j|
Hm+l = =
qh’m qhm—l q 0 qhm+l qhm
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n =m i¢in dogru olsun. n =m+1 i¢in dogru oldugunu gosterelim:

U H 1 =Un(pHm +qu—])

= pUnHm + qUnHmfl

=pH,, , +qH

n+m—l1

=H

n+m+l

dogru oldugu goriiliir. Dolayistyla ispat tamamlanmis olur.

Teorem 6.5.8: n. Horadam matris dizisinin m. kuvveti genellestirilmis Fibonacci

matris dizileri kullanilarak sekildeki gibi verilir:

m
Hn+1

= HlmUmn
Ispat: Ispat igin tiimevarim yontemi kullanilacaktir.

m=11igin H, ,=HU,

m=n i¢in dogru olsun
n=m+1i¢in H"' = (H,:'«LXH"H)

= (e1v,, \HU,)

— H1m+]U

n(m+l)
dogru oldugu goriiliir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Teorem 6.5.9: n >0 icin {U, (p, q)}nE v VE v.(p.q)} arasina agagidaki bagmtilar

neN?
gecerlidir:
Vn2+l = V12U2n
Vi =ViVau
Vown =U V0
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Ispat: Teorem 6.5.2 deki 6zellik kullanilarak

Vn2+l = Vn+1Vn+l = ‘/lUn‘/lUn = ‘/IZUZVL
Vn2+1 = ‘/12U2n = ‘/'1‘/le’1 = ‘/1V2n+1
‘/anrl = ‘/1U2n = UnVn+l

ispat tamamlanmis olur.

Sonug 6.5.10: n>0 igin

2 2 2
vn+2 + qvm—l = (p +4Q)u2n+3

Vj+2 T quZHI =Voura T V212
Voner = Wi 1Varr TGVl
dir.
Ispat: Teorem 6.5.9 daki matrislerin esitliklerinden elde edilir.

Sonug¢ 6.5.11: n>0 icin asagidaki esitlikler saglanir:
2 2 2 2.2

un+l +(]+q )un +q un—] 2 vZn

Uy, + (1 +q° )uj g Uy 2V, 2GV,,, GV,

(Uygun, Tlimbas, 2018).

Ispat:
2 2
u u r" 0
n+l n 2 1
n
qu, qu,.|, 0 r 5

2 2 2 2. 2 2n 2n
Mn+]+(]+q )un +q1/t >rI +rI :v2n

n—-1 —

Voa =VU, :(Uz +qU0)Un =U,,, +qU

n
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2 2

14 v

n+2 n+l

QVpa 4V,

o r1n+2 +qr1n O

n+2 n
) 0 rtgr, |,
2 2 2 2.2 2n+4 2n+4 2n+2 2n+2 2 2n 2n
vn+1+(1+q )vn +qv, Z(r] +r, )+2q(r1 +r )+q (r] +1 )

2
=Vt T29V5,,, TGV,

elde edilir. Boylece ispatin dogru oldugu goriiliir.
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BOLUM 7
SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, oncelikle ciddi bir literatiir taramasi yapilarak bu zamana kadar
Horadam dizileri ile ilgili yapilan ¢aligmalar verilmistir. Sonraki boliimde gesitli say1
dizileri temel Ozellikleri verilerek kisaca tanitilmistir. 3. Bolimde ise konumuzun
temelini olusturan Horadam say1 ve polinom dizilerini ayrintili bir sekilde
incelenmistir. 4. Boliimde ise Horadam polinom dizilerinin bir genellestirmesi olan
genellestirilmis k — Horadam dizisi matris cebri kullanilarak detayli bir sekilde
incelenmistir. 5. Boliimde ise Horadam sayi dizileri ile Chebyshev ve diger sayi
dizilerinin bir genellestirmesi olan polinom dizileri arasindaki cesitli bagintilar

incelenmistir.

Son olarak genellestirilmis Fibonacci, genellestirilmis Lucas ve Horadam say1
dizileri kullanilarak genellestirilmis Fibonacci, genellestirilmis Lucas ve Horadam
matris dizileri tanimlanmistir. Bu matris dizilerini ayrintili bir sekilde inceledikten

sonra birbirleriyle olan bagintilart aragtirilmistir.

Bu tez ¢alismasinda “Generalized k — Jacobstal Sequence” adli bir makale
Asian Journal of Pyhsics and Mathematics adli dergide yayinlanmistir. Ayrica bu
calisma ile ilgili 3. Uluslararas1 Mesleki ve Teknik Bilimler Kongresi’nde “The
Generalized Fibonacci, Generalized Lucas, Horadam Matrix Sequences” adli sunum
yapilmistir ve Horadam Matrix Sequences ile ilgili bir makale incelenmek iizere bir

dergiye gonderilmistir.

93



KAYNAKLAR

[1] Civciv H., Turkmen R., (2008). On the (s,t) Fibonacci and Fibonacci matrix
sequences, ARS Combinatoria, 87, 161-173.

[2] EI-Mikkawy M., Sogabe T., (2010). A new family of k-Fibonacci numbers,
Applied Mathematics and Computation 215, 4456-4461.

[3] Falcon S., Plaza A., (2009). On k-Fibonacci sequences and polynomials and their
derivatives, Chaos Solitons Fractals 39, 1005-1019.

[4] Harman C.T., (1981). Complex Fibonacci numbers, The Fibonacci Quarterly,
19, 82-86.

[5] Haukkanen P., (2002). A note on Horadam’s sequence, The Fibonacci
Quarterly, 40, 358-361.

[6] Hilton A. J.W., (1974). On the partition of Horadam’s generalized sequences into
generalized Fibonacci and generalized Lucas sequences, The Fibonacci Quarterly,

12, 339-345.

[7] Horadam A.F., (1965). A generalized Fibonacci sequence, American

Mathematical Monthly, 68, 455-459.

[8] Horadam A.F., (1965). Basic properties of a certain generalized sequence of

numbers, The Fibonacci Quarterly, 3, 161-176.

[9] Horadam A.F., (1965). Genereting functions for powers of a certain generalized

sequence of numbers, Duke Mathematics Journal, 32, 437-446.

[10] Horadam A. F., (1967). Special properties of the sequence w, (a,b; p,q), The

Fibonacci Quarterly, S, 424-434.

[11] Horadam A. F. (1969). Tschebyscheff and other functions associated with the
sequence {Wn (a,b; p,q)}, The Fibonacci Quarterly, 7, 14-22.

94



[12] Horadam A.F., Mahon J.M., (1985). Pell and Pell-Lucas polynomials, The
Fibonacci Quarterly, 23, 7-20.

[13] Horadam A.F., Shannon A.G., (1987). Generalization of identities of Catalan
and other, Portugaliae Mathematical,44,137-148.

[14] Horadam A.F., (1987). Generalization of a result of Morgado, Portugaliae
Mathematical , 44, 313 — 336.

[15] Horadam A.F., (1997). Jacosbsthal representation polynomials, The
Fibonacci Quarterly, 35(2), 137-148.

[16] Horzum T., Kocer E.G., (2009). On some properties of Horadam polynomials,

International Mathematical Forum, 4, 1243-1252
[17] Kerf J., (1999). From Fibonacci to Horadam, Vekror, 15, 122-130.

[18] Kili¢ E., Ulutas Y.T. and Omiir, N., (2011). A formula for the generating
functions of powers of Horadam’s sequence with two additional parameters, Jornal

Integer Sequence, 14, Art. 11.5.6, 8.

[19] Kili¢ E., Ulutas Y.T. and Omiir Y., (2011). N. Sums of products of the terms

of generalized Lucas sequence {V,,}, Hacettepe Journal of Mathematics and

Statistics , 40(2), 147-161.

[20] Kocer E.G., Mansour T. and Tuglu N., (2007). Norms of circulant and
semicirculant matrices with Horadam’s numbers, Australasian Combinatoria, 85,

353-359.

[21] Koshy T., 2001. Fibonacci and Lucas numbers with applications, A Wiley-

Interscience Publication

[22] Lupas A., (1999). A Guide of Fibonacci and Lucas polynomials,
Mathematical Magazine, 7(1), 2-12.

[23] Mansour T., (2 February 2003). A note on sum of power of Horadam’s
sequence, Arxiv : Math / 0302015v1 [Math.Co]

95



[24] Mansour T., (2004). A formula for the generating functions of powers of

Horadam’s sequence, Australasian Journal of Combinatorics, 30, 207-212.

[25] Mezo 1., (2009). Several generating functions for second-order recurrence

sequences, Journal Integer Sequences,12, Art. 09.3.7, 16.

[26] Morgado J., (1987). Note on some results of A.F. Horadam and A.G. Shannon
concerning a Catalan’s identity on Fibonacci numbers, Portugaliae Mathematical,

44, 243-252.

[27] Morgado J., (1980). Some remarks on an identity of Catalan concerning the

Fibonacci numbers, Portugaliae Mathematical, 39, 341-348.

[28] Morgado J., (1995). Note on Chebyshev Polynomils and Applications to The
Fibonacci Numbers, Portugaliae Mathematical, 52, 363-378.

[29] Pethe S., Horadam A.F., (1986). Generalized gaussian Fibonacci numbers,
Bull. Austria Mathematical Society, 33, 37-48.

[30] Reiter C.A., (1999). Exact Horadam numbers with a Chebyshev accent,
Vektor,16, 122-131.

[31] Shannon A.G., (1979). A generalization of Hilton’s partition of Horadam’s
sequences, The Fibonacci Quarterly, 17, 349-357.

[32] Spivey M.Z., (2006). Fibonacci Identities via the determinant sum Property,
The College Mathematics Journal, 37(2), 286-289.

[33] Taskara N., Uslu K., Yazlik Y. and Yilmaz N., (2011). The Construction of
Horadam numbers in terms of the determinant of tridiagonal matrices, Numerical

Analysis and Applied Mathematics, AIP Conference Proceedings 1389, 367-370.

[34] Udrea G., (1996). A note on the sequence (WH)M of A.F. Horadam,

Portugaliae Mathematica., 53, 143-155.

[35] Udrea GH., (1995). A problem of Diophantos — Fermat and Chebyshev
polynomials of the second kind, Portugaliae Mathematica., 52, 301-304.

96



[36] Uslu K., Tagkara N. and K&se H., (2011). The generalized k —Fibonacci and

k —Lucas numbers, Ars Combinatoria, 99, 25-32.

[37] Uslu K., Uygun S., (2013). The (s,t) Jacobsthal and (s,t) Jacosbsthal-Lucas
Matrix sequences, ARS Combinatoria, 108, 13-22.

[38] Uygun S., Tiimbas, A., Generalized k-Jacobsthal Sequence, Asian Journal of
Mathematics and Physics, 2(2), 45-50.

[39] Uygun S., Tiimbas, A., Generalized Fibonacci, Generalized Lucas and Horadam

Matrix Sequences, (incelenmek tizere gonderildi)

[40] Waddill M.E., Sacks L., (1967). Another generalized Fibonacci sequence, The
Fibonacci Quarterly, S, 209-222.

[41] Zhang Z., (1997). Some identities involving generalized second — order integer

sequences, The Fibonacci Quarterly, 35, 265-268.

[42] https://www.matematiksel.org/fibonacci-sihirli-sayilari/

97






