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OZET

Cebir ve Sayilar Teorisi alanlarinda, say1 dizileri altin, giimiig, bakir gibi metalik
oranlar1 verdigi i¢in ¢esitli alanlarda yaygin olarak kullanilmaktadir. Horadam sayi dizisi,
Alwyn Francis Horadam tarafindan tanimlanarak Fibonacci, Lucas, Pell, Jacobsthal gibi
karakteristik denklemi ikinci dereceden olan say1 dizilerinin genellemesi olarak
literatlirde yer almistir. Horadam sayilari, Horadam polinomlar1 gibi casitli ¢caligsmalar
sergilenmistir. Bu c¢alismada, Horadam vektorlerinin tanimi yapilarak, Horadam
vektorlerinin Binet formiilii verilmistir. Horadam vektorlerinin i¢ ¢arpimi ve norm
degeriyle Horadam vektdrlerinin vektorel carpimlari elde edilmistir. Horadam vektdrleri

arasindaki agilar iki boyutlu kisitlamalar dahilinde analiz edilmistir.

Anahtar kelimeler: Horadam sayilar;, Horadam vektérleri, I¢ ¢arpim, Vektorel

carpim, Norm.
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ABSTRACT

In the fields of Algebra and Number Theory, number sequences are widely used
in various fields because they give metallic ratios such as gold, silver, copper. Horadam
number sequence, defined by Alwyn Francis Horadam, is a generalisation of Fibonacci,
Lucas, Pell, Jacobsthal number sequences whose characteristic equation is quadratic.
Various studies such as Horadam numbers, Horadam polynomials have been exhibited.
In this study, Horadam vectors are defined and the Binet formula of Horadam vectors is
given. The inner product of Horadam vectors and vector products of Horadam vectors
with norm value are obtained. The angles between Horadam vectors are analysed within

two dimensional constraints.

Key words: Horadam number, Horadam vector, Inner product, Vectorial product,

Norm.
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SIMGELER

: Dogal sayilar kiimesi,

. Reel sayilar kiimesi,

Fibonacci sayisi,
Lucas sayisi,

. Pell sayisi,

. Pell-Lucas sayisi,

. Jacobsthal sayisi,

. Jacobsthal Lucas sayisi,
. Mersenne sayisi,

. Mersenne Lucas sayisi,
. Horadam sayist,

. k-Fibonacci sayisi,

. k-Lucas sayist,

. k-Horadam sayist,

: KL vektor uzunlugu.



1.GIRIS

Sayilar teorisinde, say1 dizileri onemli bir alana sahiptir. Arastirmacilar tarafindan
say1 dizileriyle ilgili pek c¢ok caligmalar sergilenmistir. Kuvvet serilerinde, lireteg
fonksiyonlarinda, zaman seri analizlerinde, queueing teoride ve bunun gibi bir¢ok bilim
dalinda kullanilmaktadir. Tam say:1 dizileri olarak ilk akla gelen dizi Fibonacci dizisi
olmaktadir. Fibonacci sayilari, Pascal iicgeni, Pisagor tgliileri, bilgisayar algoritmalari,
grafik teori gibi matematigin bir¢ok alaninda bulunabilmektedir. Ayrica, fizik, finans,

mimarlik, miizik ve sanat dallarinda da goriilebilmektedir.

Giizellik olgiilebilen bir kavram degilken, uyum matematiksel olarak
aciklanabilir. Matematiksel giizelligi anlatmak zordur lakin bu tiim giizellikler i¢in
gecerlidir. Ancak matematikgiler bu giizelliklere bakmak isterlerse; kar taneciklerine
bakarak, arilarin geometrik petek dizilimlerine ve baz1 agaclarin gelisimlerini izlemeleri
yeterli olacaktir. Tabi bunun gibi bir¢ok 6rnekte verilebilir. Biz buna matematigin estetigi
diyoruz. Perspektif, simetri ve oranti gibi kavramlar dlgiilebilir oldugundan bu kavramlar
matematigin estetigidir diyebiliriz.

Birgok farkli branstan bilim insanlar1 ve din adamlari aralarinda yiizlerce yillik
zaman ya da mekan farki gézetmeksizin aslinda ortak c¢alismalar ortaya koymuslardir.
Bunlardan biri de “Altin Oran” kavramidir. Kesmek anlamina gelen bu kavram, altin
boliim, kutsal kesit, Fibonacci sayisi gibi bir¢ok sekilde adlandirilmistir. Altin oran ve
Fibonacci sayilarin1 Diinya’nin yedi harikasi olan Piramitlerde, Ronesans sanat¢ilarinin

resimlerinde ve birgok alanda gormek miimkiindiir.

Baslangi¢ degerleri Hy, = a ve H; = b olmak tizere, H,,,, = pH,,+, + qH,, iKinci
mertebeden, lineer yineleme bagintisina sahip dizisine Alwyn Francis Horadam’in
calismalarindan dolay1 Horadam Dizisi denmektedir. Horadam dizisi, Fibonacci ve Lucas
dizilerinin bir genellemesi olarak da adlandirilabilmektedir. Bu diziler, sayilar
teorisindeki ¢alismalarin ana unsuru olup, biiyiik bir 5neme sahiptir ayrica matematik ve
diger bilim dallarinin ¢ok bagska kisimlarinda karsimiza c¢ikmaktadir. Literatiirde
Horadam tiirii dizilerle ilgili olan kaynaklarin ¢oklugu bu diziyi incelemeye deger

kilmaktadir.



2. MATERYAL ve YONTEM

Calismamizda fayda saglayacak temel kavramlar1 ve ¢aligmalari ele alacagiz.
2.1. Say1 Dizileri

Tanmm 2.1.1. (Fibonacci Say1 Dizisi) n > 0 olmak iizere Fy =0,F;, =1 ve F,,, =
F, 41 + E, dogrusal yineleme bagintisi ile ifade edilen tam say1 dizisine Fibonacci dizisi
denir. Fibonacci say1 dizisinde, her n dogal sayisina karsilik gelen degere n.Fibonacci

sayis1 denir.

Fibonacci sayilari i¢in Binet formiilii,

. (1 +v5)" = (1-V5)"

sekindedir. Fibonacci sayilarinn iirete¢ fonksiyonu,

(o]

-t
eoxl = ————

AT 1—x—x2

=1

Simpson formdili,
Foy1 Fpo1 — Fn2 = (D"
ve toplam formiili
n
D F=Fy,—1
i=1
olarak verilir (Koshy, 2001).

Tamim 2.1.2. (Lucas Say1 Dizisi) n > 0 olmak tizere, Ly = 2,L; = 1ve L,y = L1 +
L, dogrusal yineleme bagintisi ile ifade edilen tamsay1 dizisine Lucas dizisi denir. Lucas

dizisinde her n dogal sayisina karsilik gelen degere n. Lucas sayisi denir.

Lucas sayilari i¢in Binet formiild,

_(1+v5\"  [1-VB\"
w=(57) (=)

seklindedir. Lucas sayilarinin iirete¢ fonksiyonu,




Simpson formiilii,
Lpyi Ly =L =5- (=)
ve toplam formiilii,
n
D L=l -3
i=1
olarak verilir (Koshy, 2001).

Tamm 2.1.3. (Pell Say1 Dizisi) n > 0 olmak tizere, Py = 0,P; = 1lve Py, = 2P, 1 +
P, dogrusal yineleme bagintisi ile ifade edilen tam say1 dizisine Pell dizisi denir. Pell

dizisinde, her n dogal sayisina karsilik gelen degere n.Pell sayisi denir.

Pell sayilar1 i¢in Binet formiild,

» C(1+v2)" - (1-v2)"

seklindedir. Pell sayilarinin iirete¢ fonksiyonu,

ip.xi_;
LT 1—2x—x2
i=1

Simpson formdili,

Poyr Ppo1 — Pn2 =(=D"
ve toplam formiilil,

n

1
P; :E'(Pn+1+Pn_1)

i=0

olarak verilir (Koshy, 2014).

Tamm 2.1.4. (Pell-Lucas Say1 Dizisi) n = 0 olmak lizere, Qy = 2,Q; = 2 ve Qu42 =
2Q,4+1 + Qp dogrusal yineleme bagintisi ile ifade edilen tam say1 dizisine Pell —Lucas
denir. Pell-Lucas dizisinde, her n dogal sayisina karsilik gelen degere n.Pell-Lucas sayisi

denir.

Pell-Lucas sayilari i¢in Binet formiilii,



Qn=(1—\/§)n+(1+\/§)n

sekindedir. Pell-Lucas sayilarimin iirete¢ fonksiyonu,

Simpson formiilii,

Qns1 - Qno1— Qrzz =8- (_1)n—1

ve toplam formiili,

1
Q=5 Qe +Qn—2)

WM:
o

olarak verilir (Koshy, 2014).

Tanim 2.1.5. (Jacobsthal Say1 Dizisi) n > 0 olmak iizere, J, = 0,]J; = 1ve 4, =
Jn+1 + 2], dogrusal yineleme bagintisi ile ifade edilen tam say1 dizisine Jacobsthal dizisi
denir. Jacobsthal dizisinde, her n dogal sayisina karsilik gelen degere n.Jacobsthal sayisi

denir.

Jacobsthal sayilar1 i¢in Binet formiilii,
1 n n
Ja=3- @ = (=D
sekindedir. Jacobsthal sayilarinin iireteg¢ fonksiyonu,
o 1
Z]Hl.x T 1—x—2x2
=0
Simpson formiilii,

Jn+1 ']n_1 _]721 =(C=D"- 2n-t

ve toplam formiilii,

_1
]i_E'Un+2_3)

F'M:
[\S]

olarak verilir (Uygun, 2016).



Tammm 2.1.6. (Jacobsthal-Lucas Sayr Dizisi) n > 0 olmak lizere J,=2,/; =
lve J12 = Jns1 + 2], dogrusal yineleme bagintisi ile ifade edilen verilen tam say1
dizisine Jacobsthal-Lucas dizisi denir. Bu dizide, her n dogal sayisina karsilik gelen

degere n.Jacobsthal-Lucas sayis1 denir.
Jacobsthal-Lucas sayilar1 i¢in Binet formiili,
Jn=2"+ ="

seklindedir. Jacobsthal-Lucas sayilarinin tirete¢ fonksiyonu,

Z - 14 4x
. Ji XTI o x—2x2

Simpson formdili,

Joi1 Ine1—J2 =9 -(=1)n-2n1

ve toplam formiilii,

olarak verilir (Uygun, 2016).

Tamm 2.1.7. (Mersenne Dizisi) n = 2 olmak tizere M, = 0,M; = 1 ve M,, = 3M,,_; —
2M,,_, dogrusal yineleme bagintisi ile ifade edilen tam say1 dizisine Mersenne say1 dizisi
denir. Mersenne dizisinde, her n dogal sayisina karsilik gelen degere n.Mersenne sayisi

denir.
Mersenne sayilari i¢in Binet formiild,
M, =2"-1

seklindedir. Mersenne sayilarinin iirete¢ fonksiyonu,

. X
Moyl — =
Z X T T 3x + 242
=0
Simpson formdili,
Mpiq - My —Mj = =21

ve toplam formiilii,



n
D M= My —1-n
i=1

olarak verilir (Soykan, 2021).

Tamim 2.1.8. (Mersenne-Lucas Say1r Dizisi) n > 2 olmak iizere my = 2 vemy; = 3
m, = 3m,_, — 2m,_, dogrusal yineleme bagintis1 ile ifade edilen tamsay1 dizisine
Mersenne-Lucas say1 dizisi denir. Mersenne-Lucas dizisinde, her n dogal sayisina

karsilik gelen degere n.Mersenne-Lucas sayisi denir.
Mersenne-Lucas sayilari i¢in Binet formiil,
m, =2"+1

seklindedir. Mersenne-Lucas sayilariin iireteg¢ fonksiyonu,

i . 2—4x
.Om‘ XTI 3x+2x2
i=

Simpson formdili,
’ _ 2 _ _9n-1
Myyq " Mpy_q — My = —2

ve toplam formiilii,

n
Zmi =mus;1—1+n
i=1

olarak verilir (Soykan, 2021).

Tamim 2.1.9. (Horadam Sayi Dizisi)a,b,p,qeZ ve wo=a ,w; =b ne wy,, =
PWy 41 — qWy, seklinde tanimlanan say1 dizisin Horadam dizisi ve bu dizinin elemanlarina

Horadam sayilar1 denir.

Horadam sayilari i¢in Binet formiild,
bza¥

+/p2—-4 —Jp2—4 b-a ay¥ .
W = PHP 1 =P8 4 =29yep= olmak tizere,
2 2 Y-n ¥-n

w,=A-Y"*+B-n"
seklindedir. Horadam sayilarinin iirete¢ fonksiyonu,

- a+x-(b—pa)
an.xn:
1—-p-x+q-x?
n=0




olarak verilir (Horadam, 1965).

Tanmm 2.1.10. (k-Fibonacci Sayr Dizisi) Vk > 0 reel sayis1 i¢in Fpg =0, Fi; =1

olmak tizere,
Fk,n+2 = ka,n+1 + Fk,n

seklinde ifade edilen diziye k-Fibonacci dizisi ve dizi elemanlarina k-Fibonacci sayilari

denir.
k+VkZ+4 k—VkZ+4 , . . .
A =—— ve = > olmak tizere k-Fibonacci sayilarmin Binet
formiilii,
n n
F = Ak — Pk
kn —
Ay = P

seklindedir (Falcon ve Plaza, 2007).

Tanmim 2.1.11. (k-Lucas Say1 Dizisi) Vk > 0 reel sayisi i¢in L g = 2, L1 = k olmak

uzere,
Lyniz =k Lgns1 + Ly
seklinde ifade edilen diziye k-Lucas dizisi ve dizi elemanlarma k-Lucas sayilar1 denir.

k+Vk?+4 k—Vk2+4 .. . s
Qe =————Ve Br = > olmak iizere k-Lucas sayilarinin Binet formiilii,

Lyn = ai + Bi
seklindedir (Falcon ve Plaza, 2007).

Tanmim 2.1.12. (k-Horadam Say1 Dizisi) Vk > 0 reel sayist i¢in Hyo = a, H,1 = b

olmak tizere,

Hk,n+2 = f(k) ’ Hk,n+1 + g(k) ’ Hk,n

seklinde tanimlanan diziye k-Horadam say1 dizisi denir ve dizi elemanlarina k-Horadam

sayilart denir.

_ U+ f(K)?+4g(k)

a ve [ = olmak iizere k-Horadam
2

f)— f(k)>+4g(k)
2
sayilarinin Binet formiili,

A=b—a-a,ve B=D>b—a- B olmak lizere,



A-af —B-B}
Hk,n:
ay — P

seklindedir (Yazlik ve Taskara, 2012).

Tamm 2.1.13. ( Bi-periodic Fibonacci Say1 Dizisi) Herhangi iki pozitif tamsay1 a ve b

i¢in, bi-periodic Fibonacci dizisi f, = 0, f; = 1 olmak {izere,

£ = {a “thor Fthoo, nciftise
n- b - tn—l + tn—Zr n tek ise

seklinde tanimlanan diziye bi-periodic Fibonacci dizisi denir ve sayir dizisinin

elemanlarma bi-periodic Fibonacci sayisi denir (Ramirez 2013).

Tamim 2.1.14. (Bi-periodic Lucas Say1 Dizisi ) Herhangi iki pozitif tamsay1 a ve b i¢in

bi-periodic Lucas dizisi i¢in [, = 2, [; = a olmak tizere,

In

y {a *Lp_q + L,_p, ntekise
" b Lp_q+ Ly_y, ngiftise

seklinde tanimlanan diziye bi-periodic Lucas dizisi denir ve say1 dizisinin elemanlarina

bi-periodic Lucas sayisi1 denir (Uygun ve Karatas, 2019).

Tamm 2.1.15. (Bi-periodic Horadam Say Dizisi) Herhangi iki pozitif tamsay1 a ve b

i¢in bi-Periodic Horadam dizisi wy = p ve w; = p olmak tizere

o = awWy_q+ wy_y, nciftise
n b:wp_ 1+ wy,_, n tek ise

seklinde tanimlanan say: dizisine bi-Periodic Horadam dizisi denir ve say1 dizisinin

elemanlarina bi-periodic Horadam sayisi denir (Tan ve Ekin, 2015).

Tamim 2.1.16. (Fibonacci—p Sayi Dizisi) p = 0, n > p tam say1 oldugunda Fibonacci p-

sayilari
Fp(m) =Fpn—-1)+EMm-p—-1)
E,(0) = 0, F,(1) = E,(2) = - = Fy(p) = 1
seklinde tanimlanir (Stakhov ve Rozin, 2006).
Tamm 2.1.17. (Lucas p-Say1 Dizisi) p = 0, n > p tam say1 olmak tizere Lucas p-sayilari
L,m)=L,(n—1D+L,(n—p—1)

Lp(O) =p+ 1, Lp(l) = Lp(z) == Lp(p) =1



seklinde tanimlanir (Stakhov ve Rozin, 2006).

Tamm 2.1.18. (g-Fibonacci Say1 Dizisi) g-Fibonacci sayilari,

fr+2(@) = fu1(@) + qn+1fn(Q)
fol@) = fi(g) =1
eklinde tanimlanir (Munarini, 1998).

Tamim 2.1.19. (g-Lucas Say1 Dizisi) g-Lucas sayilari,

L2 (@) = (@) + ¢, (q)
b@=1+q  L@=1
eklinde tanimlanir (Munarini, 1998).

Tanmm 2.1.20. ((k,n)-Fibonacci Sayr Dizisi) (k,n)-Fibonacci sayilari, baslangi¢
kosullannn > kvek > 2, F(k,n) =n+ 1li¢ginn =0,1,2, ..., (k — 1) olmak iizere,

F(k,n) =F(k,n—1)+ F(k,n—k)
seklinde tanimlanir (Kwasnik ve Wloch, 2000).
Tamm 2.1.21. ((k,n)-Lucas Say1 Dizisi) (k,n)-Lucas sayilari, baslangi¢ kosullart n >
2kve L(k,n) =n+1liginn =0,1,2,...,(2k — 1) olmak iizere,
L(k,n) =L(k,n—1)+ L(k,n—k)
seklinde tanimlanir (Wloch, 2013).
2.2. Kaynak Arastirmasi
Horadam (1965), “Basic properties of a certain generalized sequence of

numbers” adli akademik calismasinda Fibonacci dizisinden hareketle yeni bir dizi

tamimlamus, dizinin temel esitliklerini arastirmustir.

Horadam (1971) dizilerle ilgili yaptig1 akademik calismalarda, Pell ve Pell Lucas
say1 dizilerini tarif etmis ve bu dizinin terimlerinin adlarin1 Pell ve Pell Lucas sayilari

diye adlandirmistir.

A. F. Horadam(1966), “Jacobsthal Representation Numbers” adli akademik
caligmasinda Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas dizisini ortaya koymus, bu sayilarin
ehemmiyetini ve birbirleriyle iliskilerini ve bu dizilerin bilinen temel o6zelliklerini

olusturmustur.



Falcon ve Plaza (2009), “On k-Fibonacci numbers of arithmetic indexes” adli
akademik calismalarinda numaralandirilmasi aritmetik dizi olan k-Fibonacci dizisinin
sonlu toplamlariyla ilgili esitlikler bulmustur. Boylelikle buna benzer dizilerin sayi

toplamlarini bulmada ise yarayacak farkli formiiller bulunmasina imkan saglamislardir.

Horzum ve Kocer (2009), “On some properties of Horadam polynomials” adli
akademik c¢aligmalarinda Horadam isminde polinom dizisi olusturmuslardir. Horadam

polinomlarmin bilinen temel esitliklerini ifade etmislerdir.

Falcon (2011), “On the k-Lucas numbers” adli akademik calismasinda k-Lucas
dizisini ifade etmisler, bu dizinin ozelliklerini incelemis ve bu dizinin, k-Fibonacci

sayilari ile arasindaki iligkilerini incelemistir.

Serpil Halici ve Adv. Appl (2012), “On Fibonacci quaternions” makalesinde
Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarini arastirmistir ve bu say1 dizisiyle ilgili bazi1 toplam

formiillerini Giretmistir.

Andrzej Wtoch (2012), “Some identities for the generalized Fibonacci numbers
and the generalized Lucas” Bu yazida genellestirilmis Fibonacci sayilarinin ve
genellestirilmis Lucas sayilarinin bazi 6zelliklerini incelemistir. Grafiklerdeki k-bagimsiz
kiimelerin sayilmasinda yardimci olacak bazi genellestirilmis Fibonacci sayilart ve

genellestirilmis Lucas sayilar1 i¢in 6zdeslikler vermistir.

Falcon ve Plaza (2006), “The Fibonacci sequence and the Pascal 2-
triangle”Genellestirilmis k-Fibonacci dizisi 4-liggen en uzun kenar boliimiinde yer alan
iki geometrik doniisiimiin yinelenmesiyle bulunmustur. Bu yazida bu diziyle ilgili

ozellikler verilmistir ve Pascal 2 {icgeni olarak adlandirilan tiggenle iliskilendirmistir.

Lind (1970), “A Fibonacci circulant” adli akademik ¢alismasinda elemanlari
Fibonacci sayilarindan olusan circulant ve ters circulant matrisleri, bu matrislerin

determinantlarini, n. dereceden ilkel kokiinden yararlanarak ortaya koymustur.

Falcon ve Plaza (2007), “On the Fibonacci k-numbers” adli akademik
caligmalarinda Fibonacci sayilariin yeni bir genellemesi olan k-Fibonacci say1 dizisini
ifade etmislerdir. Ifade ettikleri bu dizi, klasik Fibonacci ve Pell sayilarmin her ikisinin

de genel bir ifadesini olusturmustur. {Fk'n}neN n. k-Fibonacci sayis1 4-triangle longest-

edge (4TLE) paylasimi metoduyla elde edilen, iki geometriksel uygulama {izerinde
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yapilan akademik caligsmalar ile kesfedilmistir. Bu sayilarin birgok 6zelligi burada

tanimlanan matris kullanilarak elde edilmistir.

Uslu ve Ark.(2011), “The generalized k-Fibonacci and k-Lucas numbers” adli
akademik arastirmalarinda genellestirilmis k-Fibonacci dizisini ifade etmis, temel

ozellikleri lizerinde arastirmalar yapmiglardir.

E.Kilig, D.Tasc1 ve P. Haukkanen (2014),”0On the generalized Lucas sequences
by Hessenberg matrices” Genellestirilmis Lucas dizi 6zelliklerini ve Hessenberg

matrisiyle olan iliskisini incelemislerdir.

Merve Tastan ve Engin Ozkan (2020), “Catalan transform of the k-Pell, k-Pell-
lucas ve modified k-Pell sequence” k-Pell, k-pell-lucas ve modified k-Pell dizilerinin
Katalan 6zelliklerini sunmuslardir ve Katalan doniisiimlerinin iiretici fonksiyonlarini elde

etmislerdir.

Merve Tastan ve Engin Ozkan (2020), “ Catalan Transform of The k-Lucas
Numbers” k-Lucas dizisinin Katalan dontisiimiine yer verilmistir. k-Lucas dizisinin

Katalan doniisiimiinii geren fonksiyon bulmuglardir.

Uslu ve Ark. (2010), “The Generalized k-Fibonacci and k-Lucas Numbers” adl
akademik calismalarinda genellestirilmis k-Fibonacci ve genellestirilmis k-Lucas

dizilerinin 6zelliklerini, Binet formiillerini ve Simpson formiillerine yer vermislerdir.

Cerin ve Gianella(2007), “On Sums of Pell Numbers” isimli akademik
aragtirmalarinda Pell dizi elemanlarinin, ¢ift tek toplamlarini bu sayilarin karelerinin

toplamlar1 ve tek ve ardisik toplamlar i¢in formiiller ortaya koymuslardir.

Koger ve Tuglu (2007), “The Binet Formulas for the Pell and Pell-Lucas p-
Numbers” adli ¢aligmalarinda p-Pell ve Pell-Lucas say1 dizilerini ifade etmisler. P’nin

baz1 hususi durumlarina gére Binet formiilleri ortaya koymuslardir.

Edson ve Yayenie(2009), “A New Generalization of Fibonacci Sequence &
Extended Binet’s Formula” adli akademik c¢alismalarinda iki periyotlu Fibonacci
dizilerini tanimlamislar ve bu dizilerin Binet formiillerini, tireten fonksiyonlarini ve bazi
temel niteliklerinin tizerinde durmuslardir. Bulduklar1 Binet formiilleri ile Binom

katsayilarini da i¢inde bulunduran toplam formiillerini ortaya koymuslardir.

Sukran Uygun ve Evans Owusu(2019), “A New Generalization of Jacobsthal
Lucas Numbers (Bi-Periodic Jacobsthal Lucas Sequence)” adli akademik g¢alismada
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Jacobsthal Lucas dizisini tanimlayip yeni bir genellemesi olan iki periyodik Jacobsthal

Lucas’t incelemiglerdir.

Kiibra Gl (2019), “On Bi-periodic Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas
Quaternions” adli akademik ¢alismada Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlarini
tanitmiglardir. Bu kuaterniyonlarin Binet formiillerini vermislerdir. Toplam formiillerini

ve Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas kuaterniyonlar1 arasindaki iligkileri incelemislerdir.

Paula Catarino, Helena Campos, Paulo Vasco (2016), “On the Mersenne
sequence” adli ¢alismada Mersenne dizisinin Binet formiiliinii ele almiglar. Mersenne

sayilarini iceren matrisler ile li¢ kosegen matris ile dairesel tip matrisler elde etmislerdir.

Mourad Chelgham ve Ali Boussayoud(2021), “On the k-Mersenne-Lucas
numbers” adli calismada Fibonacci,Lucas,Pell, Jacobsthal ve Mersenne dizilerini

tanimlamislardir. Mersenne say1 dizisini ayrintili birsekilde incelemislerdir.

B.Malini Devi ve S. Devibala (2023), “Relations On Bi-Periodic Mersenne ve
Mersenne-Lucas Sequences” adli ¢alismada iki periyotlu Mersenne ve iki periyotlu
Mersenne-Lucas dizilerinin Binet formiilleri ile iireten fonksiyonlar1 verilmistir. Bu iki

dizi hakkinda daha ayrintili inceleme yapilmistir.

Horadam (1965), “Basic properties of a certain generalized sequence of
numbers” adli akademik ¢alismasinda Horadam dizisini tanitmistir ve bu dizinin genel

niteliklerinin tizerinde durmustur.

Mansour (2004), “A formula for the generating functions of powers of Horadam'’s
sequence” adli akademik c¢alismasinda Horadam sayilarmmin kuvvetlerinin {ireteg
fonksiyonlari igin yeni ydntemler ortaya koymustur. Yani; H,(x; p, q, a, b) = Y50 WK -

x™ ifadesini formiilize etmistir.

Yazlik ve Taskara (2012), “A note on generalized k-Horadam sequence” adli
akademik arastirmada genellestirilmis k-Horadam dizisini tarif etmis, dizi elemanlarinin

bazi niteliklerini determinant kullanarak kanitlamiglardr.

Yazlik ve Taskara (2012), “Spectral norm, eigenvalues and determinant of
circulant matrix involving generalized k-Horadam numbers” adli akademik
calismalarinda elemanlar1 genellestirilmis k-Horadam sayilarindan olusturulan bir
sirkiilant matrisi tarif etmisler ve bu matrisin spectral normunu, 6z degerlerini ve

determinantini hesaplamislardir.
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Tan(2017), “Some properties of the bi-periodic Horadam sequences” adli
akademikgalismada iki periyodik Horadam hakkinda bilgi vermistir ve ayrica bilinen
ozellikleriyle iki periyodik Fibonacci ve iki periyodik Lucas dizilerinin o6zellikleriyle

genellemeler yapmustir.

Peter J. Larcombe, Ovidiu D.Bagdasar ve Eric J. Fennessey (2013), “Horadam
Sequences: A Survey” adl1 calismada Horadam dizileri hakkinda genel bir bilgilendirme

yapmislardir ve anket ¢calisma tarzi bir igerik ile ele almiglardir.

0O.Bagdasar, P.J. Larcombe ve A. Anjum (2013), “Particular Orbits Of Periodic
Horadam Sequences” adli ¢alismada Horadam dizilerinin bazi 6zel yoriingelerinden
bahsedilmistir. Yildiz ¢okgenlerini, iki parcali grafikleri ve ¢esitli geometrik sekiller

tanimlamislardir.

Koger ve Tuglu (2007), “The Binet formulas for the Pell and Pell-Lucas p-
numbers” adli ¢aligmada Pell ve Pell-Lucas say1 dizilerini tanimlamislardir ve ayrica

formiiller tiretmislerdir.

Kiibra Cetinberk ve Salim Yiice (2020), “On Fibonacci Victors” adl1 ¢alismada
Fibonacci 3-vektorleri, 4-vektorleri ve Fibonacci vektor carpimlarini incelemektedir.

Lorentz i¢ ¢arpimlarini, Lorentz vektor carpimlarini incelemislerdir.

Ena Salter (2005), “Fibonacci vectors” adli ¢alismada herhangi iki Fibonacci
vektoriiniin herhangi iki Lucas vektoriiniin ve herhangi bir Fibonacci vektoriiniin ve
herhangi Lucas vektoriiniin i¢ ¢carpimlarini vermistir. Bu veriler esliginde Fibonacci ve

Lucas sayilarini iceren bir takim dizi 6zdeslikleri bulma yolunda kullanmastir.

Giiven ve Nurkan (2015), “Dual Fibonacci Quaternions” adli galismada yeni bir

vektor olan dual Fibonacci’yi tanimlamislar ve 6zelliklerini vermislerdir.

Salim Yiice ve Fiigen Torunbalc1 Aydin (2016), “A new Aspect of Dual Fibonacci
Quaternions” adli calismada genellestirilmis dual Fibonacci vektorlerinin tanimi
vermistir. Iki genellestirilmis dual Fibonacci vektdrlerinin i¢ ¢arpimi, capraz ¢arpimi ve

tic genellestirilmis dual Fibonacci vektorleri i¢cin de bu islemler gdsterilmistir.

Kaya ve Onder (2018), “On Fibonacci and Lucas Vectors and Quaternions ” adli
¢alismada iki Fibonacci 3-vektorii, iki Lucas 3-vektoriiniin Binet Formiillerini vektorel

olarak ifade etmislerdir ve ortaya ¢ikan yeni vektorel tirinler incelenmistir.

13



2.3. Vektorler

Cesitli fiziksel uygulamalarda sicaklik, kiitle gibi baz1 degerler gergel sayilarla
ifade edilebilir. Kuvvet, hiz gibi gibi baz1 degerler sadece skaler sayilarla vermek dogru
olmayacaktir yonlerini de belirtmemiz gerekecektir. Bunu da adma vektér dedigimiz

kavramlarla saglamak miimkiindjir.

Bu bolimde vektér kavramimi geometrik olarak ifade edecegiz. Ayrica

vektorlerde toplama, skalerle ¢carpim, i¢ ¢arpim ve iki vektor arasindaki agiy1 gorecegiz.

Euclide uzayinda vektor tanimini kavrayabilmek i¢in koordinat uzayi tanimlarini
bilmeliyiz. Diizlemde bir d dogrusu verilmis olsun. d ile ¢akisan ya da d dogrusuna
paralel olan dogruya d ile ayn1 dogrultudadir denir. d ile ayn1 dogrultuda olan biitiin
dogrular kiimesi R olsun.R kiimesine diizlemde dogrultu denir. Diizlemde her dogru bir

dogrultuya aittir ve farkli dogrultularin kesisimleri bostur.

R dogrultusuna ait bir » dogrusunu ele alalim. Bu dogru tlizerinde K ve L gibi iKi
nokta secelim. K noktasindan L noktasina dogru hareket yoniine KL yonii, tam tersi L
noktasindan K noktasina dogru hareket yoniine LK yonii denir. Boylece R dogrultusu
tizerinde iki yon belirtmis olduk ve bu yonler birbirine zittir. d;Vve d, dogrulari birbirine
paralel ve zit isaretli olsun d; dogrusu KL yoniinde d, dogrusu LK yoOniindedir. Bu
dogrular belirli bir yone ¢ikan oklarla ifade edilir. Yonlendirilmis bir dogrultu kullanilan
ve Olgiilebilen biiyiikliikler vektorel buyiikliiklerdir. O halde vektor, belli bir yoni,

uzunlugu ve dogrultusu bulunan dogru pargalaridir. K ve L noktalar: arasindaki dogru

parcasi K ve L noktalarina yonlendirilmisse bu vektor KL sembolii ile gosterilir.

KL vektoriiniin uzunlugu KL dogru pargasmin uzunluguna esittir. ||ﬁ|| ile
gosterilir. k ve T iki vektoriin uzunlugu ve yonii ayn1 ise bu vektorler birbirine esittir.
k=1 ile gosterilir.

Bir dogru iizerindeki her noktaya bir reel say1 ve bu reel sayilara da dogru tizerinde
bir nokta karsilik getirilerek say1 dogrusu elde edilir. Bu sayr dogrusunda 0 (sifir)
baslangic noktasi kabul edilir. Her reel say1 mutlak degerce baslangici sifir noktasinda
olan bir vektoriin uzunlugunu verir. Birbirini orijinde dik kesen iki dogrudan yatay olana

x ekseni diisey olana y ekseni denir bu eksenlerin olusturdugu sisteme koordinat sistemi

denir.
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Tamm 2.3.1. k = KL ve { = MN iki vektor verildiginde

i. k =KLve?l=MN vektérleri paralel,

= KL ve T = MN vektérlerinin uzunluklar esit,

=

iii. k=KL vel=MN vektorlerinin yonleri ayni ise k = KL ve T = MN vektorleri

birbirlerine denktir denir.

2.3.1. Vektorlerin Toplam

Tim vektorlerin kiimesi 4 olsun. E, TeA olmak iizere k + [ € A vektoriinii bulacak

olursak; k = KL ve T = MN olmak iizere bu vektérlerin toplamu:

_  ——

k+1=KL+MN =KN

olur. K, L, M gibi ti¢ nokta verildiginde KL + MN = KN olur. Su ayrint1 unutulmamalidir
ki iki vektoriin toplanabilmesi icin baslangi¢ noktalar1 ayni olmalidir. Eger ki baslangic
noktalar1 farkli ise vektore denk olan vektor alinip baslangi¢ noktasi denk yapilip toplama
yapilir hale getirilir. KN vektorii bu vektorler iizerine kurulan paralel kenarin kosegen
uzunlugudur. Buna gore iki vektorii toplamak icin vektorlerin yonii ve dogrultusu
degistirilmeden paralel kaydirma yapilarak vektorler ayni baslangic noktasina ¢ekilir.
Daha sonra vektorlerin u¢ noktalarindan diger vektore paralel dogrular ¢izilir. Elde edilen

paralel kenarin kosegeni istenen vektordiir.

2.3.2. Vektorlerin Farki

k ve [ vektdrlerinin farki k + (—f) =k-1 seklinde tanimlanir. Buradaki —I
vektdrii [ vektorii ile zit yonlii ve uzunlugu [ vektorii ile ayni olan vektordiir.
Tanim 2.3.2. (Bir Vektoriin Uzunlugu) n boyutlu Euclide uzayinda baslangi¢ noktasi
K(kq, ko, ..., ky) ve bitis noktast L(ly,15,...,1,,) olan bir vektoriin uzunlugu, K ve L

noktalar1 arasindaki uzunluktur. KL vektdriiniin uzunlugu ||ﬁ|| ile gosterilir. 1ki nokta

arasindaki uzaklik formiiliinden

IKL|| = Vi = kD2 + (s — k)2 + -+ (U — k)2

olur.
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2.3.3. Iki Vektoriin i¢ Carpimm

Tamm 2.3.3. n boyutlu Euclide uzayinda herhangi iki vektor k = (ky, ko, k) Ve L =

(ll, L ., ln) olmak tlizere
f:RxR - R
(k,L) = (k,L)
seklinde tanimlanan bu doéniisiime iki vektoriin i¢ ¢arpumi denir.
Burada (k, L) ifadesi,
(K, Ly=ky-Li+ky,- L+ 4k, 1,
seklinde tanimlanur.

Eger k ve | vektorlerinin bilesenleri karmasik sayilardan tanimlanmissa iki

vektoriin i¢ ¢arpimi,
(kLY =ly - L+ky L+ +ky-ly
seklinde tanmimlanir. Burada [, I; bilesiginin eslenigidir.
Teorem 2.3.1. u,v,x,y n-boyutlu Euclide uzayinda vektérler ve m,n € R ise,

. (u,v)={(v,u)
i u-(x+y)=(ux)+{(uy)
iii.  (mu,nv) = (mn) - (u,v)

iv. (u,u)=|u||*.Egeru =0ise (w,u) =0
ifadeleri gecerlidir.

Bu teoremi kullanarak bir vektoriin uzunlugunu i¢ ¢arpim olarak ifade edebiliriz.

Yani (u, u) = ||1]|? ifadesinin her iki tarafin kare kokiiniii alirsak
1]l = /{u, u)
elde edilir.
2.3.4. iki Vektor Arasindaki A¢

Tamm 2.3.4. U ve ¥ vektorleri ayni diizlemde olmak tizere bu vektérlerin dogrultulart

arasindaki agiya bu iki vektor arasindaki agi denir.
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Teorem 2.3.2. u ve v, n-boyutlu Euclide uzayinda iki vektor ve bu vektorler arasindaki

ac10(0 <6 <m)ise

cosf = M
llull - [l
dir.
2.4. Normlar
2.4.1. Vektor Normlari
Tamm 2.4.1. C kompleks ve reel sayilar oldugunda ||. ||: C* — R fonksiyonu

i. Her x € C" igin |[x|| = 0 “dir. Esitlik olabilmesi igin gerek ve yeter sart x = 0
olmasidir.
ii. Herx,y € C"gin ||x + y|| < |lx|| + ||ly]| ‘dir. (Uggen esitsizligi)

iii. HeraeCvexeC"igin |lax|| = |||l - [[x]|"dir.

sartlarin1 sagliyorsa, negatif olmayan ||x|| reel sayisina x vektoriiniin vektér normu veya

normu denir.
Simdi vektor normlarinin diger ¢esitlerine bakalim:
lIxlly = Txal + || + -+ + ||
llxllz = (o |? + [ |? + -+ |y |2
llxlleo = max|x;]|
Seklinde tanimlanan her {i¢ norm da yukarida verilen vektér normu sartlarini saglar.

Yukarida verilen ||x||, norma 6zel olarak, x vektoriiniin Euclide ve ya Frobenius normu

denir. Herhangi iki x ve y vektorii i¢in i¢ ¢arpim tanimi
(x,y) =X1"Y1+ X% 'yz + X

seklindedir. O halde (x, x) = ||x||% olur. 1 < P < o olmak iizere yukarida verilen ilk iki

normu

1
lxllp = (121 [P + [ [P + -+ |x,|P) /P

ile karakterize edebiliriz.

17



3. BULGULAR ve TARTISMA

3.1. Horadam Sayilari

Horadam sayilar1 H,,, tiim n tam sayilari i¢in ikinci dereceden yineleme bagintisi

ile tanimlanir.
Hyyp = pHpyr + qHy,
baslangi¢ kosullar,, Hy = ave H, = b, a,b € Z.

Tammm 3.1.1. H,, Horadam sayilarim1 gdstermek iizere, h, = [H,, H,+1]" seklinde

gosterilen vektorlere Horadam vektorleri denir.

. . .. .. 4
E,, Fibonacci sayilarmi ve L,,, Lucas sayilarim gostermek iizere, f,, = [E,, Fpi1]”

ve Tn = [L,, Lyy1]"T vektorleri Fibonacci vektdrleri ve Lucas vektorleri olarak
gosterilmektedir (Salter, 2005). Diger say1 dizileri ele alinarak, o dizilerin vektorleri elde

edilebilmektedir.

Horadam sayilarinin binet formiiliinden yararlanarak elde ettigimiz dogrusal

cebirsel yaklagimimiz;
0 1
T = [ 3.1.1
q v (3.1.1)

seklinde olacaktir.

Teorem 3.1.1. Denklemdeki gibi T olsun. Tim n tam sayilar1 igin

h, = [H,,, H,,+1]Tolsun. Daha sonra
hpi1 =T hy
Tiim k tam sayilari i¢in;
Hn+1 = Tnk+l. flk
Bu teorem Horadam 6zdesliklerini ispatlamak i¢in kullanilir. T matrisinin satir ve
stitunlar1 ﬁo ve ﬁl oldugunu gorebiliriz ayn1 sekilde T;,,; matrisinin satir ve siitunlar1 da

ﬁnﬂ ve ﬁmz’i verecegini gorebiliriz. Buradan yola ¢ikarak T™ = T" *T* oldugunu

gorebiliriz.
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3.2. Horadam Vektorleri

Lemma 3.2.1. T matrisinin karakteristik denklemi x? —px — q = 0 dir. T matrisinin

0°dan farkli dzdegerleri a = (p++/p2+4q)/2 ve B=(p—+/p2+4q)/2 dir.

Ozvektorleri ise sunlardir;

a=[%]ves=[f]

Lemma 3.2.2. Tiim n tam sayilari igin,

Hn=A-a"[Z2]+B-ﬁ" ﬁo]

ﬁl
Ispat.
a = p+\/r;2+4q1 g = £ 1;2+4q, A= ba_—a;f ve B = I;_Ta; oldugunu biliyoruz.
0 4
i _ . n a . n ﬁ
ho=A-a" || +Bp B}
- _ HO il 0 ao O_BO
o R
fo=[3]= -] 5[0
0 b al '31_
Ry=Thhg= A-T"-[%) n [
w=Tho= A-T"-[%]+B-T i
0 0
e _ . n a . n ﬁ
=4 [a1]+B g ﬁl]
Lemma 3.2.3.
atf=p
a—p =+p*+4q
p*—aq=pp
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Ispat. a ve B, x? — px — q = 0 karakteristik denkleminin kokleri oldugu igin kolaylikla

bulunabilir.

m sabit pozitif bir tam say1 alirsak, T matrisini m X m bi¢iminde asagidaki gibi

tanimlayalim:

0 1 0 0 0 0
0 01 0 0 0
0 0 01 0 0

T=1]: :+ : A
0 0 0 O 1 0
0 0 0 O 0 1
0 0 0 O q p-

Lemma 3.2.4. Yukarida tanimladigimiz T matrisinin karakteristik polinomlari
xM=D(x2 — px — q) dir. T matrisinin 0’dan farkli 6zdegerleri a = (p +./p? + 4q) /
2 ve B = (p —+/p* + 4q) / 2 dir. Her birinin geometrik ve aritmetik carpimi —q’dur. a

ve B ile 6z uzaylar sirasiyla d ve b vektorler yardimiyla kaplanir.

o° [ ﬁ: |

al B

a? . B?

C_i = a3 ve b = ﬁ3
a™m2 ﬁrr.l—Z
L1 Bm—l

T matrisi, « ve S vektorlerinin m’ye bagh oldugu agiktir. Sonlu bir geometrik

serinin toplaminda asagidaki formiilii kullanacagiz.

Lemma 3.2.5. t # 1 reel sayilar1 tim pozitif tam say1 m degerleri igin,

Lemma 3.2.6.



Ispat.

a’ [ B° ]
1
al B
- az g ﬁz
a=| g3 |veb=| g3 [olmak iizere;
am—2 18"‘1_2
L™~ _le—l
a’ al
at at
a? a?
a-a=| g3 a® 1=@)?+ @)+ -+ (am1)?
arrl—z arrl—z
m—1 | _am—1_

(az)o + (aZ)l 4ot (a2)m—1

Geometrik seri elde etmis oluruz. Formiilden,

B 1T B° ]

g g

I & p?

b b= B3 B3
ﬁrﬁ—z 'Brr.L—Z
_ﬁm—l_ _'Bm—l_

(a®)™ -1
a?—-1

a’™m —1
a? -1

=@ED*+ BH* + -+ (pm1)?

=B+ BH 4+ (BH™

Ifademiz geometrik seriye doniistii. Formiilden,

BH™ -1

Topri-1

ﬁZm_l

BT
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- 0
a
al B
a? p?
i-b=| g3 || g3 |=(@B)’+ (@B + -+ (afp)"
a";'_z 11'1—2
L m_l_ B —
a _'Bm 1_
Daha 6nce a - f = —q oldugunu bulmustuk. Yerine yazarsak,

=+ M+ EPP o+ (™
=1+ + @ 4+ (™
Geometrik seriye doniistiirdiik. Formiilden,

(=" -1
- 4

=1—(—q)"‘
q+1

Herhangi bir 7 vektoriiniin uzunlugunun karesi,

IFIE =77
Sonug 3.2.1.
jan = |22
1Bl = [P
-5l = =2
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Tamm 3.2.1. Tiim m ve n tam sayilari igin,

Hy,
Hn+1

Hy o
hy' =| Hpys

Hn+m—2

-Hn+m—1-
ﬁ,’{’, m uzunlugundaki n. Horadam vektoriidiir.

Lemma 3.2.7. (3.1.1.) deki T matrisini ele alalim. O halde tiim n tam sayilar1 igin,
_)Zl+1 =T Hrrln
Vetimk > n+ 1 igin,
_)Zl+1 =Tk HZL

Teorem 3.2.1. Tiim n tamsayilari i¢in,

Bp=A-a®-d+B-p"-b
a® [ B° ]
al B
az BZ
a = a3 vebh = ﬁ3
a"“‘z m-2
| ym—1] ﬁ
a _ﬁm—l_
A= l:_alf ve B = l;__a; ise; ﬁnm, d ve b vektorlerinin kapsadigi alanda bulunur.

ispat. A7 jinci girdisi hyyj_q = A+ a™/~1 + B - g1,

A-a™-d+ B-B"- b j’inci girdisi ised - a"a/"1 + B - " - pI-1,
3.3. iki Boyutlu Acilar

Bu kisimda bir onceki basliklarda incelemis oldugumuz vektorler arasindaki
acilara bakacagiz. Formiiller farklilastikca ayni boyutlar olarak bir simirlandirma

yapmamiz gerekecek. Tek boyut lizerinde incelemeler yapacagiz.

07 Ve o, vektorlerin arasindaki 8 a¢1 formiiliimiizii hatirlayalim.
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0-1'0-2

cosf = ————
llow |l - ll ol

3.4.d ve b Vektorlerinin Nokta Carpimlan

Bu kistmda d ve b nokta capimlariini Horadam vektorlerine gore hesaplayacagiz.

Lemma 3.4.1. n tam say1 ve m pozitif ¢ift tam say1 alirsak,

m.a=A-a" E +B-B" ﬂ
nou -1 q+1

az
- - 1- (_q)m ﬁzm —1
hi b=A-a" | ———— |+ B p"|—5——
n ¢ ( q+1 tBF p* -1
Ispat.
o= P+\/I;2+4q, g="r ’;ZH‘?, A= ba__a[f ve B = % oldugunu biliyoruz.

ht-d=(A-a™-d+B-B"-b)d
=A-a"d-d+B-p"-b-d

Lemma 3.2.6.’da d - d ve b - d yerine yazilirsa,

.G = A.an<ﬂ>+3,ﬁn<ﬂ>
a? -1 q+1
elde ederiz.
Kt -b=(A-a" - d+B-B" b)b
=A-a"-d-b+B-B"b-b

Lemma 3.2.6’da @ - b ve b - b yerine yazilirsa,

N S e G0k . (BFm—1
pebeaa () ()

=

elde ederiz.
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Lemma 3.4.2. fl,’{‘, m uzunlugunda n. Horadam vektor olmak tiizere,

a’m — 2n _ 1 1= (=g)"
Izl = j (nary? (=) + o (=) + 2 () o

esitligi gegerlidir.

ispat:
K-k = (A-a®-d+B-B"-b)-(A-a™-d+B-B"-b)

=A%-q®™-d-d+B*B™-b-b+2-A-B d-b-a™-p"

o aZm_l N 2m_1 1_(_q)m om
= A%2q? <m>+32ﬁ2 <W>+2AB <CIT>“ B

3 " e 1 n Zm _ 1 1-(=™m n
A2a2 m) + Bzﬁz <W> + 2AB <W) (aﬁ)
B (@¥m—1 (B —1 1= n

||H,’{l|| = /ﬁ,’{l . H,Tl” oldugundan,

Iz = Jcaam> (45

=)+ B5M? () + 248 (—25) (—

3.5. @ ve b Vektorlerinin Kosiniisii

d ve b Horadam vektdrleri baktigimiz diger vektorlerle ayn1 bolgede oldugunu

unutmamaliy1z.

Lemma 3.5.1. Tiim k tam sayis1 ve tiim pozitif tam say1 m igin, h b’nin @ olarak kars1

=

tarafinda iken h’z’}m b, d ’nm yanindadir.

Ispat. B < 0 durumunu géz 6niinde bulundurmaliyiz. B2* pozitifken, £2%~1 negatiftir.

Teorem 3.5.2. ¢, 1, HI{‘ ile d; wym, ﬁ,’{‘ ile b vektorleri arasindaki ac1y1 gostermek iizere,
asagidaki esitlikler gecerlidir.
a?m 1 1- (="
Ly, BN
1 (G=g) v e ()
COS P = )

a’m—1
A =1
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COS Wy m

o () o )
j(Aan)Z(“zm 1)+ @ (=) + 28 () o jﬁzn‘f
ispat. Lemma 3.2.6°dan
i Aan (“:;"_‘11>+B.3n (1;(%‘1”’“)

Y e GOk L (B —1
hn‘b—A‘(l (C[T>+Bﬁ <’BZ_1>;

5 2m __ 1 2n __ — n
J<><>< )

azm—1
llall =

degerlerini kullanacak olursak;

hy - a
COSPnm = 7omi n=n
S A Nall

\/(Aa")z (am

Wb
a0 - o]

o (Gt e e ()

= e =

o () o (5

)+(Bﬁn)z(l;2 1)+2AB (1 q(;f)”) (=" a;?__11’

SWpm =

J (Aany? (L=
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Sonug¢ 3.5.3. Tiim n tamsayilar1 ve tim m ¢ift tam sayilari i¢in baktigimizda,
|onm| > |@ns1m| oldugunu goriiriiz.

Ispat. Teorem 3.2.2’ten E,Tl” d katsayisinin pozitif oldugundan ¢,, ,,, dar agt oldugunu
biliyoruz. Buradan |@nm| > |@nsim|i gostermek igin  cos @ 2r < COS Ppi1m
gdstermemiz yeterli olacaktir. a’ / H; > altt/ Hj,q oldugunu gorebiliriz. Bu da

istenilendir.

Sonug¢ 3.5.4. Tiim n tamsayilar1 ve tiim pozitif k sayisi i¢in,
Pnzk = Pnikz = —Wnek = —Onzk. Ozellikle {g j_Zk}j:1 agr dizisi, {~wja}_, ve

{(pk+j,2};.il esittir.
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4. SONUC

Horadam sayilar1 bircok yazar tarafindan ¢alisilmaktadir. Horadam say1
Ozdeslikleri, tekrarlama bagintilari, lirete¢ fonksiyonlari, Binet formiilii ve daha pek ¢ok
Ozellik aragtirmacilar tarafindan arastirilmis ve arastirilmaya devam edecektir. Bu
calismada, Horadam sayilarindan hareketle Horadam vektorleri tanitilmistir. Horadam
sayilarinin cebirsel 6zellikleri kullanilarak Horadam vektorlerinin geometrik 6zellikleri
incelenmistir. Horadam dizisini olusturan karakteristik denklem koklerinin ikili i¢
carpimlarindan hareketle, Horadam vektorlerinin i¢ carpimlari, normlar1 ve vektorel
carpimlar1 incelenmistir. Horadam vektorleri arasindaki agilar iki boyutlu kisitlamalar
dahilinde ele alinmistir. Bu ¢alismada elde edilen 6zellikler, Horadam sayilarindan elde
edilecek sayr dizilerine uygulanarak, bu say1 dizilerinin vektdrleri ve ozellikleri
incelenebilir. Ayrica, karakteristik denkleminin derecesi ikiden biiyiikk olan say1

dizilerinin de vektorsel 6zellikleri arastirilabilir.
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