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Duygu SOYLU

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Damsman: Prof.Dr. Mustafa OZDEMIR

Temmuz 2019; 75 sayfa

Bu tez ii¢ boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim, giris kismina ayrilmistir ve
ileri boliimlerde gerekli olan temel tanim, kavram ve 6zellikler verilmistir. Ikinci boliimde,
genel olarak bir V vektor uzay1 ve bu uzayda verilen bir i¢ ¢arpim kullanilarak yan-
sima doniisiimiiniin tanim1 yapilmis; ozellikleri sunulmustur; farkli vektdr uzaylarinda
Householder doniisiimiine dair literatiirde yapilan ¢alismalara yer verilmigtir. Diger yan-
dan, Householder doniisiimiiniin n-boyutlu Oklit uzayindaki ve n-boyutlu, pozitif taniml
agirlikli i¢ ¢carpim uzaylarindaki durumuna deginilmisitir. Benzer sekilde, Minkowski-3
uzayinda Lorentz-Householder doniisiimii ve 6zellikleri ile reel tanimli, genel i¢ carpim
uzaylarinda hiperbolik-Householder doniisiimii de bu boliim altinda incelenmigtir. Bu
boliimde ayrica, Householder doniisiimiiniin n-boyutlu kompleks vektér uzayindaki du-
rumu incelenmis; es normlu iki kompleks vektoriin birbirine yansitilmasindaki kisitla-
malar sunulmustur. Son boliimde ise hiperbolik sayilarin bir takim 6zellikleri sunulduktan
sonra, hiperbolik say1 modiiliinde Householder doniisiimii ve 6zellikleri sunulmus; ayrica,
heniiz literatiirde yeni bir alan olan hibrit sayilara ait baz1 6zellikler ve hibrit sayilarin vek-

torel gosterimleri icin Householder doniisiimiiniin tanimi ve ozellikleri belirtilmistir.
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This thesis includes three main parts. The first is dedicated to the introduction
which contains the fundamental definitions, concepts and properties. In the second part,
in a vector space V with an inner product is being used, some definitions and properties
for a reflexion transformation are handled in general; the previous studies on House-
holder transformation defined in different vector spaces are given place to. The status
of the Householder transformation is mentioned accordingly n-dimensioned Euclidean
space and n-dimensioned positively defined reel inner product spaces. In a similar way,
Lorentzian-Householder transformation and its properties in Minkowski-3 space and the
Householder transformation on the generally defined real inner product spaces also refer-
enced under this part. Besides, the Householder transformation in n-dimensioned com-
plex vector space is analized and some circumstances are presented on reflexing the same
normed vectors to each other in this part. In the last part, after stating some proper-
ties on perplex numbers, the definition and properties of the Householder transformation
on the modul of perplex numbers is studied. Moreover, the hybrid numbers which is a
newly studied subject in literature, and their properties are examined before presenting
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ONSOZ

Bu tezde, Householder doniisiimii ile ilgili temel caligsmalar derlenerek farkli vektor
uzaylarindaki durumu ayri ayri verilmistir. Bunun yani sira, Householder doniigiimiiniin
kompleks vektor uzaylari; perpleks modiil uzayindaki durumu incelenmistir. Ayrica,
heniiz literatiirde yeni ¢alisilmaya baglanan hibrit sayilar ve hibrit vektorler iizerinde
tanimlanan doniisiimiin 6zellikleri sunulmustur.

Tez konumun belirlenmesinde ve hazirlanmasinda, her tiirlii yardim ve fedakarligi
esirgemeyen, bilgisi, tecriibesi ve destekleri ile calismalarimda bana yol gosteren degerli
danigman hocam Sayin Prof. Dr. Mustafa OZDEMIR’ e en icten duygularla tesekkiirler-
imi bir borg bilirim.

Bu ¢aligmamu, siire¢ boyunca beni cesaretlendiren, manevi desteklerini esirgemeyen

esime ve ¢ocuklarima ithaf ederim.
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GIRIS D. SOYLU

1. GIRIS

Bu boliimde, Householder doniigiimiiniin tanimlanmasi ve yapilan ¢aligmalar, tarih-
sel siirece uygun olarak sirasiyla verilecek, bu doniisiimiin 6nemi ve kullanim alanlar
kisaca belirtilecektir. Tezin hangi asamalar ve boliimlerden olustugu sirasiyla verilip,
tezde elde edilen orjinal bulgular ve sonuclar 6zel olarak ayrica belirtilecektir.

Householder doniisiimii, bir diizleme ya da hiper-diizleme gore yansima tanimlayan
dogrusal bir doniisiimdiir. 1958’de Alston Scott Householder tarafindan tanimlanan Hou-
seholder doniisiimii ve bu doniisiime karsilik gelen matris, basta niimerik lineer cebir
alan1 olmak lizere, matrislerin QR ¢arpimsal yazilimlar i¢in ilk iglem olarak uygulan-
maktadir. Bunun yanisira, simetrik matrislerin tri-diyagonallestirilmesinde ve simetrik
olmayan matrislerin Hessenberg formuna doniistiiriilmesinde de genis bir kullanim alan1
bulmaktadir (Ozdemir 2016).

Bu doniisiime gore, v, sifir olmayan bir vektor olmak tizere

t
Hv(m):x—2vvx

viv

seklinde bir dogrusal doniisiim olan Householder doniisiimii, bir x vektoriiniin, sifir ol-
mayan bir v vektoriine ortogonal olan ve orijinden gegen bir diizlem ya da hiper-diizleme
gore yansimasini tanimlar.

Householder doniisiimiiniin ¢esitli uzaylarda, dejenere olmayan bilineer ya da sesquli-
neer formlari, Mackey vd. (2004) tarafindan calisilmigtir.

Cartan—-Dieudonné teoremi olarak bilinen, her ortogonal doniisiimiin, hiper-diizlem-
lere gore yansima belirten doniistimlerin bilegkesi olarak ifade edilebilecegini gosteren
teoremden sonra, yansima doniisiimleri 6nemli bir ¢calisma alani olmustur. Bu teoremin,
genellestirilmis reel i¢ ¢carpim uzaylarindaki durumuna ait yapisal ispati, Uhlig (2001) ve
Fuller (2011). tarafindan yapilmistir. Ayrica, yine genellestirilmis i¢ carpim uzaylarindaki

alternatif ispat1 da Rodriguez-Andrade vd. (2011) ile verilmistir



GIRIS D. SOYLU

Sekil 2.1 Bir dogruya ve bir diizleme gore yansima

Householder doniisiimii, bir u vektoriinii, dogru, diizlem ya da hiper-diizleme gore,
es norma sahip bir bagka bir v vektoriine yansitan bir fonksiyondur. E" Oklid uzayinda
iki kolon vektdr u ve v olmak iizere, u vektoriiniin v vektoriine ortogonal olan vek-
torlerden olusan bir v hiper-diizlemine gore yansimasi olan vektorii belirlemek igin, u
vektoriiniin, v tizerindeki projeksiyon vektoriinii aldiktan sonra, u vektoriinden projek-
siyon vektoriiniin iki kat1 kadar zit yonde ilerlemek yeterli olacaktir (Aragén-Gonzdilez
vd. 2009). Bununla ilgili teoremler ilerideki boliimlerde verilecektir.

Householder doniisiimii, geometride yansima doniisiimlerinin incelenmesinin yanisira,
niimerik lineer-cebir alaninda, simetrik matrislerin tri-diyagonal forma doniistiiriilmesi
icin, ayrica QR agilimlariin yazilabilmesinde de genis yer tutmaktadir (Gallier 2011).
Cipra (2000)’ e gore Householder doniisiimii, yirminci yiizyilin en 6nemli ilk on algorit-
masi icerisinde yer almaktadir

Bu tezde Householder doniisiimii detayli incelenecektir. Tez ii¢ temel kavramin iizer-
ine kurulmustir.

1. Yansima doniisiimleri
2. Householder doniisiimii ve farkli i¢ carpim uzaylarinda Householder doniistimii
3. Hiperbolik ve hibrit say1 kiimeleri

Tezin ikinci boliimiinde, genis bir kaynak taramasi yapilmis ve Householder doniistimii
icin temel niteliginde olan bazi tanim ve ozelliklerden bahsedilmistir. Bu amacla, yan-
sima doniislimiiniin tanimi, genel bir i¢ carpim uzay1 iizerinde yapilarak sunulmus ve bir

takim ozellikleri belirtilmistir. Bunun yam sira, Householder doniisiimii iizerine, farkli
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i¢c carpim uzaylarinda yapilmis calismalar, kaynaklar ile birlikte verilmistir. Buna gore,
Householder doniisiimii icin n-boyutlu Oklid uzayinda, n-boyutlu reel i¢c carpim uza-
yinda, Minkowski-3 uzayinda, agirlikli i¢ ¢arpim uzayinda ve kompleks say1 i¢ carpim
uzayinda yapilan ¢alismalar ve sonuglari, bu kistmda sunulmustur.

Uciincii boliim, bulgular ve tartisma kisminda ise hiperbolik say1 vektorleri ile tanim-
lanan bir i¢ carpim ile hiperbolik-Householder doniisiimii ve bu doniisiime karsilik gelen
matrisin tanimi yapilmis; 6zellikleri gosterilmis ve normlart ayni hiperbolik vektorleri
birbirine yansitabilen bir hiperbolik-Householder doniisiimiiniin varlig1 incelenmistir. Bu
durum i¢in tantmlanan doniisiimiin hermitiyen olmamasi iizerine ise vektorlerin sadece es
normlu olmalarinin, birbirlerine yansitilabilmesi icin yeterli bir sart olamayacagi; vektor-
lerin bir takim farkli sartlar1 da saglamasi gerektigi sonucu gelistirilmistir. Ayrica, liter-
atiirde yeni bir calisma alan1 acan hibrit sayilar i¢in de hibrit-Householder doniisiimiiniin

tanimi yapilarak 6zellikleri belirtilmistir.

Son boliimde ise calismadan elde edilen sonuglar 6zetlenmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde, tez boyunca sikca kullanilacak bazi temel kavramlarin tanimi, nemli sonug-
lar1 ve bunlarin kaynaklar verilecektir. Bu boliimdeki temel kavramlar i¢in 6zellikle Xia
ve Suter (1995); Mackey vd. (2004); Aragén-Gonzdlez vd. (2006); Aragén-Gonzélez
vd.(2009); Rodriguez-Andrade vd.(2011); Ozdemir ve Erdogdu (2015) ile Ozdemir (2016)
makalelerinden yararlanilmigstir. Diger bazi temel kavramlarin tanimi ve kaynaklari da tez
boyunca konu icerisinde verilecektir.

Oncelikle yansima doniisiimiiniin tanim1 ve 6zellikleri belirtilmis; daha sonra, n-
boyutlu Oklid uzayinda Householder doniisiimii, n-boyutlu, pozitif taniml reel i¢ carprm
uzayinda Householder doniisiimii, Minkowski-3 uzayinda Householder doniistimii, 7-
boyutlu, agirlikli i¢ carpim uzaylarinda Householder doniisiimii ve n-boyutlu kompleks i¢
carpim uzayinda Householder doniisiimii iizerine yapilan ¢alismalar, ayri bagliklar halinde

verilmigtir.

2.1. Yansima Doniisiimii

Tamm 2.1. Bir V uzayinda, T : V — V lineer doniisiimii ve (-, -)y, i¢-carpumi verilsin.
Heru € V icin,

1.7(7(u)) =u

2. (u,u) = (7 (u),7 (u))

sartlarin saglayan T doniisiimiine, yansima doniisiimii denir.

Tanim 2.2. V, n boyutlu bir ic ¢carpim uzayt olmak iizere, V uzaymda tamiml bir i¢

carpim, u' = (uy, us, ..u,), v! = (v1,vs, ..v,) € Vigin
(u,v)y, =u'Av

matris esitligiyle verilebilir. Buradaki A matrisine, bu i¢ carpum ile iliskilendirilmis mat-

ris denir.
E”, n-boyutlu Oklid uzayinda, standart i¢c carpim
(U, V) = u1v1 + UgVs + ... + UpUy
bi¢imindedir ve [, birim matris olmak iizere, (u, v); = u’/v matris esitligiyle verilebilir.

4
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[E7, n-boyutlu Lorentz uzayinda ise tanimli i¢ ¢arpim
(u, V>E1 = —uv1 + Ul + - -+ + Uy,

oldugundan

(u,v)p =u'l'v

matris esitlidiyle yazilabilir. Burada, Lorentz i¢ carpimiyla iligskilendirilmis matris

-1 0 0
0 1 0

I = = diag(—1,1,1,..1)
0 1

olur. I¢ carpima gore, iliskilendirilmis matris ve daha sonra tanimlanacak olan vektorel
carpim degisecektir. Yansima da, i¢ carpima gore farklilik gosterecek ve iligkilendirilmis

matrise bagl olarak yazilacaktir.

Ornek 2.3. R3 uzaywmda verilen (u,v) = 2uyv; + 3ugvs + ugvs i¢ ¢carpimina gore,

2 00 U1
<'L1,V>: |:U1 Ug u3] 03 0 Vo
0 0 1| [vs

esitligi, A = diag(2, 3, 1) olmak iizere,
(u,v) = u‘Av,
seklinde ifade edilebilir.

Teorem 2.4. E" Oklid uzayinda, T doniisiimii bir yansuma doniisiimii olsun. T doniigiimii-
ne karsilik gelen matris T' olmak iizere, T’ matrisi

1. ortogonaldir

Tl =T

19%. Simetriktir

iv.det(T) = —1

ozelliklerini saglar.



KAYNAK TARAMASI D. SOYLU

ispat
i 7 bir yansima doniisiimii oldugundan
(0, V)gn = (T (), 7(v))gn
esitligi saglanir. Buradan matris gosterimi ile
u'/u = (Tu)'Tu
= u'T'Tu
elde edilir ki bunun saglanabilmesi i¢in
T'T =1

olmalidir. Yani, 7" matrisi ortogonaldir.

ii. (1) ’den, T'T = I esitligi T ile arpilirsa 7! = T oldugu kolayca goriiliir.

iii. 7 yansima doniigsiimii oldugundan

7(7T(u)) = u
TTu =u
T = 1

elde edilir ki buradan 7! = T esitligi kullanilarak
T"=T
yani 7" 'nin simetrik oldugu sonucuna ulagilir.

iv. T matrisi ortogonal oldugundan
T =1
saglanir. Buradan
(detT)* =1
bulunur. 7" bir yansima matrisi oldugu icin de
detT = —1

elde edilir.
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Ornek 2.5.
—1 0 0

A=10 1/vV2 1/V2 | €Rayxs
0 1/vV2 —1/V2

matrisi incelenirse

At = A= A" ve det(A) = —1

esitliklerini sagladig goriiliir. Bu durumda, A bir yansuma matrisidir.

2.2. E" Uzayinda Householder Déniisiimii

Householder doniisiimii en genel halde bulundugu uzayin boyutuna gore, bir dogruya, bir
diizleme veya bir hiper-diizleme gore yansima hareketi yapan bir doniisiimdiir.
u ve v, E" de sifir olmayan, farkli kolon vektorleri olsunlar. u® = (w1, ug, ..uy,) ve

vl = (v1,09,..v,) olmak iizere,
(u,v) = ugvy + Uy + -+ + UV, = UL,V
OKlit i¢ carpimina gore,
vi={weR" :(w,v) =0}

kiimesi, v vektoriine ortogonal vektorlerin kiimesini gosterecektir. u vektoriiniin v vek-

torii iizerindeki projeksiyon vektorii rv (r € R) ile gosterilirse,
(u—rv)evt

olur ki, buradan

esitliginden,

bulunur (Sekil 2.2).
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» V

Sekil 2.2. Bir u vektoriiniin bir v vektorii iizerine dik izdiistimii

Boylece, bir ‘H doniisiimii i¢in
H(u) =u-—2rv

esitligi incelendiginde, elde edilen doniisiim vektoriiniin u vektoriiniin v hiper-diizlemine

gore yansima vektorii oldugu sonucuna varilir. » degeri bu esitlikte yerine yazilirsa,

H(u) = u-2

bulunur (Sekil 2.3).

>V

Sekil 2.3. u vektoriiniin, v vektoriine ortogonal bir hiper-diizleme gore yansimasi

Tanmim 2.6. Bu sekilde elde edilen
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doniistimiine Householder doniisiimii, bu doniisiime karsilik gelen H matrisine de House-

holder matrisi adi verilir (Aragon-Gonzdlez vd. 2009).

Teorem 2.7. Sifirdan ve birbirinden farkli u ve v € E" icin, u vektoriinii v hiper-
diizlemine gore yansimasini veren Householder doniisiimiine karsilik gelen Householder

matrisi H,

t

vV

H=1-2—
viv

ile bulunur (Aragon-Gonzdlez vd. 2009).

(u,v
vl

Ispat H(u) =u— 28y esitliginden H(u) =u — 2v ¥

vl

yazilabilir. Buradan, standart

i¢ carpimin simetri 6zelligine gore

yazilarak matris gosterimi yapildiginda

viu
Hu) = u—2v—:
Igl
t
— ([ — 2¥> u
viv
elde edilir. Boylece,
t
H=1-2Y"
viv
matrisi, Householder doniistimiine karsilik gelen matris olur. U

Teorem 2.8. E" uzayinda tanimli Householder matrisi, bir yansima matrisidir.
Ispat 'H Householder diniigiimiine kargilik gelen matris
t

H=71-2Y"
vitv

olmak iizere,

H=H"

esitliginin saglandig1 asikardir. Buradan H simetrik bir matristir. Benzer sekilde, H mat-
risinin ortogonal olup tersinin kendisine egit oldugu, dolayisiyla det(H) = —1 sonuglart

da elde edilebilir. Bir bagka deyisle, H yansima matrisi ozelliklerini saglar. U
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Ornek 2.9. R3’de verilenu =(1, 2, 3) vektériiniin 2x+y+2 = 0 diizlemine gére simetrigi
olan vektorii bulmak icin, Householder doniisiimii uygulanabilir. ua vektoriiniin 2x +
y + 2z = 0 diizlemine gore simetrigi olan vektoriin bulunabilmesi icin diizleme ortogonal
bir vektor bulunmasi gereklidir; bu vektor v seklinde isimlendirilirse, v icin diizlemin

normali secilebilir. Boylece, v =(2,1,2) olur ve Householder matrisi de

2
1 [2 1 2]
2vv! 2
H=1-— ¥ —7—9
viv 9
[2 1 2] 1
2
seklinde yazilip gerekli islemler yapildiginda
1 -4 -8
H=-1-4 7 —4
-8 —4 1

elde edilir ki, ortogonal, simetrik ve dolayisiyla tersi kendisine esit bir matris oldugu
kolayca goriilebilir.

Boylece, u vektoriiniin diizleme gore simetrigi olan vektor de

1 -4 8| |1
1
Hu = o|—4 7 —4] |2
-8 —4 1|3
~31
- 5|
~13

olarak elde edilir

Ornek 2.10. R3’de verilen u'=(1, 2, 3) vektoriiniin

dogrusuna gore simetrigi olan vektorii iki farkli yolla bulmak miimkiindiir.

10
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Klasik Yontem : (a, b, c) vektérii, u vektoriiniin v = § = % dogrusuna gore simetrigi olan

xTH, y;r—Q, 233), dogrunun iizerinde olur, dolayisiyla, dogru

vektor olsun. Bu durumda (

denklemini saglar:
a+l  b+2  c¢+3 _
2 4 4

esitliginden a = 2k — 1,b = 4k — 2, c = 4k — 3 yazilabilir. Bu arada,

(r—1,y—2,2-3)L(1,22)

olacak sekilde, u vektoriinii iceren bir diizlem denklemi yazilirsa x+2y~+2z = 11 diizlemi

elde edilir. (a,b, c) vektérii bu diizlem denklemini saglayacagindan

2k —148k—4+8k—-6=11

yazilarak k = 11/9 bulunur ve u vektériiniin dogruya gore simetrik vektorii (E 26 1—7)

9°9°9
elde edilir.
Householder Doniisiimii Kullanilarak : Oncelikle, x:% — % dogrusuna dik bir vektor

bulunmast gereklidir. Bu amagla, v = (a, b, ¢) denilirse

a b c
1 2 3/=0
1 2 2

esitliginin saglanmasi gerekli oldugundan
—2a+b=0ve2c= —b5a

elde edilir Buradan a = 2 ve ¢ = —5 segilirse, v. = (2,4, —5) bulunur. Bdylece,

Householder doniisiimiine karsilik gelen matris

4 8 —-10
vv! 2
H=1-2YY —j_= _
i Fl 8 16 -2
—-10 =20 25

olur. Bu durumda, 1 vektoriinii dogruya gore yansuma vektorii de

olarak elde edilir.

11
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Householder doniisiimii ile es normlara sahip iki vektoriin de birbirine gére yansimasi
bulunabilir. Bunun i¢in dncelikle bu yanstmanin hangi eksene gore yapilacagi; sonrasinda

da yansimay1 yapacak ve bu eksene ortogonal olacak vektoriin belirlenmesi gereklidir.

Onteorem 2.11. Birbirinden farkli, sifir olmayan u ,v € E" ve ||Jul| = ||v|| icin
(u+v,u—v)=0

esitligi saglanir (Aragon-Gonzdlez vd. 2009).

Ispat ic¢ carpim zellikleri kullanilirsa,

(u+v,u—v) = (u+v)(u-v)
= uu—u'v+viu-vlv

= 0
elde edilir. N

Boylece u vektoriiniin, u — v vektoriiniin normal oldugu bir hiper-diizleme gore yan-

simasi alindiginda, u ile ayni norma sahip bir v vektorii elde edilebilir (Sekil 2.4).

Sekil 2.4. Bir u vektoriiniin, Householder doniisiimii ile es normlu v vektoriine

yansimasi

Teorem 2.12. u ve v, E" uzayinda sifir olmayan, farkli kolon vektorler olsunlar.
Jafl = vl

12
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olmak iizere, u vektoriinii, v vektoriine yansitacak Householder doniisiimii
Hy u=-v
H(u) =
Huv U#—V
seklindedir (Aragon-Gonzdlez vd. 2009).
ispat a)u = —v olsun. Bu durumda,
Ho(u) = (1 — 22
w)=(I—-2—)u
u‘u
seklindedir. Buradan
vt
Hy(u) = —v+ ZEV
= —V+2v
= v
elde edilir.
b) Hy(u) = (I — 2%’5) u egitliginde v yerine u — v yazildiginda
t
u—v)(u—
Huyv(u) = u-— 2( V)t( v)
(u—v)(u—v)
uu! — uvt — vul+vvt
= u—2 . —u
ulu —ulv—v'utv'v
—~
utv utu
uu'u — uvlu — vulu+vvtu
= u—
ulu — u'v
utv
=
(u—v)uu—(u—v) viu
= u—
u‘u — utv
(u—v) (u'u—u'v)
= u
u‘u — ulv
= u—u-+v
= Vv
elde edilir. U

13
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2.3. Pozitif Tanimh Agirhikh Uzaylarda Householder Doniisiimii

Calismanin bu kisminda, en genel anlamda agirlikli genellestirilmis, pozitif tamimli i¢
carpim uzaylari icin Householder doniisiimii verilecektir. Bu konuda daha detayh bilgi

Mackey vd. (2004) ve Ozdemir (2016) makalelerinde bulunabilir.

Tamim 2.13. R” uzayinda, u,x1 ve v,x1 vektorleri icin, a; € R (i = 1,2,..n) olmak

lizere,
B : R'"xR"—-R,
B(u,v) = ajuvy + agugvs + -+ + ayu,v,

seklinde tamumli i¢ ¢carpima, pozitif tamuml (aq, as, ..., a,) agwrlikly ic ¢carpim veya reel-

eliptik ic carpim ad verilir. Ozel olarak, (1,1, ..., 1) agurlikly i¢ carpimi, Oklit i¢ carpumidir.

n
a1,a2,...,0n

Bu i¢ carpimla donatilmis uzaya da agirlikly i¢c carpim uzayt denir ve R

E™8B ile gosterilir (Ozdemir 2016).

, R veya

Tanim 2.14. B i¢ carpimi ile uyumlu n x n boyutlu matris A olmak iizere,
B =u‘Av

vazilabilir ki burada, B i¢ carpimu ile iliskilendirilmis matris

ai 0o ... 0
A— 0 a9
0 o --- an,

seklindedir. R i¢c carpim uzaywinda, bir u vektoriiniin normu,
2
[ulls = B(u, u)

ile tanimlidir. u ve v arasindaki agi 0 olmak iizere,

B
cosf = Blu,v)
lull vl
esitligi saglanir. Buna gore,
B(u,v) =0

ise, uve Vv vektorlerine B i¢ carpimina gore ortogonal vektorler veya kisaca B-ortogonal

vektorler denir (Ozdemir 2016).

14
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Tanim 2.15. B, dejenere olmayan, pozitif tanuml, bir agirlikli reel i¢c carpim; A, bu i¢
carpim ile iligkilendirilmis n x n boyutlu bir reel matris olmak iizere, u ve v € R}

vektorleri icin,
1. B(Ru,Rv) = B(u, V) saglayan R, y, matrisine B-ortogonal matris denir.
2. B(Su,v) = B(u,Sv) saglayan S, , matrisine B-simetrik matris denir.

3. B(Su,v) = —B(u,Sv) saglayan S, «, matrisine B-ters simetrik matris denir

(Ozdemir 2016).
Sonug 2.16. Yukaridaki tanima gore, asagidaki sonuglar yazilabilir :

1. B(Ru,Rv) = B(u, V) olmast durumunda, matris gosterimi yapildiginda

(Ru)'ARv = u'Av
uwRIARv = ulAu

vazilabilir. Buradan da

RIAR = A

olur. O halde, bir R matrisinin B-ortogonal olmast icin gerek ve yeter kosul R' AR =

A olmasidir.
2. B(Su,v) = B(u,Sv) olmast durumunda

(Su)'Av = u'ASv
u'S'Av = u'ASv

elde edilir. Buna gore, bir S matrisinin B-simetrik olmast icin gerek ve yeter kosul
StA = AS
esitliginin saglanmasidir.
3. Bengzer sekilde, S matrisinin B-ters simetrik olmast i¢cin gerek ve yeter kosul
S'A=—AS
olmasidir.

15
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Sonug 2.17. R matrisi, B-ortogonal bir matris olmak iizere,
B(Ru,Ru) = (Ru)'ARu
= u'R'ARu
= u'Au
= B(u,u)
esitligini sagladigindan, uzunlugu koruyan bir matristir.
Sonuc 2.18. R matrisinin B-ortogonal olmast sonucu elde edilen
R'AR = A
esitliginin her iki tarafinin determinantimin alinmasi sonucu,

det R = £1

bulunur ki, bu da det R = 1 olursa R’nin donme matrisi, det R = —1 olursa R’nin bir

yansima matrisi olmast anlamina gelir.
Sonuc 2.19. Eger, bir T matrisi, B i¢c carpimina gore hem simetrik, hem ortogonal ise
AT = T'A
T'AT = A

ozellikleri saglanacagindan

T'AT = ATT = A
AT
yazilirsa, T? = I, dolayisiyla,

Tt =T
elde edilir; bir bagka deyisle, T matrisinin tersi de, kendisine esit olmus olur.

Tanim 2.20. E™B pozitif taniml, agirlikly ic carpim uzayinda, A = v/det A olmak iizere,

Uiy, Ug, ..Uy 1 vektorlerinin vektorel ¢carpimi,

ei/a; exfay -+ ey/a,

Uil U2 ce Uin

19(111 X Ug X ..un,l) =A U9 U9 . Uanp,
Un-1)1 UYUn-1)2 " Un-1)n

16
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ile tammldir. 9 vektorii, uy,us, .. 0,1 vektorlerinin hepsine de B-ortogonal olan bir

vektordiir (Ozdemir 2016).

Ornek 2.21. E*8 = R‘f727274 ile verilen 4-boyutlu (1,2,2,3) agirlikly i¢c carpim uzayinda
u; = (1,1,2,3), ug = (0,1,1,0) ve ug = (1,0, 2,0) vektorlerinin iiciine de B-ortogonal

olan bir vektor bulunabilir. Bu uzayda tanimli agirlikly i¢c carpim
B(u,v) = uyv; + 2ugvs + 2uzvs + dugvy

ile belirlidir. Buna gore, bu i¢ carpumla iliskilendirilmis matris

) o O =
& =} N O
e} N O O
- o O O

oldugundan, A = v/det A = 4 olur. O halde, (2.20) tanumi kullanilirsa,

(S31 82/2 83/2 84/4
1 1 2 3

19(111><112><113):4' :24e1+6ez—663—e4
0 1 1 0

1 0 2 0

elde edilir. 9 = (24,6, —6, —1) vektoriiniin, uy, ug ve ug vektirlerine B-ortogonal oldugu

kolayca goriilebilir.

Onteorem 2.22. E35 = R3 agwrlikl i¢c carpim uzaywnda verilen bir

a1,a2,a3
ar +by+cz=d

diizleminin normali

ile belirlidir.

Ispat R3 agirlikl i¢ ¢arpim uzayinda,

ai,az,as
g(u,v) = ajuiv; + asugvs + azusvs

17
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ile belirlidir. az + by + cz = d bu uzayda bir diizlem olsun. P(z,y, z), bu diizlem
tizerindeki herhangi bir nokta olsun.

Q1,12 h

C

noktasi da, diizlem iizerinde bir noktadir. Bu durumda olusan,

d—a—0>
Cjﬁ:(x—l,y—l,z—L>:U

C

vektorii, g(u,v) agirlikli i¢ ¢arpimna gore daima N = ("’ b C) vektoriine diktir.

a1’ a2’ as

Gercekten,

g(NU) =y S = 1)+ ag (g — 1) + 0 <Z - m) =0

C

oldugu goriilebilir. O halde, N, bu i¢ carpimla tanimli ax + by + cz = d diizlemi i¢in bir

normal olarak alinabilir. O

Bu durumda, E™® agirlikli i¢ carpim uzayinda, B i¢ carpimi kullanilarak, u vek-

toriiniin bir eksene gore yansimasi verilebilir. u ve v € E™5 icin,
vt ={w cR": B(w,v) =0}
v vektoriine B-ortogonal olan vektorlerin kiimesi olsun. Boylece, r» € R olmak iizere,
Z=Uu—TV
seklinde elde edilen vektor, v hiper-diizleminde olacagindan B(z, v) = 0 olur. Buradan
viA(u—rv) =0
esitliginden,

viAu
vtAv

elde edilir.
Hp(u) =u—2rv

doniisiimii incelenecek olursa, u vektoriiniin v+ hiper-diizlemine gore yansimasinin alindig
goriiliir. Bu esitlikte  de8eri yerine yazilirsa

viAu

Hp(u) =u— 2VtAV

A%

18
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elde edilir.
B(v,u) "
B(v,v)

doniisiimii, u vektoriiniin, v vektoriine B-ortogonal bir hiper-diizleme gore yansima doniisii-

Hp(u) =u—2

miini verir.

Tanim 2.23. E™5 agirlikly ic carpim uzayt olmak iizere, u ve v € E™5 icin

B(v,u)

Hp(u) =u— QB(V,V)V

seklinde tammlanan H doniisiimiine, B8 uzayinda, B pozitif tammly agirlikl i¢ carpimi
ile tanimli Householder déniigiimii ya da eliptik-Householder déniisiimii ad verilir. (Ozde-

mir 2016)

Bu doniisiim, elipsoid iizerinde alinan bir noktanin, orijinden gecen ve v vek-

toriine B-ortogonal olan bir hiper-diizleme gore yansimasini verir (Sekil 2.5).

Sekil 2.5. Elipsoid tizerindeki bir A noktasinin orijinden gegen bir diizleme gore

yansimasi

Ornek 2.24. 22 + 2y + 42% = 1 elipsoidi iizerinde alinan A (3,1, 1) noktasin, orijin-
den gecen ve v = (1,2, 1) vektiriine B-ortogonal olan bir diizleme gére yansimast olan

noktayr bulunuz

19



KAYNAK TARAMASI D. SOYLU

COZUM: Oncelikli olarak B i¢ carpim
B(x,y) = x1y1 + 222y2 + 423y3

seklinde belirlenirse, v = (1,2, 1) vektorii ile B-ortogonal ve orijinden gecen diizlemin
de
r+4y+42=0

oldugu goriiliir. Bu durumda,B i¢ ¢carpumi ile uyumlu matris

1 00
M=10 20
0 0 4

olmak iizere, eliptik-Householder matrisi yazilirsa

o2vvt M
Hg = I— -
viMv
1 8 _ 8
13 13 13
= _4 _3 _16
13 13 13

2 8 5
13 3 13

1 _ 8 _ 8 1
13 13 13| |2
A) = 4 _ 3 _16 1
Hp(A) 13 13 13| |2
_2 _ 8 5 1
E 13 13 4

_ 1

26

— _15

26

_ 15

52

noktast olur.

Hp(u) =u— 2%V doniigiimii i¢in matris gosterimi yapildiginda

lS’(v,u)V
B(v,v)

Hp(u) = u—2

20
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esitliginden
€R
—~
(vt Au)v
vtAv
vviA
vtAv

vvtA
= <I - 2vtAv> u

elde edilir. Buna gore, asagidaki tanim yazilabilir.

Hpg(u) = u—2

= u-—2 u

Tamm 2.25. B8 agirlikly ic carpim uzayi, A bu ic carpim uzaymna karsilik gelen matris
olmak iizere, sifir olmayan v, ., € E"® icin

vvtA

Hzy=1-2
B vtAv

seklinde tamimlanan Hg matrisine, BB pozitif tammli agirlikli ic carpim uzayinda House-
holder matrisi veya eliptik-Householder matrisi denir ve v vektoriine ortogonal bir hiper-

diizleme gore yansima tanimlar (Ozdemir 2016).

Teorem 2.26. Hy matrisi, B-ortogonal ve B-simetrik bir matristir (Ozdemir 2016).
Ispat A, B i¢c carpimu ile iliskilendirilmis matris olsun. Bu durumda,

2AvviA
AHg = -
5 vtAv

2Avvt
= (- A
< viAv )

2vviA\'
= (I- A
( viAv )

— HLA

elde edilir ki Hp’nin B-simetrik oldugunu gosterir. Diger yandan,
HLAHg = AHgHp

yvazilirsa,

¢ ¢
HyAHg — A(J_QVVA) (I_2VVA)

viAv vtAv
¢ t t
_oafr_ 4VVA+4V(VAV)\2/A
vitAv (vtAv)
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esitliginin saglanmast da Hg matrisinin B-ortogonal oldugunu gosterir. U

Ornek 2.27. Rim agirlikly i¢c carpim uzayinda
a. Ortogonal doniigiim ozelliklerini;
b. Simetrik doniigiim ozelliklerini;
c. Householder doniigiimiiniin ozelliklerini belirleyiniz.

d. w =(1,1,2) vektoriiniin x + y + z = 0 diizlemine gore simetrigini bulunuz.
Coziim : ]R“;”m agirlikli i¢ ¢arpim uzayinda, i¢ carpim
(U, v) g = ugv1 + 2uvy + 2u3vs

ile belirlidir.
a) 7, B ile tamiml i¢ ¢arpim uzayinda bir doniisim olmak tizere 7 doniistimiiniin

B-ortogonal olmasi i¢in
(u,v)g = (T (), 7(v))g
saglanmalidir. Buna gore, B ile iligkilendirilmis matris

1 00
A=10 2 0
0 0 2

ve 7 doniisiimiine karsilik gelen matris de 7" olmak iizere
w'Av = (Tu)'ATv = u'T'ATv

yazilirsa,

A=T'AT

esitligini saglayan 7 doniisiimii ortogonal olur.

b) 7 doniisiimiiniin simetrik olmasi i¢in
(T(w),v) = (0,7(v))
esitligi incelenirse,

(Tu)'Av = u'ATv
u'T'Av = u'ATv
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bulunur ki, buna gore T*A = AT sart1 saglanirsa 7 simetrik olur.
¢)x ve y bu uzayda tanimli, sifir olmayan, n X 1 boyutlu vektorler olmak iizere, y

vektoriiniin x tizerindeki projeksiyon vektorii 7x olsun (r € R). Bu durumda
x" ={z:(z,x); =0}
olmak iizere, y — rx € x* olacagindan
(y = 1%,%) = 0

saglanir. Buradan

yazilabilir.

Hs(y) =y — 2rx

doniislimii, y vektoriiniin yansima doniisiimiinii vereceginden, r degeri yerine yazilirsa

<X7 y>8
Hs(y) = y—2 X
<X>X>B
o xxAy
-y xt Ax

_ (;_ 2xxtA
N xt Ax Y

elde edilir. Boylece, bu i¢ ¢carpim uzayinda householder matrisi

xxt A

Hg=1-2
5 xt Ax

seklinde tanimlanabilir.

d) Hg(w) =Hpg-w olacagindan 6ncelikle Hz matrisinin bulunmasi gereklidir. Bunun

i¢in de diizleme ortogonal vektor olarak x* = (2,1,1) alinirsa

2 1 00
201 [2 1 1} 0 20
1 0 0 2
Hg=1
1 0 0] |2
[2 1 1] 0 2 0f (1
0 0 2] |1
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elde edilir ve gerekli islemler yapildiginda

0 —4 -4
1
Hp=71-2 2 -2
-2 =2 2
olur. Hp incelendiginde,

0o -1 -1
HiA=AHp=|-1 1 -1
-1 -1 1

saglandigindan, bu uzay icin A simetrik bir matris olur. Ayrica H ortogonaldir ve det H =
—1 oldugu asikardir. Dolayisiyla, B i¢ ¢arpimu altinda, Hp, bir yansima matrisi olur.

Boylece, w vektoriiniin diizleme gore yansima vektori de

-3

olarak elde edilir.

Standart yontemlerle diistiniildiigiinde ise w = (1, 1, 2) vektoriiniin z+y+ 2z = 0 diiz-

atl bl ct2

t1 b et2) vektdriiniin diizlem

lemine gore yansimasina Hp(w) = (a, b, ¢) denilirse (
tizerinde oldugu soylenebilir. Bu durumda,

a+1+b+1+c+2
2 2 2
a+b+c = —4

= 0

elde edilir. Ayrica, Hg(w) — w diizlemin normaline paralel olacagindan

a—l_b—l c—2

2 1 1

esitligi
2k+1+Ek+1+k+2=-4

seklinde yazilirsaa = —3,b = —1, ¢ = 0 elde edilir ve
HB(“’) = (_37 _17 0)

bulunur.
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Teorem 2.28. u ve v € E™® birbirinden ve sifirdan farkl,

lullg = |Ivls esitligini
saglayan n x 1 boyutlu vektorler olsun. Bu durumda u vektoriinii v vektoriine yansi-
tan Householder doniigiimii
Huv Uu#—Vv
He=4 7
Hy u=-v
seklindedir (Ozdemir 2016).

Ispat a) (u+ v) ve (u — V) vektirleri incelenirse

(u—v)'Au+v) = (v —u)A(u+v)

= viAut+viAv—ulAu—ulAv
vl lullz

= B(v,u)—B(v,u)
=0

saglandigi icin B-ortogonal olduklari soylenebilir.
Bu durumda, u vektériiniin (u — v)L hiper-diizlemine gore yansimasi olan vektor v

olur.

W =1u-—Vicin

_2B(u-v,u)

2
[u _VHB

Hw(u) =u (u—v)

esitligine bakilirsa

Hy(u) = u- 2(12((1: E)V_ugiu",;’» (u—v)
Cw 2B(u,u)—2B(u,v) (u—v)
B(u,u) — B(u,v)—B(v,u)+B(v,v)
2B(u,u)—2B(u,v)

- 2B(u,u) — 2B(u,v) (u="v)

= u—u+v
= v
oldugu goriiliir.
b) u = —v durumunda ise,
2B(u,u)
Hu(u) = u————5"(u)
[l

25



KAYNAK TARAMASI D. SOYLU

esitliginden
B 2B(—v, — V)
Hulw)= vt D)
ve
Hy(u) =v
elde edilir. U

Ornek 2.29. B(u,v) = ujvy + 2ugvy + 2ugvsdugvy pozitif tanumly, agirlikly ic carpum ile
donatlmis R , , 4 uzaymda x = (1,1,1,1) vey = (1, —1,1, —1) vektorleri veriliyor.

a) x vektoriinii y vektoriine doniistiiren Householder matrisini bulunuz.

b) x =(1,1,1, 1) vektoriiniin 2x + y + z — w = 0 hiper-diizlemine gire simetrigini

bulunuz.

Coziim. a) ||x|| = |ly|| oldugundan w = x —y =(0, 2,0, 2) olmak iizere, B i¢ carpimi

ile uyumlu matris

10 00
0200
A —
0020
0 00 4
olacagindan i i
10 0 0
2ww'A 0 1/3 0 —4/3
Ho— 1 viw _ / /
wiAW g 0 1 0
0 —2/3 0 —1/3

bulunur. det Hz = —1 olup, ayrica HyAHp = A saglandidi igin de Hp, B-ortogonal

olur. ) o o
1 0 0 O 1 1
0 1/3 0 —4/3| |1 ~1
o 0 1 0 1 1
0 -2/3 0 —1/3| |1 ~1

b) 22 +y + z — w = 0 hiper-diizleminin normali olarak N = (2,1/2,1/2, —1/4) vektorii
alinabilir. Bu diizlem tizerindeki z = (1,1, 2,5) igin z_L 3N olacagindan

2NN'A

Hpy=1—
B NtAN
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yazilirsa
—-11 —-16 —-16 16

Hp = —
2l s 4 17 4
4 2 2 19
elde edilir. Boylece, ) i
—9/7
3/7
Hp(x) =
3/7
9/7
olur ki, x vektoriiniin diizleme gore simetrisi incelenirse ||x|| = ||Hz(x)|| oldugu goriiliir

2.4. Minkowski-3 Uzayinda Householder Doniisiimii

Minkowski-3 uzayi, Lorentziyen i¢ ¢arpimi altindaki ii¢ boyutlu Oklid uzay1, E?
(R?, (,), ) olmak iizere, bu uzayda bir Householder yansima doniisiimiiniin ve buna kargilik
gelen matrisin olusturulabilmesi i¢in, oncelikle bir i¢ ¢carpim taniminin yapilmas gerek-
lidir. Sonrasinda ise bu uzayda tanimli bir yansima doniisiimii ve bu doniisiime karsilik
gelen matrisin 6zellikleri belirlendikten sonra Lorentziyen Householder doniisiimii ince-
lenecektir. Lorentz i¢ ¢arpim uzayimda tanimli Householder doniisiimii i¢in (Ozdemir ve

Erdogdu 2015) ile (Simsek ve Ozdemir 2016) incelenebilir.
Tanim 2.30. u = (uy, ug, u3) ve v = (v, vq,v3) € B3 olmak iizere,
(u,v), = —u1v1 + ugvs + u3vs

seklinde tamimlanan i¢ ¢carpima Lorentziyen i¢ ¢carpim adi verilir.

-10 0
I'=10 10
0 01

yazilirsa, bu i¢ carpumin matris acilimi
(u,v), =u'l*v
olarak da yazilabilir (Ozdemir ve Erdogdu 2015).
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Tamm 2.31. u €K} olmak iizere

[ullp = y/[{w, W)
ifadesine u vektoriiniin normu denir. Bu durumda,
e (u,u); > 0veya u = 0 ise, u vektoriine spacelike,
o (u,u); < 0 ise timelike,

e u # 0 olmak iizere (u,u), = 0 ise u null vektor adi verilir (Ozdemir ve Erdogdu

2015).

Tanmm 2.32. . §,Minkowski-3 uzaymnda bir doniisiim olmak iizere, bu doniisiime karsilik

gelen matris S,

S =1*8
sartimi saglyorsa, S doniisiimiine semi-simetrik (pseudo-simetrik) adi verilir.

2. T ,Minkowski-3 uzayinda bir doniisiim olmak iizere, bu doniigiime karsilik gelen

matris T,

T'[* = —I*"T
sartuu sagliyorsa, T doniisiimiine semi-ters simetrik (pseudo-ters simetrik) adi ver-
ilir.

3. R, Minkowski-3 uzayinda bir doniisiim olmak iizere, bu doniisiime karsilik gelen

matris R,
R'I*RI* =1
sartin sagliyorsa R déniisiimiine ortogonal doniisiim adi verilir (Ozdemir ve Er-

dogdu 2015).

Teorem 2.33. u,v €E3 null olmayan vektérler icin

<u7 u>L - <V7 V>L
olsun. Bu durumda
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i (u—v)Llo(u+v)
ii. u — v veya u + v vektorlerinden en az biri null degildir

(Ozdemir ve Erdogdu 2015).

Ispat

i (u—v,utv), =wu), +uv), —(v,u), —(v,v), =0
ii. Simetrik bilineer form 6zellikleri kullanilirsa,

(u—v,u—v), = (uu), +(v,v); —2(u,v),

= 2(<11, u>L - <11, V>L)

veE

(utv,u+v), =2((u,u), +(u,v),)
olur ki, buradan
(u—v,u—v), +(u+v,u+v), =4(u,u), =4(v,v) #0

olacagindan, |ju — v||, veya ||u+ v||, ifadelerinden en az birinin sifirdan farkli

olmas1 gerektigi goriiliir.

Tanim 2.34. R € Ms,3(R) bir matris olmak iizere, Yu €E3 icin
(Ru,Rv); = (u,v),
saglaniyorsa, R matrisine semi-ortogonal matris denir (Ozdemir ve Erdogdu 2015).

Semi-ortogonal bir matris, Minkowski-3 uzayda uzunlugu korur; satir ve siitunlari, bu

uzay i¢in ortonormal bir taban olusturur.

Teorem 2.35. R, semi-ortogonal bir matris olmak iizere
I'R'T* =R

esitligi saglanir (Ozdemir ve Erdogdu 2015).
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Ispat (Ru,Rv), = (u,v), oldugundan, (Ru)'I*Rv = u‘I*v yazlabilir Buradan
u’'R'[*Rv = u'l*v ve

R'I'R=1TI*
esitlikleri elde edilir. Esitligin her iki yani R~ ile carpilirsa
R'I*] = I*R™!
olur ki, buradan
I'R'I*=TI"I'R™' =R

bulunur. ]

Semi-ortogonal bir R matrisi i¢in det R = +1 olacag1 agiktir. B uzayinda det R = 1
olan bir semi-ortogonal matris donme; det & = —1 olan bir semi-ortogonal matris ise

yansima matrisi belirtir.

2.4.1. Lorentziyen Householder doniisiimii

u € [E? i¢in u vektoriiniin, null olmayan baska bir v €E3 vektorii lizerindeki projek-
siyon vektorii rv(r € R) ile gosterilsin. Bu durumda, u — rv vektorii, v vektoriine
Lorentziyen anlamda ortogonal vektorlerden olusan v*Z hiper-diizlemi iizerinde olur.

Yani

saglanir. Bu durumda,

bulunur. Boylece, bir H;,, doniisiimii i¢in
Hr,(u) =u—2rv

esitliginde r degeri yerine yazilirsa

(u,v)

(v, v)

~

HLV (u) =u—2

A%

~

elde edilir; bu da u vektoriiniin v~ hiper-diizlemine gre yansimasini verir.
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Tanim 2.36. u, v € E3 n x 1 boyutlu vektorler ve v, null olmayan bir vektor olmak iizere,

(u,v)

{v,v)

~

A%

HLV (u) =u—2

~

doniisiimiine pseudo-Householder doniigiimii denir (Ozdemir ve Erdogdu 2015).

Hy, (u) esitliginde matris gosterimi yapildiginda

2vvii*u
He, (w) =u- vi[*v
elde edilir. Boylece,
2vvir*
Hy =1-—
L vi[*v

matrisi elde edilir.

Tanim 2.37. v € E‘;’ n X 1 boyutlu, null olmayan bir vektor olmak iizere,

matrisine pseudo-Householder matrisi adi verilir (Ozdemir ve Erdogdu 2015).

Ornek 2.38. v'= (v1, vy, v3) € B3, null olmayan bir vektor olsun.

a) Herhangi bir u €3 vektoriinii vt hiper-diizlemine gire yansitan Householder
matrisini yaziniz.

b) v = (1,1,2) olmak iizere, u; = (2, 3,5) ve uy = (5,3,4) vektorlerinin v-* hiper-

diizlemine gore yansimalarini bulunuz.

Coziim : a)
U -1 0 0
2 | vg [vl Vg 1}3:| 0 10
U3 0 01

Hy,=I—
L“ —of + 0§ + 03

esitliginde gerekli islemler yapildiginda, E? uzayinda Householder matrisi i¢in genel bir

form
v% + v% + vg —20109 —2v103
1
Hy, = ————— 2010 —v? — 02 402 —2050
v —v vl 40l 172 Lom2 s 273
2 2 2
21]11)3 —27}21)3 —U1 + Vy — U3
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seklinde olur.
b) v = (1,1,2) vektérii igin, v~ hiper-diizlemine gore yansitan Householder yan-

sima vektori

6 —2 —4

1
HL‘,:Z 2 2 —4
4 —4 —4

olarak bulunur. Dikkat edilirse, bu matrisin
H.I*=I*H
esitligini sagladigi, dolayisiyla pseudo-simetrik bir matris oldugu goriilebilir.
HIFH " =1

esitligi de saglandigindan, f{;, ayni zaman da pseudo-ortogonal bir matris olur.

u; = (2,3,5) vektorii i¢in ||uy || = v/—4 + 9 + 25 = /30 olup, spacelike oldugundan

3 -1 —2| (2 —7/2
1
He(m)=511 1 -2||3| = |-5/2
2 —2 2| |5 —6

bulunur. Buradan

49 25 144
HHLV(ul)H:\/_Z‘i‘Z‘FT:\/%

olur ve H, doniisiimiiniin u; vektoriiniin normunu, dolayisiyla karakterini korudugu
gorilir.
Benzer sekilde, ux = (5, 3,4) i¢in ||juz|| = v—25+ 9 + 16 = 0 oldugundan null bir

vektor oldugu goriiliir. Yansima vektorii bulundugunda ise

3 -1 —2| |5 2

1
HLV(UZ):§ 1 1 =2{1[3]=1]0
2 —2 —2| |4 2

olup,
[He, (u2)| = v-4+4=0

esitliginden, yine normun ve karakterin korundugu anlagilir.
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Teorem 2.39. E? uzayinda tanimli pseudo-Householder yansima déniisiimii H, vektériin

karakterini koruyan bir doniisiimdiir (Ozdemir ve Erdogdu 2015).

Ispat H; (u) =u—2 E:XLV doniisiimii, u vektoriiniin bir v vektoriine lorentziyen an-
V)L

lamda ortogonal olan v+ hiper-diizlemine gore yansimasini veren pseudo-Householder

doniistimii olsun.

<HLVU,HLVU>L = <11—2

olacagindan H;, doniisiimii, karakteri koruyan bir doniisiim olur. U

Ornek 2.40. Lorentz uzayda u = (2,1, 1) vektoriiniin
20 +y—22=0
diizlemine gore simetrigi olan vektorii, Householder doniisiimii yardimi ile bulunuz.

Coziim : Diizlemin normali (a, b, c) olsun Bu durumda diizlem tizerindeki (2, 2, 3)
noktasi alinarak olusturulan (x — 2,y — 2, z — 3) vektorii ile normal vektorii Lorentziyen

anlamda ortogonal olur. Buradan
—a(x —2)+bly—2)+c(z—3)=0

denklemi, diizlemin denklemini verir. a = —2; b = 1; ve ¢ = —2 bulunarak nor-
mal vektorii (—2, 1, —2) elde edilir. Boylece Lorentziyen-Householder matrisinde v =

(—2,1, —2) yazilabilir. Lorentz uzayda genel olarak yazilan Householder doniisiimiinde
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yerine yazilirsa

v? + V3 + v2 —201 05 —20,1v3
1
HLV = m A —U%—U%-FU?Q, —2v903
2v1v3 —2v903 —vi +v3 — vl
9 4 -8
= |-4 -1 4
8 4 -7
olur ve
9 4 —-8] |2 14
Hrp,(w)y=|-4 —1 4 1{ = [-5
8 4 —7| |1 13
bulunur.

Teorem 2.41. Null olmayan, birbirinden farkli u ve v € B3 icin (u,u), = (v,v),
olsun. Bu durumda, u vektoriiniin Lorentziyen anlamda yansimasini v yapan bir pseudo-

Householder doniisiimii vardir ve su gekildedir :

Hu-v u # —v(u — v null degil)
H=1< H, u=—-v
Hy(Hutry) u# —v(u—vnull)

Ispat

1. u # — v olmak iizere, u — v null olmasin. Bu durumda

Huv(u) = v L>L(u v)
_ . 2(<u7u>L_ <u7V>L) (u—v)
2 ((<u> u>L - <11, V>L))

olur.
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2. u = —v ise u vektoriiniin u'*hiper-diizlemine gore yansimasi, v vektoriinii verir;

bu durumda ise

Hy(u) = u———=u

elde edilir.

3. u— vnull ve u # — v iken ise

Hy (Hupv(n)) = Hy (u_ <u+v,u+v>L(u+V)>

= Hy(—Vv)

. 2 (v, —V>LV
(v,v)p

v . 2 (V,V)LV

B - (v,v),

elde edilir.

2.5. Hiperbolik Householder Doniisiimii

Simsek ve Ozdemir (2016), geometri, kinematik, fizik, bilgisayar grafikleri, ani-
masyonlar ve optimizasyon gibi ¢ok genis uygulama alanlarina sahip olan donme mat-
rislerinin elde edilme yontemlerinden birinin de Householder doniisiimii oldugunu be-
lirtmektedir. Buna gore, iki Householder doniisiimiiniin bilegkesi, bir donme matrisi ile
sonuclanmaktadir (Simsek ve Ozdemir 2016). Bu amagla, R™ uzayinda, en genel anlamda

tanimlanan bir i¢ ¢arpim ile olusturulan Householder doniisiimiiniin tanimi verilmistir.

Tamm 2.42. u = (uy, ug, ..., Uy), W = (w1, W, ..., w,) € R ve ay,ay,..,a, € RT
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olmak iizere,

g:R"xR" =R,
g0, W) = —a1uwy — - -+ — QUEW, + Qgi1llg1Wai1 + - - + ApllyWy,
seklinde tammlanan i¢ ¢arpima semi-OKklit g-ic-carpimi.adi verilir. I¢ ¢carpim g icin mat-

ris gosterimi,

g(u,w) =u"Q'w

seklinde yapilirsa, bu i¢ carpumla uyumlu §) matrisi de

4, 0 0 -~ 0 0 0]
0 —ay 0 -~ 1 0 0
0 0 . 0 )
= 0 —a, 0 @
0  ag4
0
I 0 0 o -.-- 0 an |

ile gosterilir (Simsek ve Ozdemir 2016).

Tanim 2.43. R2! uzaywmnda, genellestirilmis Lorentziyen Householder ya da g-Householder

a1,a2,a3

doniistimii, v null olmayan bir vektor olmak iizere,

My RE, ., — R

al,a2,a3 al,az,as
2vviQ*

Hy (u) =u— —; u
viQ*v

seklinde tanimlanabilir (Simsek ve Ozdemir 2016).

Bu durumda, R?! uzayinda, H, doniisiimiiniin matris temsili ise

a1,a2,a3
2 2 2
a1vy + agv; + azv; —2a5V10 —2a3v1v3
1
H, = 2% —ayv? — agv? + azv? 9
10V1V9 a1V — QU5 + azvs a3VoU3
g(v,v)
201013 — 2090905 —a1v? + agv3 — azv?

seklinde olur. H, matrisi, semi g-simetrik ve semi g-ortogonal olup; tersi de kendi-

sine esit bir matristir. Yani, H!Q* = Q*H,, H!Q*H, = Q* ve H2 = I, esitlikleri
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sirastyla saglanir. det H, incelendiginde, —1 ¢ikti1 goriiliir ki bu durumda, v vektoriine
g-ortogonal olan ve orijinden gegen bir diizleme gore hiperbolik g-yansima doniistimii
tanimlanmig olur. Boylece, bu matris ile herhangi bir hiperboloid tizerindeki hiperbolik
g-yansimalar1 ifade edilebilir (Simsek ve Ozdemir 2016).

Sekil 2.6'da, Hy (1) = u— 2V

viQ*v
bir noktanin, orijinden gecen ve v vektoriine g-ortogonal olan bir diizleme gore yansimasi

u doniisiimiiniin, hiperboloid iizerinde alinan

goriilmektedir.

Sekil 2.6. Hiperboloid iizerindeki bir A noktasinin orijinden gecen

bir diizleme gore yansimast
Ornek 2.44. 222 — 43> — 92> = 1 hiperbolodi iizerindeki A (—1, —%, %) noktasmmin
v = ( — 1,2, —1) vektoriine g-ortogonal olan ve orijinden gecen bir diizleme gore yansi-
masini bulunuz.

Coziim: g i¢ carpumi

9(x,y) = 22109 — 4y1y2 — 92122
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ile uyumlu matrise M denilirse

2 0 0
M=10 -4 0
0 0 -9

oldugu goriiliir. Bu durumda, yansitmayt yapan hiperbolik-Householder matrisi

o2vvt M
H, = I-— -
viMv
27 16 _18
23 23 23
— |_8 _9 36
23 23 23
4 16 5
23 23 23

seklinde olur. Bu arada, v ile g-ortogonal ve orijinden gecen diizlem
—22—-8y+92=10

olacagindan A (—1, —%, %) noktasinin bu diizleme gore yansimast

27 16 18 -1
23 23 23
A = _8 _9 36 _1
H"<) 23 23 23 2
4 16 5 1
L 23 23 23 3
_ 41
23
— 49
16
_31
69

seklinde bulunur.

Teorem 2.45. u ve v €R>!

ot az.as » Mull olmayan, birbirinden farkly vekiérler olsun.

[ull, = [[v]l, olmak iizere,

H(u) =v
olacak sekilde bir g-Householder doniisiimii

Hu(u) u= —vise,
H=1 Huyv(u) u # —vveu — v null dedil ise,

Husiv(—1)  u# —vveu—vnullise
seklindedir (Simgek ve Ozdemir 2016).
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Ispat i) u= —v ise,

ii.) u# —vveu— v null degil ise

H(u) = Hyv(u)

2(u-v)(u-— v)'Qr
(u—v)'Q*(u—v)
2(g(u,u)—g(u,v))

iy 2¢(u,u)—2¢g(u,v) (u=v)

= VvV

iii.) u — v null ve u # —v durumunda ise

2(u+ v)(u+v)'Qr

(u+v)Q(u+v)

e 2g(—u,u+v) -
g, wglv,v) Y

g 2wy +gy)
Folgtuw) +glvvy Y

HquV(_u): —u+

elde edilir. [l

2.6. Kompleks Sayilarda Householder Doniisiimii

Householder doniisiimii, kompleks degiskenli vektorler icin de incelenmistir. Xia
ve Suter (1995) tarafindan bildirildigine gore, Venkaiah ve Paulraj (1993), Householder
doniigtimiinii, n-boyutlu kompleks C" uzayinda, kompleks say1 vektorleri i¢in genislet-
migtir. 2004’de Mackey vd., R™ ve C" vektor uzaylarinda, en genel haliyle, bilineer
veya sesqulineer bir i¢ carpim ile uyumlu, Householder-benzeri yansima doniisiimlerine
karsilik gelen matrisleri gruplandirmis; bu matrislerin yansitabilme kapasitelerinin sinir-

larin1 ¢cizmistir. Buna gore ortogonal, Householder-benzeri bir matris G ve x,y vektorleri
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icin
Gx=y

esitligi icin gerek ve yeter kosullar1 sunmus; boyle bir matrisin varligr durumunda ise x
ve y vektorleri ile nasil elde edilebilecegi yoniinde ¢ikarimlarda bulunmustur (Mackey
vd. 2004).

Kompleks vektor uzaymda Householder doniisiimiiniin ilk yapilandirilmas: 1932
yilinda Turnbull ve Aitken tarafindan ele alinmig; u vektoriinii v vektoriine yansitan;
kompleks-Householder doniisiimiinii, u, v €C" ve u*u = v*v =1 olmak iizere

(u+v)(u+v)"
1+ v*u

R = -1

seklinde, tiniter fakat hermitiyen olmayan bir doniisiim olarak tanimlamistir (Mackey vd.
2004). Mackey vd. (2004) tarafindan bildirildigine gore, Turnbull ve Aitken (1932),
doniisiim formiilii i¢in bilineer form yerine hermitiyen i¢ carpimin kullanilmasinin gerek-
liligi tizerinde Oneride bulunmustur; aksi takdirde, formiil bir takim yansitma sorunlarina
yol agmaktadir. Bu nedenle, Mackey vd. (2004), farkli i¢ carpim uzaylarinda, en genel
hali ile, G-yansiticilar: Householder-benzeri doniisiimler adi ile yansima doniigtimlerine
karsilik gelen matris gruplari olugturmus ve ortogonal Householder-benzeri yansima mat-
rislerinin varligi icin gerek ve yeter sartlari, farkli i¢c carpim durumlarina gore incelemistir.

Bu boliimde, kompleks sayilarda Householder doniisiimii ve buna karsilik ge-
len matris incelenmis; 6zellikleri belirtilmigtir. Bunun i¢in incelenen ¢aligmalardan (Xia
ve Suter 1995; Chung ve Yan 1997) elde edilen sonuglar irdelendiginde, elde edilen
doniisiimlere karsilik gelen matrislerin hermitiyenlik 6zelligini saglamadig1 gozlemlen-
mistir.

Xia ve Suter (1995)’in belirttigine gore, Venkaiah vd. (1993), herhangi bir kisit-
lama olmaksizin Householder doniisiimiinii kompleks sayilar icin genisletmis; kendi yap-
tiklar1 ¢calismada ise u*u = v*v sartint saglayan n X 1 boyutlu kompleks vektorler u ve

v icin

olmak tizere,

z*u ) z*z

H—J_ <1+ u*z) zz*
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kompleks-Householder matrisindeki gerek ve yeter sarti sunmusglar ve u*u = v*v # u*v
olmasi sartiyla, ﬁ kompleks sayisinin, bu matrisin tanimlanabilmesindeki yeter ve gerek
sart oldugunu belirtmislerdir. u*u = v*v esitliginin saglanmamasi durumunda ise mat-
risin zaten iiniter olamayacagindan bahsetmislerdir.

Daha sonra yapilan calismada (Kuo ve Yan 1997) ise, Householder doniisiimiine
kargilik gelen matrisin, daha 6nceden yapilan calismalardaki gibi yogun kompleks islem-
ler gerektirmeyen, daha kolay elde edilebilen bir sekli sunulmugtur (Kuo ve Yan 1997).
Buna gore, u*u = v*v ve z = u — v olmak iizere,

*

77

H=1-

z*u
ifadesinin kompleks-Householder doniisiimiinii veren matris oldugu belirtilmistir.

Her iki ¢alismada da yapilan matematiksel ispatlamalarin karmagikligi; verilen
tanimlamalarin yetersizligi; kullanilan i¢ carpimin belli olmamasi; ayrica hermitiyen-
lik yoniinden inceleme yapilmamis olmasi, elde edilen matrislerin yansima matrisi ol-
masindan siiphe duyulmasina sebep olmus; bu nedenle de bir kompleks-Householder
doniisiimiiniin elde edilebilmesi ve yansima doniisiimiine ait tiim 6zelliklere sahip ol-
masina dair gerekli ¢calismalarin, tezin bu kisminda yeniden yapilmasina karar verilmistir.

Dolayisiyla, bu ¢calismada dncelikle kompleks sayilar tizerinde farkli bir i¢ carpim
tanimlanmig ve ¢alisma bu yonde ilerletilmigtir. C™ uzayinda hermitiyen i¢ carpim ile
tanimlanan Householder doniisiimii, calismanin bu kisminda, standart kompleks i¢ carpim
altinda ele alinmig; elde edilen Householder matrisi, hermitiyenlik ve iiniterlik ag¢isindan
incelenmis; bir takim kisitlamalar ortaya konulmustur.

Oncelikle, kompleks sayilarla ve kompleks say1 matrisleriyle ilgili baz1 6zellikler
verilmigtir. C", n-boyutlu kompleks say1 kolon vektorlerinin kiimesi olarak alinmistir.

u €C" olmak iizere u* = u’ olarak kullanilmustir.

Tanim 2.46. u,v ve w € C" k € C olmak iizere, asagidaki ozellikleri saglayan bir

fonksiyona kompleks i¢c carpim adi verilir:
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4. (u,u) > Ove

5. (wu)e=0=u=0

Tanmm 2.47. u,v € C" icin u = (uy, Uz, ..., u,) ve v = (v1,ve, ..., v,) kolon vektorler

olsunlar. Bu durumda

<11, V>(C = Elvl + EQUQ + ... —f—ﬂn?)n -+ Ulul +52U2 + ...+ Unun
1

=35 (u*v + v*u)
ifadesi, yukaridaki ozellikleri saglayan bir kompleks i¢ carpimdir.
Tamm 2.48. Yukaridaki i¢c carpimla tanimly bir R doniisiimii,

(Ru,Rv) = (u,v)

esitligini sagliyorsa R ’ye iiniter doniisiim, bu doniisiime karsilik gelen matrise de iiniter

matris adi verilir.

Sonuc 2.49. Buna gore, R bir tiniter doniisiim ve R, bu doniisiime karsilik gelen matris

ise,

(RuRV): = (u, V)

(Ru)'Rv + (Rv)"Ru = u'v+v'u
W'R'Rv+Vv'R"Ru=u"v +v'u
esitliginin Vu, v €C" saglanabilmesi icin
R*R=I
sartint saglamasi gerek ve yeter kosuldur.

Sonug 2.50. Uniter matrisin siitun(satir)lart, C" icin ortonormal bir kiime olusturur.

v 1 1+¢ 11— . 1. -
Ornek 2.51. A = = matrisi incelenirse, det A = qdi=1ive
1—4 144
i |14+ 1—1 111—7 144
A_lz—z ve A = —
2 11—4 144 2144 1—i
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oldugu goriiliir.

ATl =AF
saglandigindan, A bir tiniter matristir.

Tamm 2.52. Bir S doniisiimii icin
<Su7 V>(C = <u78V>(C

saglaniyorsa, S hermitiyen doniisiim; bu doniisiime karsilik gelen matris de hermitiyen

matris adint alir.

Sonug 2.53. S hermitiyen bir doniisiim ve S, bu doniisiime karsilik gelen matris olmak

lizere,
<Sll, V>(C =3 <u78V>(C
(Su)'v+v'Su = u*Sv+(Sv)'u
u'S*v+viSu = u'Sv+viStu
esitliginin Vu, v €C" saglanabilmesi icin
S*=5
saglanmasi gereklidir.

Sonucg 2.54. S bir skew-hermitiyen matris ise
S*=-5
olmalidir.

Sonuc¢ 2.55. Hermitiyen bir matrisin asal kosegen elemanlari reel sayr olup, kosegene
gore simetrik elemanlar da birbirinin eslenigidir. Bu durumda, C" uzayinda bir H House-

holder doniigiimii iiniter ve hermitiyen olmalidtr.

Teorem 2.56. C" uzayinda verilen sifir olmayan siitun vektorler u ve v olmak iizere, u
vektoriiniin v hiper-diizlemine gore yansimasim veren Hc Householder doniisiimiine

karsilik gelen matris
viu + u*v)vu*
(v*v)(u*u)

He = 1
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seklindedir.
Ispat u ve v, C" uzaynda siitun vektorler olsunlar. v vektoriine kompleks-ortogonal

olan vektorlerden olusan hiper-diizlem
vt ={w:(w,v).=0,we C"}

olarak yazilir. Bu durumda, u vektériiniin v iizerindeki projeksiyon vektérii rv(r € R)

olmak iizere; u — rv, bu hiper-diizlem iizerinde olur. Yani,
(v,iu—rv)c=0

saglamr. Strasiyla

1 %
5 (vi(u—rv)+(u—rv)'v) = 0,
viu—rviv4+u'v—rviv = 0
olacagindan
_ vutu'v (V)
Co2vitv (v, V)
elde edilir.

u — 2rv vektorii, u vektoriiniin v+ hiper-diizlemine gore yansimasini vereceginden,

bu yansimayt gerceklestiren bir H householder doniisiimii asagidaki sekilde yazilabilir:

He(uw) = u—2rv

viv
vv*u + vu'v
v*v
Elde edilen ifadenin kesir kismu u*u ile carpilip boliiniirse,

vviuu*ut+vu*vutu

Heu) = u- vivutu
viu(vu*) + u*v(vu*)
(v*v)(u*u)
(v*u+ u*v)vu*
(v*v)(u*u)

= u—

seklinde bir doniisiim bulunur. Bu esitlik,

Hotw) = (1-4

run)
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seklinde yazilirsa,
(vu+ u*v)vu*

He =1-
© (v*v)(u*u)
matrisi, bu doniisiime karsilik gelen matristir. U
Bu arada
. u*v + vu)uv*
(He)" =1 - ( )

(v*v)(u*u)
esitligine bakildiginda H¢ Householder matrisi ile ayni olmadig1 gozlemlenir. Dolayisiyla

H¢ hermitiyen olmaz. Hermitiyenlik sartinin saglanabilmesi i¢in de
vu'= uv

olmas1 gerekmektedir.

Benzer sekilde, H¢ matrisinin kompleks-ortogonal olabilmesi i¢in de
HtHe =1

esitligini saglamasi gereklidir. Buna gore,vu*= uv” sart1 altinda;

e = (1- (u*v 4+ v¥u)uv* s (vfu+ u*v)vu*
(v*v)(u*u) (v*v)(u*u)
_(; (u*v + v:u)uv*)’
N (v*v)(u*u)
_ I 4 (u,v)uv?* 4(u,v)e (u, v)cuvuv®
<V7V>(C (u,u)(c <Vav>(C <u7u>(C <Vav>(C <u7 u>(C
C
S
_ 4 (u,v)uv* N 2(u,v)e (u*v + viu)uviuv®
B (V, V) (u,u) v*vuruvvuru
_ g 4(u,v)cuv*  2(u,v)e (u'vviu + viuviu) uv’
B (v, V)¢ (u,u)¢ vivuruv*vuru
vu
_ 4 (u,v),uv* +2 (u,v)e (u*v)(viu)uv* +2 (u,v)e viuvuuv®
B (V, V) (u,u) v:vu' uv’vuru v*vuruvvuru
_ 4(u,v)cuv* 2(u,v)e (u*v)(viu)uv* 2(u,v)e (vv)(atu)uv*
B (V, V)¢ (u,u)¢ (vu)v*v(u*v)u*u (v*v)(u*u)v*vu*u
_ g 4(u,v)cuv* 4(u,v)cuv*

<V7V>(C <u7u><‘c <V7V>(C <u7u>(C
=1
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oldugu goriiliir.
Tiim bu sonuglar, asagidaki teoremle 6zetlenebilir:
Teorem 2.57. u,v €C", sifir olmayan kolon vektorleri icin, u vektoriiniin bir
vt = {w:(w,v). =0,w eC"}
hiper-diizlemine gore yansumasinin olabilmesi icin

vu' =uv

sartimin saglanmast gerekmektedir. Bu durumda, Householder-yansuma doniigiimii Hc

olmak iizere,

= (-5

ve bu doniisiime karsilik gelen Hce Householder matrisi de

(v*u + u*v)vu*

He=1-
© (v*v)(u*u)
seklindedir.
Onteorem 2.58. u,,.1,v,,;€C" ve ||[u|. = ||v|c olmak iizere, (u+ v) ile (u—v)
kompleks-ortogonaldir.
Ispat |[ull. = ||v||c oldugundan uw*u = v*v elde edilir; buradan (u+v,u—v)e
incelenirse
1 X %
(u+v,u—v), = 5[(u—|—v) (u=—v)+(u—v) (u+v)]
1
=35 (Wu—u'v+viu—v'v+u'u+u'v—viu—v'y)
=0
oldugu goriiliir. U

Teorem 2.59. Sifir olmayan, farkli iki kolon vektor, u,v €C" ve ||ul|c = ||v||¢ olsun. u

vektoriinii v vektoriine yansitacak bir Householder doniisiimii, w — v = z olmak iizere
z*u+ u*z)zu*
Hyv(u) = (I _{ ) )

(z*z) (u*u)
olur. Dolayistyla bu doniigiime karsilik gelen matris de

(z*u + u*z)zu*

Huy =1- (z*z) (u*u)

seklindedir.
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Ispat |lu|. = ||v||c oldugundan, u*u = v*v ve z = u — v yazildiginda,

o = (1= )

(u*u —v'u+v'v —u*v) (u—v)u‘u

= u—
(u*u — v*u — u*v + v*v) u*u
= u—u-+v
= v
elde edilir. U

Bu sekilde olusturulan kompleks Householder doniisiimii hermitiyenlik ve iiniterlik

acisindan incelenirse,
(z'u + u*z)zu*

Hu—y =1~ (z*z) (u*u)

matrisi i¢in

H*—v = Hufv

u
saglanmasi gereklidir. Buradan

(z*u + u*z)uz”

Moy =1 0 )

elde edilir ki hermitiyen bir matris elde edilebilmesi i¢in
zu* = uz"

olmasi gereklidir. Bu esitlikte
Z=u-—V
yazilirsa
(u—v)u'=u(u” —v")
uu® — vu'=uu* — uv”
vu'=uv”

sart1 yine olugsmaktadir. Bu sart1 saglayan H,,_, matrisinin ayni zaman da {initer oldugu

goriliir.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu tezde matematiksel yontemler ve kanitlar kullanilarak, daha once reel vektorler ve
kompleks vektorler i¢in yapilan caligsmalardan yararlanilarak hiperbolik ve hibrit say1 vek-
torleri i¢in Householder doniisiimii verilecektir.

Oncelikle, Householder doniisiimii tarihi siireci ve tanimiyla birlikte verilmis ve geo-
metrik uygulamalar1 gosterilmistir. Householder matrislerinin yansima matrisi olmasi,
uzayda ve diizlemde simetri ve yansimanin kullanildig1 bir ¢ok problemde kullanilabilme-
sine olanak vermistir. Doniisiimler, matrisler yardimiyla incelendigi i¢in, matris teorisinin
bir ¢ok teorem ve tanimi kullamlmustir. Iddialarin kanitlanmasinda ise, genellikle dogru-
dan ispat yontemi kullanilmig, gerektiginde tiimevarim ve olmayana ergi yontemlerinden
yararlanilmistir.

Bu tezin olugsmasindaki en onemli materyaller, bu konuda yapilmis daha 6nceki ¢alis-
malar ile bu konuda yazilmis Kitaplardir. Bunlarin en dnemlileri kisaca Ozdemir (2016,
2018); Ozdemir ve Erdogdu (2015); Simsek ve Ozdemir (2016); Aragén-Gonzilez vd.
(2009) ve Mackey vd. (2004)’e ait caligmalardir.

48



BULGULAR VE TARTISMA D. SOYLU

4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Perpleks Householder Doniisiimii

Tezin bu kisminda, hiperbolik say1 vektorleri icin Householder doniisiimiiniin nasil tanim-
lanacagi incelenmistir. n-boyutlu hiperbolik sayr modiilii P olmak iizere, u € P" vek-
toriiniin bu modiildeki bir hiper-diizleme gore yansima vektorii bulunmustur. Bu yansima
doniistimiine kargilik gelen matris elde edilmis; yansima 6zellikleri acisindan irdelendik-
ten sonra n-boyutlu hiperbolik say1 modiiliindeki Householder matrisi elde edilmistir.

Ayrica, es norma sahip hiperbolik sayilarla kurulmus vektorleri, bir hiper-diizlem
boyunca birbirine yansitan hiperbolik-Householder doniisiimii ve ona karsilik gelen mat-
ris tanimlanmistir. Bunun icin de bir takim kisitlamalar on kosul olarak belirmis; bu
stnirhiliklarin olmasi gerektigi yoniindeki ispatlamalar yapilmistir.

Sonug olarak, tezin bu kisminda

1. Hiperbolik say1 vektorleri iizerinde tanimlanan bir i¢ ¢arpim araciligi ile hiperbolik
vektorlerin bazi 6zelliklerinden bahsedilmis;

2. Hiperbolik bir vektoriin bir hiper-diizleme gore yansimasini veren hiperbolik-
Householder doniisiimii elde edilmis;

3. Esit norma sahip iki hiperbolik vektorii birbirine yansitan bir hiperbolik-House-
holder doniisiimiiniin varlig1 arastirilmig ve bdyle bir doniisiimiin tanimlanabilmesi i¢in
gerek ve yeter kosullar sunularak ispatlamalar yapilmistir.

Oncelikle, hiperbolik sayilarin bazi 6zellikleri verilmistir; daha sonra bu sayilar arasin-
daki i¢ carpim ve vektorel carpim tanimlanarak yansima doniisiimiiniin 6zellikleri veril-
mis ve bu uzayda tanimli bir hiperbolik-Householder doniisiimii ile bu doniisiime karsilik

gelen matris elde edilmistir.

4.1.1. Hiperbolik sayilar (perpleks sayilar ya da double sayilar)

Hiperbolik sayilar kiimesi
P={z=z+hy:h*=11ycR}

seklinde tanimlanir.
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Hiperbolik sayilar kiimesi, asagidaki toplama ve carpma islemlerine gore bir halka
belirtir:

z1 = v1 + hy; ve z, = 5 + hys, birer hiperbolik say1 olmak iizere,

E§lﬂlk 71 =729 <= T1 = T2 Ve Y1 = VY2
Toplama: + :P xP — P, z; + 2 = (x1 + 22) + h(y1 + y2)
Carpma: - :P X P — P,z -2y = (2122 + y1y2) + h(z192 + 2231)

Bunun yani sira, z = x — hy ifadesi, z = = + hy hiperbolik sayisinin eslenigi;
2| = Vlz? — ¢?|

ifadesi de z hiperbolik sayisinin normu olarak tanimlanmistir (Sobczyk 1995; Fjelstad ve

Gal Sorin 2001).

Tamim 4.60. z = a + hb hiperbolik sayisi icin

z = kp(coshf + hsinh?)

w kpehG
ifadesinde
a b cosh@ sinh@
z=~Fk(a+hd) <k =kp
b a sinhf cosh@

esitligi, z icin matris gosterimidir. Burada k € {1,—1,h, —h}, p = Va?> — b? ve

la + b]

=7

f=1In

ile ifade edilir.
Boylece, Lorentziyen donmeler, hiperbolik sayilarla agiklanabilir (Cakir 2017).
4.1.2. Hiperbolik sayillarin modiilii

Hiperbolik sayilar kiimesi cisim olmadigindan degismeli bir halka belirtir. P" uzay1 da
bir vektor uzay: belirtmez; modiil olur. Dolayisiyla, hiperbolik sayilar modiilii olarak

isimlendirilir ve
P" = {u: (U1, ug, .., tp) s u; = +hy, h? =1, 2,y € R}
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ile gosterilir. Bu modiiliin elemanlarina vektor denilecektir.

Not : Bir halka tizerinde tanimlanmis modiil, bir cisim iizerinde tamimlanmig vektor
uzayinin genellestirilmisidir.

R bir halka ve 1, bu halkanin ¢arpimsal birim elemani olmak iizere, soldan R-modiilii
olan G, bir abel G grubu ile - : R x G — G, (A, x) — Ax seklinde tanimlanmis bir
islemden olugur. Vo, 5 € R ve x,y € G i¢in asagidaki ozellikler saglanir:

M a(x+y)=ax+ay

My : (a+p)x =ax+ fx

M;s:(a-p)x=a(f-x)

My:1-x=x.

4.1.3. n—boyutlu hiperbolik vektorler icin i¢ carpim
u =(uy, Uz, ..., up) ve v.=(v1, v, ..., v, ) vektorleri i¢in
(u, V>h]}” = (ﬂlvl + UQUQ e © T Unvn)

ifadesine hiperbolik sayilarda hermitiyen i¢ ¢arpim adi verilir ve u* ifadesi, u,,x; vek-

toriiniin eslenik transpozunu gostermek iizere, matris formu olarak da
(u,v),p=u'v
seklinde yazilabilir (Cakir 2017). Bu arada, u hiperbolik sayisinin normu da
luf = 4/ [(a, u),]
sekinde ifade edilebilir. Bunun sonucunda asagidaki siniflandirma s6z konusu olur :

(u,u),p > 01ise u spacelike bir vektordiir
(u,u),p < 01ise u timelike;

(u,u),p = 01ise u null bir vektor olur.

Bu siniflandirmanin gerekliliginden otiirii, hiperbolik sayilara split karmagik sayilar ismi

de verilir (Borota vd. 2000).
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4.1.4. n- boyutlu hiperbolik vektorler icin vektorel carpim

P™ modiiliinde verilen u ve v vektorlerinin hiperbolik ortogonal olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul (u,v),, =0 esitliginin saglanmasidir. w; XppugXpp - - - Xppu,_1 ifadesi ile elde
edilen vektor, uy, - -- ,u,_; vektorlerinden her birine ortogonal olacagindan hiperbolik

vektorler i¢in vektorel carpimin tanimlanmasi gereklidir.

Tanm 4.61. wy=(u11, U1z, ..., Utn) s s Une1 = (Un—1)1, Un—1)2, s U(n—1)n) Vektorleri

icin hiperbolik vektorel carpim

e]_ e2 o o o en

U11 U2 e Ut

Uy XppUa Xpp * * * XppUp—1= | WUogy U99 cee Uap,
Up—1)1 Umn-1)2 - U1

ile tamimlidir ve asagidaki ozellikleri saglar:

1) uxpv = —vXppu

2)uxppu=20

3)AER, (M) Xpp v =AU Xpp v) = uXpp(AV)

4.) uxpv = 0 < u = Av (A € R); bu da u ve v vektorlerinin aynt dogrultulu

vektorler oldugu anlamini tasir (Cakir 2017).

Bu durumda, u =(uy, ug, u3) ve v.=(v1, v, v3) hiperbolik vektorleri i¢in hiperbolik

vektorel carpim,

i j k

uXppV= 1 Uy Ug

seklindedir (Cakir 2017).
Ornek 4.62. u =(1+2h,2+h,1 —h)vev =(2+h,2 —h,3+h) icin
i j k
uxppv=|1—2h 2—h 1+h|=(2—4h,6h,h—5).
2—h 2+h 3—h

uXxppVv vektoriiniin uve v vektorlerinin her ikisine de hiperbolik-ortogonal oldugu asikardir.
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4.1.5. Hiperbolik say1 vektorlerinde Householder doniisiimii

P" modiiliinde null olmayan u ve v vektorleri arasinda hermitiyen i¢ carpim ve karsilik

gelen matris gosterimi yazilirsa,
(W, V), p = (Wv1 + Ty + - - - + Tpvy)

(u,v),p =u'v
olur. u vektoriiniin v tizerindeki projeksiyon vektorii v (r € P) seklinde olsun. rv ve v
icin
rvXppv =0
esitligi saglandigindan ayni1 dogrultulu vektorler olduklari soylenebilir.
Boylece, u—rv ve v hiperbolik-ortogonal olur. Yani,
(v,u—rv),, =0

(viu)p =7 (v, v)p =0

saglanir. Buradan,

elde edilir.
Bu asamada

Hy(u) :=u—2rv

doniisiimii tanimlanirsa, u vektoriiniin v vektoriine ortogonal bir hiper-diizleme gore yan-

sima vektorii elde edilmis olur. Bu esitlikte, r degeri yerine yazilirsa,

oV Wi
P () 2<V7V>h]P’

— u_2v <V7 u>hIP
<V7 V>h]P

*

viu
=u—2v

elde edilir.
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Tanim 4.63. Bu sekilde elde edilen

Hy(u) =u-— vV u

v*v

doniisiimiine hiperbolik-Householder doniisiimii denir; bu doniigiim, null olmayan v vek-
toriine ortogonal vektorlerin olusturdugu hiper-diizleme gore yansima verir. Bu doniisii-

miin matris formu olan

vv*

H,=1-2
vV
matrisine de hiperbolik-Householder matrisi ad verilir.

Tamim 4.64. u,v € P" vektorleri icin
<u7 V>[P’ = <RuaRV>]P’

esitligini saglayan R doniisiimiine hiperbolik-iiniter doniisiim denir; bu doniisiime karsilik

gelen matris de hiperbolik-iiniter matris olarak isimlendirilir.

Onteorem 4.65. Bir R matrisinin hiperbolik-iiniter olmast icin gerek ve yeter kosul
R'R=1

olmasidur.

Ispat u, v €P" olmak iizere, R matrisi, R hiperbolik-iiniter doniisiimiine karsilik gelen
matris olmak iizere,

(W, v),p = (RURV),p
esitligi saglanir. Bu durumda,
(Ru)*Rv=u"v
u'R*Rv =u'v

R'R=1
bulunur. ]
Tanim 4.66. u,v €P" olmak iizere, (Su,v),, = (0,SV),; esitligini saglayan S doniigii-

miine hiperbolik-hermitiyen doniisiim adi verilir ve S doniisiimii ile uyumlu matris de

benzer sekilde hiperbolik-hermitiyen matris seklinde isimlendirilir
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Onteorem 4.67. S, bir S hiperbolik-hermitiyen déniisiimii ile uyumlu hiperbolik-hermiti-

yen matris olsun. Bu durumda S* = S egitligi vardur.

Ispat S hiperbolik-hermitiyen doniisiimiine karsilik gelen matris S olsun. Bu durumda,

u,v € P"icin

<Suav>h1P> = <uaSV>h1P>
(Su)*v=u"Sv
u* S *v=u*Sv

S*=9

saglandig1 goriiliir. O

Teorem 4.68. Hiperbolik-Householder matrisi asagidaki ozellikleri saglar:
i) Hiperbolik-iiniter bir matristir.
ii) Hiperbolik-hermitiyen bir matristir.
iii) H = H~*
iv)det H = —1

Ispat v ile olusturulmus; v vektoriine ortogonal hiper-diizleme gére yansima veren

hiperbolik- Householder matrisi

2vv

Hy=1-—

vV
olsun. Bu durumda,

1) H, hiperbolik-iiniterdir. Clinkii

HH, - (I— 2vv > <I— 2vv )
v*v viv

7 4vv*  4vvrvv*
vV v*vviv
7 dvv*  AvvH(viv)
- - * * *
viv o viv(VY)
=7

saglanir.
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2vv*
vV
hiperbolik-hermitiyendir.

i) Hr = I —

yazilirsa, H; = H, saglandig1 goriillir. Bu durumda, H,

iii) 1 and ii *den

H*H =1
HH =1
H'=H

bulunur.
iv) HH = I saglandigindan (det H)® = 1 elde edilir. H matrisi yansima matrisi
oldugundan

det H = —1

bulunur. ]

Boylece, hiperbolik-Householder doniisiimiiniin normlar1 koruyan bir doniisiim oldugu;
ayrica, tersi aracilifi ile de vektorii tekrar kendisine yansittig1 sdylenebilir ki bu da bir
yansima doniisiimii oldugunu dogrular.

Bu kisimda, normlar esit iki hiperbolik vektorii birbirine yansitan bir Householder
doniisiimiiniin tanimi yapilacaktir.

Sekil 2.4° de goriildiigii tizere, hiperbolik null olmayan bir u vektoriiniin, esit normlu
bir bagka v vektoriine yansitilmasi i¢in, yansima diizlemine ortogonal olan bir vektor
tanimlanmasi gerekmektedir. Buna gore, (u — v) vektoriiniin, yansima diizlemi olarak

belirlenen (u + v) vektoriine ortogonal olup olmadiginin incelenmesi gereklidir. Buradan
(utv,iu—v), = (au),, — (W, V) + (v.u)e — (v, v)p
yazilirsa u ve v es normlu olduklarindan
(utv,u—v)p=—(u,v),p+ (v,u)
elde edilir.
Onteorem 4.69. Null olmayan u,v €P" vektorleri icin ||[ul|,p = ||V||,p olsun.

(u+v)ve(u—v)
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vektorlerinin hiperbolik-ortogonal olmasi icin gerek ve yeter kosul

u'v =v'u

olmasidir.
Ispat (u+ v) ve (u — v) hiperbolik anlamda ortogonal olsunlar. Bu durumda,
(u+v,u—v),, =0
olmalidir. Buradan,
(u,u) —(u, v)p +(v,u)p = (v, V),p = 0
(W, v)p = (v, u)p

elde edilir ki, bu da
u*v = v'u

olmasini gerektirir. Benzer sekilde tersi de gosterilebilir. U

Teorem 4.70. Null olmayan, farkliu, v € P" icin ||ul|,p = ||v||,p ve u*v = v*u saglan-
sin.
Hyv(u)=v

doniistimii, u vektoriinii v vektoriine yansitan hiperbolik-Householder doniistimiidiir.

Ispat
2vv*

Hy=1-

v*v
esitliginde, v yerine u — v yazilirsa
2 —v)(u—v)*
(u—v)*(u—v)

Hyv(u)=1-—

elde edilir. Buradan gerekli islemler yapildiginda

2u—v)(u—v)'u

Hy v(u) = u—

(u—=v)*(u—v)
2(uu*u — uv*u — vu*u + vv*u)

u*u —u'v — viu+ v'v
2((u—v)u*u— (u—v)v'u)

2(u*u — u*v)
(u—v)(u*u—v*u)

u*u — vu
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bulunur. ]

Ornek 4.71. u = (5+4h,2 —h,5+h) ve v =(2 + h, 3 + 4h, —7 — 3h) vektorleri icin
asagidaki ozellikler saglanir:

lulle = I¥ll,e = 6

u'v=v'u=—-16

u—v = (3+3h,—1— 5h, 12 + 4h) oldugundan, hiperbolik-Householder matrisi

2 —v)(u—v)*

Hy v=1-
(u—v)*(u—-v)
olarak yazilirsa,
52 —12 —-12h —24 — 24h
1
—24 4+ 24h —8 — 56h —76

elde edilmis olur. H,_, matrisi incelendiginde

H: Hy =1
H: ,=H
det H = -1

Hy_v(u) = v egitliklerinin saglandig1 goriiliir.

4.1.6. Farkh i¢c carpim altinda perplex-Householder doniisiimii

Tezin bu kisminda hiperbolik sayilarda tanimlanan Householder doniisiimii, farkli bir i¢
carpim tanimlanarak incelenecektir. Elde edilen doniisiimiin ve bu doniisiime karsilik ge-
len matrisin hiperbolik-iiniterlik ve hiperbolik-hermitiyenlik sartlarini saglayabilmesi i¢in
herhangi bir kisitlamanin s6z konusu olup olmayacagi yoniinden degerlendirme yapila-
caktir.
Tamim 4.72. n x 1 boyutlu u ve v €P" olmak iizere,

u*'v + v'u

<u7V>IP> = 2

ifadesi, hiperbolik say: vektorleri icin bir ic carpim tamimlar.
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Bu i¢ carpima gore bir hiperbolik-Householder doniistimii ve bu doniistime karsilik
gelen matris incelendiginde, C" uzayinda elde edilen sonuglar elde edilmistir. Buna gore

yeni i¢ ¢arpim altinda elde edilen hiperbolik-Householder doniisiimii
Ho(u) = ([_ (viu+ u*v)vu*)

(v*v)(u*u)
ve bu doniisiime karsilik gelen matris de

Ho — (I— (vu + u*v)vu*>

(v*v)(u*u)

seklinde olmustur. Bu matrisin bir yansima matrisi belirtebilmesi i¢in hiperbolik-iiniterlik
ve hiperbolik-hermitiyenlik a¢ilarindan bakildiginda ise yine benzer sekilde, n—boyutlu
karmasik say1 vektor uzayinda oldugu gibi bir takim kisitlamalarin konulmasi gerekliligi
belirmistir. Buna gore, Hp matrisinin hiperbolik-iiniter oldugu goriilmiis; fakat hiperbolik-
hermitiyen olabilmesi icin
uv’ =vu

esitligini saglamas1 gerekmistir.

Yine benzer sekilde, es norma sahip iki hiperbolik vektorii birbirine yansitan

hiperbolik-Householder doniistimiiniin
Z=u-—vV

olmak iizere,

vu = uv

sart1 altinda

Huv(u) = (1 _ (Z(lzl;r)l(;uzzlz)u)

oldugu ve bu doniisiime karsilik gelen matrisin de

)

Hufv = ([ -

oldugu gozlemlenmistir.

4.2. Hibrit Sayilarin Vektor Gosterimi Iicin Householder Doniisiimii

Kompleks, hiperbolik ve dual sayilarin genellestirilmesi olarak diisiiniilen hibrit sa-
yilar kiimesi, literatiirde heniiz yeni bir ¢aligma alan1 olmakla birlikte tezin bu kisminda

Householder doniisiimiiniin hibrit sayilarla tanimlanmasina yer verilmistir.
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Hibrit sayilara iliskin tamm ve 6zellikler, Ozdemir (2018) de genis bir sekilde yer
almaktadir. Tezin bu kisminda, hibrit sayilara ait bazi1 6zelliklere deginildikten sonra,

Householder yansima doniisiimii incelenecek; ozellikleri ispatlanarak sunulacaktir.
Tamm 4.73. Hibrit sayilar kiimesi

K = {a+ bi+ce + dh :a,b,c,d € R,i* = —1,* = 0,h* = 1,ih = —hi = ¢ + i}
seklinde tanimlanir (Ozdemir 2018).

Buna gore, 1,i,e ve h hibrit birimler olarak; herhangi iki hibrit say1 i¢in toplama
islemi, sayilarin karsilikli gelen bilegske elemanlarin toplami1 ve carpma islemi ise, birim-
lerin ¢arpimsal siralarina dikkat edilmek iizere, bilesenlerin birer birer dagilma 6zelligi

ile ¢arpilmast seklinde tanimlanmistir ve asagidaki tablo olusturulmustur:

1]i € h
11| € h
i |—1 1—h|le+1
elh+1 |0 —£
h|h|—c—i]¢ 1

Tanim 4.74. Bir Z =a + bi+ce + dh hibrit sayisinin eglenigi 7 olmak iizere

Z=a—bi—ce —dh

ile tammlidir (Ozdemir 2018)

Tanim 4.75. Z =a + bi+ce + dh hibrit sayisi icin
C(Z)=2Z =77 =a*+ (b—c)" — & — &

reel sayisina Z.’nin karakteri adi verilir.

Bu durumda 7, hibrit sayist,

C(Z) < 0 ise spacelike,
C(Z) > 0 isetimelike,

C(Z) = 0 ise lightlike
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olarak isimlendirilir.

Ayrica, Z hibrit sayisinin normu da
1Z]| = V1€ (Z)]
olarak tanimlidir (Ozdemir 2018).
Buna gore Z hibrit sayisi icin
C(2) =(2.1,Z,)
olmaktadir.

Tammm 4.76. Z =a + bi + ce + dh hibrit sayist i¢in
Vz = (a,(b—c¢),c,d)
ifadesine Z’nin vektorel gosterimi adi verilir (Ozdemir 2018).

Bu durumda, herhangi bir hibrit say1, vektor olarak da temsil edilebilir.; hibrit sayilarin
vektor gosterimlerinden yararlamlarak, (—, —, +, +) isareti ile uyumlu 4-boyutlu [Ej 6klit

uzay1 i¢in yazilabilecek bir i¢ carpim uzay1 tanimlanabilir:

Tanim 4.77. Z,=a, + bii + c1€ + dih ve Zs=ay + boi + coe + doh hibrit sayilart igin
vektorel yazilimlart Vg, = (ay, (by — ¢1),¢1,dy) ve Vz, = (ag, (by — ¢2), ¢2, d) olmak
lizere,

<Vz1, VZ2>]E421 = —a1G2 — (bl - 01)(52 - Cz) + c1co + dids

ifadesi hibrit sayi vektorleri icin simetrik bir i¢ carpimdir.

Bu i¢ carpim ile wyumlu matris gosterimi de Vz, ve Vg, siitun vektorleri ve

-1 0 0 0

0 -1 00
I = ,

0 0 10

0 0 01

bu i¢ carpima karsulik gelen matris olmak iizere

<VZ1> VZ2>E‘21 = VEII*V22
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seklinde yapilabilir (Ozdemir 2018).
NOT : Zy ve Zs hibrit sayilarimin hibrit anlamda ortogonal olmast icin

(Vz,,Vz, )5y = 0 olmalidur.

Buradan yola c¢ikarak hibrit sayilarda Householder doniisiimiiniin nasil olabilecegi
tizerine bir caligma yapilirsa, null olmayan Z; ve Z, hibrit sayilarina karsilik gelen Vz, ve
Vz, vektorleri géz oniinde bulundurularak, Vz, vektoriiniin Vz, tizerindeki projeksiyon

vektorii 7 € R olmak lizere, 7Vz, olsun. Bu durumda, Vz, —rVz, vektori,
Vi = {W (W, Vg, gy = 0}
hiper-diizlemine ortogonal olur. Boylece
(Vz,—1Vz,,Vz,) =0

esitligi saglanir. Buradan

g <V217VZ2> -0

<VZ27 VZ2>

elde edilir. Vz, vektoriiniin Vz, vektoriine ortogonal hiper-diizleme gére yansimasini

veren doniisiim Hyk olmak tizere
Hx(Vz,) = Vz, — 2rVaz,

yazilarak r degeri yerine konulursa

<VZ17 VZz)

Hx(Vz,) = Vz,—2V7z, Vaa: V)

bulunur. Bu ifade, Vz, ve Vz, siitun vektorler olmak iizere, matris formu ile

Vi 'V
= ) _427 A1
Hx(Vz,) Vz, — 2Vz, Vi I'Vy,

AV RV
_ ( I tZ—Z) Vi,
V7,1 Vz,
seklinde ifade edilirse, hibrit-Householder doniisiimiine karsilik gelen hibrit-Householder

matrisi
2Vz, V%z I*

Hy =1 —
« Vi IV,

olur.
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Teorem 4.78. Hx doniisiimii, B3 uzayinda uzunlugu koruyan bir yansima doniigiimiidiir
Ispat Hy, bir Z, hibrit sayisim temsil eden, By uzayinda tanumly Vg, siitun vektoriinii

Hx (Vz,) vektoriine doniistiiren bir hibrit-Householder doniisiimii olsun.
121} = V1= (Va, Va, )|

seklinde ifade edilsin. Bu durumda,

IHx(Vz,) || = VIHk(Va, ) Hk (Vz,))]

vazulabilir. Buradan,

<VZ17 sz> <VZ1 ) VZz) > ‘
HeVa,)|| = Vo, —2Vg, YT Y22] oy, AV VZa)
H K( z >|| \/< z y <VZ27V22> z z <VZZ,VZ2>
V21 Ve Ve Vas) )
= \ <VZ1’V21> _421}2 Vz i <V21’VZ2> +4 (Evz V; i) <VZ2’VZ2>

(<VZ17 sz>)2 + 4<<V217 VZ2>)2

= Vg, Vz,) — 4
< z z > <VZ27VZ2> <VZ2;V22>

= |<VZ17VZ1>|

elde edilir. Boylece Hy doniisiimiiniin, normu, dolayistyla karakteri korudugu goriiliir.

Benzer sekilde,
Wi, ( Vg, —2v5, V1Y)
HK (HK (Vz )) _ Vz —2Vz <Vzl, Vz2> B <Vz27sz>
! ! ’ <VZ27 VZ2> <VZ27 VZ2>
<VZ1 ) VZ2>
= Vz,—2Vz,
“ “ <sza VZ2>
2V22 ( <Vzl’ VZz> )
—— | Vz,,Vz,) — 27— (Vz,, Vz,
<VZ27V22> < z z > <V227VZ2> < z z >
_ VZ B 4VZ2 <V21 9 VZ2> 4V22 <VZ1 bl VZ2> <V22’ VZ2>
! <VZ2’ VZ2> (<sz7 VZ2>>2
fry Vzl
olmasi, Hy doniigiimiiniin bir yansima doniisiimii oldugunu gosterir. U

Tanim 4.79. B3 uzayinda verilen bir S doniigiimiine karsilik gelen matris S olmak iizere,
VU, V €E; vektorleri icin
<SU,V>E§ = (U,SV>E§
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saglayan matrise hibrit simetrik matris; bu matrise karsilik gelen doniisiime de hibrit

simetrik doniisiim denir.

Onteorem 4.80. E} 'de verilen bir simetrik S doniisiimiine karsilik gelen hibrit simetrik
matris S i¢in

St =1*S
olur.

Ispat Ei’de S simetrik matrisi icin
<SU7V>E3 = <U’SV>E%
saglandigindan
(SU)I*V = U'T*SV
u's'rrv. = U'I*SV
vazilabilir. Buradan da
S'I*=1*8

elde edilir. [l

Tamm 4.81. E; uzayinda verilen bir R déniisiimiine karsilik gelen matris R olmak iizere,

VU,V € Ej vektorleri icin

saglayan matrise hibrit ortogonal matris; bu matrisle temsil edilen doniisiime de hibrit

ortogonal doniigiim adi verilir.
Onteorem 4.82. B3’ de verilen ortogonal bir R déniigiimiine karsilik gelen R matrisi icin
R'I*R=1T*

esitligi saglanir.
Ispat U,V cE olmak iizere, ortogonal R doniisiimiine karsilik gelen matris R olsun.
Bu durumda
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esitligi saglanir. Buradan,
(RU)'I*RV = U'I*V
U'R'I*RV = U'I*V
R'I*R = I*
elde edilir. U

Teorem 4.83. Hy hibrit- Householder doniisiimiine karsilik gelen Hy matrisi, asagidaki

ozellikleri saglar:

1. Hibrit-ortogonaldir.

2. Hibrit-simetriktir.

3. (Hgx) ' = Hk.

4. det (H]K) = -1

ispat
1. Hxy=1— % matrisi igin
Zo 2
Vg, Vi I*\" Vg, Vi I*
HLI"Hg = ([ S S ) I <I S L o >
sz.[ VZ2 VZz'[ VZZ

(I* B 21*vz2v;21*) ([ B 2VZ2V521*)
Vi I'Va, Vi [V,
e VRV Ve VAT ATVe, (V5 IVa) Vi, T
Vi Vg, Vi, [V, Vi, 1*Vz,)*
e IVeVRT | TVR VT
V5, 1*Vz, Vi, 1"V,
= J*

saglandigindan Hy ortogonaldir.
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2.

3.

4.

Hibrit-Householder matrisi icin
V2,V I\
oyr = (1-—-=2%2_\r
o ()
21*Vz, V5 I*
Vi, [*Vz,

2 t *
(s el
V7, [ Vz,

= J*—

= ["Hg
esitligi saglandigindan Hy hibrit-simetriktir.

2.°den elde edilen

H}I* = I"Hyg
esitligi, 1.” den elde edilen
HiI*Hy = I*
esitliginde yerine yazildiginda
HYI*Hg = I*
——
I*Hg

I"HxHx = I"

elde edilir. Buradan her iki taraf I* ile carpilirsa

(He)* =1
bulunur; boylece
Hy = (Hy) ™'
olur.
3.den elde edilen esitlik
HxHyg =1
oldugundan
(det H]K)2 =1

eide edilir. Hx yansima matrisi oldugu icin de
det HK =—1
olur.
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O

Teorem 4.84. Z, ve Z, null olmayan, esit norma sahip iki farkli hibrit sayt olsun. &
uzayinda bu sayilara karsilik gelen vektorler sirasiyla Vg, ve Vg, olmak iizere, Vz, vek-
toriinii Vg, vektoriine yansitan hibrit-Householder doniigtimii
Vz, # —Vz,(Vz, — Vz, null degil)
Hie = q Hy,, Vz, = —Vz,
Hyy, (HV21+V22) Vz, # —Vz,(Vz, — Vz, null)
seklindedir.
ispat Esit normlu, farkli Zy ve Zy hibrit sayilarini vektor olarak temsil eden Vg, ve Vg,
icin
1Z:]| = || Za)| = |(Vza. Vzu)| = [(Vza, Vas)|

olur.
a.) (Vz,,Vz,) = Vz,, Vaz,) olsun:
i-) Vz, # —Vgz, ve Vz, — Vz, null olmasin. Bu durumda Vyz, vektoriinii Vyz, vek-

toriine yansitacak hibrit Householder doniigiimii H(Vz ~Vz,) icin
1 2

<VZ1’ Vzl — vzz>
<VZ1 - Vsz VZ1 - VZ2>

K= H(Vzlfvh) (Vzl) =Vz,—2 (Vzl - VZ2)
vazilabilir. Buradan

K = H(Vzlfvzz)(vzl)
[<V21>VZ1> - <VZ1,V22>]
= Vo, —2Va,—Va,
z ( z z ) <VZ1’VZ1> - <VZ1’VZ2> - <VZ2’VZ1> + <VZ2)VZ2>
[<VZ1?VZ1> — <VZ17VZ2>]
= Vy,—2(Va, — Vi,
22 08 V) 3 V) — Vaw, Vi)

= Vzl — Vzl + sz
= VZz

elde edilir. O

Ispat ii-) Vz, = —Vz, olsun. Bu durumda

<VZ17 VZ1>
<VZ17 VZI)
= —Vz,1+2Vz,

H(Vzl) (Vzl) = VZI - 2VZ1

= sz
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bulunur.
iii-) Vz, # —Vz, ve Vz, — Vz, null olsun. Bu durumda Vz, vektoriinii yansitan

hibrit-Householder doniistimii

Vz.,Vz, + Vz,
HV22 <H(VZI+VZZ) (VZ1)> = HV22 (VZ1_2 (VZ1+VZ2) < Z VA /A > )

<Vz1 +Vz2 , Vzl —|—Vz2>

olarak yazilirsa

<VZ1 ’VZ1> + <VZ1’VZ2> )

V = Vz,—2 Vg, +V
P, (R ) = P, (V2 0]

= H(Vz2) (—Vz2)

<_VZ2’ VZ2>
= —Vgz, — 2Vg,—— 22~
%2 % <VZ27VZ2>
= sz
esitligini saglamis olur.
b) (Vz,,Vz,) = — (Vz,,Vz,) durumunda ise vektorlerin; dolayisiyla bu vektorler

tarafindan temsil edilen hibrit sayilarin farkli karakterde olduklar1 goriilmektedir. Bu du-
rumda Hk karakteri koruyan bir doniisiim oldugundan es normlu fakat farkli karakterdeki

hibrit sayilar1 birbirine yansitan bir hibrit-Householder doniigiimii bulunamaz. U

Ornek 4.85. Z, = —2+3i—4e+hve Zy = 1+2i—2e—Th hibrit sayilar diigiiniildiigiinde

normlarinin egit

1Z1]| = (| Z2| = 6
ve karakterlerinin farkl
C(Z)) = 36

oldugu goriiliir. Bu sayilarin vektorel temsilleri ise

Vz, = (-2,7,—4,1)

Vz, = (1,4,-2,-7)

seklindedir. Bu durumda yazilabilecek bir yansima doniigiimii H (Vas V) olmak iizere
1

Zy

<VZ17 Vzl - VZ2>
<VZ1 - vzza VZ1 - VZ2>

(v, vay) Vo) = Va2 (Vi — Vi)
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esitliginden
Vz, — Vz, =(-3,3,-2,8)

yvazilirsa,
83 208 122 113)

H(vg,va,) V) = (‘2—5’ %% %
bulunur. Zy hibrit sayisimin yansimasinin Zo olmasi beklenirken farkli bir vektor bulun-

mustur.
[ 83208 122 113
N 25" 257 257 25

denilirse (o, ) = —36 ve C(ax) =36 olur. Yani, H(Vz doniisiimii ile Zy hibrit

~Vz, )
sayisi, es normlu ve ayni karakterli bir sayiya doniismiis olur.

Teorem 4.86. Z, ve Zy hibrit sayilar: es normlu, null olmayan, farkli karaktere sahip

hibrit sayilar; Vz, ve Vz,, bu hibrit sayilara karsilik gelen vektorler olmak iizere

(Vzl - sz) (VZ1 - sz)t I
Vi [V,

H(Vzl—vz2) (VZ1> = |1+ Vzl

hibrit-Householder doniisiimii, Zy hibrit sayisini, es normlu ve ayni karakterli bagka bir
hibrit sayiya doniistiiriir.
ispat E% uzaywinda tamimliVg, ve Vz,, 2y ve Zs hibrit sayilarini temsil eden vektorler

olsunlar. 2 ve Z, es norma sahip, farkli karakterdeki hibrit sayilar oldugundan

<Vzl7 VZI) - - <VZ27 VZ2>
saglanir. Bu durumda H(Vzrvzz) hibrit-Householder doniisiimii yazilirsa

(Vzl - sz) KVZI’ Vzl> - <VZ1’ VZ2>]
<VZ1’ VZ2>

H(Vzl *sz) (Vzl) = VZ1+

(Vzl _VZ2> t 7= t 7%
SIS VI N¢ 2 il VA0V R AL VSRR CR SV
z <VZ17VZ2> [ “ “ %2 § ]
(Vzl _sz) t t }
= Vgt | BT VZa) iyt eyt 1|y,
z |: <VZ1’V22> [ & Z2 ] z
(Vzl _sz) t * t * )
= (1B ER e ot 1] ) Vg,
( <VZ1’VZ2> [ 2 Z2 ] z

elde edilir.

H(Vzl _sz) (VZI) = VZ2
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oldugu kabul edilirse,
_ (VZI — sz) [(Vzl’ Vzl> — <VZ17 VZ2>]
sz N VZ1+ <VZ1’ VZ2>
(<VZ17 VZ1> - <VZ17 sz>) I
0 = (Vg —Va,) |1+
( z z ) <VZ1>VZ2>

elde edilir. Vz, ve Vyz,, birbirinden farkli vektorler oldugundan

(<Vzl’ VZ1> B <VZ17V22>) I

=0
<VZ17 sz>

I+

olur. Dolayistyla,

I — <<V21’V22> - <VZ1’VZ1>)I

<VZ17 VZ:»>
<VZ17 VZZ> [ — <VZ17 VZ2> [ — <VZ17 VZ1> [

bulunur ki

<VZ1> VZ1> =0

olmasi bir celiskidir. Bu durumda H<VZ “Vz,) doniisiimii, Vg, vektoriinii, Vg, vektoriin-
1 2

den farkl bir vektore doniistiirmektedir. Bu asamada

<VZ17VZ1> = - <VZ27VZ2> =«
<VZ17VZ2> = 6
denilerek
<H(VZ1 fvz2) (Vzl) ’H(Vz *Vz2) (Vzl)>
incelenirse,
— B)? a2
(Mvay 2 (V) Hovey vy V) = av2® 55) t(a—26—a) 2 ﬁzﬁ)
_ o= (2ﬁﬁ+2a — 26— a)
= «
= <VZ1>V21>

oldugu goriiliir. Yani, H(VZ Vz,) (Vz,) vektorii, Vg, ile aym karakterde olmaktadur.
Dolayisiyla, farkli karakterdeki vektorleri birbirine doniistiiren bir hibrit-Householder

doniisiimii bulunamamaktadir. 0
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5. SONUCLAR

Bu calismada Householder doniisiimii, farkli vektor uzaylarinda ve modiillerde ele alin-
mis, tanimlanan i¢ ¢arpim ile belli bir hiper-diizleme goére bir yansima doniisiimii belirtip
belirtmedigi yoniinde bazi1 ispatlamalar sunulmustur.

Bir yansima vektorii elde edebilmek i¢in kullanigli bir yontem olan Householder donii-
stimii, 6zellikle elektronik miihendisligi ve programlama alanlarinda sik bagvurulan bir
yontem olmakla birlikte, niimerik analizde ve lineer cebir alanlarinda, simetrik bir mat-
risin kosegenlestirilmesinde de genis bir kullanim alanina sahiptir.

Calismanin ilk boliimlerinde Householder doniisiimii, reel vektdr uzaylarinda once-
likle standart i¢ carpim altinda ele alinmis; bir yansima doniisiimii belirttigi ispatlanmus;
daha sonra i¢ ¢carpimin genellestirilmesi halindeki durumu incelenmistir.

Daha sonraki boliimlerde ise kompleks sayilarla olusturulan n-boyutlu vektor uza-
yinda referans alinan kaynaga gore bir calisma yapilmis; fakat elde edilen doniisiimiin
hermitiyen olmadigi1 goriilmiis; bunun i¢in secilen vektorlere bir kisitlama getirilmesi
gerekliligi iizerinde durulmustur. Daha sonra, referans alinan kaynakta kullanilan hermi-
tiyen i¢ carpim yerine, standart kompleks i¢ carpimla ayni ¢caligmalar yapilmig fakat yine
aym kisitlamalarla kargilagilmistir. Bunun {izerine, kompleks sayilar i¢in Householder
doniisiimii, standart kompleks i¢ carpim altinda ele alinarak bulunan sonuglar sunulmusg-
tur.

Hiperbolik sayilar modiiliinde ise kompleks vektorlerde oldugu gibi,es normlu vektor-
ler birbirine yansitilirken karsilasilan hermitiyenlik sorunu burada da karsimiza ¢ikmus;
bu da vektorlerin se¢ciminde bazi sinirlandirmalar olmasi gerektigi yoniinde calismaya bir
yOn vermistir.

Householder doniisiimii, tezin iiclincii kisminda ise hibrit sayilar iizerinde in-
celenmistir. Hibrit sayilar (Ozdemir 2018), heniiz literatiirde yeni ¢alistimakta olan bir
konu oldugundan bir hibrit-Householder doniisiimii tanimi, daha Onceki calismalarda
rastlanilmamig; bu tezde ilk kez calisilmistir. Bu amacla, hibrit sayilarin vektor tem-
sillerinden yararlanilmistir (Ozdemir 2018). Her bir hibrit Z =a + bi + ce + dh sayis,
E3 uzayinda Vz =(a, (b — ¢), ¢,d) seklinde bir vektdre karsilik geldiginden, bir hibrit-

Householder doniigiimii tanimlanirken hibrit sayilarin vektor temsilleri ile aralarindaki

71



SONUCLAR D. SOYLU

(Vz,,Vz,) = aras + (b1 — ¢1)(by — ¢2) + c1¢2 + dyds i¢ ¢arpim ile bir hibrit-i¢ carpim
uzay1 olusturulmustur. Bdylece, null olmayan bir Vz, vektoriiniin, null olmayan bir
Vz, vektoriine hibrit anlamda ortogonal hiper-diizleme gore yansimasim veren hibrit-
Householder doniisiimii,

Vi I"Vaz,

Hy(Vz,)=Vaz, — 2v22m

olarak tanimlanmais; bu doniisiime karsilik gelen hibrit-Householder matrisi ise

t *
He=T- %
seklinde ispatlanarak bulunmustur.

Bu doniistimiin; dolayisiyla doniisiimle uyumlu Hyx matrisinin hibrit-ortogonal
ve hibrit-simetrik oldugu ispatlanarak gosterilmistir.

Hyg matrisinin, normu ve karakteri koruyan bir matris oldugu, yani bir yan-
stma matrisi belirttigi ve det(Hyk) = —1 seklinde, yansima doniisiimiine ait 6zelliklerin
tiimiinii sagladigi, yine ispatlarla sunulmustur.

Daha sonra, ayni norma sahip iki hibrit sayinin birbirlerine yansimasini saglaya-
cak bir hibrit-Householder doniisiimii tizerinde ¢alisilmistir. Bu durum, esit norma sahip
fakat karakterleri ayn1 olmayan hibrit sayilara karsilik gelen vektorler i¢in ayrica bir in-
celeme yapma geregini zorunlu kilmagtir.

Buna gore, es normlu ve ayni karaktere sahip Vz, ve Vz, vektorlerini birbirine

yansitan bir hibrit-Householder doniisiimii

H(Vzl V2, Vz, # —Vz, (Vz, — Vz, null degil)
Hix = HVzl Vzl = —Vz2
HVZz <H(VZI+VZ2)> Vzl 7& _sz (Vzl — sz null)

olarak ispatlanmistir.

Bu arada, hibrit-Householder doniistimiiniin karakteri koruyan bir doniigiim ol-
mast sebebiyle, normlar1 esit ama karakterleri farkli, null olmayan iki hibrit sayidan birini
digerine yansitabilen bir hibrit-Householder doniisiimiiniin olamayacag1 belirtilmistir.

Bunun yanisira, sayisal bir 6rnekle, normlar1 aym fakat karakterleri farkli, null
olmayan iki hibrit say1 secilerek birbirlerine yansitilip yansitilamayacag iizerine ¢alisma

yapilmis ve ilging bir sonucla karsilagilmistir. Ornekte verilen hibrit sayilar, birbirine
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degil; yansimasi bulunmak istenen vektorle ayni norma ve ayni karaktere sahip baska bir
vektore yansitilmistir.
Bunun iizerine, normlar esit, karakterleri farkli null olmayan iki hibrit say1 kul-

lanilarak elde edilen

(Vzl — VZz) (Vzl — VZ2)t I
Vi Vg,

H(Vzl—vzz) (VZI) = I+ Vz,

doniigiimiiniin tanim1 yapilmig; bu doniisiimiin sonucunda elde edilen vektoriin Vz, ol-
madi81; Vz, ile aym karaktere sahip, es normlu bir bagka vektdr oldugu ispatlanarak

sunulmustur.
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