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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

IDEAL TOPOLOJIK UZAYLARDA YENi KUME TANIMLARI

SARE CAKIR

YOZGAT BOZOK UNIVERSITESI
LISANSUSTU EGIiTiM ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

TEZ DANISMANI: DOC. DR. HURMET FULYA AKIZ

Bu tezin ilk bdoliimii, topolojik uzaylar ve ideal topolojik uzaylardaki acik ve kapali
kiimeler hakkinda literatiir bilgisini iceren giris kismindan olusmaktadir. Ikinci bdliimde,
ideal topolojik uzaylar ve bazi genellestirilmis kiimelerin tanimlar1 ve 0&zellikleri
aciklanmistir; bu bilgiler ileriki boliimlerde kullanilacaktir. Ugiincii boliimde, y islemiyle
olusturulan y- B-a¢ik ve y- B-kapali kiimelerin 6zellikleri ve y- B-strekli fonksiyonlar ele
alinmigtir. Dordiincti boliim, y iglemiyle tanimlanan y- $-acik kiimelerin ideal topolojik
uzaylara aktarilmasini i¢eren 6zgiin bir calismadir.
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ABSTRACT

MASTER THESIS

NEW DEFINITIONS OF OPEN SETS IN IDEAL TOPOLOGICAL SPACES

SARE CAKIR

YOZGAT BOZOK UNIVERSITY
SCHOOL of GRADUATE STUDIES
MATHEMATICS DEPARTMENT

SUPERVISOR: ASSOC. PROF. HURMET FULYA AKIZ

The first chapter of this thesis consists of the introduction, which provides a review of the
literature on open and closed sets in topological and ideal topological spaces. The second
chapter presents the definitions and properties of ideal topological spaces and some
generalized sets, which will be utilized in subsequent chapters. The third chapter discusses
the properties of y- S-open and y- B-closed sets formed using the y operation, as well as
y- [-continuous functions. The fourth chapter, which is original, transfers the y- -open
sets defined by the y operation to ideal topological spaces.
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SIMGELER ve KISALTMALAR LISTESI

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

\4 : Her

€ : Elemani

& . Elemani degil

= - Gerek sart

= : Yeter sart

1) : Bos kiime

X : Evrensel Kiime

P(X) : Glg Kumesi

SUR : R ve S kiimelerinin birlesim kiimesi
SNR - R ve S kiimelerinin kesisim kiimesi
SCSR . R kiimesi S kiimesine kapsar ya da esittir.
SZR . R kiimesi S kiimesini kapsamaz.

s : S kiimesinin timleyeni

S—R : Sfark R

1 : X klimesi tizerinde bir ideal

T : Topolojik Yap1

o : Topolojik yap1

X, 7) : X kiimesi Uzerinde bir topolojik uzay
Gy . (X, 1) topolojik uzayinda x in agik komsuluklarinin ailesi
Y : Gamma islemi

r(x : X kumesi Uzerinde y islemlerinin klimesi
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X, t,I) : X kiimesi Uzerinde ideal topolojik uzay

int(S) > S kiimesinin igi

cl(S) > S kiimesinin kapanisi

S* : S kiimesinin lokal fonksiyonu

cl*(5) > S kiimesinin Kuratowski kapanisi

s, : S kiimesinin y islemi altindaki goriintiisii

cl,(S) . S kiimesinin y-kapanisi

int, (S) : S kiimesinin y-ici

sy : S kiimesinin y-lokal fonksiyonu

Bint,(S) : S kiimesinin y-g ici

Bcl,(S) : S kiimesinin y-B kapanisi

Blint,(X) : S kiimesinin y-B-1 ici

Blcl,(X) : S kiimesinin y-B-1 kapanisi

B10,(X) . (X, 7) topolojik uzayinda y-f-I agik kiimelerin ailesi
BIC,(X) . (X, 1) topolojik uzayinda y-f-I kapali kiimelerin ailesi



1.GIRIS

Levine (Levine, 1963) tarafindan semi-agik kiimeler kavrami tanimlanmistir. Bu kavram,
klasik topolojideki cesitli tanimlart genellestirerek farkli anlamlarda genisletilmis ve
kullanilmistir. Daha sonra topolojik uzaylarda pek ¢ok yeni agik kiime kavrami yapilmistir.
Ornegin (Abd El-Monsef vd,1983) f -a¢ik kiime kavramini tanitmustir. Daha sonra
genellestirilmisf-acik kiimeler (Tong, 2006) da verilmistir.8-acik kiimelerin tanimlanmasi,
topolojik uzaylardaki bazi tanimlarin bu kavram yardimiyla yeniden incelenmesine
yardime1 olmustur (Tahiliani, 2011; Kannan vd, 2012; Akdag vd, 2014).

Kasahara (Kasahara, 1979) tarafindan t kiimesinden X'in gl¢ kumesine bir fonksiyon
olarak tanimlanan y: T — P(X) islemi, her V € T igin V'nin y(V) i¢inde yer aldigi
seklinde tanimlanir. Burada y(V) V'nin y islemindeki degerini ifade eder ve bu kiimeler
y-agik kiimeler olarak adlandirilir. Ayrica, her x € V i¢in, x € V ve y(U) S V kosulunu
saglayan bir agik kiime U varsa, V bir y-agik kiime olarak adlandirilir. Bir kiimenin y-igi
(Jankovic, 1983) de ve bir kiimenin y-kapali hali (Ogata, 1991) de tanimlanmistir. X' in bir
alt kiimesi A igin, cl, (A) € A ise, A bir y-kapali kiime olarak adlandirilir. Burada cl,, (4),
A'y1 igeren en Kkiicikk y-kapali kiimedir. y-isleminin temel kavramlari ve Ozellikleri
(Rehman, 1992; Ahmad vd, 2003) da verilmistir. y-semi-a¢ik kiimeler (Hussain vd, 2010;
Ahmad vd, 2005) de tanitilmigtir. A'nin i¢inde bulunan en biiyiik y-semi-agik kiime A'nin
y-semi-i¢i olarak adlandirilir (Ahmed vd, 2005), (Hussain vd, 2007) da kapali kiimeler
baska bir anlamda y-s-kapali kiimeler olarak incelenmistir. y-pre-acik kiimeler (Krishnan
vd, 2006) da incelenmis ve y-b-acik kiimeler (Hussain, 2018) de tanmitilmistir. y-f - agik

kiimeler ve 6zellikleri (Basu vd, 2009) da verilmistir.

Diger yandan, bir ideal, X'in bir topolojik uzayi iizerinde, belirli kosullar altinda X'in alt
kiimelerinin bos olmayan bir koleksiyonudur ve (X, t,I) bir ideal topolojik uzay olarak

adlandirilir. Bir A alt kiimesi icin,
(.) *: P(X) —» P(X) seklinde bir yerel fonksiyon (Vaidyanathaswamy,1945) de

A*(Lt)={x€X:UNA &I, xinher U komsulugu icin} olarak tanimlanmustir.

Bir Kuratowski kapanis operatorii cl*(.) (Kuratowski, 1966; Hayashi, 1964) da A ve
S*(1,t) min birlesimi olarak tanimlanmistir. I-a¢ik kiimelerin tanimi (Jankovic, 1992) de

verilmistir.



Ideal topolojik uzaylari tanittiktan sonra, topolojik uzaylardaki bircok kavram
tamimlanmistir. (Giiler, vd, 2005; Akdag vd, 2007) 'de b-l-agik kiimeler, topolojik
uzaylardaki b-a¢ik kiimelerle ilgili olarak tanimlanmistir (Andrevic, 1996). Benzer sekilde
- acik kiimeler de ideal topolojik uzaylarda ¢alisilmistir (Bukhatwa, 2020). Ideal topolojik
uzaylarda, pre-l-agik kiimeler, semi-l-agik kiimeler ve b-agik kiimeler (Ekici, 2012) de
verilmistir. y-islemi kullanilarak, pre-y-l-agik kiimeler (Ibrahim, 2013)'de tanimlanmustir.
Bir pre- y -l-agik kiime, A € int,, (cl*(A)) kosulunu saglar. Dahas1 eger A S cl*(inty(A))
ise A semi- y -l-acik kiime olarak adlandirilir (Ibrahim, 2013).

Son zamanlarda, matematikgiler ideal bitopolojikuzaylar1 da incelemislerdir. Ornegin,
ideal bitopolojik uzaylarda y;;-pre-I-agik ve y;j-b-I-acik kiimeler (Bukhatwa, 2020) de
tanimlanmistir. Ayrica, ideal topolojik uzaylarda topolojik yapilar yeniden tanimlanmistir.
Baglantililik kavrami (Kiling, 2022) de tanimlanmistir. y-islemi kullanilarak bitopolojik
uzaylarda yeni tiir kiimeler (ilkhan, 2018) de incelenmistir. Son zamanlarda, ideal topolojik
uzaylarda siireklilik tanimlar1 iizerine ¢alismalar yapilmustir (Ibrahim vd, 2016; Abd El-
Monsefvd, 1992; Keskin vd;2004). Ayrica, topolojik uzaylardaki yakinsama tiirleri
(Mucuk vd , 2014, Akiz vd, 2019) saglananlar gibi, ideal topolojik uzaylara
genellestirilmistir (Granados, 2020).

Bu tezde, (Basu, 2009) da verilen y-B-acik kiimeler ideal topolojik uzaylara taginmistir. Bu
kiimeler ile ilgili 6zellikler incelenmistir. Daha sonra, siireklilik kavrami, ideal topolojik

uzaylarda y-f -agik kiimeler yardimiyla yeniden ¢aligilmistir.



2.TEMEL BIiLGILER

Bu bolimde, daha sonraki bolimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler

verilmigtir.
2.1. Topolojik Uzaylarda Temel Bilgiler
Bu boélimdeki temel tanim ve teoremler Topoloji (Mucuk,2010) kaynagindan alinmistir.

Tammm 2.1.1 (X, 1) bir topolojik uzay , S € X ve m € X olsun. Eger m € R < S olacak
sekilde bir R € t kiimesi varsa, yani S kiimesi m nin bir komsulugu ise m elemanina S nin
bir i¢ noktasi denir. S nin tiim i¢ noktalarinin kiimesine S nin ig¢i denir ve int(S) ile

gosterilir.
Burada dikkat edelim ki bir S € X alt kiimesi agiktir ancak ve ancak S = int(S) dir.

Onerme 2.1.2 Bir (X, 1) topolojik uzayinda bir S € X alt kiimesi igin

int(S) = U{R cSIRet)
dir.

Ispat 2.1.2 Eger x € int(S) ise Tamm 2.1.1 den x € R € S olacak sekilde bir R €t
vardir. O halde

xEU{RQS|RET}
dir.

Diger yandan eger

er{RgSIREr}

ise x € R € S olacak sekilde bir R € t bulundugundan x € int(S) dir.
O halde int(S), S nin kapsadig1 en biiyiik acik kiimedir.

Tamim 2.1.3 Bir (X, 1) topolojik uzayinda bir § € X alt kiimesi verilsin. Eger S¢ agik ise S
ye kapali bir kiime denir. S kiimesini kapsayan en kiigiik kapali kiimeye S nin kapanisi

denir ve cl(S) ile gosterilir.

Tamim2.1.4 (X, 1) ve (Y, o) topolojik uzaylar olmak lizere bir f: (X,1) — (Y, o) fonksiyonu

ve bir x, € X noktas1 verilsin.



Eger f(x,) mn her bir S agik komsulugu igin f(M) € S olacak sekilde x, 1n bir M agik
komsulugu varsa f fonksiyonu x, € X noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu X in

her noktasinda siirekli ise f ye bir surekli fonksiyon denir.

Tanimin degili olarak f fonksiyonu x, € X noktasinda siirekli degildir ancak ve ancak
Xo 1n her M agik komsulugu igin f (M) € S olacak sekilde f(x,) m bir S agik komsulugu

vardir.

Teorem 2.15 (X,t) ve (Y,o0) topolojik uzaylar olmak Uzere bir f: (X, 1) = (Y,0)
fonksiyonu stireklidir ancak ve ancak Y deki her acik kiimenin ters goriintiisii de X de
aciktir.

Ornek 2.1.5 (X, 1) ve (Y, o) topolojik uzaylar olmak izere sabit olan bir f: (X,1) = (Y, 0)
fonksiyonu sureklidir. Gergekten f fonksiyonu sabit ise her x € X icin f(x) = c olacak

sekilde bir ¢ € Y vardur.

Eger S kiimesi Y de agik bir kiime ise

£71S) ={ X

a0

M m
N

ters goriintiisli X de agiktir.
2.2.1deal Topolojik Uzaylar, Baz1 A¢ik Kiime ve Siireklilik Cesitleri

Ideal tanimindan 6nce topolojik uzaylarda tanimlanmis bazi kiime cesitleri asagidaki gibi

verilebilir.
Tanmm 2.2.1 (X, 7) topolojik uzay1 ve S S X olmak tzere S kiimesi igin;

. S cint(cl(int(S))) ise S kiimesine a-agik kiime (Njastad, 1965) denir.

. S ccl(int(S)) ise S kiimesine semi agik kiime (Levine, 1963) denir.

1

2

3. Sc int(cl(S)) ise S kiimesine pre-agik kiime (Mashhour vd., 1982) denir.

4. S c cl(int(cl(S))) ise S kiimesine B-acik kiime (Abd El-Monsef vd., 1983) denir.
5

. S cint(cl(S)) U cl(int(S)) ise S kiimesine b-agik kiime (Andrejevic,1996) denir.

Tanmm 2.2.2 f: (X,7) = (Y,0) fonksiyonu verilsin. Y deki her acik kiimenin ters
goruntusd, X de f-agik kiime ise f fonksiyonuna gB-strekli fonksiyon (Tong, 1989) denir.

Tamm 2.2.3 X bostan farkli bir kiime ve P(X), X in gl¢ kiimesi olmak iizere; bos olmayan

bir | c P(X) ailesi, eger



ayM € Ive N c M iken, N € I (kaliimsallik 6zelligi)

b) M,N € Iiken M U N € [ (sonlu toplamsallik 6zelligi)

sartlarim1  sagliyorsa; bu durumda [ ailesine X kiimesi Uzerinde bir idealdir denir
(Kuratowski,1933; Kuratowski, 1966)

Tammm 2.2.4 (X, 7) topolojik uzayi ile X kiimesi {izerinde tanimli I ideali verilsin. I ideali
ile birlikte (X, T) topolojik uzayina, ideal topolojik uzay (Jankovic ve Hamlett, 1993) denir
ve (X, 1, 1) seklinde gosterilir.

Tammm 2.2.5 (X, 7) topolojik uzay, S € X kiimesi verilsin ve [ ailesi, X kiimesi Uzerinde

bir ideal olsun.

S*(I,7) = {x € X IVR € G(yicin, (RN S) ¢ I} kimesine S kimesinin I ideali ve t

topolojisine bagli lokal fonksiyonu denir (Jankovic ve Hamlett,1990).
Bu ¢alismada kisaca S*(I, 7) yerine S* gosterimi kullanilacaktir.

Ornek 2.2.5 X = {1,2,3} kiimesi, T = {@,X, {1,2}, {3}} topolojisi ve I = {®,{1},{3},{1,3}}
ideali verilsin.S = {1,2} kimesi icin $* = {1,2} dir. Gercekten 1 ve 2 nin tiim agik

komgsuluklarinin S kiimesiyle kesigsimleri idealin eleman1 degildir.

Onerme 2.2.6 (X, 1) topolojik uzay1 ile X kiimesi iizerinde taniml1 I ideali verilsin. S,R c

X kiimeleri i¢in asagidaki ozellikler saglanir (Kuratowski,1933).

SCRiseS*cR*
(S c 8
(SUR)"=S"UR"
(SNR)*cS*NR*
S*=cl(S) ccl(S)

AR A

Tamm 2.2.7 (X, 1) topolojik uzayi ile X kiimesi {izerinde tanimli I ideali verilsin. S ¢ X
kiimesi igin cl*(S) = S U S* seklinde tanimlanan cl*: P(X) — P(X) operat0ri
1. c'(@) =0

2. S€ P(X) =S ccl'(S)
3. SREPX)=> cl*(SUR) =cl*(S)Ucl*(R)



4. Se P(X) = cl*(cl*(S)) = cl*(5)
sartlarini saglar ve cl* islemine Kuratowski kapanis islemi denir(Kuratowski,1933).
S kiimesinin x —kapanis1 cl*(S) ile gosterilecektir.

Tammm 2.2.8 (X, 7) topolojik uzayi ile X kiimesi iizerinde tanimli [ ideali verilsin. Eger S
kiimesi S € int(S*) sartim sagliyorsa S kiimesine [ -agik kiime denir(Abd EI-
Monsef,1992).

Ornek 228 X ={a,b,c,d} kimesi ve 1= {X,0,{c},{a,b},{a,b,c}} topolojisi

tizerinde tanimli [ = {@, {a}} ideali verilsin. Burada {b, c, d} [-acik kiimedir.

Tammm 2.2.9 (X, t,1) ideal topolojik uzaymnin ScX kimesi verilsin; S c cl(int(cl*(S)))
ise §-I-acik kiimedir (Hatir ve Noiri, 2002).

Ornek 2.29 X = {a,b,c,d} kimesi ve T = {X,®,{b},{a, b}} topolojisi ve I = {@,{b}}

ideali ile birlikte (X, 7,1) ideal topolojik uzay1 verilsin.S = {b} kiimesi bir p-I-agik

kiimedir.

Tamm 2.2.10 f: (X, 7,1 ) — (Y, o) fonksiyonu verilsin.Eger her S € o kiimesi icin f~1(5),
[-agik oluyor ise f fonksiyonuna /-strekli fonksiyon ( Abd EI-Monsef vd., 1992) denir.

Tamm 2.2.11f: (X,7,1) — (Y, 0) fonksiyonu verilsin.Eger her S € o kiimesi icin f~1(5),
B-I-agik oluyor ise f fonksiyonuna S-I-siirekli fonksiyon (Hatir ve Noiri, 2002) denir.



3. y ISLEMI ILE VERILEN KUME VE FONKSIYON TANIMLARI

Bu bolimiin ilk kisminda y islemi ve bu islem {izerinde tamimlanmis kiime ve
fonksiyonlar tanitilacaktir. ikinci béliimde ise y islemi ve Kuratowski kapanis islemi

iligkilendirilecektir.

3.1. y islemi ve Ozellikleri

Tammm 3.1.1 (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Biry: t = P(X) islemi, her S € 7 igin S <
S, olacak sekilde 7 topolojisinden X in gii¢ kiimesine bir islemdir. Burada S, S niny
islemi altindaki degerini gosterir. ( Kasahara, 1979). X kiimesi iizerinde bu islemlerin
kiimesi I'(X) ile gosterilecektir.

Tammm 3.1.2 (X, 7) bir topolojik uzay ,y € I'(X) ve x € X olsun. x in her bir agik R
komsulugu i¢in R, NS # @ ise, x elemanina S € X in bir y -kapanis noktas1 denir. S nin y
-kapanis noktalar1 kiimesi, S nin y -kapanisi olarak adlandirilir ve cl, (S) ile gosterilir.
Eger cl,,(S) € S'ise, X in S alt klimesine y -kapali denir. Bu durumda cl,,(S), S nin her y-
kapali alt kiimesini kapsar (H.Ogata, 1991).

Tamm 3.1.3. (X, ) bir topolojik uzay , y € I'(X) ve birx € S < X olsun. R, < S olacak
sekilde x in agik bir R komsulugu varsa, x noktasina S nin bir y -i¢ noktasi denir. S nin
biitin y -i¢ noktalariin kiimesi int, (S) seklinde gosterilir. Ayrica int, (S)={x €S| x €
R € T,R, S S} seklinde ifade edebiliriz. Boylece int,, (S) € S dir.

I. S kiimesi y -agiktir ancak ve ancak int,, (S) = S dir.

ii. Eger § € P ise , int,(S) € int,(P) ve cl,(S) € cl,(P) dir (Rehman ve Ahmad,
1992).

Onerme 3.1.4 (X, ) bir topolojik uzay ve y € I'(X) olsun. S,R € X igin;

i int, (int, (5)) = int, (5)

ii. int, (S UR) 2 int,(S) Vint,(R)

iii. int, (S NR) € int,(S) nint,(R)

ozellikleri saglanir (Rehman ve Ahmad, 1992).

Tamm 3.1.5 (X, 7, 1) bir ideal topolojik uzay ,y € I'(X) ve S € X icin her x € Sigin x €
R ve R, < Solacak sekilde bir R agik kiimesi varsa S , y —agik kiimedir. S¢, bir y —agik
kiime ise S, y —kapal1 kiimedir (H.Ogata,1991).
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Tamm 3.1.6 (X, 7) bir topolojik uzay ve y € I'(X) olsun. Eger bir x € X icinx ER, S S
olacak sekilde bir y -acik R kiimesi varsa, S ye x in bir y -komsulugu ve x elemanina da S

nin bir y -i¢ noktas1 denir. Ozel olarak S, y -acik ise S ye x in bir ¥ -a¢ik komsulugu denir
(Ahmad ve Hussain, 2005).

Tamm 3.1.7 (X, 7) bir topolojik uzay ve y € I'(X) olsun. S c X igin S < cl,(int,(cl,(5)))
ise S bir y-B-acik kiimedir. S¢, y-f-agik kiime ise S ye y-f-kapali denir.

Eger S, y-B-kapali bir kiime ise int, (cl,(int,(S))) € S dir. Ayrica;

) B-acik kiime kavramu ile y-f-agik kiime kavramlart bagimsizdir.
i) y-acik kiime y-fF-aciktir ancak tersi dogru olmak zorunda degildir (C.K. Basu, B.
M. U. Afsan and M. K. Ghosh,2009).

Ornek 3.1.7.i X = {1,2,3} kiimesi tizerinde 7 = {(D,X, {1,2},{1}, {2}} topolojisi verilsin.

Biry: 7 — P(X) islemi

g = {13, S={1}
v =Sy { Su {3}, S = {1}

seklinde tanimlansin. y -agik kiimeler @,X,{1}dir.

y -kapali kiimeler @,X,{2,3}dir.

R = {2} kimesi icin cl (int(cl(R))) = {2,3} dir ve R, B-a¢ik kiimedir. Diger yandan,

cl, (intY (cly(R))) = @ oldugundan R, y-B-acik kiime degildir.
Ayrica drnekte S, = cl,(S) segilirse P = {3} kimesi y-f-aciktir fakat -agik degildir.

Ornek 3.1.7.ii X ={a,b,c,d} kumesi (izerinde = ={@,X,{a, b}, {a},{b}} topolojisi

verilsin.

y: T — P(X) islemi

= = S, S = {a};
v =S { Su (b}, S % {a},

seklinde tanimlansin. y -a¢ik kiimeler X, @, {a, b}, {a}, {b} dir.



R = {b,c} icin cl, (intY (cly(R))) = {b, ¢, d} dir ve R, y-B-aciktir fakat y -acik degildir.

Tammm 3.1.8 (X, ) bir topolojik uzay ve y € I'(X) olsun. S € X i¢in S nin igerdigi tiim y-
f-acik kiimelerin birlesimine S nin y-£-ici denir ve gint, (S) ile gosterilir (C.K. Basu, B.
M. U. Afsan and M. K. Ghosh,2009).

Tammm 3.1.9 (X, 7) bir topolojik uzay ve y € I'(X) olsun. S c X i¢in S yi iceren tum y-f-
kapal kiimelerin kesisimine S nin y-f-kapanist denir ve fcl,(S) ile gosterilir (C.K. Basu,
B. M. U. Afsan and M. K. Ghosh,2009).

Teorem 3.1.10 (X, 7) bir topolojik uzay ve y € I'(X) olsun. x € Bcl,(S) dir ancak ve ancak

X in her y-f-acik R komsulugu i¢in S N R # @ dir ( C.K. Basu, B. M. U. Afsan and M. K.
Ghosh,2009).

Ispat 3.1.10 Kabul edelim ki x € Bcl,(S) ve x in bir R y-f-acik komsulugu igin S N R =
@ olsun. R¢ y-p-kapal bir kiimedir ve S c R° dir. Boylece fcl,(S) c R® dir. Bu dax &
Bcl,(S) demektir ki bu bir geliskidir.

Diger yandan x & fBcl,(S) oldugunu kabul edelim. O zaman Gyle bir y-$-kapali P klimesi
vardir ki S € P ve x ¢ P dir. P¢ , y-B-a¢ik bir kiimedir ve x in bir komsulugudur.
Buradan S N P¢ = @ elde edilir.

Tanmm 3.1.11 (X, t) ve (Y, o) iki topolojik uzay ve y € I'(X) olmak tizere f : (X,7) —
(Y, o) fonksiyonu eger her x € X ve f(x) in her S acik komsulugu i¢in f(R) S S olacak

sekilde x in en az bir y-agik R komsulugu varsa f fonksiyonuna y-strekli denir (C.K. Basu,
B. M. U. Afsan and M. K. Ghosh,2009).

Tanmm 3.1.12 (X, t) ve (Y, o) iki topolojik uzay ve y € I'(X) olmak tizere f : (X,7) —
(Y, o) fonksiyonu verilsin. Eger f(x) i iceren her acgik S kiimesi i¢in f(R) € S olacak
sekilde x in en az bir y-f-acik R komsulugu varsa f fonksiyonuna y-£-stirekli denir (C.K.
Basu, B. M. U. Afsan and M. K. Ghosh,2009).



3.2. y Islemi ve Kuratowski Kapams Islemi
Bu boliimdeki tanim ve teoremler (Ozcan,2022) kaynagindan alinmistir.

Tanmmm 3.2.1 (X,7,1) bir ideal topolojik uzay , y € I'(X) olsun. S € X kimesinin y

fonksiyonu ve I idealine iliskin y-lokal fonksiyonu,

Sy,1)={x €X:RNS &l,xinhery— R actk komsulugu icin}
Bu lokal fonksiyon Sy (1, ) kisaca Sy olarak ifade edilecektir. Ayrica bu kapanis operatdrii
cly (), cly(S) = S U Sy olarak elde edilir.
Teorem 3.2.2 (X, t,I) bir ideal topolojik uzay , y € I'(X) olsun. S§ © X kimesi igin
cl, (S3) € cl, (S) dir.

Ispat 3.2.2 Kabul edelim ki x € cl,(S;) olsun. Béylece x in her R y-komsulugu i¢in R N
S, # @ dir ve m € R N Sy olacak sekilde bir nokta vardir. Yani m € Sy ve m nin her R y-
komsulugu i¢cin R N S & I dir. @ € I oldugundan R N S # @ dir ve x € cl,(S) dir. Buradan
cl, (Sy) € cl,,(S) elde edilir.

Teorem 3.2.3 (X, ,1) bir ideal topolojik uzay ,y € I'(X) ve S © X olsun. Her y-agik R
kimesiicin R NSy € (RN S),, dir.

ispat 3.2.3 Kabul edelim ki x € RN Sy olsun. Tanim 3.2.1 den x in her P y-komsulugu
icin P NS & I dir. R bir y-acik kiimedir ve R, x in bir y-komsulugudur. Yani P N R, X in
bir y-komsulugudur. x € Sy oldugundan (P N R) N S & I dir. Buradan x € (R N S) j elde
edilir. Sonug olarak R N Sy € (R N S) J, dir.

Teorem 3.2.4 (X,7,I) bir ideal topolojik uzay , y € I'(X) ve S € X olsun. Asagidaki

kosullar saglanir.

. SCSR=>S,SR;

ii. ($7)y =Sy

iii. (SUR), =S, UR,

iv. (SNR), =S, NR,

Bu kosullarin ispatlar1t Tanim 3.2.1 den elde edilir.

Teorem 3.2.5 (X, 7, 1) bir ideal topolojik uzay ,y € I'(X) ve S,R € X olsun. Kuratowski

kapanig operatorii cl,, (. ) asagidaki kosullar1 saglar.
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. cl; () = ¢
i.  Sccl(S)

iii. cly(SUR) = cly(S) U cly(R)

iv. by (cly(9) = cly(S)

Ispat 3.2.5

i. Tanim 3.2.1 e gore, cl;, (@) = @ U 0;=0.
i Tanim 3.2.1 den direkt elde edilir.

iii. Tanim 3.2.1 e gOre,

clb(SUR)=(SUR)U(SUR); =(SUR)U(S;UR;)=(SuS;)u (RUR;y) =
cly(S) U cly(R)

iv. Tamim 3.2.1 e gdre, cly,(S) = S U Sy dir. Buradan
cly(cly(8)) = Cl]*,(S V] S;)

=(sus)u (sus;y)

=(sus;)u(syu (s7), )
=(susp)u(s,usy)
=SUSs;
= cl;(S)
Boylece cly, (cl; () = cl;(S) dir.

Tanmm 3.2.6 (X,7,I) bir ideal topolojik uzay , y € I'(X) ve S € X olsun. Eger S C
int, (S,) ise S bir y-I-acik kiimedir.

Tammm 3.2.7 (X, t, 1) bir ideal topolojik uzay ,y € I'(X) ve S € X olsun. Eger S¢ bir y-I-
acik kiime ise S bir y-I-kapal1 kiimedir.

Tamim 3.2.8 (X, 7, 1) bir ideal topolojik uzay , y € I'(X) ve S € X olsun.
I. R 2 § olacak sekilde en kiiciik y-I-kapali kiime R, S nin y-I-kapanigidir. S nin y-I-

kapanis1 soyle de ifade edilir;
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Icl,(S) == N{R|S € Rve R® biry — I — acik kiimedir}

ii. M < S olacak sekilde en biiyiik y-I-agik kiime M, S nin y-I-igidir. S nin y-I-ici
sOyle de ifade edilir;

lint,(S) == U{M|M E Sve M bir y — I — acik kiimedir}

Teorem 3.2.9 (X,t,I) bir ideal topolojik uzay , y € I'(X) ve S € X olsun. Asagidaki

kosullar saglanir.

. S < Icl,(S)

ii. lint,(S) €S

iii. Eger S, y-I-kapal1 bir kiime ise Icl, (S) = S dir.

iv. Eger S, y-I-agik bir kiime ise Iint,, (S) = S dir.

V. Icl,(5¢) = (Iint, (S))°

Vi. (Icl,(5))¢ = lint, (S5°)

Ispat 3.2.9

i. Ispat Tanim 3.2.8 den elde edilir.

ii. Ispat Tanim 3.2.8 den elde edilir.

iii. Icl,(S), S yiigeren en Kiiglik y-I-kapali kiime oldugundan Icl, (S) = S dir.
iv. lint, (S), S nin igerdigi en biiyiik y-I-a¢ik kiime oldugundan /int, (S) = S dir.

V. Teorem 3.2.9 (ii) den lint,(S) €S dir boylece S¢ € (lint,(S))° elde edilir.

Ayrica lint, (S) y-I-agik bir kiime oldugundan (/int, (S))¢ y-I-kapali bir kiimedir.

Cc c Cc
Boylece Icly((linty(5)> )=(Iinty(5)) ve Icly(SC)‘;(Iinty(S)) elde
edilir. Diger taraftan, Teorem 3.2.9 (i) den 5S¢ < Icl,(S°) dir. Buradan
(Icl,($9)° €5 ve (cl,(5)) bir y - I -agk kiimedir. Boylece

tint, ((1cl,(59) ) = Uet,(S9)°  dir. Yani (Icl,(S))° € lint,(S)  ve

(Iint,, (8))° € Icl,(5¢) elde edilir.

Vi. vii. nin ispatina benzer sekilde yapilir.
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4.IDEAL TOPOLOJIK UZAYLARDA y-B-1 ACIK KUME VE
FONKSIiYON TANIMLARI

Bu bélimde y fonksiyonu ile verilen bazi agik kiime tanimlar1 ve fonksiyon tanimlari ideal
topolojik uzaylara tasinmistir. Daha sonra bu kiimelerin 6zellikleri verilmis ve sureklilik

¢esitleri tanmmlanmastir.
4.1. y-B-I1 Kumeler ve Ozellikleri

Tamm 4.1.1 (X,t,]) bir ideal topolojik uzay , y€T'(X) ve SCX icin SC
cl, (int, (cl;(S))) ise S kimesine y-B-1 acik kiimedir denir. Biitiin y-f-1 acik kiimeler
p10,(X) ile gosterilecektir.

Tammm 4.1.2 (X,7,I) bir ideal topolojik uzay, yel'(X) ve SCSX igin §2
int, (cl, (int,(S))) ise S ye y-f-I kapalr kiimedir denir. Biitiin y-f£-I kapal kiimeler
BI1C,(X) ile gosterilecektir.

Onerme 4.1.3 (X, 7, 1) bir ideal topolojik uzay , y € I'(X) ve S € X verilsin. Eger S, y-f-1
acik kiime ise S¢ kiimesi y-B-I kapalidir.

Ispat 4.1.3 Kabul edelim ki S ,y-B-I agik olsun. S€ nin y-£-I kapali kiime oldugunu

gosterelim.
S kiimesi y-B-I agik oldugundan S € cl, (int, (cl;(S)))dir. O halde,
§¢ 2 (cl, (int, (cly(S)))) = int, (int, (cl;(S)))¢ = int, (cl, ((cl;(S))))
= int,, (cl, ((int,(5°))
Buradan S¢ , y-B-I kapali kiimedir.

Ornek 4.1.4 X = {a,b,c} kimesi tzerinde T ={@, X,{a},{b}.{a,b}} topolojisi ve I =
{@, {a}} ideali verilsin.

b € Xicinbiry: T - P(X) islemi

S

e S b e
S)=5 = :
v y{ c(s), be¢s

seklinde tanimlansin. y -agik kiimeler @, X, {a, c}, {b}, {a, b} dir.

y-kapali kiimeler @, X, {a, c}, {b}, {c} dir.
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y-B-1 acik kiimeler @, X, {a, c}, {b}, {a, b}, {b, c} dir.
y-B-1 kapali kiimeler @, X, {a, c}, {b},{c}, {a} dir.

S ={b,c} kimesi icin cl,(int,(cl; (S))) = X ve S € X oldugundan S , y-f-1I acgik

kumedir.

R = {a} kimesi icin cl, (int,(cl;(R))) = @ ve R € @ oldugundan R, y-B-I acik kiime
degildir.

Teorem 4.1.5 (X,t,I) bir ideal topolojik uzay, y € I'(X) olsun, asagidaki ifadeler
dogrudur.

i) y-B-I agik kiimelerin keyfi birlesimi de y-S-I agiktir.

i) y-B-I kapali kiimelerin keyfi kesisimleri de y-f-I kapalidir.

Ispat 4.1.5

(i). {S; i € J} € p10,(X) olsun. Her S;, y-B-I agik oldugu icin, S; < cl, (int,(cl}(S;)))
dir.

Buradan,

USi c U cl, (inty (cl]*,(Sl-))) =cl, <U inty(cl]*,(Sl-))) c cly(inty(U (cl;(S))

el iel iel ie]

dir.
im.{S;liej}jc olsun. Her S; y-B-I kapali oldugu i¢in,
{Si1i € J} € BIC,(X) olsun. Her S I kapali old

S; 2 int, (cl, (int,(S;))) dir.

(V502 inty (cty (intys0)) = inty, () ety (intj(50)) 2 inty ety () imt (50

ie] ieJ ie] ie]
inty ety ([ | inty (50) = int, | | int; (ﬂ 5i>
ie] ie]

dir.
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Teorem 4.1.6 (X,t,1) bir ideal topolojik uzay ,y € I'(X) ve S € X olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler saglanir.

I. Eger S, y- acik ise y-fB-I agiktir.

ii. Eger S, y-I- agik ise y-B-1 agiktir.

iii. Eger S, y-pre-l-acik ise y-£-I agiktir.

Iv. Her y-B-I agik kiime y-f8 agiktir.

Ispat 4.1.6

I.S,y-acikise S C int, (S) dir.

Sc int,(S) < int,(S*US) € cl, (int,(S* U S)) = cl, (int, (cL,"(S5))).
Boylece S nin y-B-I agik oldugu elde edilir.

Ayrica S, y-B-I agik ise y- agik olmak zorunda degildir. Ornek 4.1.4 de goriildiigii iizere,
S = {b, c} kimesi y-B-I agiktir ancak y- a¢ik bir kiime degildir.

ii. S, y-I- acik ise S C int, (5*) dir.
S cint,(S*) S int, (S US) S cl, (int, (S* U S))=cl, (int, (cl,"(S5)))
Boylece S nin y-B-I agik oldugu elde edilir.

Ayrica S, y-B-1 agik ise y-I- agik olmak zorunda degildir. Ornek 4.1.4 de goriildiigii iizere,
R = {a, c} kiimesi y-B-I agiktir ancak y-I- agik bir kiime degildir.

iii. Eger S, y-pre-I-agik ise SE int,, (cl,”(S)) dir.
Sc int, (cl,"(S)) € cl, (int,(cl,"(S))) dir.
Boylece S nin y-B-1 agik oldugu elde edilir.

Ayrica S , y-B-1 acik ise y-pre-I-acik olmak zorunda degildir. Ornek 4.1.4 de gériildiigii
Uzere P = {b, c} kiimesi y-B-I agiktir ancak y-pre-I- acik bir kiime degildir.

iv. Eger S, y-f-1 agik ise S € cl, (int, (cl3(S))) dir.

SE cly (int, (cl; (S))) € cl,, (int, (5" U S)) € cl, (int, (cL,(S) U S)) € cl, (int, (cl, (S))
dir.

Sc cl, (int, (cl,(S)) oldugundan S, y-f agiktir.
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Ayrica S, y-B agik ise y-B-I agik olmak zorunda degildir. Ornek 4.1.4 de goriildiigii iizere

S = {a} kimesi,

cl, (int, (cly(S)) ={a,c} ve {a} € {a, c}oldugundan y - B agiktir. Fakat y-p -1 agik
degildir.
Tammm 4.1.7 (X, 7, 1) bir ideal topolojik uzay ,y € I'(X) ve S € X olsun. Bu durumda, S

kiimesinin y-B-I kapanisi S i igeren tiim y-f-I kapali kiimelerin kesisimi olarak tanimlanir

ve BIcl,(S)=N{R|S S R ve R° € BI0,(X)} ile gosterilir.
S kiimesinin y-B-I i¢i S nin kapsadig1 y-f-I agik kiimelerin birlesimidir ve
Blint,(S)=U{P|P < S,P € BI10,(X)) }ile gosterilir.

Teorem 4.1.8 (X, 7,1) bir ideal topolojik uzay ,y € I'(X)ve S € X olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler saglanir.

I. plcl, (®)=0 ve Blint,(9)=0 dir.

ii. Blcl,(S) , X te y-p-I kapaldir.

iii. plint,(S), X’te y-B-I agiktir.

Iv. S < Blcl,(S).

V. plint,(S) € S

Vi. S, y-B-1 agiktir. & S= Blint, (S) dir.
vii. S, y-B-I kapahdir. & S=pIcl,(S) dir.
viii. S < Pise plcl,(S) € plcl,(P) dir.
iX. S € Pise plint,(S) < plint, (P) dir.

x. B, (Blct,(5)) = Blc, (S)
Xi.  lint, (Blint,(S)) = plint,(S)

xii.  BIcL,(S) U BIcl,(R) € BIcl, (S UR)
xiii.  BIcL, (SN R) € BIcL,(S) N BIcl,(R)

Ispat 4.1.8

I. @ < cl, (int, (cl,(9))) ve @ 2 int, (cl, (int,(D))) oldugundan ispat tamamlanur.
ii. plcl,(S) =n {R1S S RveR®€pI OV(X)} smift kapali kiimelerin kesisimi
oldugundan Blcl, (S), y-B-I kapalidir.
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iii. plint, (S)= U {P |P<SS,Pe€pIO,(X) } smift  agik  kiimelerin  birlesimi
oldugundan Blint, (S), y-B-I agiktir.
Iv. plcl,(S), S yi iceren tim y-p-I kapal kiimelerin kesisimi olarak tanmimlanir.

Dolayisiyla S yi kapsayan en kigik y - 8 -1 kapali kiime oldugundan ispat
tamamlanir.

V. plint, (S), S nin kapsadig1 y-f -1 acik kiimelerin birlesimi olarak tanimlanir.
Dolayisiyla S nin igerdigi en biiyiik y-£-I agik kiime oldugundan ispat tamamlanir.

vi.  plint,(S)=u{PIP<S,P€pIO,(X) } Ve S, y-B-I acik kiime ise S € BIO0,(X)
ve S € S oldugundan S € Blint,(S) dir.

Tamimdan S 2 plint,(S) oldugu aciktir.

Boylece S= plint,, (S) dir.
Diger yandan S= Blint, (S) ise S € plint, (S) oldugundan S, y-B-I acik kiimedir.

vii.  pIcl,(S)=n{R|1S S RveR° € BI0,(X)} ve S, y-B-I kapali kiime ise S¢ €
p10,(X) veS €S oldugundan S € Blcl,(S) dir.
Tammdan Blcl,(S) €S oldugu agiktir.

Boylece S= picl, (S) dir.
Diger yandan S= plcl, (S)ise S¢ € 10, (X) oldugundan S, y-f-I kapali kiimedir.
viii.  BIcl,(S)=N{R|S S R ve R° € BI0,(X)} ve

Blcl,(P)=n{RIP S Rve R € BIO,(X)} dir.S < P ise

Nrse ) =

RsES RpER
dir. Boylece pIcl,(S) € plcl, (P) dir.
ix.  Blint,(S)=U{RIR S S,R € BIO,(X) }ve
Blint,(P)=U{RIR S P,R € BI0,(X)}
dirr.SC Pise R S S C P olacak sekilde her R kiimesi P’nin alt kiimesidir.

Ure |

RsES RpER
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dir. Boylece Blint,(S) < plint, (P) dir.

X. plcl, (S) kapali oldugundan (Teorem 4.1.8 (ii) )

Blcl, (BicL, () = Blcl, (S) dir.

Xi. plint,(S) acik oldugundan (Teorem 4.1.8 (iii) )

Blint, (Blint,(5)) = Blint, (S) dir.

Xii. SESSURVeRESSUR oldugundan plcl,(S) € Blcl,(SUR)
ve Blcl,(R) € Blcl, (S U R) dir. Boylece,

Blcl,(S)u Blcl,(R) € Blcl,(S U R) elde edilir.

Diger yandan,

X = {a,b,c} kimesi Uzerinde t = {@, X,{a}.{b}.{a, b}} topolojisi ve I = {@,{a}}

ideali verilsin.
b € Xicinbiry: T - P(X) islemi
S
S

e s, b e
v =5 '{ a(s), b ¢

seklinde tanimlansin. y-agik kiimeler @, X, {a, c}, {b},{a, b} dir.

y -kapali kiimeler @, X, {a, c}, {b}, {c} dir.

y-B-1 acik kiimeler @, X, {a, c}, {b}, {a, b}, {b, c} dir.

v-B-1 kapali kiimeler @, X, {a, c}, {b},{c}, {a} dir. Bu 6rnekte S = {b} ve R = {a} kiimeleri
icin,

Blcl,(S) = {b} ve plcl,(R) = {a} iken

Blcl,(SUR) = picl,({a,b}) = X oldugu goriilmektedir.

Blcl,(S)u plcl,(R) ={a,b}ve

Blcl, (S UR) = X oldugundan

plcl,(S)u pIcl,(R) » Blcl, (S U R) elde edilir.

xiii. SNRESSveSNR CR oldugundan Blcl, (S NR) € plcl,(S) ve

18



Blcl, (SN R) € plcl,(R) dir. Boylece,

plcl, (SN R) < plcl,(S) n Blcl,(R) elde edilir.

Diger yandan Teorem 4.1.8 (xii) de verilen 6rnekte, S={a,c } ve R={b,c} kiimeleri icin,
plcl,(S)={a,c} ve ficl,(R) =X iken

Blcl,(SNR) = plcl,({a,c}) = {c} oldugu goriilmektedir.

plcl,(S) npIcl,(R) = {a,c}ve

Blcl,(SNR) = {c} oldugundan

plcl, (SN R) D plcl,(S) N Blcl,(R) elde edilir.

Teorem 4.1.9 (X, t,I) bir ideal topolojik uzay ,y € I'(X)ve S € X olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler saglanir.
. F, ¢
. Blcl,(S) = (ﬁllnty(S))
ii. (BIcL, (S))€ = Blint, (S°)
Ispat 4.1.9
i. plint,(S) € S oldugundan S¢ € (Blint, (S))° dir.
plint, (S) y-f-I agik bir kiime oldugundan (Blint, (S))¢ kiimesi y-f-I kapahdir. Boylece,
Blcl, ((Blint, (S))¢) =(Blint,(S))° elde edilir.
S¢ < (Blint,(S))€ oldugundan plcl,(S¢) € (Blint,(S)) dir.
Ote yandan , S¢ € BIcl,(S¢) ve (Blcl,(S))° < S dir.
(Blcl,(S9)° y-B-I agik bir kiime oldugundan Blint, ((ﬁ]cly(SC))c) = (Blcl,(59))°
dir.
c
(Blcl,(S9))° €S ve Blint, ((ﬁlcly(SC)) ) c Blint,(S) dir.
(Blcl,(S€))° kimesi y-B-I agik oldugundan (BIcl,(5))¢ € Blint, (S) ve

(Blint,(S))° € Blcl,(S°) elde edilir.

Boylece lct, (5) = (Blint,(S))  dir.
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ii. S Blcl,(S) oldugundan (BIcl,(S))¢ € S¢ dir. ﬁlinty((ﬁlcly(S))C) c Blint, (5°)
dir. (Blct,(5))  kimesi y-B -1 agik bir kime oldugundan Blint, ((Blct, () ) =
(ﬁlcly(S))c dir.

Boylece (BIcL,(S)) € Blint, (S°) elde edilir

Diger yandan Blint, (S¢) € S€ve S € (Blint,(5¢))° dir.

(Blint, (S))¢ y-B-I kapalt bir kiimedir ve

pict, ((Blint,(59)") = (Blint, (%)) dir.

S € (Blint,(S9)° oldugundan BIcl,(S) € (Blint, (59)) ve

(Brint, (s)) < (BIcL, () elde edilr. Boylece,

(Blint, (s)) = (BIcL, () elde edilir

Teorem 4.1.10 (X, t, 1) bir ideal topolojik uzay ,y € I'(X)ve S € X olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler saglanir.

i. plcl,(S) = Suint,(cl, (int)(S))
ii. Blint,(S) = S ncl,(int, (cl;,(S))
ispat 4.1.10

i. Blcl,(S) y-B-I kapali kiimedir. O halde,

Blel, (S) 2 int, (cl, (int; (BIcL,(S)) dir. Buradan

SU Blcl,(S) 2 S U int, (cl, (int; (BlcL,(S)) ve

BlcL,(S) 2 S U int,(cl, (int; (Blcl,(S)) yazilabilir.

BlcL,(S) 2 S U int, (cl, (int; (BlcL,(5)) 2 S U int, (Cly (int;(S))> dir.
Diger taraftan,

int, (cl, (int;(S)) € S & S, y-B-I kapali kiimedir.
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S v int, (cl, (inty(S)) nin y-£-1 kapali kiime oldugunu gosterelim.
inty(cly(int;}(s U int,, (cl, (int;(S)) )

C int, (cl, lint;; (S) U inty, <inty (cly (int{j (S))))l
C int, (cl, [int;}(S) Ucl, (int;‘;(S))] C int, <cly (cly (int;ﬁ(S))))

= int, (cly (int; (S))) c Suint, (cly (int)’j (S)))
Boylece, S U int, (cl, (int,(S)) y-B-I kapali kiimedir ve
Blcl,(Suint,(cl, (int;(S)) ) = SV int,(cl, (int;(S)) dir.
plcl,(S) € Suint,(cl,(inty(S)) elde edilir.
Sonug olarak BIcl,(S) = Suint,(cl,(int,(S)) oldugu goriiliir.

ii. Blint, (S) y-B-I agik bir kiimedir. O halde

Blint,(S) < dl, (int, (cl; (Blint,(S))) ve lint,(S) < S oldugundan
Blint,(S) € SN cl, (int (cly (Blint, (S))) € S N dl, (int, (cl;(S)) dir.
Diger taraftan,

cly (int, (cl;(S)) 2 S & S,y-f-1 agik kiimedir. S 0 cl, (int, (cl; (Blint,(S))) kimesinin

y-B-I agik bir kiime oldugunu gésterelim,
cly (int, (cty (S 0 cl, (int (cl; (Blint, (5)))))
2 cl, (int, [cl;(S) nely (cly (inty (cl;(5>))>]
2 dl, (int, [cl;(S) n (inty (a@(S)))]
= d, (int, (ct;()) 2 s 0, (it (c5())

Boylece S N cl, (int, (cly (B1int, () )) y-B-I agik bir kiimedir ve,

Blint, <S nel, (inty (cl;(S)))) =Sncl, (inty (cl;(S))) dir.
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Blint,(5)2 5 nc, (int, (c;(5))) elde edilir.

Sonug olarak glint, (S) = S n cl, (int, (cl;(S)) oldugu goriiliir.
4.2. y-B-1 Surekli Fonksiyonlar

Tanmm 4.2.1. f: (X,t,I) = (Y, o) fonksiyonu igin y: t =» P(X),0: d = P(Y)
sirastyla T ve o lizerinde islemler olsun. Eger Y de ki her 8- agik K kiimesi icin f~1(K) X

te y- B- I acik ise f fonksiyonuna (y, 8)- - I surekli fonksiyon denir.
Ornek 4.2.1 X = {a,b,c} kimesi tzerinde T = {@, X,{a},{c}.{a, b}.{a, c}} topolojisi ve
I = {0,{c}} ideali verilsin.

b € X icin bir y: T — P(X) islemi

y(S) =S, :{ 5 4

, €S
cl(S), ¢ S

seklinde tanimlansin.
Y = {d, e, f } kimesi lzerinde o = {@, X,{d},{e}.,{d,e}{d,f}} topolojisi verilsin.

e €Y icinbir 8: ¢ — P(Y) islemi

2] (S) =S :{ SCI(S) ’ z Ee SS

seklinde tanimlansin.
f: Xt - (Y,0),f ={(ace), ), (cd)} fonksiyonu tanimlansin.
X’te y —acik kiimeler @,X,{a, b}, {c}
Y’de 6-agik kiimeler @,Y,{d}, {e}, {d, f} dir.
Y’de 6-agik kiimelerin ters gorintiilerinin {c}, {a}, {b, ¢} y- B- I agik oldugunu gosterelim.

s={a} igin int,(5) =8, §* = {a,b} ve cl;(5) = {a,b} ve d, (int, (c1;())) = {ab)

bulunur.

Boylece, S € cl, (inty (cl; (5))) oldugundan S, y- 8- I agik bir kiimedir.
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R={c} igin int,(R) ={c} , R" =0 ve c(R) ={c} ve cl, (int, (c;(®)) = {c)

bulunur. Boylece,

RCcdl, (inty (cl;} (R))) oldugundan R, y- 8- I agik bir kiimedir.

P ={b,c} icin int,(P) = {c},P" = {a,b} vedl, (inty (cl]*,(P))) = X bulunur. Boylece,
Pccdl, (inty (cl;} (P))) oldugundan P, y- B- I agik bir kiimedir.

Y’de 0-acik kiimelerin ters goriintiileri y- 8- I agik oldugundan f fonksiyonu (y, 8)- B- 1

sureklidir.

Ornekteki ideal I = {@,{b}} alindiginda P = {b,c} igin int,(P) ={c}, P* ={c} ve
cl, (inty (cz;(P))) = @ bulunur. P & cl, (inty (cz;(P))> oldugundan P, y- B- I agik bir
kiime degildir. Yani f fonksiyonu (y, 8)- 8- I siirekli degildir.

Teorem 422 f: (X,t,I) = (Y, o) fonksiyonu igin y: 7 - P(X), 8: d —» P(Y)
sirastyla T ve o iizerinde islemler olsun. Y de ki her 8- kapali K kiimesi icin f~1(K), X te

y- B- I kapalidir ancak ve ancak f fonksiyonu (y, 8)- 8- I sureklidir.

Ispat 4.2.2 (<): f fonksiyonu(y, 8)- B- I siirekli olsun. S kiimesi Y de 8-kapali bir kiime
olsun. §¢, 8-acik bir kiime olur. f fonksiyonu siirekli oldugundan f~1(§¢) y- B- I agiktir.
1S9 = (F71(S)) ¢ oldugundan (F71(S)) € y- B- I agiktir ve f71(S) X te  y-B-1
kapalidir.

(=): R, B-acik bir kiime olsun. f~1(R) nin y- 5- I agik oldugunu gosterelim.R¢ f-kapali
bir kiime oldugundan kabulden f~1(R¢) y - B - I kapahdir. f~1(R¢) = (f71(R)) ¢
oldugundan (f~1(R)) ¢ y- B- I kapalidir ve f~1(R) y- 8- I aciktir. O halde f fonksiyonu
(v, 6)- B- I sureklidir.

Teorem 4.23 f: (X,7,1) = (Y, o) fonksiyonu verilsin. Vx € X ve f(x) in her S acik
komsulugu i¢in f(M,) € S, olacak sekilde x in en az bir y- 8- I agik M komsulugu vardir
ancak ve ancak f fonksiyonu (y, 8)- B- I streklidir.

Ispat 42.3 (=): Bir S € M #-acik kiimesini alalm. f~1(S) nin y- - I agik oldugunu
gosterelim. x € f~1(S) olsun. f(x) € S dir. Kabulden f(My) €S ve x € My olacak
sekilde bir My y- 8- I agik kiime vardir. Buradan x € My € f~1(S) elde edilir.
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o= ) M
x€f~1(S)

dir. Teorem 4.1.5(i) den dolay1 f~1(S) y- B- I agiktir. Boylece f fonksiyonu (y, 8)- -1

sureklidir.

(<):f fonksiyonu (y, 8)- B- I surekli olsun. Kabul edelim ki S, 8-a¢ik bir kiime olsun. f
siirekli oldugundan f~1(S) y- - I agiktir. f(x)’in bir 8-acik komsulugu S olsun. f(x) €
Sise x € f71(S) dir. Eger M = f~1(S) secersek f(M) C S elde edilir.

Boylece ispat tamamlanir.

Tanmm 4.24 f: (X,t,I) = (Y, a,]) fonksiyonu icin y: 7 - P(X),0: 0 = P(Y)
sirastyla 7 ve o lizerinde islemler olsun. Eger Y de ki her 8- B- J agik K kiimesi icin
f71(K) X te y- B- I agik ise f fonksiyonu (y,0) - B - (1,] ) irresolute fonksiyondur.

Ornek 4.2.4 X ={a, b, c} kimesi tzerinde 7 = {0, X,{a},{c}.{a, b}.{a, c}} topolojisi ve
[ ={@,{b}} ideali verilsin.

b € X icin biry: T — P(X) islemi

ﬂ$=%:{ S g

) S seklinde tanimlansin.
cl(s), S

€
¢
Y= {d,e,f } kimesi tzerinde o = {@, X,{d}{e},{d.e},{d,f}} topolojisi ve J= {@,{e}} ideali

verilsin.

e e Y icinbir 8: ¢ — P(Y) islemi

s =5 JO ey

seklinde tanimlansin.
f: Xt - (Y,0,]),f ={(ad),(,f), (ce)} fonksiyonu tanimlansin.
X’te y —acik kiimeler @,X,{a, b}, {c} ve
Y’de 6-agik kiimeler @,Y,{d}, {e}, {d, f} dir.

Y’de 6- B- ] agik kiimeler 0,Y {d},{e}, {d, f}, {e, d} dir.
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Y’de 6- - ] agik kiimelerin ters goruntiilerinin {c},{a}, {a,c}, {a,b} y- B- I agik
oldugunu gosterelim. {c} ve {a, b} kimeleri y —agiktir dolayisiyla y- 8- I agiktir.(Teorem
4.1.6 (i)

S ={a}icin cly(S) = {a, b} ve cl, (inty (cl;(S))> = {a, b} bulunur. Boylece,
scd, (inty (et (5))) oldugundan S, y- B- I agik bir kiimedir.
R ={a,c}icincly(R) = X ve ve cl,, (int,, (cl]*,(R))) = X bulunur. Boylece,

Rcdl, (inty (cl)*, (R))) oldugundan R, y- - I agik bir kiimedir.

Sonug olarak f fonksiyonu (y, 8) - 8 - (1,] ) irresolute fonksiyondur.

Teorem 4.25f : (X,t,I) = (Y, a,]) fonksiyonu igin y: t —» P(X),0:  —» P(Y)
sirasiyla T ve ¢ lizerinde islemler olsun. Y deki her 8- - J kapali K kiimesi i¢in
f1(K),X te y- B- I kapali ise f fonksiyonu (y,8) - B - (1,] ) irresolute fonksiyondur.

Ispat 4.2.5 K,Y’de 6- 8- ] kapali bir kiime olsun. K¢ 8- - ] acik bir kiimedir. f~*(K), X
te y- B- I kapali oldugundan (f~1(K)) ¢ y- B- I aciktir. Boylece K¢ 8- - J agik bir kiime
iken f7Y(K®) y - B- I agiktir. Boylece f fonksiyonu (y,0) - B — (I,]) irresolute

fonksiyondur.
Teorem 426 f: (X,7,1) = (Y, o,]) fonksiyonu igin y: t = P(X),0: o = P(Y)
sirastyla T ve o lzerinde islemler olsun. f fonksiyonu (y,0) - B - (I,] ) irresolute ise

(v, 0)- B- I sureklidir.

Ispat 4.2.6 Kabul edelim ki f (y,0) - B - (I,] ) irresolute fonksiyon olsun. Bir #-acik S
kiimesi ayn1 zamanda 8- - J-agiktir. f (y,80) - B - (1,] ) irresolute oldugundan f~1(S) de
y- B- I agiktir. O halde f fonksiyonu (y, 8)- 8- I streklidir.

Tammm 4.2.7 Bir S kiimesi y- -1 acik(kapali) iken f(S) de 8- - J acik(kapali) ise f
fonksiyonuna (y, 8) - B - (1,] ) agik(kapali) fonksiyon denir.

Ornek 4.2.7 Ornek 4.2.4 de {c},{a}, {a, b}, {a, c} kiimeleri X teki y- - I agik kiimelerdir.
Bu kiimelerin f fonksiyonu altindaki ters goriintiileri {d}, {e}, {d, e}, {d,f}Y de 8- B-]
acik kiimeler oldugundan f (y,0) - 8 -(1,] ) a¢ik fonksiyondur.
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Teorem 428 f : (X,7,1) = (Y, o,]) fonksiyonu igin y: t = P(X),0: o —» P(Y)

stirastyla T ve o iizerinde islemler olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

I. f fonksiyonu (y,0) - B - (1,] ) kapaldur.

ii. S € X icin plcl, (f(S)) < f(BIcl,(S)) dir.

Ispat 4.2.8 :(=) Kabul edelim ki f fonksiyonu (y,8) - B — (I,] ) kapali olsun. S € X igin
Blcl,(f(S)) v - B - I kapali oldugundan f(BIcl,(S)) de 6 - B - ] kapahdir. f(S)C
f(BIcl,(S)) oldugundan flcl,(f(S)) < f(BIcl,(S)) bulunur.

. (<) Kabul edelim ki, bir y- 5- I kapali S € X kiimesi icin ve plcl, (f(S)) € f(BIcL,(S))
olsun. f(S) € plcl,(f(S)) € f(BIcl,(S)) = f(S)

Bu durumda Icl, (f(S)) € f(S) dir.

Blcl,(f(S)) = f(S) bulunur ki bu da £(S)’in 8- - ] kapali olmasidur.

Sonug olarak f fonksiyonu (y, 8) - B - (I,] ) kapalidur.

Teorem 4.2.9 X,Y,Z topolojik uzaylar vey : 7 - P(X),0: 0 —» P(Y) ,a:p - P(2)
sirastyla T, o, p lzerinde islemler olsun. f:X —»Y,g:Y — Z fonksiyonlar1 verilsin.
gof:X = Z , (y,a)-B -1 kapali fonksiyon olsun. g, birebir ve (8,a)- B -1 irresolute
fonksiyon ise f, (y, 8) - B- I kapalidir.

Ispat 4.2.9 S € X ve S kiimesi y-kapali olsun. gof (S) de Z’de a-B-I kapaldir. Buradan

g Y(gof(S)) = f(S) 6 - B-1Ikapalidir. Boylece g, birebir ve (8, a)- -(1,]) irresolute
fonksiyon oldugundan f, (y, 8) - - I kapaldir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tez calismasinda, y islemi kullanilarak topolojik uzaylarda tanimlanan genellestirilmis
acik kiimeler, ideal topolojik uzaylara uyarlanmigtir. Bu yeni kiimeler, ideal topolojik
uzaylarday — B — I agik kiimeler olarak adlandirilmistir. Bu kiimelerle, bir kiimenin ici,
kapanist gibi kavramlar yeniden tanimlanmis ve bu kavramlarin 6zellikleri incelenmistir.
Ayrica yeni bir siireklilik tanimi yapilmistir. Bu incelemelerden yola ¢ikarak, topolojik

uzaylardaki diger kavramlar da ideal topolojik uzaylara uyarlanabilir.
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