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Bu tezin ilk bölümü, topolojik uzaylar ve ideal topolojik uzaylardaki açık ve kapalı 

kümeler hakkında literatür bilgisini içeren giriş kısmından oluşmaktadır. İkinci bölümde, 

ideal topolojik uzaylar ve bazı genelleştirilmiş kümelerin tanımları ve özellikleri 

açıklanmıştır; bu bilgiler ileriki bölümlerde kullanılacaktır. Üçüncü bölümde, 𝛾 işlemiyle 

oluşturulan 𝛾- 𝛽-açık ve 𝛾- 𝛽-kapalı kümelerin özellikleri ve 𝛾- 𝛽-sürekli fonksiyonlar ele 

alınmıştır. Dördüncü bölüm, 𝛾 işlemiyle tanımlanan 𝛾- 𝛽-açık kümelerin ideal topolojik 

uzaylara aktarılmasını içeren özgün bir çalışmadır. 
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SİMGELER ve KISALTMALAR LİSTESİ 

 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur. 

 

Simgeler   Açıklamalar 

∀    : Her 

∈   : Elemanı 

∉              : Elemanı değil 

⇒   : Gerek şart 

⇐   : Yeter şart 

∅                                 : Boş küme 

𝑿    : Evrensel Küme 

𝑷(𝑿)   : Güç Kümesi 

𝑺 ∪ 𝑹              : R ve S kümelerinin birleşim kümesi 

𝑺 ∩ 𝑹   : R ve S kümelerinin kesişim kümesi 

𝑺 ⊆ 𝑹              : R kümesi S kümesine kapsar ya da eşittir. 

𝑺 ⊈ 𝑹   : R kümesi S kümesini kapsamaz. 

𝑺𝒄   : S kümesinin tümleyeni 

𝑺 − 𝑹   : S fark R 

𝑰   : X kümesi üzerinde bir ideal 

𝝉   : Topolojik Yapı 

𝝈              : Topolojik yapı 

(𝑿, 𝝉)   : X kümesi üzerinde bir topolojik uzay 

𝑮(𝒙)                        : (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında x in açık komşuluklarının ailesi 

𝜸             : Gamma işlemi 

𝜞(𝑿)              : 𝑋 kümesi üzerinde 𝛾 işlemlerinin kümesi  
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(𝑿, 𝝉, 𝑰)            : X kümesi üzerinde ideal topolojik uzay 

𝒊𝒏𝒕(𝑺)             : S kümesinin içi 

𝒄𝒍(𝑺)   : S kümesinin kapanışı 

𝑺∗              : S kümesinin lokal fonksiyonu 

𝒄𝒍∗(𝑺)   : S kümesinin Kuratowski kapanışı 

𝑺𝜸   : S kümesinin 𝛾 işlemi altındaki görüntüsü 

𝒄𝒍𝜸(𝑺)   : S kümesinin 𝛾-kapanışı 

𝒊𝒏𝒕𝜸(𝑺)  : S kümesinin 𝛾-içi 

𝑺𝜸
∗               : S kümesinin 𝛾-lokal fonksiyonu 

𝜷𝒊𝒏𝒕𝜸(𝑺)  : S kümesinin 𝛾-𝛽 içi 

𝜷𝒄𝒍𝜸(𝑺)  : S kümesinin 𝛾-𝛽 kapanışı 

𝜷𝑰𝒊𝒏𝒕𝜸(𝑿)  : S kümesinin 𝛾-𝛽-𝐼 içi 

𝜷𝑰𝒄𝒍𝜸(𝑿)  : S kümesinin 𝛾-𝛽-𝐼 kapanışı 

𝜷𝑰𝑶𝜸(𝑿)  : (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında 𝛾-𝛽-𝐼 açık kümelerin ailesi 

𝜷𝑰𝑪𝜸(𝑿)  : (𝑋, 𝜏) topolojik uzayında 𝛾-𝛽-𝐼 kapalı kümelerin ailesi 
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1.GİRİŞ 

Levine (Levine, 1963) tarafından semi-açık kümeler kavramı tanımlanmıştır. Bu kavram, 

klasik topolojideki çeşitli tanımları genelleştirerek farklı anlamlarda genişletilmiş ve 

kullanılmıştır. Daha sonra topolojik uzaylarda pek çok yeni açık küme kavramı yapılmıştır. 

Örneğin (Abd El-Monsef vd,1983) 𝛽 -açık küme kavramını tanıtmıştır. Daha sonra 

genelleştirilmiş𝛽-açık kümeler (Tong, 2006) da verilmiştir.𝛽-açık kümelerin tanımlanması, 

topolojik uzaylardaki bazı tanımların bu kavram yardımıyla yeniden incelenmesine 

yardımcı olmuştur (Tahiliani, 2011; Kannan vd, 2012; Akdağ vd, 2014). 

Kasahara (Kasahara, 1979) tarafından τ kümesinden 'in güç kümesine bir fonksiyon 

olarak tanımlanan 𝛾:  𝜏 →  𝑃(𝑋)  işlemi, her 𝑉 ∈ 𝜏  için V'nin 𝛾(𝑉)  içinde yer aldığı 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝛾(𝑉)   V'nin γ işlemindeki değerini ifade eder ve bu kümeler 

γ-açık kümeler olarak adlandırılır. Ayrıca, her x ∈ V için, 𝑥 ∈ 𝑉 ve 𝛾(𝑈) ⊆ 𝑉 koşulunu 

sağlayan bir açık küme U varsa, V bir γ-açık küme olarak adlandırılır. Bir kümenin γ-içi 

(Jankovic, 1983) de ve bir kümenin γ-kapalı hali (Ogata, 1991) de tanımlanmıştır. X' in bir 

alt kümesi A için, 𝑐𝑙𝛾(𝐴) ⊆ 𝐴
 
ise, A bir γ-kapalı küme olarak adlandırılır. Burada 𝑐𝑙𝛾(𝐴), 

A'yı içeren en küçük γ-kapalı kümedir. γ-işleminin temel kavramları ve özellikleri 

(Rehman, 1992; Ahmad vd, 2003) da verilmiştir. γ-semi-açık kümeler (Hussain vd, 2010; 

Ahmad vd, 2005) de tanıtılmıştır. A'nın içinde bulunan en büyük γ-semi-açık küme A'nın 

γ-semi-içi olarak adlandırılır (Ahmed vd, 2005), (Hussain vd, 2007) da kapalı kümeler 

başka bir anlamda γ-s-kapalı kümeler olarak incelenmiştir. γ-pre-açık kümeler (Krishnan 

vd, 2006) da incelenmiş ve γ-b-açık kümeler (Hussain, 2018) de tanıtılmıştır.  𝛾-𝛽 - açık 

kümeler ve özellikleri (Basu vd, 2009) da verilmiştir. 

Diğer yandan, bir ideal, X'in bir topolojik uzayı üzerinde, belirli koşullar altında X'in alt 

kümelerinin boş olmayan bir koleksiyonudur ve (𝑋, 𝜏, 𝐼) bir ideal topolojik uzay olarak 

adlandırılır. Bir A alt kümesi için, 

 (. ) ∗: 𝑃(𝑋) → 𝑃(𝑋)  şeklinde bir yerel fonksiyon (Vaidyanathaswamy,1945) de 

𝐴∗(𝐼, 𝜏) = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑈 ∩ 𝐴 ∉ 𝐼, 𝑥 𝑖𝑛 ℎ𝑒𝑟 𝑈 𝑘𝑜𝑚ş𝑢𝑙𝑢ğ𝑢 𝑖ç𝑖𝑛}  olarak tanımlanmıştır. 

 

Bir Kuratowski kapanış operatörü 𝑐𝑙∗(. )  (Kuratowski, 1966; Hayashi, 1964) da A ve 

𝑆∗(𝐼, 𝜏) nın birleşimi olarak tanımlanmıştır. I-açık kümelerin tanımı (Jankovic, 1992) de 

verilmiştir. 
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İdeal topolojik uzayları tanıttıktan sonra, topolojik uzaylardaki birçok kavram 

tanımlanmıştır. (Güler, vd, 2005; Akdağ vd, 2007) 'de b-I-açık kümeler, topolojik 

uzaylardaki b-açık kümelerle ilgili olarak tanımlanmıştır (Andrevic, 1996). Benzer şekilde 

𝛽- açık kümeler de ideal topolojik uzaylarda çalışılmıştır (Bukhatwa, 2020). İdeal topolojik 

uzaylarda, pre-I-açık kümeler, semi-I-açık kümeler ve b-açık kümeler (Ekici, 2012) de 

verilmiştir. γ-işlemi kullanılarak, pre-𝛾-I-açık kümeler (Ibrahim, 2013)'de tanımlanmıştır. 

Bir pre- 𝛾 -I-açık küme, 𝐴 ⊆ 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙∗(𝐴)) koşulunu sağlar. Dahası eğer 
 
𝐴 ⊆ 𝑐𝑙∗(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝐴))  

ise A semi- 𝛾 -I-açık küme olarak adlandırılır (İbrahim, 2013). 

Son zamanlarda, matematikçiler ideal bitopolojikuzayları da incelemişlerdir. Örneğin, 

ideal bitopolojik uzaylarda 𝛾𝑖𝑗-pre-𝐼-açık ve 𝛾𝑖𝑗-𝑏-𝐼-açık kümeler (Bukhatwa, 2020) de 

tanımlanmıştır. Ayrıca, ideal topolojik uzaylarda topolojik yapılar yeniden tanımlanmıştır. 

Bağlantılılık kavramı (Kılınç, 2022) de tanımlanmıştır. γ-işlemi kullanılarak bitopolojik 

uzaylarda yeni tür kümeler (İlkhan, 2018) de incelenmiştir. Son zamanlarda, ideal topolojik 

uzaylarda süreklilik tanımları üzerine çalışmalar yapılmıştır (İbrahim vd, 2016; Abd El-

Monsefvd, 1992; Keskin vd;2004). Ayrıca, topolojik uzaylardaki yakınsama türleri 

(Mucuk vd , 2014, Akız vd, 2019) sağlananlar gibi, ideal topolojik uzaylara 

genelleştirilmiştir (Granados,  2020). 

 

Bu tezde, (Basu, 2009) da verilen 𝛾-𝛽-açık kümeler ideal topolojik uzaylara taşınmıştır. Bu 

kümeler ile ilgili özellikler incelenmiştir. Daha sonra, süreklilik kavramı, ideal topolojik 

uzaylarda 𝛾-𝛽 -açık kümeler yardımıyla yeniden çalışılmıştır.  
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2.TEMEL BİLGİLER 

Bu bölümde, daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan temel tanım ve teoremler 

verilmiştir. 

2.1.Topolojik Uzaylarda Temel Bilgiler 

Bu bölümdeki temel tanım ve teoremler Topoloji (Mucuk,2010) kaynağından alınmıştır. 

Tanım 2.1.1 (X, τ) bir topolojik uzay , 𝑆 ⊆ 𝑋  ve 𝑚 ∈ 𝑋  olsun. Eğer 𝑚 ∈ 𝑅 ⊆ 𝑆  olacak 

şekilde bir 𝑅 ∈ τ kümesi varsa, yani S kümesi m nin bir komşuluğu ise m elemanına S nin 

bir iç noktası denir. S nin tüm iç noktalarının kümesine S nin içi denir ve 𝑖𝑛𝑡(𝑆) ile 

gösterilir. 

Burada dikkat edelim ki bir 𝑆 ⊆ 𝑋 alt kümesi açıktır ancak ve ancak 𝑆 = 𝑖𝑛𝑡(𝑆) dir. 

Önerme 2.1.2 Bir (X, τ) topolojik uzayında bir 𝑆 ⊆ 𝑋 alt kümesi için 

𝑖𝑛𝑡(𝑆) = ⋃{𝑅 ⊆ 𝑆 ǀ 𝑅 ∈ τ } 

dir. 

İspat 2.1.2 Eğer 𝑥 ∈ 𝑖𝑛𝑡(𝑆)  ise Tanım 2.1.1 den 𝑥 ∈ 𝑅 ⊆ 𝑆  olacak şekilde bir 𝑅 ∈ 𝜏 

vardır. O halde  

𝑥 ∈ ⋃{𝑅 ⊆ 𝑆 ǀ 𝑅 ∈ τ } 

dir. 

Diğer yandan eğer  

𝑥 ∈ ⋃{𝑅 ⊆ 𝑆 ǀ 𝑅 ∈ τ } 

ise 𝑥 ∈ 𝑅 ⊆ 𝑆 olacak şekilde bir 𝑅 ∈ 𝜏 bulunduğundan 𝑥 ∈ 𝑖𝑛𝑡(𝑆) dir. 

O halde 𝑖𝑛𝑡(𝑆), S nin kapsadığı en büyük açık kümedir. 

Tanım 2.1.3 Bir (X, τ) topolojik uzayında bir 𝑆 ⊆ 𝑋 alt kümesi verilsin. Eğer 𝑆𝑐 açık ise S 

ye kapalı bir küme denir. 𝑆 kümesini kapsayan en küçük kapalı kümeye 𝑆 nin kapanışı 

denir ve 𝑐𝑙(𝑆) ile gösterilir. 

Tanım2.1.4 (X, τ) ve (Y, σ) topolojik uzaylar olmak üzere bir 𝑓: (X, τ) → (Y, σ) fonksiyonu 

ve bir 𝑥0 ∈ 𝑋 noktası verilsin.  
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Eğer 𝑓(𝑥0) ın her bir S açık komşuluğu için 𝑓(𝑀) ⊆ 𝑆 olacak şekilde 𝑥0 ın bir M açık 

komşuluğu varsa 𝑓 fonksiyonu 𝑥0 ∈ 𝑋 noktasında süreklidir denir. Eğer 𝑓 fonksiyonu X in 

her noktasında sürekli ise 𝑓 ye bir sürekli fonksiyon denir. 

Tanımın değili olarak 𝑓 fonksiyonu 𝑥0 ∈ 𝑋 noktasında sürekli değildir ancak ve ancak 

𝑥0 ın her M açık komşuluğu için 𝑓(𝑀) ⊈ 𝑆 olacak şekilde  𝑓(𝑥0) ın bir S açık komşuluğu 

vardır. 

Teorem 2.1.5 (X, τ)  ve (Y, σ)  topolojik uzaylar olmak üzere bir 𝑓: (X, τ) → (Y, σ) 

fonksiyonu süreklidir ancak ve ancak Y deki her açık kümenin ters görüntüsü de X de 

açıktır. 

Örnek 2.1.5  (X, τ) ve (Y, σ) topolojik uzaylar olmak üzere sabit olan bir 𝑓: (X, τ) → (Y, σ) 

fonksiyonu süreklidir. Gerçekten 𝑓 fonksiyonu sabit ise her 𝑥 ∈ 𝑋  için 𝑓(𝑥) = 𝑐  olacak 

şekilde bir 𝑐 ∈ 𝑌 vardır. 

Eğer S kümesi Y de açık bir küme ise  

𝑓−1(𝑆) = {

 
            X,                c ∈  S
             ∅,               c ∉  S 

 

ters görüntüsü X de açıktır. 

2.2.İdeal Topolojik Uzaylar, Bazı Açık Küme ve Süreklilik Çeşitleri 

İdeal tanımından önce topolojik uzaylarda tanımlanmış bazı küme çeşitleri aşağıdaki gibi 

verilebilir. 

Tanım 2.2.1 (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı ve  𝑆 ⊆  𝑋  olmak üzere S kümesi için;  

1. 𝑆 ⊂ 𝑖𝑛𝑡(𝑐𝑙(𝑖𝑛𝑡(𝑆)))  ise S kümesine α-açık küme (Njastad, 1965) denir. 

2. 𝑆 ⊂ 𝑐𝑙(𝑖𝑛𝑡(𝑆))  ise S kümesine semi açık küme (Levine, 1963) denir. 

3. 𝑆 ⊂ 𝑖𝑛𝑡(𝑐𝑙(𝑆)) ise S kümesine pre-açık küme (Mashhour vd., 1982) denir. 

4. 𝑆 ⊂ 𝑐𝑙(𝑖𝑛𝑡(𝑐𝑙(𝑆))) ise S kümesine β-açık küme (Abd El-Monsef vd., 1983) denir. 

5. 𝑆 ⊂ 𝑖𝑛𝑡(𝑐𝑙(𝑆)) ⋃ 𝑐𝑙(𝑖𝑛𝑡(𝑆)) ise S kümesine b-açık küme (Andrejevic,1996) denir. 

Tanım 2.2.2 𝑓 ∶ (𝑋, 𝜏) → (𝑌, 𝜎)  fonksiyonu verilsin. 𝑌  deki her açık kümenin ters 

görüntüsü, 𝑋 de 𝛽-açık küme ise 𝑓 fonksiyonuna 𝛽-sürekli fonksiyon (Tong, 1989) denir. 

Tanım 2.2.3 𝑋 boştan farklı bir küme ve 𝑃(𝑋), 𝑋 in güç kümesi olmak üzere; boş olmayan 

bir 𝐼 ⊂  𝑃(𝑋) ailesi, eğer 
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a) 𝑀 ∈  𝐼 ve 𝑁 ⊂  𝑀 iken, 𝑁 ∈ 𝐼 (kalıtımsallık özelliği) 

 

b) 𝑀, 𝑁 ∈  𝐼 iken 𝑀 ∪  𝑁 ∈  𝐼 (sonlu toplamsallık özelliği) 

şartlarını sağlıyorsa; bu durumda 𝐼 ailesine 𝑋  kümesi üzerinde bir idealdir denir 

(Kuratowski,1933; Kuratowski, 1966) 

Tanım 2.2.4 (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı ile 𝑋 kümesi üzerinde tanımlı 𝐼 ideali verilsin. 𝐼 ideali 

ile birlikte (𝑋, 𝜏) topolojik uzayına, ideal topolojik uzay (Jankovic ve Hamlett, 1993) denir 

ve (𝑋, 𝜏, 𝐼) şeklinde gösterilir. 

Tanım 2.2.5 (𝑋, 𝜏) topolojik uzay, 𝑆 ⊂ 𝑋 kümesi verilsin ve 𝐼 ailesi, 𝑋  kümesi üzerinde 

bir ideal olsun. 

𝑆∗(𝐼, 𝜏) = {𝑥 ∈ 𝑋 ǀ ∀𝑅 ∈ 𝐺(𝑥)𝑖ç𝑖𝑛, (𝑅 ∩ 𝑆) ∉ 𝐼}  kümesine S kümesinin 𝐼  ideali ve 𝜏 

topolojisine bağlı lokal fonksiyonu denir (Jankovic ve Hamlett,1990). 

Bu çalışmada kısaca 𝑆∗(𝐼, 𝜏) yerine 𝑆∗ gösterimi kullanılacaktır. 

Örnek 2.2.5 X = {1,2,3} kümesi, 𝜏 = {∅, X, {1,2}, {3}} topolojisi ve 𝐼 = {∅, {1}, {3}, {1,3}} 

ideali verilsin. 𝑆 = {1,2}  kümesi için 𝑆∗ = {1,2}   dir. Gerçekten 1 ve 2 nin tüm açık 

komşuluklarının S kümesiyle kesişimleri idealin elemanı değildir. 

Önerme 2.2.6 (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı ile 𝑋 kümesi üzerinde tanımlı 𝐼 ideali verilsin. 𝑆, 𝑅 ⊂

𝑋 kümeleri için aşağıdaki özellikler sağlanır (Kuratowski,1933). 

1. 𝑆 ⊂ 𝑅  ise 𝑆∗ ⊂ 𝑅∗  

2. (𝑆∗)∗ ⊂ 𝑆∗  

3. (𝑆 ∪ 𝑅)∗ = 𝑆∗ ∪ 𝑅∗ 

4. (𝑆 ∩ 𝑅)∗ ⊂ 𝑆∗ ∩ 𝑅∗ 

5. 𝑆∗ = 𝑐𝑙(𝑆∗) ⊂ 𝑐𝑙(𝑆) 

Tanım 2.2.7 (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı ile 𝑋 kümesi üzerinde tanımlı 𝐼 ideali verilsin. 𝑆 ⊂ 𝑋 

kümesi için 𝑐𝑙∗(𝑆) = 𝑆 ∪ 𝑆∗ şeklinde tanımlanan 𝑐𝑙∗: 𝑃(𝑋) → 𝑃(𝑋) operatörü  

1. 𝑐𝑙∗(∅) = ∅ 

2. 𝑆 ∈  𝑃(𝑋) ⇒ 𝑆 ⊂ 𝑐𝑙∗(𝑆) 

3. 𝑆, 𝑅 ∈ 𝑃(𝑋) ⇒  𝑐𝑙∗(𝑆 ∪ 𝑅) = 𝑐𝑙∗(𝑆) ∪ 𝑐𝑙∗(𝑅) 
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4. 𝑆 ∈  𝑃(𝑋) ⇒ 𝑐𝑙∗(𝑐𝑙∗(𝑆)) = 𝑐𝑙∗(𝑆) 

şartlarını sağlar ve 𝑐𝑙∗ işlemine Kuratowski kapanış işlemi denir(Kuratowski,1933). 

S kümesinin ∗ −kapanışı 𝑐𝑙∗(𝑆) ile gösterilecektir. 

Tanım 2.2.8 (𝑋, 𝜏) topolojik uzayı ile 𝑋 kümesi üzerinde tanımlı 𝐼 ideali verilsin. Eğer S 

kümesi 𝑆 ⊆ 𝑖𝑛𝑡(𝑆∗)  şartını sağlıyorsa S kümesine 𝐼 -açık küme denir(Abd EI-

Monsef,1992). 

Örnek 2.2.8 𝑋 = {𝑎 , 𝑏, 𝑐, 𝑑}  kümesi ve  𝜏 =  {𝑋, ∅, {𝑐} , {𝑎 , 𝑏} , {𝑎 , 𝑏, 𝑐}}  topolojisi 

üzerinde tanımlı 𝐼 =  {∅, {𝑎}} ideali verilsin. Burada {𝑏, 𝑐, 𝑑} 𝐼-açık kümedir. 

Tanım 2.2.9 (𝑋, 𝜏, 𝐼) ideal topolojik uzayının 𝑆 𝑋 kümesi verilsin; 𝑆 ⊂ 𝑐𝑙(𝑖𝑛𝑡(𝑐𝑙∗(𝑆))) 

ise 𝛽-𝐼-açık kümedir (Hatir ve Noiri, 2002). 

Örnek 2.2.9  𝑋 =  {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}  kümesi ve 𝜏 = {𝑋, ∅, {𝑏}, {𝑎, 𝑏}} topolojisi ve 𝐼 =  {∅, {𝑏}} 

ideali ile birlikte ( 𝑋, 𝜏, 𝐼 )  ideal topolojik uzayı verilsin.𝑆 = {𝑏}  kümesi bir  𝛽 -𝐼 -açık 

kümedir. 

Tanım 2.2.10 f: ( 𝑋, 𝜏, 𝐼 ) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu verilsin.Eğer her 𝑆 ∈ 𝜎 kümesi için 𝑓−1(𝑆), 

𝐼-açık oluyor ise f fonksiyonuna 𝐼-sürekli fonksiyon ( Abd El-Monsef vd., 1992) denir. 

Tanım 2.2.11 f: ( 𝑋, 𝜏, 𝐼 ) → (𝑌, 𝜎) fonksiyonu verilsin.Eğer her 𝑆 ∈ 𝜎 kümesi için 𝑓−1(𝑆), 

𝛽-𝐼-açık oluyor ise f fonksiyonuna 𝛽-𝐼-sürekli fonksiyon (Hatir ve Noiri, 2002) denir. 
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3. 𝜸 İŞLEMİ İLE VERİLEN KÜME VE FONKSİYON TANIMLARI 

Bu bölümün ilk kısmında  𝛾  işlemi ve bu işlem üzerinde tanımlanmış küme ve 

fonksiyonlar tanıtılacaktır. İkinci bölümde ise 𝛾  işlemi ve Kuratowski kapanış işlemi 

ilişkilendirilecektir. 

3.1. 𝜸 İşlemi ve Özellikleri 

Tanım 3.1.1 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olsun. Bir 𝛾: 𝜏 →  𝑃(𝑋) işlemi, her S ∈ 𝜏 için 𝑆 ⊆

𝑆𝛾  olacak şekilde 𝜏 topolojisinden X in güç kümesine bir işlemdir. Burada 𝑆𝛾 , 𝑆  nin 𝛾 

işlemi altındaki değerini gösterir. ( Kasahara, 1979). 𝑋  kümesi üzerinde bu işlemlerin 

kümesi Γ(𝑋) ile gösterilecektir. 

Tanım 3.1.2 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay , 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋) ve 𝑥 ∈ 𝑋 olsun. x in her bir açık R 

komşuluğu için 𝑅𝛾 ∩ 𝑆 ≠ ∅ ise, x elemanına S ⊆ 𝑋 in bir 𝛾 -kapanış noktası denir. S nin 𝛾 

-kapanış noktaları kümesi, S nin 𝛾 -kapanışı olarak adlandırılır ve 𝑐𝑙𝛾(𝑆) ile gösterilir. 

Eğer 𝑐𝑙𝛾(𝑆) ⊆ 𝑆 ise, X in S alt kümesine 𝛾 -kapalı denir. Bu durumda 𝑐𝑙𝛾(𝑆), S nin her 𝛾-

kapalı alt kümesini kapsar (H.Ogata, 1991). 

Tanım 3.1.3. (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay , 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋) ve bir 𝑥 ∈ 𝑆 ⊆ 𝑋 olsun.  𝑅𝛾 ⊆ 𝑆 olacak 

şekilde x in açık bir R komşuluğu varsa, x noktasına S nin bir 𝛾 -iç noktası denir. S nin 

bütün 𝛾 -iç noktalarının kümesi 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) şeklinde gösterilir. Ayrıca  𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) = {𝑥 ∈ 𝑆 | 𝑥 ∈

 𝑅 ∈  𝜏 , 𝑅𝛾 ⊆  𝑆} şeklinde ifade edebiliriz. Böylece 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) ⊆ 𝑆 dir. 

i.  S kümesi  𝛾 -açıktır ancak ve ancak 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) = 𝑆 dir.  

ii. Eğer 𝑆 ⊆  𝑃  ise , 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) ⊆ 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑃)  ve 𝑐𝑙𝛾(𝑆) ⊆ 𝑐𝑙𝛾(𝑃)  dir (Rehman ve Ahmad, 

1992). 

Önerme 3.1.4 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋) olsun. 𝑆, 𝑅 ⊆ 𝑋 için; 

i. 𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆)) = 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) 

ii. 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆 ∪ 𝑅) ⊇ 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆)  ∪ 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑅) 

iii. 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆 ∩ 𝑅) ⊆ 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) ∩ 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑅)  

özellikleri sağlanır (Rehman ve Ahmad, 1992). 

Tanım 3.1.5 (𝑋, 𝜏, 𝐼) bir ideal topolojik uzay , 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋) ve 𝑆 ⊆  𝑋 için her 𝑥 ∈ S için 𝑥 ∈ 

R ve Rγ ⊆ S olacak şekilde bir R açık kümesi varsa S , 𝛾 –açık kümedir. 𝑆𝑐, bir 𝛾 –açık 

küme ise S , 𝛾 –kapalı kümedir (H.Ogata,1991). 
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Tanım 3.1.6 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋) olsun. Eğer bir 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑥 ∈ 𝑅𝛾 ⊆  𝑆 

olacak şekilde bir 𝛾 -açık R kümesi varsa, S ye x in bir 𝛾 -komşuluğu ve x elemanına da S 

nin bir 𝛾 -iç noktası denir. Özel olarak S, 𝛾 -açık ise S ye x in bir 𝛾 -açık komşuluğu denir 

(Ahmad ve Hussain, 2005). 

Tanım 3.1.7 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋) olsun. 𝑆 ⊂ 𝑋 için  𝑆 ⊂ 𝑐𝑙γ(𝑖𝑛𝑡γ(𝑐𝑙γ(𝑆))) 

ise S bir 𝛾-𝛽-açık kümedir.  𝑆𝑐, 𝛾-𝛽-açık küme ise S ye 𝛾-𝛽-kapalı denir. 

Eğer S, 𝛾-𝛽-kapalı bir küme ise 𝑖𝑛𝑡γ(𝑐𝑙γ(𝑖𝑛𝑡γ(𝑆))) ⊆ 𝑆 dir. Ayrıca; 

i) 𝛽-açık küme kavramı ile 𝛾-𝛽-açık küme kavramları bağımsızdır. 

ii) 𝛾-açık küme 𝛾-𝛽-açıktır ancak tersi doğru olmak zorunda değildir (C.K. Basu, B. 

M. U. Afsan and M. K. Ghosh,2009). 

Örnek 3.1.7.i  𝑋 = {1,2,3} kümesi üzerinde  𝜏 = {∅, 𝑋, {1,2}, {1}, {2}} topolojisi verilsin. 

Bir 𝛾:  𝜏 → 𝑃(𝑋) işlemi 

 

𝛾(S) = 𝑆𝛾 ={

 
           {1},                S = {1}

    S ∪ {3},                S ≠ {1} 
 

şeklinde tanımlansın. 𝛾 -açık kümeler  ∅,𝑋,{1}dir. 

𝛾 -kapalı kümeler ∅,𝑋,{2,3}dir. 

𝑅 = {2} kümesi için 𝑐𝑙 (𝑖𝑛𝑡(𝑐𝑙(𝑅))) = {2,3} dir ve R, 𝛽-açık kümedir. Diğer yandan, 

 𝑐𝑙γ (𝑖𝑛𝑡γ (𝑐𝑙γ(𝑅))) = ∅  olduğundan R, 𝛾-𝛽-açık küme değildir. 

Ayrıca örnekte 𝑆𝛾 = 𝑐𝑙γ(𝑆) seçilirse 𝑃 = {3} kümesi 𝛾-𝛽-açıktır fakat 𝛽-açık değildir. 

Örnek 3.1.7.ii 𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}  kümesi üzerinde 𝜏 = {∅, 𝑋, {𝑎, 𝑏}, {𝑎}, {𝑏}}  topolojisi 

verilsin. 

 𝛾:  𝜏 → 𝑃(𝑋) işlemi 

 

𝛾(S) = 𝑆𝛾 ={

 
           𝑆,                S = {𝑎},

    S ∪ {𝑏},                S ≠ {𝑎},
 

şeklinde tanımlansın. 𝛾 -açık kümeler 𝑋, ∅, {𝑎, 𝑏}, {𝑎}, {𝑏} dir. 
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𝑅 = {𝑏, 𝑐}  için  𝑐𝑙γ (𝑖𝑛𝑡γ (𝑐𝑙γ(𝑅))) = {𝑏, 𝑐, 𝑑} dir ve R, 𝛾-𝛽-açıktır fakat 𝛾 -açık değildir. 

Tanım 3.1.8 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋) olsun. 𝑆 ⊂ 𝑋 için S nin içerdiği tüm 𝛾-

𝛽-açık kümelerin birleşimine S nin 𝛾-𝛽-içi denir ve 𝛽𝑖𝑛𝑡γ(𝑆) ile gösterilir (C.K. Basu, B. 

M. U. Afsan and M. K. Ghosh,2009). 

Tanım 3.1.9 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋) olsun. 𝑆 ⊂ 𝑋 için S yi içeren tüm 𝛾-𝛽-

kapalı kümelerin kesişimine S nin 𝛾-𝛽-kapanışı denir ve 𝛽𝑐𝑙γ(𝑆) ile gösterilir (C.K. Basu, 

B. M. U. Afsan and M. K. Ghosh,2009). 

Teorem 3.1.10 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋) olsun. 𝑥 ∈ 𝛽𝑐𝑙γ(𝑆) dir ancak ve ancak 

x in her 𝛾-𝛽-açık R komşuluğu için 𝑆 ∩ 𝑅 ≠ ∅ dir ( C.K. Basu, B. M. U. Afsan and M. K. 

Ghosh,2009). 

İspat 3.1.10 Kabul edelim ki 𝑥 ∈ 𝛽𝑐𝑙γ(𝑆) ve x in bir R 𝛾-𝛽-açık komşuluğu için 𝑆 ∩ 𝑅 =

∅ olsun. 𝑅𝑐 𝛾-𝛽-kapalı bir kümedir ve 𝑆 ⊂ 𝑅𝑐 dir. Böylece 𝛽𝑐𝑙γ(𝑆) ⊂ 𝑅𝑐  dir. Bu da 𝑥 ∉

𝛽𝑐𝑙γ(𝑆) demektir ki bu bir çelişkidir. 

Diğer yandan 𝑥 ∉ 𝛽𝑐𝑙γ(𝑆) olduğunu kabul edelim. O zaman öyle bir 𝛾-𝛽-kapalı P kümesi 

vardır ki 𝑆 ⊂ 𝑃   ve 𝑥 ∉ 𝑃  dir. 𝑃𝑐  ,  𝛾 -𝛽 -açık bir kümedir ve x in bir komşuluğudur. 

Buradan 𝑆 ∩ 𝑃𝑐 = ∅ elde edilir. 

Tanım 3.1.11 (𝑋, 𝜏 )  ve (𝑌, 𝜎) iki topolojik uzay ve  𝛾 ∈ 𝛤(𝑋) olmak üzere 𝑓 ∶  (𝑋, 𝜏 )  →

 (𝑌, 𝜎) fonksiyonu eğer her 𝑥 ∈ 𝑋 ve 𝑓(𝑥) in her S açık komşuluğu için 𝑓(𝑅) ⊆ 𝑆 olacak 

şekilde x in en az bir 𝛾-açık R komşuluğu varsa f fonksiyonuna 𝛾-sürekli denir (C.K. Basu, 

B. M. U. Afsan and M. K. Ghosh,2009). 

Tanım 3.1.12 (𝑋, 𝜏 )  ve (𝑌, 𝜎) iki topolojik uzay ve  𝛾 ∈ 𝛤(𝑋) olmak üzere 𝑓 ∶  (𝑋, 𝜏 )  →

 (𝑌, 𝜎) fonksiyonu verilsin. Eğer 𝑓(𝑥) i içeren her açık S kümesi için 𝑓(𝑅) ⊆ 𝑆 olacak 

şekilde x in en az bir  𝛾-𝛽-açık R komşuluğu varsa f fonksiyonuna 𝛾-𝛽-sürekli denir (C.K. 

Basu, B. M. U. Afsan and M. K. Ghosh,2009). 
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3.2. 𝜸 İşlemi ve Kuratowski Kapanış İşlemi 

Bu bölümdeki tanım ve teoremler (Özcan,2022)  kaynağından alınmıştır. 

Tanım 3.2.1 (𝑋, 𝜏, 𝐼)  bir ideal topolojik uzay , 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋)  olsun.  𝑆 ⊆  𝑋  kümesinin 𝛾 

fonksiyonu ve 𝐼 idealine ilişkin 𝛾-lokal fonksiyonu, 

𝑆𝛾
∗(𝐼, 𝜏) ≔ {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑅 ∩ 𝑆 ∉ 𝐼, 𝑥 𝑖𝑛 ℎ𝑒𝑟 𝛾 − 𝑅 𝑎ç𝚤𝑘 𝑘𝑜𝑚ş𝑢𝑙𝑢ğ𝑢 𝑖ç𝑖𝑛} 

Bu lokal fonksiyon 𝑆𝛾
∗(𝐼, 𝜏) kısaca 𝑆𝛾

∗ olarak ifade edilecektir. Ayrıca bu kapanış operatörü 

𝑐𝑙𝛾
∗ (. ) , 𝑐𝑙𝛾

∗ (𝑆) = 𝑆 ∪ 𝑆𝛾
∗ olarak elde edilir. 

Teorem 3.2.2 (𝑋, 𝜏, 𝐼)  bir ideal topolojik uzay , 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋)  olsun. 𝑆 ⊆  𝑋  kümesi için 

𝑐𝑙𝛾(𝑆𝛾
∗) ⊆ 𝑐𝑙𝛾(𝑆)  dir. 

İspat 3.2.2 Kabul edelim ki  𝑥 ∈ 𝑐𝑙𝛾(𝑆𝛾
∗) olsun. Böylece x in her R 𝛾-komşuluğu için 𝑅 ∩

𝑆𝛾
∗ ≠ ∅ dir ve 𝑚 ∈ 𝑅 ∩ 𝑆𝛾

∗ olacak şekilde bir nokta vardır. Yani 𝑚 ∈ 𝑆𝛾
∗ ve m nin her R 𝛾-

komşuluğu için 𝑅 ∩ 𝑆 ∉ 𝐼 dir. ∅ ∈ 𝐼 olduğundan 𝑅 ∩ 𝑆 ≠ ∅ dir ve 𝑥 ∈ 𝑐𝑙𝛾(𝑆) dir. Buradan 

𝑐𝑙𝛾(𝑆𝛾
∗) ⊆ 𝑐𝑙𝛾(𝑆)  elde edilir. 

Teorem 3.2.3 (𝑋, 𝜏, 𝐼) bir ideal topolojik uzay , 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋) ve 𝑆 ⊆  𝑋 olsun. Her 𝛾-açık R 

kümesi için 𝑅 ∩ 𝑆𝛾
∗ ⊆ (𝑅 ∩ 𝑆) 𝛾

∗  dir. 

İspat 3.2.3 Kabul edelim ki  𝑥 ∈ 𝑅 ∩ 𝑆𝛾
∗ olsun. Tanım 3.2.1 den x in her P 𝛾-komşuluğu 

için 𝑃 ∩ 𝑆 ∉ 𝐼 dir. R bir 𝛾-açık kümedir ve R, x in bir 𝛾-komşuluğudur. Yani 𝑃 ∩ 𝑅, x in 

bir 𝛾-komşuluğudur. 𝑥 ∈ 𝑆𝛾
∗  olduğundan (𝑃 ∩ 𝑅) ∩ 𝑆 ∉ 𝐼  dir. Buradan 𝑥 ∈ (𝑅 ∩ 𝑆) 𝛾

∗  elde 

edilir. Sonuç olarak 𝑅 ∩ 𝑆𝛾
∗ ⊆ (𝑅 ∩ 𝑆) 𝛾

∗  dir. 

Teorem 3.2.4 (𝑋, 𝜏, 𝐼)  bir ideal topolojik uzay , 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋)  ve 𝑆 ⊆  𝑋  olsun. Aşağıdaki 

koşullar sağlanır. 

i. 𝑆 ⊆ 𝑅 ⇒ 𝑆𝛾
∗ ⊆ 𝑅𝛾

∗   

ii. (𝑆𝛾
∗)𝛾

∗ = 𝑆𝛾
∗ 

iii. (𝑆 ∪ 𝑅)𝛾
∗ = 𝑆𝛾

∗ ∪ 𝑅𝛾
∗  

iv. (𝑆 ∩ 𝑅)𝛾
∗ = 𝑆𝛾

∗ ∩ 𝑅𝛾
∗  

Bu koşulların ispatları Tanım 3.2.1 den elde edilir. 

Teorem 3.2.5 (𝑋, 𝜏, 𝐼) bir ideal topolojik uzay , 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋) ve 𝑆, 𝑅 ⊆  𝑋 olsun. Kuratowski 

kapanış operatörü 𝑐𝑙𝛾
∗ (. ) aşağıdaki koşulları sağlar. 
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i. 𝑐𝑙𝛾
∗ (∅) = ∅ 

ii. 𝑆 ⊆ 𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆) 

iii. 𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆 ∪ 𝑅) = 𝑐𝑙𝛾

∗ (𝑆) ∪ 𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑅) 

iv. 𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑐𝑙𝛾

∗ (𝑆)) = 𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆) 

İspat 3.2.5 

i.  Tanım 3.2.1 e göre, 𝑐𝑙𝛾
∗ (∅) = ∅ ∪ ∅𝛾

∗ =∅. 

ii. Tanım 3.2.1 den direkt elde edilir.  

iii. Tanım 3.2.1 e göre, 

 𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆 ∪ 𝑅) = (𝑆 ∪ 𝑅) ∪ (𝑆 ∪ 𝑅)𝛾

∗ = (𝑆 ∪ 𝑅) ∪ (𝑆𝛾
∗ ∪ 𝑅𝛾

∗) = (𝑆 ∪ 𝑆𝛾
∗) ∪ (𝑅 ∪ 𝑅𝛾

∗) =

𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆) ∪ 𝑐𝑙𝛾

∗ (𝑅)  

iv. Tanım 3.2.1 e göre, 𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆) = 𝑆 ∪ 𝑆𝛾

∗ dir. Buradan 

𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑐𝑙𝛾

∗ (𝑆)) = 𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆 ∪ 𝑆𝛾

∗) 

= (𝑆 ∪ 𝑆𝛾
∗) ∪ (𝑆 ∪ 𝑆𝛾

∗)
𝛾

∗
 

= (𝑆 ∪ 𝑆𝛾
∗) ∪ (𝑆𝛾

∗ ∪ (𝑆𝛾
∗)

𝛾

∗
 ) 

= (𝑆 ∪ 𝑆𝛾
∗) ∪ (𝑆𝛾

∗ ∪ 𝑆𝛾
∗) 

= 𝑆 ∪ 𝑆𝛾
∗ 

= 𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆) 

Böylece  𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑐𝑙𝛾

∗ (𝑆)) = 𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆) dir. 

Tanım 3.2.6 (𝑋, 𝜏, 𝐼)  bir ideal topolojik uzay , 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋)  ve 𝑆 ⊆  𝑋  olsun. Eğer 𝑆 ⊆

𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆𝛾
∗) ise S bir 𝛾-𝐼-açık kümedir. 

Tanım 3.2.7 (𝑋, 𝜏, 𝐼) bir ideal topolojik uzay , 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋) ve 𝑆 ⊆  𝑋 olsun. Eğer 𝑆𝑐 bir 𝛾-𝐼-

açık küme ise S bir 𝛾-𝐼-kapalı kümedir. 

Tanım 3.2.8 (𝑋, 𝜏, 𝐼) bir ideal topolojik uzay , 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋) ve 𝑆 ⊆  𝑋 olsun. 

i. 𝑅 ⊇ 𝑆 olacak şekilde en küçük 𝛾-𝐼-kapalı küme R, S nin 𝛾-𝐼-kapanışıdır. S nin 𝛾-𝐼-

kapanışı şöyle de ifade edilir; 
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𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) ≔ ⋂{𝑅|S ⊆ R ve Rc bir γ − I − açık kümedir} 

ii. 𝑀 ⊆ 𝑆 olacak şekilde en büyük 𝛾-𝐼-açık küme M, S nin 𝛾-𝐼-içidir. S nin 𝛾-𝐼-içi 

şöyle de ifade edilir; 

 𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) ≔ ⋃{𝑀|M ⊆ S ve M bir γ − I − açık kümedir} 

Teorem 3.2.9 (𝑋, 𝜏, 𝐼)  bir ideal topolojik uzay , 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋)  ve 𝑆 ⊆  𝑋  olsun. Aşağıdaki 

koşullar sağlanır. 

i. 𝑆 ⊆  𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) 

ii. 𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) ⊆ 𝑆 

iii. Eğer S , 𝛾-𝐼-kapalı bir küme ise 𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) = 𝑆 dir. 

iv. Eğer S, 𝛾-𝐼-açık bir küme ise 𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) = 𝑆 dir. 

v. 𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆𝑐) = (𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆))𝑐 

vi. (𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆))𝑐 = 𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆𝑐) 

İspat 3.2.9  

i. İspat Tanım 3.2.8 den elde edilir. 

ii. İspat Tanım 3.2.8 den elde edilir. 

iii. 𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆), S yi içeren en küçük 𝛾-𝐼-kapalı küme olduğundan 𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) = 𝑆 dir. 

iv. 𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆), S nin içerdiği en büyük 𝛾-𝐼-açık küme olduğundan 𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) = 𝑆 dir. 

v. Teorem 3.2.9 (ii) den 𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) ⊆ 𝑆  dir böylece 𝑆𝑐 ⊆ (𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆))𝑐  elde edilir. 

Ayrıca 𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) 𝛾-𝐼-açık bir küme olduğundan (𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆))𝑐 𝛾-𝐼-kapalı bir kümedir. 

Böylece  𝐼𝑐𝑙𝛾 ( (𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆))
𝑐

 ) = (𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆))
𝑐

 ve 𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆𝑐 ) ⊆ (𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆))
𝑐

 elde 

edilir. Diğer taraftan, Teorem 3.2.9 (i) den 𝑆𝑐 ⊆  𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆𝑐)  dir. Buradan 

(𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆𝑐))𝑐  ⊆ 𝑆  ve (𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆𝑐))𝑐  bir 𝛾 - 𝐼 -açık kümedir. Böylece 

𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾 ( (𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆𝑐))
𝑐

  ) = (𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆𝑐))𝑐   dir. Yani (𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆𝑐))𝑐 ⊆ 𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆)   ve 

(𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆))𝑐 ⊆  𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆𝑐) elde edilir. 

vi. vii. nin ispatına benzer şekilde yapılır. 
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4.İDEAL TOPOLOJİK UZAYLARDA  𝜸-𝜷-𝑰 AÇIK KÜME VE 

FONKSİYON TANIMLARI 

Bu bölümde 𝛾 fonksiyonu ile verilen bazı açık küme tanımları ve fonksiyon tanımları ideal 

topolojik uzaylara taşınmıştır. Daha sonra bu kümelerin özellikleri verilmiş ve süreklilik 

çeşitleri tanımlanmıştır. 

4.1.  𝜸-𝜷-𝑰 Kümeler ve Özellikleri 

Tanım 4.1.1 (X,τ,I) bir ideal topolojik uzay , 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋)  ve 𝑆 ⊆ 𝑋  için 𝑆 ⊆

 𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆))) ise S kümesine 𝛾-𝛽-I açık kümedir denir. Bütün 𝛾-𝛽-I açık kümeler 

𝛽𝐼𝑂𝛾(𝑋) ile gösterilecektir. 

Tanım 4.1.2 (𝑋, 𝜏, 𝐼) bir ideal topolojik uzay, 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋)  ve 𝑆 ⊆ 𝑋  için 𝑆 ⊇

𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾
∗(𝑆)))  ise S ye 𝛾 -𝛽 -𝐼  kapalı kümedir denir. Bütün 𝛾 -𝛽 -𝐼 kapalı kümeler 

𝛽𝐼𝐶𝛾(𝑋) ile gösterilecektir. 

Önerme 4.1.3 (𝑋, 𝜏, 𝐼) bir ideal topolojik uzay , 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋) ve 𝑆 ⊆ 𝑋 verilsin. Eğer 𝑆, 𝛾-𝛽-𝐼 

açık küme ise  𝑆𝑐 kümesi 𝛾-𝛽-𝐼 kapalıdır. 

İspat 4.1.3 Kabul edelim ki S ,𝛾-𝛽 -𝐼 açık olsun. 𝑆𝑐  nin  𝛾-𝛽-𝐼 kapalı küme olduğunu 

gösterelim. 

S kümesi  𝛾-𝛽-𝐼 açık olduğundan  𝑆 ⊆ 𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾
∗ (S)))dir.  O halde, 

𝑆𝑐 ⊇ (𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾
∗ (S))))𝑐 =  𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾

∗ (S)))𝑐 =  𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾( (𝑐𝑙𝛾
∗ (S))𝑐))

= 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾((𝑖𝑛𝑡𝛾
∗(𝑆𝑐)) 

Buradan 𝑆𝑐 , 𝛾-𝛽-𝐼 kapalı kümedir. 

Örnek 4.1.4  𝑋 =  {𝑎, 𝑏, 𝑐} kümesi üzerinde 𝜏 ={∅, 𝑋,{𝑎},{𝑏},{𝑎,𝑏}} topolojisi ve 𝐼 =

 {∅, {𝑎}} ideali verilsin.  

 𝑏 ∈  𝑋 için bir 𝛾:  𝜏 →  𝑃(𝑋) işlemi 

 

𝛾(𝑆) = 𝑆𝛾 ={

 
           S,                b ∈  S
      cl(S),              b ∉  S 

 

şeklinde tanımlansın. 𝛾 -açık kümeler ∅, 𝑋, {𝑎, 𝑐}, {𝑏}, {𝑎, 𝑏} dir. 

𝛾-kapalı kümeler ∅, 𝑋, {𝑎, 𝑐}, {𝑏}, {𝑐} dir. 
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𝛾-𝛽-𝐼 açık kümeler ∅, 𝑋, {𝑎, 𝑐}, {𝑏}, {𝑎, 𝑏}, {𝑏, 𝑐} dir. 

𝛾-𝛽-𝐼 kapalı kümeler ∅, 𝑋, {𝑎, 𝑐}, {𝑏}, {𝑐}, {𝑎} dir. 

𝑆 = {𝑏, 𝑐}  kümesi için 𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾
∗ (S))) =  𝑋  ve 𝑆 ⊆ 𝑋  olduğundan S , 𝛾 - 𝛽 - 𝐼  açık 

kümedir. 

𝑅 = {𝑎}  kümesi için 𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾
∗ (R))) = ∅ ve 𝑅 ⊈ ∅  olduğundan R, 𝛾 -𝛽 -𝐼  açık küme 

değildir. 

Teorem 4.1.5 (𝑋, 𝜏, 𝐼) bir ideal topolojik uzay, 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋)  olsun, aşağıdaki ifadeler 

doğrudur. 

i) 𝛾-𝛽-𝐼 açık kümelerin keyfi birleşimi de 𝛾-𝛽-𝐼 açıktır. 

ii) 𝛾-𝛽-𝐼 kapalı kümelerin keyfi kesişimleri de 𝛾-𝛽-𝐼 kapalıdır.  

İspat 4.1.5  

(i). {𝑆𝑖 ǀ 𝑖 ∈ 𝐽} ⊆ 𝛽𝐼𝑂𝛾(𝑋) olsun. Her 𝑆𝑖 , 𝛾-𝛽-𝐼 açık olduğu için, 𝑆𝑖  ⊆ 𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆𝑖))) 

dir.  

Buradan, 

     

⋃ 𝑆𝑖 ⊆ 

𝑖ϵJ

⋃ 𝑐𝑙𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆𝑖)))

𝑖ϵJ

= 𝑐𝑙𝛾 (⋃  𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆𝑖)

𝑖ϵJ

)) ⊆ 𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(⋃  (𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆𝑖)

𝑖ϵJ

) 

 

⋃ 𝑆𝑖 ⊆ 

𝑖ϵJ

𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾
∗ (⋃ 𝑆𝑖 

𝑖ϵJ

) 

dir. 

(ii). {𝑆𝑖 ǀ 𝑖 ∈ 𝐽} ⊆ 𝛽𝐼𝐶𝛾(𝑋) olsun. Her 𝑆𝑖 𝛾-𝛽-𝐼 kapalı olduğu için,  

𝑆𝑖 ⊇ 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾
∗(𝑆𝑖))) dir. 

⋂ 𝑆𝑖

𝑖ϵJ

⊇ ⋂ 𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾
∗(𝑆𝑖))) =

𝑖ϵJ

𝑖𝑛𝑡𝛾(⋂ 𝑐𝑙𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾
∗(𝑆𝑖)))

𝑖ϵJ

⊇ 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾(⋂ 𝑖𝑛𝑡𝛾
∗(𝑆𝑖))

𝑖ϵJ

 

𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾(⋂ 𝑖𝑛𝑡𝛾
∗(𝑆𝑖))

𝑖ϵJ

= 𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾
∗ (⋂ 𝑆𝑖

𝑖ϵJ

))) 

dir. 
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Teorem 4.1.6  (𝑋, 𝜏, 𝐼) bir ideal topolojik uzay , 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋) ve 𝑆 ⊆ 𝑋 olsun. Bu durumda 

aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

i. Eğer S, 𝛾- açık ise 𝛾-𝛽-𝐼 açıktır. 

ii. Eğer S, 𝛾-𝐼- açık ise 𝛾-𝛽-𝐼 açıktır. 

iii. Eğer S, 𝛾-pre-I-açık ise 𝛾-𝛽-𝐼 açıktır. 

iv. Her 𝛾-𝛽-𝐼 açık küme 𝛾-𝛽 açıktır. 

İspat 4.1.6 

i. S , 𝛾- açık ise S ⊆ 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) dir. 

S⊆ 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆)  ⊆ 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆∗ ∪ 𝑆) ⊆ 𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆∗ ∪ 𝑆)) = 𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾
∗(𝑆))). 

Böylece S nin  𝛾-𝛽-𝐼 açık olduğu elde edilir. 

Ayrıca S, 𝛾-𝛽-𝐼 açık ise 𝛾- açık olmak zorunda değildir. Örnek 4.1.4 de görüldüğü üzere, 

𝑆 = {𝑏, 𝑐} kümesi 𝛾-𝛽-I açıktır ancak 𝛾- açık bir küme değildir. 

ii. S, 𝛾-𝐼- açık ise S ⊆ 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆∗) dir. 

S ⊆ 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆∗) ⊆ 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆∗ ∪ 𝑆) ⊆ 𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆∗ ∪ 𝑆))= 𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾
∗(𝑆))) 

Böylece S nin  𝛾-𝛽-𝐼 açık olduğu elde edilir. 

Ayrıca S, 𝛾-𝛽-𝐼 açık ise 𝛾-𝐼- açık olmak zorunda değildir. Örnek 4.1.4 de görüldüğü üzere, 

𝑅 = {𝑎, 𝑐} kümesi 𝛾-𝛽-𝐼 açıktır ancak 𝛾-𝐼- açık bir küme değildir. 

iii. Eğer S, 𝛾-pre-𝐼-açık ise S⊆ 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾
∗(𝑆)) dir. 

S⊆ 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾
∗(𝑆)) ⊆  𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾

∗(𝑆))) dir. 

Böylece S nin  𝛾-𝛽-𝐼 açık olduğu elde edilir. 

Ayrıca S , 𝛾-𝛽-𝐼 açık ise 𝛾-pre-𝐼-açık olmak zorunda değildir. Örnek 4.1.4 de görüldüğü 

üzere 𝑃 = {𝑏, 𝑐} kümesi 𝛾-𝛽-𝐼 açıktır ancak 𝛾-pre-𝐼- açık bir küme değildir. 

iv. Eğer S, 𝛾-𝛽-𝐼 açık ise S ⊆ 𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾
∗(S))) dir. 

S⊆ 𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾
∗ (S))) ⊆ 𝑐𝑙𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆∗ ∪ 𝑆)) ⊆  𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾(𝑆) ∪ 𝑆))  ⊆ 𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾(𝑆))  

dir. 

S⊆ 𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾(𝑆))   olduğundan S, 𝛾-𝛽 açıktır. 
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Ayrıca S,  𝛾-𝛽 açık ise 𝛾-𝛽-𝐼 açık olmak zorunda değildir. Örnek 4.1.4 de görüldüğü üzere 

𝑆 = {𝑎} kümesi, 

𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾(𝑆)) = {𝑎, 𝑐}  ve {𝑎} ⊆ {𝑎, 𝑐} olduğundan 𝛾 - 𝛽  açıktır. Fakat 𝛾 - 𝛽 - 𝐼  açık 

değildir. 

Tanım 4.1.7 (𝑋, 𝜏, 𝐼) bir ideal topolojik uzay , 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋) ve 𝑆 ⊆ 𝑋  olsun. Bu durumda, S 

kümesinin 𝛾-𝛽-𝐼 kapanışı S i içeren tüm 𝛾-𝛽-𝐼 kapalı kümelerin kesişimi olarak tanımlanır 

ve 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆)=∩ {𝑅 ǀ 𝑆 ⊆ 𝑅 𝑣𝑒 𝑅𝑐 ∈ 𝛽𝐼𝑂𝛾(𝑋)} ile gösterilir. 

S kümesinin 𝛾-𝛽-𝐼 içi S nin kapsadığı 𝛾-𝛽-𝐼 açık kümelerin birleşimidir ve 

𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(S)=∪ {𝑃 ǀ 𝑃 ⊆ 𝑆 , 𝑃 ∈ 𝛽𝐼𝑂𝛾(𝑋))  } ile gösterilir. 

Teorem 4.1.8 (𝑋, 𝜏, 𝐼) bir ideal topolojik uzay , 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋)ve 𝑆 ⊆ 𝑋  olsun. Bu durumda 

aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

i. 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(∅)=∅ ve 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(∅)=∅ dir. 

ii. 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) , X’te 𝛾-𝛽-𝐼 kapalıdır. 

iii. 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(S), X’te 𝛾-𝛽-𝐼 açıktır. 

iv. 𝑆 ⊆  𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆). 

v. 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(S) ⊆ 𝑆 

vi. S, 𝛾-𝛽-𝐼 açıktır. ⇔ S= 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(S) dir. 

vii. S, 𝛾-𝛽-𝐼 kapalıdır. ⇔ S= 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(S) dir. 

viii. 𝑆 ⊆ 𝑃 ise 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) ⊆ 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑃) dir. 

ix. 𝑆 ⊆ 𝑃 ise 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) ⊆ 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑃) dir. 

x. 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾 (𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆)) = 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) 

xi. 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆)) = 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) 

xii. 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) ∪ 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑅) ⊆ 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆 ∪ 𝑅) 

xiii. 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆 ∩ 𝑅) ⊆ 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) ∩ 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑅) 

İspat 4.1.8 

i. ∅ ⊆ 𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾
∗(∅))) ve ∅ ⊇ 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾

∗(∅))) olduğundan ispat tamamlanır. 

ii. 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) =∩ {𝑅 ǀ 𝑆 ⊆ 𝑅 𝑣𝑒 𝑅𝑐 ∈ 𝛽𝐼𝑂𝛾(𝑋)}   sınıfı kapalı kümelerin kesişimi 

olduğundan 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆), 𝛾-𝛽-𝐼 kapalıdır. 
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iii. 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾 (S)= ∪ {𝑃 ǀ 𝑃 ⊆ 𝑆 , 𝑃 ∈ 𝛽𝐼𝑂𝛾(𝑋)  }  sınıfı açık kümelerin birleşimi 

olduğundan 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆), 𝛾-𝛽-𝐼 açıktır. 

iv. 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) , S yi içeren tüm 𝛾 -𝛽 -𝐼  kapalı kümelerin kesişimi olarak tanımlanır. 

Dolayısıyla S yi kapsayan en küçük 𝛾 - 𝛽 - 𝐼 kapalı küme olduğundan ispat 

tamamlanır. 

v. 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾 (S), S nin kapsadığı 𝛾 - 𝛽 - 𝐼 açık kümelerin birleşimi olarak tanımlanır. 

Dolayısıyla S nin içerdiği en büyük 𝛾-𝛽-𝐼 açık küme olduğundan ispat tamamlanır. 

vi. 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(S)=∪ {𝑃 ǀ 𝑃 ⊆ 𝑆 , 𝑃 ∈ 𝛽𝐼𝑂𝛾(𝑋)  }  ve S, 𝛾-𝛽-𝐼 açık küme ise 𝑆 ∈  𝛽𝐼𝑂𝛾(𝑋) 

ve 𝑆 ⊆ 𝑆 olduğundan 𝑆 ⊆  𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆)  dir. 

 Tanımdan   𝑆 ⊇  𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆)  olduğu açıktır. 

Böylece S= 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(S) dir. 

Diğer yandan S= 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) ise 𝑆 ∈ 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆)  olduğundan S, 𝛾-𝛽-𝐼 açık kümedir. 

vii. 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) =∩ {𝑅 ǀ 𝑆 ⊆ 𝑅 𝑣𝑒 𝑅𝑐 ∈ 𝛽𝐼𝑂𝛾(𝑋)}  ve S,  𝛾 - 𝛽 - 𝐼  kapalı küme ise 𝑆𝑐 ∈

𝛽𝐼𝑂𝛾(𝑋)  ve 𝑆 ⊆ 𝑆  olduğundan 𝑆 ⊆  𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆)  dir. 

Tanımdan  𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) ⊆ 𝑆   olduğu açıktır. 

Böylece S= 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) dir.  

Diğer yandan S= 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆)ise 𝑆𝑐 ∈ 𝛽𝐼𝑂𝛾(𝑋)  olduğundan S, 𝛾-𝛽-𝐼 kapalı kümedir. 

viii. 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆)=∩ {𝑅 ǀ 𝑆 ⊆ 𝑅 𝑣𝑒 𝑅𝑐 ∈ 𝛽𝐼𝑂𝛾(𝑋)} ve                          

           𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑃)=∩ {𝑅 ǀ 𝑃 ⊆ 𝑅 𝑣𝑒 𝑅𝑐 ∈ 𝛽𝐼𝑂𝛾(𝑋)} dir. 𝑆 ⊆ 𝑃 ise 

 

⋂ 𝑅𝑆

𝑅𝑆⊆𝑆

⊆ ⋂ 𝑅𝑃

𝑅𝑃⊆𝑅

 

dir. Böylece 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) ⊆ 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑃) dir. 

ix. 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(S)=∪ {𝑅 ǀ 𝑅 ⊆ 𝑆 , 𝑅 ∈ 𝛽𝐼𝑂𝛾(𝑋)  } ve  

𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(P)=∪ {𝑅 ǀ 𝑅 ⊆ 𝑃 , 𝑅 ∈ 𝛽𝐼𝑂𝛾(𝑋)}  

dir. 𝑆 ⊆ 𝑃 ise   𝑅 ⊆ 𝑆 ⊆ 𝑃 olacak şekilde her R kümesi P’nin alt kümesidir. 

⋃ 𝑅𝑆

𝑅𝑆⊆𝑆

⊆  ⋃ 𝑅𝑃

𝑅𝑃⊆𝑅
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dir. Böylece  𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) ⊆ 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑃) dir. 

x. 𝛽I𝑐𝑙𝛾(S) kapalı olduğundan (Teorem 4.1.8 (ii) ) 

𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾 (𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆)) = 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) dir. 

xi. 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(S) açık olduğundan (Teorem 4.1.8 (iii) ) 

 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆)) = 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) dir. 

xii. 𝑆 ⊆ 𝑆 ∪ 𝑅 ve 𝑅 ⊆ 𝑆 ∪ 𝑅  olduğundan 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) ⊆ 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆 ∪ 𝑅) 

ve  𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑅) ⊆ 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆 ∪ 𝑅) dir. Böylece, 

 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) ∪ 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑅) ⊆ 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆 ∪ 𝑅) elde edilir. 

 Diğer yandan, 

 𝑋 =  {𝑎, 𝑏, 𝑐}  kümesi üzerinde  τ = {∅, 𝑋,{𝑎},{𝑏},{𝑎, 𝑏}} topolojisi ve 𝐼 =  {∅, {𝑎}} 

ideali verilsin.  

 𝑏 ∈  𝑋 için bir 𝛾:  𝜏 →  𝑃(𝑋) işlemi 

𝛾(𝑆) = 𝑆𝛾 ={

 
           S,                b ∈  S
      cl(S),              b ∉  S 

 

 şeklinde tanımlansın. 𝛾-açık kümeler ∅, 𝑋, {𝑎, 𝑐}, {𝑏}, {𝑎, 𝑏} dir. 

 𝛾 -kapalı kümeler ∅, 𝑋, {𝑎, 𝑐}, {𝑏}, {𝑐} dir. 

 𝛾-𝛽-𝐼 açık kümeler ∅, 𝑋, {𝑎, 𝑐}, {𝑏}, {𝑎, 𝑏}, {𝑏, 𝑐} dir. 

 𝛾-𝛽-𝐼 kapalı kümeler ∅, 𝑋, {𝑎, 𝑐}, {𝑏}, {𝑐}, {𝑎} dir. Bu örnekte 𝑆 = {𝑏} ve 𝑅 = {𝑎} kümeleri 

için, 

 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) = {𝑏} ve 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑅) = {𝑎} iken 

 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆 ∪ 𝑅) = 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾({a, b}) = 𝑋  olduğu görülmektedir. 

 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) ∪ 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑅)  = {a, b} ve 

 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆 ∪ 𝑅) = 𝑋 olduğundan 

 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) ∪ 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑅)  ⊅ 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆 ∪ 𝑅) elde edilir. 

xiii. 𝑆 ∩ 𝑅 ⊆ 𝑆 ve 𝑆 ∩ 𝑅 ⊆ 𝑅 olduğundan 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆 ∩ 𝑅) ⊆ 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) ve 
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 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆 ∩ 𝑅) ⊆ 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑅) dir. Böylece, 

𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆 ∩ 𝑅) ⊆ 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) ∩ 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑅) elde edilir. 

Diğer yandan Teorem 4.1.8 (xii) de verilen örnekte, S={a,c } ve R= {b,c}  kümeleri için, 

 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆)={a,c} ve 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑅) =X iken 

 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆 ∩ 𝑅) = 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾({a, c}) = {𝑐}  olduğu görülmektedir. 

𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) ∩ 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑅) = {a, c} ve 

𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆 ∩ 𝑅) = {𝑐}  olduğundan  

𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆 ∩ 𝑅) ⊅ 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) ∩ 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑅) elde edilir. 

Teorem 4.1.9  (𝑋, 𝜏, 𝐼) bir ideal topolojik uzay , 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋)ve 𝑆 ⊆ 𝑋 olsun. Bu durumda 

aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

i.  𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆𝑐) = (𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(S))
𝑐

 

ii. (βI𝑐𝑙𝛾(S))𝑐 = 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆𝑐) 

İspat 4.1.9 

 i.  𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) ⊆ 𝑆 olduğundan 𝑆𝑐 ⊆  (𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆))𝑐 dir. 

𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) 𝛾-𝛽-𝐼 açık bir küme olduğundan (𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆))𝑐 kümesi 𝛾-𝛽-𝐼 kapalıdır. Böylece, 

𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾((𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆))𝑐) =(𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆))𝑐  elde edilir. 

𝑆𝑐 ⊆  (𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆))𝑐 olduğundan 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆𝑐) ⊆ (𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆))𝑐  dir. 

Öte yandan , 𝑆𝑐 ⊆  𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆𝑐)  ve (𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆𝑐))𝑐 ⊆ 𝑆 dir. 

(𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆𝑐))𝑐 𝛾 -𝛽 -𝐼  açık bir küme olduğundan  𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾 ((𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆𝑐))
𝑐

) = (𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆𝑐))𝑐 

dir. 

(𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆𝑐))𝑐 ⊆ 𝑆  ve  𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾 ((𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆𝑐))
𝑐

)  ⊆  𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) dir. 

(𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆𝑐))𝑐 kümesi 𝛾-𝛽-𝐼 açık olduğundan (𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆𝑐))𝑐 ⊆ 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) ve 

(𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆))𝑐 ⊆  𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆𝑐) elde edilir.  

Böylece  𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆𝑐) = (𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(S))
𝑐

 dir. 
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ii. S ⊆ 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆)  olduğundan (𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆))𝑐  ⊆ 𝑆𝑐  dir. 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾((𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆))
𝑐

)  ⊆ 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆𝑐 ) 

dir. (𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆))
𝑐

 kümesi 𝛾 - 𝛽 - 𝐼  açık bir küme olduğundan  𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾 ((𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆))
𝑐

) =

(𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆))
𝑐

 dir. 

Böylece (𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆))
𝑐

⊆ 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆𝑐) elde edilir. 

Diğer yandan 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆𝑐) ⊆ 𝑆𝑐 ve 𝑆 ⊆  (𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆𝑐))𝑐 dir. 

 (𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆𝑐))𝑐 𝛾-𝛽-𝐼 kapalı bir kümedir ve  

 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾 ((𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆𝑐))
𝑐

) = (𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆𝑐))
𝑐

dir. 

 𝑆 ⊆  (𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆𝑐))𝑐  olduğundan  𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆) ⊆ (𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆𝑐))
𝑐

  ve 

(𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆𝑐)) ⊆ (𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆))
𝑐

 elde edilir. Böylece, 

(𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆𝑐)) = (𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(𝑆))
𝑐

 elde edilir. 

Teorem 4.1.10 (𝑋, 𝜏, 𝐼) bir ideal topolojik uzay , 𝛾 ∈ 𝛤(𝑋)ve 𝑆 ⊆ 𝑋 olsun. Bu durumda 

aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

i.  𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(S) = S ∪ int𝛾(𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾
∗(𝑆)) 

ii.  𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(S) = S ∩ cl𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆)) 

İspat 4.1.10  

i.  𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(S) 𝛾-𝛽-𝐼 kapalı kümedir. O halde, 

𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(S) ⊇ int𝛾(𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾
∗ (𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(S)) dir. Buradan 

𝑆 ∪  𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(S) ⊇ 𝑆 ∪  int𝛾(𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾
∗ (𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(S)) ve 

𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(S) ⊇ 𝑆 ∪ int𝛾(𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾
∗ (𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(S)) yazılabilir. 

 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(S) ⊇ 𝑆 ∪  int𝛾(𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾
∗ (𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(S)) ⊇ 𝑆 ∪ int𝛾 (𝑐𝑙𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾

∗(𝑆))) dir. 

Diğer taraftan, 

int𝛾(𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾
∗(𝑆)) ⊆ 𝑆 ⟺ 𝑆, 𝛾-𝛽-𝐼 kapalı kümedir. 
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S ∪ int𝛾(𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾
∗(𝑆)) nin 𝛾-𝛽-𝐼 kapalı küme olduğunu gösterelim. 

int𝛾(𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾
∗(S ∪ int𝛾(𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾

∗(𝑆)) )

⊆ int𝛾(𝑐𝑙𝛾 [𝑖𝑛𝑡𝛾
∗(𝑆) ∪ int𝛾

∗ (int𝛾 (𝑐𝑙𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾
∗(𝑆))))]

⊆ int𝛾(𝑐𝑙𝛾 [𝑖𝑛𝑡𝛾
∗(𝑆) ∪ 𝑐𝑙𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾

∗(𝑆))] ⊆ int𝛾 (𝑐𝑙𝛾 (𝑐𝑙𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾
∗(𝑆))))

= int𝛾 (𝑐𝑙𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾
∗(𝑆))) ⊆ 𝑆 ∪ int𝛾 (𝑐𝑙𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾

∗(𝑆))) 

Böylece, S ∪ int𝛾(𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾
∗(𝑆)) 𝛾-𝛽-𝐼 kapalı kümedir ve  

𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(S ∪ int𝛾(𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾
∗(𝑆))  ) = S ∪ int𝛾(𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾

∗(𝑆))  dir. 

𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(S) ⊆  S ∪ int𝛾(𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾
∗(𝑆))  elde edilir. 

Sonuç olarak 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(S) =  S ∪ int𝛾(𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾
∗(𝑆)) olduğu görülür. 

ii. 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(S) 𝛾-𝛽-𝐼 açık bir kümedir. O halde 

𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(S) ⊆ cl𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾
∗ (𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(S))) ve 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(S) ⊆ S olduğundan 

𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(S) ⊆ S ∩ cl𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾
∗ (𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(S))) ⊆  S ∩ cl𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾

∗ (𝑆)) dir. 

Diğer taraftan, 

cl𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆)) ⊇ 𝑆 ⟺ 𝑆, 𝛾-𝛽-𝐼 açık kümedir. S ∩ cl𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾

∗ (𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(S))) kümesinin 

𝛾-𝛽-𝐼 açık bir küme olduğunu gösterelim. 

cl𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾
∗ (S ∩ cl𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾

∗ (𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(S)))))

⊇ cl𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾 [𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆) ∩ cl𝛾

∗ (cl𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆))))]

⊇ cl𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾 [𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆) ∩ (𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾

∗ (𝑆)))]

= cl𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆))) ⊇ 𝑆 ∩ cl𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾

∗ (𝑆))) 

Böylece 𝑆 ∩ 𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾
∗ (𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆))) 𝛾-𝛽-𝐼 açık bir kümedir ve, 

𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑆 ∩ 𝑐𝑙𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆)))) = 𝑆 ∩ 𝑐𝑙𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾

∗ (𝑆)))  𝑑𝑖𝑟. 
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𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) ⊇  𝑆 ∩ 𝑐𝑙𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆)))  elde edilir. 

Sonuç olarak 𝛽𝐼𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) = 𝑆 ∩ 𝑐𝑙𝛾(𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆))  olduğu görülür. 

4.2.  𝜸-𝜷-𝑰 Sürekli Fonksiyonlar  

Tanım 4.2.1. 𝑓 ∶  (𝑋, 𝜏, 𝐼)  →  (𝑌, 𝜎)  fonksiyonu için 𝛾 ∶  𝜏 →  𝑃(𝑋) , 𝜃 ∶  𝜎 →  𝑃(𝑌)  

sırasıyla  𝜏 ve  𝜎 üzerinde işlemler olsun. Eğer 𝑌 de ki her 𝜃- açık 𝐾 kümesi için 𝑓−1(𝐾) 𝑋 

te 𝛾- 𝛽- 𝐼 açık ise 𝑓 fonksiyonuna (𝛾, 𝜃)- 𝛽- 𝐼 sürekli fonksiyon denir. 

Örnek 4.2.1  𝑋 =  {𝑎, 𝑏, 𝑐} kümesi üzerinde τ = {∅, 𝑋,{𝑎},{c},{𝑎, 𝑏},{𝑎, c}} topolojisi ve  

 𝐼 =  {∅, {𝑐}} ideali verilsin.  

              𝑏 ∈ 𝑋 için bir 𝛾:  𝜏 → 𝑃(𝑋) işlemi 

 

𝛾(S) = 𝑆𝛾 ={

 
           S,                b ∈  S
      cl(S),              b ∉  S 

  

             şeklinde tanımlansın. 

             𝑌 =  {𝑑, 𝑒, 𝑓 } kümesi üzerinde 𝜎 = {∅, 𝑋,{d},{e},{d,e},{d,f}} topolojisi verilsin.  

              e ∈ Y için bir 𝜃:  𝜎 → 𝑃(Y) işlemi 

 

𝜃 (S) = 𝑆𝜃 ={

 
  cl(S) ,                e ∈  S

   S,                         e ∉  S 
 

             şeklinde tanımlansın. 

𝑓 ∶  (𝑋, 𝜏, 𝐼)  →  (𝑌, 𝜎) , 𝑓 = {(𝑎, 𝑒), (𝑏, 𝑓), (𝑐, 𝑑)} fonksiyonu tanımlansın. 

X’te 𝛾 –açık kümeler ∅,X,{𝑎, 𝑏}, {𝑐} 

Y’de 𝜃-açık kümeler ∅,Y,{𝑑}, {𝑒}, {𝑑, 𝑓} dir. 

Y’de 𝜃-açık kümelerin ters görüntülerinin {𝑐}, {𝑎}, {𝑏, 𝑐} 𝛾- 𝛽- 𝐼 açık olduğunu gösterelim. 

S= {𝑎}  için 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑆) = ∅ , 𝑆∗ = {𝑎, 𝑏}  ve 𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆) = {𝑎, 𝑏}  ve cl𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾

∗ (𝑆))) = {𝑎, 𝑏} 

bulunur. 

Böylece, 𝑆 ⊆ cl𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆))) olduğundan S, 𝛾- 𝛽- 𝐼 açık bir kümedir. 
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𝑅 = {𝑐}  için 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑅) = {𝑐} , 𝑅∗ = ∅  ve 𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑅) = {𝑐}  ve cl𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾

∗ (𝑅))) = {𝑐} 

bulunur. Böylece, 

𝑅 ⊆ cl𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑅))) olduğundan R, 𝛾- 𝛽- 𝐼 açık bir kümedir. 

𝑃 = {𝑏, 𝑐} için 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑃) = {𝑐},𝑃∗ = {𝑎, 𝑏}  ve cl𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑃))) = 𝑋  bulunur. Böylece,                         

𝑃 ⊆ cl𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑃))) olduğundan P, 𝛾- 𝛽- 𝐼 açık bir kümedir. 

Y’de 𝜃-açık kümelerin ters görüntüleri 𝛾- 𝛽- 𝐼 açık olduğundan f fonksiyonu (𝛾, 𝜃)- 𝛽- 𝐼 

süreklidir. 

Örnekteki ideal 𝐼 = {∅, {b}}  alındığında 𝑃 = {𝑏, 𝑐}  için 𝑖𝑛𝑡𝛾(𝑃) = {𝑐} ,  𝑃∗ = {𝑐}   ve 

cl𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑃))) = ∅ bulunur. 𝑃 ⊈ cl𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾

∗ (𝑃)))  olduğundan P, 𝛾- 𝛽- 𝐼 açık bir 

küme değildir. Yani f fonksiyonu (𝛾, 𝜃)- 𝛽- 𝐼 sürekli değildir. 

Teorem 4.2.2 𝑓 ∶  (𝑋, 𝜏, 𝐼)  →  (𝑌, 𝜎)  fonksiyonu için 𝛾 ∶  𝜏 →  𝑃(𝑋) , 𝜃 ∶  𝜎 →  𝑃(𝑌)  

sırasıyla  𝜏 ve  𝜎 üzerinde işlemler olsun. 𝑌 de ki her 𝜃- kapalı 𝐾 kümesi için 𝑓−1(𝐾), 𝑋 te 

𝛾- 𝛽- 𝐼 kapalıdır ancak ve ancak 𝑓 fonksiyonu (𝛾, 𝜃)- 𝛽- 𝐼 süreklidir. 

İspat 4.2.2 (⇐): f fonksiyonu(𝛾, 𝜃)- 𝛽- 𝐼 sürekli olsun. S kümesi Y de 𝜃-kapalı bir küme 

olsun. 𝑆𝑐, 𝜃-açık bir küme olur. f fonksiyonu sürekli olduğundan 𝑓−1(𝑆𝑐) 𝛾- 𝛽- 𝐼 açıktır. 

𝑓−1(𝑆𝑐) = (𝑓−1(𝑆)) 𝐶   olduğundan (𝑓−1(𝑆)) 𝐶   𝛾- 𝛽- 𝐼 açıktır ve 𝑓−1(𝑆) X te   𝛾- 𝛽- 𝐼 

kapalıdır. 

(⇒): R, 𝜃-açık bir küme olsun. 𝑓−1(𝑅) nin 𝛾- 𝛽- 𝐼 açık olduğunu gösterelim.𝑅𝑐 𝜃-kapalı 

bir küme olduğundan kabulden 𝑓−1(𝑅𝑐)  𝛾 - 𝛽 - 𝐼  kapalıdır.  𝑓−1(𝑅𝑐) = (𝑓−1(𝑅)) 𝐶   

olduğundan (𝑓−1(𝑅)) 𝐶  𝛾- 𝛽- 𝐼 kapalıdır ve 𝑓−1(𝑅) 𝛾- 𝛽- 𝐼 açıktır. O halde f fonksiyonu 

(𝛾, 𝜃)- 𝛽- 𝐼 süreklidir. 

Teorem 4.2.3 𝑓 ∶  (𝑋, 𝜏, 𝐼)  →  (𝑌, 𝜎) fonksiyonu verilsin. ∀𝑥 ∈ 𝑋  ve f(x) in her S açık 

komşuluğu için 𝑓(𝑀𝛾) ⊆ 𝑆𝛾 olacak şekilde x in en az bir 𝛾- 𝛽- 𝐼 açık M komşuluğu vardır 

ancak ve ancak  𝑓 fonksiyonu (𝛾, 𝜃)- 𝛽- 𝐼 süreklidir. 

İspat 4.2.3 (⇒): Bir 𝑆 ⊆ 𝑀   𝜃-açık kümesini alalım. 𝑓−1(𝑆) nin 𝛾- 𝛽- 𝐼  açık olduğunu 

gösterelim. 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑆)   olsun.  𝑓(𝑥) ∈ 𝑆  dir. Kabulden 𝑓(𝑀𝑋) ⊆ 𝑆  ve 𝑥 ∈ 𝑀𝑋  olacak 

şekilde bir 𝑀𝑋 𝛾- 𝛽- 𝐼 açık küme vardır. Buradan 𝑥 ∈ 𝑀𝑋 ⊆ 𝑓−1(𝑆) elde edilir. 
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𝑓−1(𝑆) = ⋃ 𝑀𝑋

𝑥∈𝑓−1(𝑆) 

 

dir. Teorem 4.1.5(i) den dolayı  𝑓−1(𝑆) 𝛾- 𝛽- 𝐼 açıktır. Böylece  𝑓 fonksiyonu (𝛾, 𝜃)- 𝛽- 𝐼 

süreklidir. 

(⇐):𝑓 fonksiyonu (𝛾, 𝜃)- 𝛽- 𝐼 sürekli olsun. Kabul edelim ki S, 𝜃-açık bir küme olsun. f 

sürekli olduğundan 𝑓−1(𝑆)  𝛾- 𝛽- 𝐼 açıktır. 𝑓(𝑥)’in bir 𝜃-açık komşuluğu S olsun. 𝑓(𝑥) ∈

𝑆 ise 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑆) dir. Eğer 𝑀 = 𝑓−1(𝑆) seçersek 𝑓(𝑀) ⊆ 𝑆 elde edilir. 

Böylece ispat tamamlanır. 

Tanım 4.2.4 𝑓 ∶  (𝑋, 𝜏, 𝐼)  →  (𝑌, 𝜎, 𝐽 ) fonksiyonu için  𝛾 ∶  𝜏 →  𝑃(𝑋) , 𝜃 ∶  𝜎 →  𝑃(𝑌)  

sırasıyla  𝜏 ve  𝜎 üzerinde işlemler olsun. Eğer 𝑌 de ki her 𝜃- 𝛽- 𝐽 açık 𝐾 kümesi için 

𝑓−1(𝐾) 𝑋 te 𝛾- 𝛽- 𝐼 açık ise 𝑓 fonksiyonu (𝛾, 𝜃) - 𝛽 - (𝐼, 𝐽 ) irresolute fonksiyondur. 

Örnek 4.2.4  𝑋 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} kümesi üzerinde 𝜏 = {∅, 𝑋,{𝑎},{c},{𝑎, 𝑏},{𝑎, c}} topolojisi ve 

𝐼 = {∅,{b}} ideali verilsin.  

              𝑏 ∈ 𝑋 için bir 𝛾:  𝜏 → 𝑃(𝑋) işlemi 

𝛾(S) = 𝑆𝛾 ={

 
           S,                b ∈  S
      cl(S),              b ∉  S 

    şeklinde tanımlansın. 

Y= {d,e,f } kümesi üzerinde 𝜎 = {∅, 𝑋,{d},{e},{d,e},{d,f}} topolojisi ve J= {∅,{e}} ideali 

verilsin.  

 

              e ∈ Y için bir 𝜃:  𝜎 → 𝑃(Y) işlemi 

 

𝜃 (S) = 𝑆𝜃 ={

 
  cl(S) ,                e ∈  S

   S,                         e ∉  S 
 

             şeklinde tanımlansın. 

𝑓 ∶  (𝑋, 𝜏, 𝐼)  →  (𝑌, 𝜎, 𝐽) , 𝑓 = {(𝑎, 𝑑), (𝑏, 𝑓), (𝑐, 𝑒)} fonksiyonu tanımlansın. 

X’te 𝛾 –açık kümeler ∅,X,{𝑎, 𝑏}, {𝑐} ve 

Y’de 𝜃-açık kümeler ∅,Y,{𝑑}, {𝑒}, {𝑑, 𝑓} dir. 

Y’de 𝜃- 𝛽- 𝐽 açık kümeler ∅,Y,{𝑑}, {𝑒}, {𝑑, 𝑓}, {𝑒, 𝑑} dir. 
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Y’de 𝜃 -  𝛽 - 𝐽  açık kümelerin ters görüntülerinin {𝑐}, {𝑎} ,  {𝑎, 𝑐} ,  {𝑎, 𝑏}   𝛾 - 𝛽 - 𝐼  açık 

olduğunu gösterelim. {𝑐} ve {𝑎, 𝑏} kümeleri 𝛾 –açıktır dolayısıyla 𝛾- 𝛽- 𝐼 açıktır.(Teorem 

4.1.6 (i)) 

𝑆 = {𝑎} için 𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆) = {𝑎, 𝑏} ve cl𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾

∗ (𝑆))) = {𝑎, 𝑏}  bulunur. Böylece, 

𝑆 ⊆ cl𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑆))) olduğundan S, 𝛾- 𝛽- 𝐼 açık bir kümedir. 

𝑅 = {𝑎, 𝑐} için 𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑅) = 𝑋 ve ve cl𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾

∗ (𝑅))) = 𝑋 bulunur. Böylece,                   

       𝑅 ⊆ cl𝛾 (𝑖𝑛𝑡𝛾 (𝑐𝑙𝛾
∗ (𝑅))) olduğundan R, 𝛾- 𝛽- 𝐼 açık bir kümedir. 

Sonuç olarak 𝑓 fonksiyonu (𝛾, 𝜃) - 𝛽 - (𝐼, 𝐽 ) irresolute fonksiyondur. 

Teorem 4.2.5 𝑓 ∶  (𝑋, 𝜏, 𝐼)  →  (𝑌, 𝜎, 𝐽 ) fonksiyonu için  𝛾 ∶  𝜏 →  𝑃(𝑋), 𝜃 ∶  𝜎 →  𝑃(𝑌)  

sırasıyla  𝜏 ve  𝜎 üzerinde işlemler olsun. Y deki her 𝜃 - 𝛽 - 𝐽  kapalı K kümesi için  

𝑓−1(𝐾) , 𝑋 te 𝛾- 𝛽- 𝐼 kapalı ise 𝑓 fonksiyonu (𝛾, 𝜃) - 𝛽 - (𝐼, 𝐽 ) irresolute fonksiyondur. 

İspat 4.2.5 K,Y’de 𝜃- 𝛽- 𝐽 kapalı bir küme olsun. 𝐾𝑐 𝜃- 𝛽- 𝐽 açık bir kümedir. 𝑓−1(𝐾), 𝑋 

te 𝛾- 𝛽- 𝐼  kapalı olduğundan (𝑓−1(𝐾)) 𝑐  𝛾- 𝛽- 𝐼 açıktır. Böylece 𝐾𝑐 𝜃- 𝛽- 𝐽 açık bir küme 

iken 𝑓−1(𝐾𝑐)   𝛾  - 𝛽 - 𝐼  açıktır. Böylece f fonksiyonu (𝛾, 𝜃)  - 𝛽  – (𝐼, 𝐽 )  irresolute 

fonksiyondur. 

Teorem 4.2.6 𝑓 ∶  (𝑋, 𝜏, 𝐼)  →  (𝑌, 𝜎, 𝐽 ) fonksiyonu için  𝛾 ∶  𝜏 →  𝑃(𝑋), 𝜃 ∶  𝜎 →  𝑃(𝑌)  

sırasıyla  𝜏 ve  𝜎 üzerinde işlemler olsun. 𝑓 fonksiyonu (𝛾, 𝜃) - 𝛽 - (𝐼, 𝐽 ) irresolute ise 

(𝛾, 𝜃)- 𝛽- 𝐼 süreklidir. 

İspat 4.2.6 Kabul edelim ki 𝑓 (𝛾, 𝜃) - 𝛽 - (𝐼, 𝐽 ) irresolute fonksiyon olsun. Bir 𝜃-açık S 

kümesi aynı zamanda 𝜃- 𝛽- 𝐽-açıktır. f  (𝛾, 𝜃) - 𝛽 - (𝐼, 𝐽 ) irresolute olduğundan 𝑓−1(𝑆) de 

𝛾- 𝛽- 𝐼 açıktır. O halde f fonksiyonu (𝛾, 𝜃)- 𝛽- 𝐼 süreklidir. 

Tanım 4.2.7 Bir S kümesi 𝛾- 𝛽- 𝐼   açık(kapalı) iken f(S) de 𝜃- 𝛽- 𝐽  açık(kapalı) ise f 

fonksiyonuna (𝛾, 𝜃) - 𝛽 - (𝐼, 𝐽 ) açık(kapalı) fonksiyon denir. 

Örnek 4.2.7 Örnek 4.2.4 de {𝑐}, {𝑎}, {𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑐} kümeleri X’teki 𝛾- 𝛽- 𝐼 açık kümelerdir. 

Bu kümelerin f fonksiyonu altındaki ters görüntüleri {𝑑}, {𝑒}, {𝑑, 𝑒}, {𝑑, 𝑓} Y de 𝜃- 𝛽- 𝐽 

açık kümeler olduğundan f  (𝛾, 𝜃) - 𝛽 -(𝐼, 𝐽 ) açık fonksiyondur. 
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Teorem 4.2.8 𝑓 ∶  (𝑋, 𝜏, 𝐼)  →  (𝑌, 𝜎, 𝐽 ) fonksiyonu için  𝛾 ∶  𝜏 →  𝑃(𝑋), 𝜃 ∶  𝜎 →  𝑃(𝑌)  

sırasıyla  𝜏 ve  𝜎 üzerinde işlemler olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir. 

i. f fonksiyonu (𝛾, 𝜃) - 𝛽 - (𝐼, 𝐽 ) kapalıdır. 

ii. 𝑆 ⊆ 𝑋 için 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(f(S)) ⊆ f(𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(S)) dir. 

İspat 4.2.8 :(⇒) Kabul edelim ki f fonksiyonu (𝛾, 𝜃) - 𝛽 – (𝐼, 𝐽 ) kapalı olsun. 𝑆 ⊆ 𝑋 için 

𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(f(S))  𝛾 - 𝛽 - 𝐼  kapalı olduğundan f(𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(S))  de 𝜃 - 𝛽 - 𝐽  kapalıdır. 𝑓(𝑆) ⊆

𝑓(𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(S)) olduğundan  𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(f(S)) ⊆ f(𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(S)) bulunur. 

: (⇐) Kabul edelim ki, bir 𝛾- 𝛽- 𝐼 kapalı 𝑆 ⊆ 𝑋 kümesi için ve   𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(f(S)) ⊆ f(𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(S)) 

olsun. 𝑓(𝑆) ⊆ 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(f(S)) ⊆  f(𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(S)) = 𝑓(𝑆)  

Bu durumda 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(f(S)) ⊆ 𝑓(𝑆) dir.  

 𝛽𝐼𝑐𝑙𝛾(f(S)) = 𝑓(𝑆) bulunur ki bu da 𝑓(𝑆)’in 𝜃- 𝛽- 𝐽 kapalı olmasıdır. 

Sonuç olarak f fonksiyonu (𝛾, 𝜃) - 𝛽 - (𝐼, 𝐽 ) kapalıdır. 

Teorem 4.2.9 X,Y,Z topolojik uzaylar ve 𝛾 ∶  𝜏 →  𝑃(𝑋), 𝜃 ∶  𝜎 →  𝑃(𝑌)  , 𝛼: 𝜌 → 𝑃(𝑍) 

sırasıyla 𝜏 ,  𝜎 ,  𝜌  üzerinde işlemler olsun. 𝑓: 𝑋 → 𝑌, 𝑔: 𝑌 → 𝑍  fonksiyonları verilsin. 

𝑔𝑜𝑓: 𝑋 → 𝑍  ,  (𝛾, 𝛼) - 𝛽 - 𝐼  kapalı fonksiyon olsun. g, birebir ve (𝜃, 𝛼) -  𝛽 - 𝐼  irresolute 

fonksiyon ise f, (𝛾, 𝜃) - 𝛽- 𝐼 kapalıdır. 

İspat 4.2.9 𝑆 ⊆ 𝑋 ve S kümesi 𝛾-kapalı olsun. 𝑔𝑜𝑓(𝑆) de Z’de 𝛼-𝛽-𝐼 kapalıdır. Buradan 

 𝑔−1(𝑔𝑜𝑓(𝑆)) = 𝑓(𝑆)   𝜃 - 𝛽- 𝐼 kapalıdır. Böylece g, birebir ve (𝜃, 𝛼)- 𝛽-(𝐼, 𝐽) irresolute 

fonksiyon olduğundan f, (𝛾, 𝜃) - 𝛽- 𝐼 kapalıdır. 
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5. SONUÇ ve ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında, γ işlemi kullanılarak topolojik uzaylarda tanımlanan genelleştirilmiş 

açık kümeler, ideal topolojik uzaylara uyarlanmıştır. Bu yeni kümeler, ideal topolojik 

uzaylarda 𝛾 − 𝛽 − 𝐼 açık kümeler olarak adlandırılmıştır. Bu kümelerle, bir kümenin içi, 

kapanışı gibi kavramlar yeniden tanımlanmış ve bu kavramların özellikleri incelenmiştir. 

Ayrıca yeni bir süreklilik tanımı yapılmıştır. Bu incelemelerden yola çıkarak, topolojik 

uzaylardaki diğer kavramlar da ideal topolojik uzaylara uyarlanabilir. 
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